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Introduction générale 

Au cours des deux dernières décennies, la commande des systèmes a connu un progrès 

énorme sur le plan théorique où de nouvelles approches de commande avancées ont été 

développées pour remédier aux limitations de la commande classique. Parmi ces 

approches, on trouve: la commande linéarisante [1-3], la commande par retour d'état 

adaptative [4, 5], la commande par backstepping [6], la commande par mode de glissement 

[7, 8], la commande prédictive [9, 10], la commande adaptative à modèle de référence [11] 

et la commande adaptative floue et neuronale [12-17].  

En revanche, sur le plan pratique, la commande PID classique est toujours la technique 

de commande la plus utilisée dans l'industrie. Cette réticence des industriels à faire la 

mutation vers la commande avancée est due principalement à des raisons économiques. En 

outre, la commande classique permet souvent de présenter des performances acceptables 

pour une large gamme de systèmes. De plus, elle offre certains avantages, à savoir,  sa 

structure simple et universelle, sa familiarité aux opérateurs, sa facilité de mise en œuvre et 

son coût faible. 

La synthèse de la commande PID classique consiste à faire un choix appropriée de 

trois gains réglables permettant de remplir un cahier de charge des performances désirées. 

Afin d’assuré un fonctionnement optimal de la commande PID, de nombreuses techniques 

ont été proposées dans la littérature pour le réglage de ses gains. Parmi elles, on peut citer 

les méthodes empiriques tel que la méthode de Ziegler-Nichols [18, 19]. Cette méthode, 

qui est basée à la fois sur le comportement fréquentielle et la réponse indicielle du 

système, garantie de bonnes performances en terme de rejet de perturbation mais n’assure 

pas de bonnes qualités dynamiques. Les méthodes fréquentielles [19], qui sont basées sur 

l’utilisation des diagrammes fréquentiels (Bode, Black ou Nyquist) implique plus de 

rigueur dans conception du régulateur par rapport un cahier de charge exprimé en termes 

de marge de phase et marge de gain et garantie ainsi une bonne qualité de stabilité et de 

robustesse. Les méthodes d’optimisation intelligentes [20-25] qui sont basées sur la 

recherche parallèle des gains vis-à-vis un cahier de charge qui ne se limitent pas à un 

critère de performances particulier. Parmi ces méthodes on trouve : les algorithmes 

génétiques (Genetic Algorithms, GA) [20, 21], l’optimisation par essaim particulaire 
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(Particle Swarm Optimization, PSO) [22, 23], l’algorithme des abeilles (Bees Algorithm, 

BA) [24], l’optimisation par colonies de fourmis (Ant Colony Optimization, ACO) [25].  

Les méthodes de réglage citées ci-dessus donnent des valeurs constantes des gains de 

la commande qui sont maintenus inchangés pendant le fonctionnement du système. 

Malheureusement, le contrôleur conçu ainsi ne peut pas assuré de bonnes performances 

quand le système opère sur plusieurs points de fonctionnement, trop perturbé, présente une 

dynamique inconnue, où ces paramètres changent avec le temps. 

Pour s’adapter à ces classes de systèmes, il est extrêmement approprié de doter la 

commande PID par de nouvelles fonctionnalités. Quelques techniques ont été proposées 

dans la littérature [26-29]. La technique de programmation de gain (gain scheduling) [26, 

27] est utilisée quand le système à un nombre fini de points de fonctionnement. Un 

mécanisme approprié est utilisé pour la commutation entre différentes valeurs des 

paramètres du contrôleur. La supervision floue [28, 29] consiste en l’ajustement des 

paramètres de la commande PID en fonction de l’erreur entre la consigne et la sotie du 

système au moyen d’un ensemble de règles floues. Pour étendre davantage les capacités de 

la commande PID aux cas des systèmes non linéaires incertains, trop perturbés et/ou à 

paramètres variables, une commande PID à gains variables est exigée ; c’est la commande 

PID adaptative [30-44]. Cette dernière cumule les avantages de la commande PID 

classique et la commande adaptative.     

Les travaux de notre thèse s’inscrivent dans ce contexte. On se propose de développer 

des  schémas de commande PID adaptative pour des classes systèmes non linéaires avec la 

prise en compte de contraintes pratiques, à savoir les incertitudes des modèles des 

systèmes, les perturbations et la saturation des signaux de commande.    

Les contributions introduites dans cette thèse sont : 

 Conception des structures de commande adaptative à base d'un contrôleur PID à 

paramètres ajustable pour certaines classes de systèmes non linéaires. 

 Propositions des nouvelles lois d’adaptation paramétrique de type 𝑒 −

𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜 pour les systèmes monovariables et multivariables. 

 Elargir la classe des systèmes non linéaires considérés et relâchement de certaines 

hypothèses. 

 Prise en compte des contraintes à l’entrée (saturation d’amplitude et de vitesse, 

zone-morte) et la méconnaissance du signe de gain de commande dans la 
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conception des commandes. 

 Conception une commande idéale  de type mode de glissement pour la classe des 

systèmes sous actionnés. 

 Résolution le problème de la méconnaissance du signe de gain de commande pour 

la classe des systèmes sous actionnés en utilisant deux méthode.  

La thèse est organisée en quatre chapitres : 

Dans le premier chapitre, au début, on rassemble les différentes formes de modèles 

d’état des différentes classes des systèmes non linéaires les plus pertinents dans la 

littérature. Puis, on fait un résumé sur les différentes structures de la commande PID 

classique. Ensuite, on présente un état de l’art sur la commande PID des systèmes non 

linaires. Enfin, un bref rappel sur les systèmes flous et la théorie d’approximation 

universelle est donné.  

Le deuxième chapitre est consacré à la commande PID floue adaptative d’une classe 

des systèmes non linéaires monovariables (SISO) incertains. Deux approches sont 

proposées,  la première traite le cas idéal où le système ne subit aucune contrainte et le 

signe du gain de commande est connu. La seconde approche traite le cas où le système 

subit des contraintes à l’entrée (saturation d’amplitude et de vitesse) et le signe du gain de 

commande est inconnu. 

Dans le troisième chapitre, une classe de systèmes non linéaires multivariables 

(MIMO) incertains complètement actionnés est considérée.  Dans ce schéma, une loi de 

commande PID floue adaptative est développée pour le cas où le système présente des 

non-linéarités à ses entrées de type zone-morte et des perturbations externes. Enfin, les 

résultats obtenus sont comparés au travail antérieur [45].  

Le dernier chapitre est réservé à une classe de systèmes non linéaires MIMO sous-

actionnés incertains. Deux schémas de commande PID floue adaptative pour cette classe 

de systèmes sont proposés. Ces deux schémas prennent en considération la 

méconnaissance de la direction de la commande. Dans le premier, le problème de la 

méconnaissance du signe des gains de commande est résolu par l’utilisation d’une fonction 

de type Nussbaum, alors que dans le second, la direction de la commande est estimée en 

ligne via une loi d’adaptation. 

Enfin, on termine la thèse par une conclusion générale et des perspectives. 



 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 1 

Commande des systèmes non 

linéaires  
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1.1. Introduction   

Les premières approches de commande des systèmes non linéaires consistent à 

linéariser les équations de la dynamique autour d’un point de fonctionnement, puis 

appliquer les techniques de commande classique sur la base du modèle linéaire obtenu. 

Bien que cette approche a prouvé son efficacité avec une large gamme de systèmes, il 

existe en revanche certaines classes de systèmes présentant des phénomènes où la 

linéarisation n’est plus possible ni désirable : 

- Présence de dynamiques inconnues 

- Présences discontinuités : saturations, zones mortes, …. 

- Systèmes à plusieurs points de fonctionnement 

- Systèmes trop perturbés 

- Chaos 

- … etc.  

Dans ces cas de figure, la commande classique donne moins de performance et de 

robustesse et la recherche d’autres alternatives s’impose. A cet effet, ces deux dernières 

décennies, à l’instar du développement de nouvelles approches de commande avancée, la 

commande PID elle aussi a été sophistiquée  pour palier à ce type de problèmes.   

Dans ce chapitre, on commence par un aperçu sur des différentes classes de systèmes 

non linéaires et les différentes structures de commande PID classique, ensuite, on présente 

un état de l’art sur l’évolution de la commande PID des systèmes non linéaires. A la fin du 

chapitre, un résumé sur les systèmes flous est donné, ce dernier sera utile dans les 

prochains chapitres. 

1.2. Classes des systèmes non linéaires   

Un système est un ensemble de composants qui interagissent mutuellement pour 

atteindre un but déterminé. On caractérise un système par ses entrées 𝑢 et ses sorties y, 

comme le montre la Figure 1.1. Ces interactions peuvent être représentées par un modèle 

mathématique décrivant la dynamique du système, c’est-à-dire, l’évolution des sorties 

et/ou les états en fonction des entrées (la commande). Le modèle d’un système est obtenu 

par l’application des lois de la physique et/ou par les à d’identification. 

L’objectif de la commande en boucle fermée d’un système est la correction de son 

comportement vis-à-vis un critère de performance. Le problème de commande consiste à 
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choisir l'entrée de la commande 𝑢 afin d’assurer les performances recherchées. La 

complexité de cette tache est intrinsèque à la complexité du système et la précision de son 

modèle mathématique.  

 

Figure 1.1. Représentation de système.    

Avant d’aborder le problème de la commande d’un système, il est essentiel de collecter 

toutes les informations possibles sur ce système afin de lui formuler un modèle 

mathématique qui sera d’une grande importance dans la conception des lois de commande. 

Selon l’architecture du système ainsi que la quantité d’information disponibles, les 

modèles des systèmes sont divisés en différentes classes ; les systèmes monovariables, les 

systèmes multivaribales, systèmes invariants et les systèmes variants, les systèmes sous 

actionnés et les systèmes sur actionnés, les systèmes affine et nonaffine en la commande 

…etc  [1, 2, 46]. 

 La modélisation des systèmes se fait généralement sous certaines hypothèses 

simplificatrices; des dynamiques négligées, paramètres constants, milieu sans 

perturbations...etc. En revanche, si ces imperfections dans le modèle ne sont pas prises en 

compte dans la conception de la commande, ils vont causer la dégradation des 

performances voir l’instabilité du système en boucle fermée. En général, il existe trois 

sources d’incertitudes ; les perturbations externes, les bruits de mesure et les incertitudes 

internes.  

Bien qu’il existe de nombreuses méthodes géométriques différentielles et/ou 

algébriques pour représenter la dynamique des systèmes non linéaires, la présentation 

d’état par un ensemble d'équations différentielles non linéaires est la plus universelle dont 

la forme générale est la suivante [1, 2]: 

 
𝑥  𝑡 = 𝐹 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡     

 
𝑦(𝑡) = 𝐻 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡    

                                                 (1.1) 

𝑢 

Entrées 

𝑦 

Sorties 

Système  
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où : 

𝑡 : est la variable de temps,  

𝑥 𝑡 ∈ ℛ𝑛  : est le vecteur d'état global avec 𝑛 l’ordre du système, 

𝑢(𝑡) ∈ ℛ𝑚   : est le vecteur d’entré de commande et  𝑚 le nombre d’entrées, 

𝑦(𝑡) ∈ ℛ𝑝  : est le vecteur de sortie du système et 𝑝 le nombre de sorties, 

𝐹 et 𝐻: sont des vecteurs composés de fonctions non linéaires.  

A partir de cette forme générale, il découle des formes spéciales pour les déférentes classes 

des systèmes non linéaires, par exemple : 

Si la fonction 𝐹  ne dépende pas explicitement de 𝑡 le système (1.1) peut être écrire sous la 

forme suivante :   

 

𝑥  𝑡 = 𝐹 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡                      
 

𝑦 = 𝐻 𝑥 𝑡                                     

                                 (1.2) 

le système est dit autonome. 

Si le signal de commande apparaît linéairement dans le modèle, le système (1.2) peut être 

écrit sous la forme suivante :   

 
𝑥  𝑡 = 𝐹 𝑥 𝑡 , 𝑡 + 𝐺 𝑥 𝑡  𝑢 𝑡       

 
𝑦(𝑡) = 𝐻 𝑥 𝑡 , 𝑡                                    

                               (1.3) 

avec 𝐹 𝑥 𝑡   𝐺 𝑥 𝑡   sont des fonctions non linéaires. 

le système est dit affine en la commande. 

Dans le cas de la présence des incertitudes dynamique affectant le système, le système 

(1.3) peut être écrit sous la forme suivante :  

 
𝑥  𝑡 = 𝐹0 𝑥 𝑡 , 𝑡 + ∆𝐹 𝑥 𝑡  + 𝐺0 𝑥 𝑡 , 𝑡 𝑢 𝑡 + ∆𝐺 𝑥 𝑡  𝑢 𝑡 

 
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥 𝑡 , 𝑡)                                                                                          

         (1.4) 

avec 𝐹0 𝑥 𝑡   et 𝐺0 𝑥 𝑡   sont des fonctions nominales connues, et ∆𝐹 𝑥 𝑡   et  

∆𝐺 𝑥 𝑡   sont leur incertitudes respectivement.  
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Dans le cas de la présence des incertitudes due à des perturbations externes, le système 

(1.3) peut être écrit sous la forme suivante :  

 
𝑥  𝑡 = 𝐹 𝑥 𝑡 , 𝑡 + 𝐺 𝑥 𝑡 , 𝑡 𝑢 𝑡 +  𝑑 𝑡, 𝑥(𝑡)                        

 
𝑦(𝑡) = 𝐻(𝑥 𝑡 , 𝑡)                                                                               

    (1.5) 

avec 𝑑 𝑡, 𝑥(𝑡)  est une perturbation externe. 

Notons que dans toutes les représentations d'état présentés ci-dessus si on considère 

que les deux fonctions 𝐹 et 𝐺 sont inconnues, alors tous ces systèmes sont considérés 

incertains. 

L’incertitude des modèles des systèmes non linéaires se rajoute à la complexité 

inhérente à la leur nature pour rendre la tache de commande plus ardue. De ce fait, les 

techniques classiques de commande échouent ici et le recours à des techniques plus 

avancées est nécessaire.  

1.3. Commande PID classique   

 Le régulateur PID classique est constitué d'une action proportionnelle 𝑃, d'une action 

intégrale 𝐼 et d'une action dérivée 𝐷. Les combinaisons possibles entre ces actions 

permettent de donner trois structures de la commande PID à savoir : la structure série, la 

structure parallèle et la structure mixte. Chacune des structures présente des avantages par 

apport aux autres. Dans la suite, nous allons présenter ces trois structures et clarifier les 

principales différences entre elles.  

 PID à structure série  

 Dans la structure série, les trois actions 𝑃, 𝐼 et 𝐷 sont associées en série, c'est-à-dire le 

signal de l'erreur subit à trois transformations successives comme illustré par la Figure 1.2. 

Dans cette structure le signal de commande 𝑢(𝑡) est défini par [47]:  

𝑢 𝑡 = 𝛼𝐾𝑃𝑒 𝑡 +
𝐾𝑃

𝑇𝑖
 𝑒 𝜏 

𝑡

0
𝑑𝑡 + 𝑇𝑑𝐾𝑃

𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡
                            (1.6) 

où 𝛼 =
𝑇𝑖+𝑇𝑑

𝑇𝑖

 et 𝑒 𝑡 = 𝑦𝑑 𝑡 − 𝑦(𝑡) avec : 

𝑦𝑑  : le signal de référence et 𝑦 la sortie du système. 

En appliquant la transformée de Laplace à (1.6), on obtient la fonction de transfert 𝐶 𝑝  du 

régulateur PID série : 
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𝐶 𝑝 =
𝑈 𝑝 

𝐸 𝑝 
= 𝐾𝑃   1 +

1

𝑇𝑖𝑝
  1 + 𝑇𝑑𝑝                                 (1.7) 

 

Figure 1.2. Structure série d’un régulateur PID. 

 PID à structure parallèle   

Dans la structure parallèle, les trois actions 𝑃, 𝐼 et 𝐷 sont associées en parallèle, comme 

illustré par la Figure 1.3. 

 

Figure 1.3. Structure parallèle d’un régulateur PID. 

Dans cette structure le signal de commande 𝑢(𝑡) donné est défini par :  

𝑢 𝑡 = 𝐾𝑃𝑒 𝑡 + 𝐾𝐼  𝑒 𝜏 𝑑𝜏 + 𝐾𝐷
𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡

𝑡

0
                                  (1.8) 

En appliquant la transformée de Laplace à (1.8), on obtient la fonction de transfert 𝐶 𝑝  du 

régulateur PID parallèle: 

𝐶 𝑝 =
𝑈 𝑝 

𝐸 𝑝 
= 𝐾𝑃  +

𝐾𝐼

𝑝
+ 𝐾𝐷𝑝                                         (1.9) 

 PID à structure mixte 

Dans la structure mixte, les deux actions 𝐼 et 𝐷 sont associé en parallèle, et  leur 

somme est multipliée par l’action 𝑃, comme illustré par la Figure 1.4.  

+ 

+ 

+ 𝑦𝑑  

 

𝑦 

− 

+ 
Processes 

𝑒 𝑢 
 

𝐾𝑃  

𝐾𝐼     

 

𝐾𝐷

𝑑 

𝑑𝑡
 

 

 

𝑒 + 𝑦 
+ 

+ 
+ 

− 

+ 𝑦𝑑  
Processes 

𝑢 
𝑇𝑑

𝑑 

𝑑𝑡
 

 

𝐾𝑃  

 

1

𝑇𝑖
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Dans cette structure le signal de commande 𝑢 est donné par [47] :  

𝑢 𝑡 = 𝐾𝑃  𝑒 𝑡 +
1

𝑇𝑖
 𝑒 𝜏 𝑑𝜏 + 𝑇𝑑

𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡

𝑡

0
                            (1.10) 

En appliquant la transformée de Laplace à (1.10), on obtient la fonction de transfert 𝐶 𝑝   

du régulateur PID mixte : 

𝐶 𝑝 =
𝑈 𝑝 

𝐸 𝑝 
= 𝐾𝑃  1 +

1

𝑇𝑖𝑝
+ 𝑇𝑑𝑝                                 (1.11) 

 

Figure 1.4. Structure mixte d’un régulateur PID. 

La principale différence entre ces trois structures concerne l’effet des gains de réglage  

(𝐾𝑃, 𝐾𝐼 et 𝐾𝐷) sur le comportement du régulateur. On remarque que contrairement aux 

deux structures série et mixte, où les trois actions sont couplées entre elles, dans la 

structure parallèle les trois actions sont découplées complètement, c’est-à-dire, la 

modification du gain proportionnel 𝐾𝑃 ne modifie que l’action proportionnelle, tandis que, 

dans les deux autres structures (série et mixte), la modification du gain proportionnel 𝐾𝑃 

modifie simultanément les trois actions (proportionnelle, intégrale et dérivée).  

1.4. Commande PID des systèmes non linéaires :  

 Cette section est consacrée de l’art sur la commande PID des systèmes non linéaires. 

1.4.1. Commande PID des systèmes non linéaires par linéarisation 

 L’utilisation de la technique de linéarisation, qui permet de transformer la dynamique 

du système non linéaire en forme linéaire, est l’une des solutions les plus connues et les 

plus efficace pour l’application de la commande PID classique aux systèmes non linéaire 

comme dans [48-55].  

 Dans [48], les auteurs proposent d’utiliser la commande PID classique pour 

𝑦 𝑦𝑑  

 
+ 

+ 
+ 

− 

+ 
Processus 

 𝑢 
 𝐾𝑃  

1

𝑇𝑖

    

 

𝑇𝑑

𝑑 

𝑑𝑡
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commander le déplacement, la vitesse et la pression d’un système d'entraînement 

hydraulique rotatif, dans ce schéma, la dynamique non linéaire de ce système est linéarisée 

autour de son position d’équilibre. Dans [49], les auteurs proposent d’utiliser la commande 

PID classique à un actionneur électrohydraulique. Dans ce schéma, la dynamique non 

linéaire de ce système est linéarisée par des séries binomiales. Dans [50], les auteurs 

proposent l’utilisation de la commande PID classique pour un robot manipulateur. Dans ce 

schéma, une technique de linéarisation par retour d’état est utilisée pour trouver une 

approximation linéaire de la dynamique non linéaire du robot. Dans [51], les auteurs 

utilisent une loi de commande PID classique afin de résoudre le problème de l'instabilité 

d’un hélicoptère. Dans ce schéma, aussi une technique de linéarisation par retour d’état est 

utilisée. Dans [52, 53], une commande de type PID est proposée pour stabiliser un pendule 

inversé. Dans ces schémas, Le pendule inversé est modélisé, puis linéarisé autour de sa 

position d’équilibre verticale. Dans [54], la commande PID classique est utilisée pour 

traiter le problème de suivi de trajectoire d’un robot mobile. Dans ce schéma, les auteurs 

utilisent un modèle simple linéarisé du robot mobile composé d’un intégrateur et d’un 

retard pur. Dans [55], les auteurs proposent des régulateurs PID, I-PD et PD-PI pour le 

système "barre-boule". Dans ce schéma, le modèle non linéaire de ce système est linéarisé 

autour des points d'équilibres. 

 La section suivante contient un exemple pratique parementent de illustrer l’idée 

générale de l’utilisation de la technique de linéarisation dans l’application de la commande 

PID classique sur le système non linéaire.   

1.4.1.1. Exemple illustratif 1.1 

Dans cet exemple, nous proposons de stabiliser le pendule inversé rotatif représenté par 

la Figure 1.5 dont la dynamique est donnée par :  

                𝑚𝑝𝐿𝑟
2 +

1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 −
1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 cos 𝛼 2 + 𝐽𝑟 𝜃 −  
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑟 cos 𝛼  𝛼 +

              
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 sin 𝛼 cos 𝛼  𝛼 𝜃 +  
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑟 sin 𝛼  𝛼 2 =

𝑘𝑚  𝑉𝑚 −𝑘𝑚 𝜃  

𝑅𝑚
− 𝐷𝑟𝜃   (1.12) 

               
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑟 cos 𝛼 𝜃 +  𝐽𝑝 +

1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 𝛼 −
1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 cos 𝛼 sin 𝛼 𝜃 2 +

                                                              
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝑔 sin 𝛼 = −𝐷𝑝𝛼                                         (1.13) 

Comme illustrer sur la Figure 1.6, le pendule inversé rotatif a deux points d'équilibre ; un 

point d'équilibre stable où le pendule en bas (𝜃 = 0) et un point d'équilibre instable où le 
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pendule en haut (𝜃 = 𝜋). Le modèle linéarisé autour du point d'équilibre instable 𝜃 = 𝜋  

est donné comme suit : 

 𝑚𝑝𝐿𝑟
2 + 𝐽𝑟 𝜃 +  

1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑟 𝛼 = −𝐷𝑟𝜃                                (1.14) 

−
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑟𝜃 +  𝐽𝑝 +

1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 𝛼 +
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝑔𝛼 = −𝐷𝑝𝛼                       (1.15) 

En utilisant les valeurs numériques des paramètres données au Tableau 1.1. Le modèle 

d’état linéaire obtenu est donné par : 

 

𝜃 

𝛼 
𝜃 

𝛼 

 =  

0
0
0
0

0
0

80.3
122

1
0

−45.8
−44.1

0
1

−0.930
−1.40

     

𝜃
𝛼
𝜃 

𝛼 

 +  

0
0

83.4
80.3

 𝑉𝑚                  (1.16) 

L'objectif de commande est de stabiliser le pendule en sa position d’équilibre verticale à 

partir de la condition initiale 𝜃 = 176°, 𝛼 = 0. A cet effet, une commande PID classique 

est conçue sur la base du modèle linéaire (1.16).  

                                       

Figure 1.5. Pendule inversé rotatif. 

Remarque 1.1 : Dans cet exemple pratique et dans tous les exemples expérimentaux 

présentée dans ce chapitre, nous allons utiliser les composants suivants: QUBE-Servo 

(version NI myRIO), source d'alimentation, câble d'alimentation, pendule rotatif, interface 

de myRIO, câble d'interface NI myRIO MXP et câble d'alimentation, et le logiciel 

Labview.   

Brais rotatif  

𝐿𝑝  
    Centre de mass  

    Pendule 

𝐿𝑟  

𝜃 

𝛼 

 

Moteur DC 
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1.4.1.2. Résultats expérimentaux 

Les résultats expérimentaux sont donnés respectivement sur les Figures 1.6 et 1.7. Le 

signal de commande PID est montré sur la Figure 1.8. On remarque que les deux 

trajectoires convergent vers les points désirés. 

Table 1.1. Propriétés physiques du pendule inversé rotatif [56].  

Symbole Valeur 

𝑅𝑚  2.60𝛺 

𝐿𝑟  0.18 𝑚𝐻 

𝑚𝑝  0.127 𝑘𝑔 

𝐿𝑝  0.337 𝑚 

𝐽𝑝  0.0012 𝑘𝑔. 𝑚2 

𝐷𝑝  0.0024 𝑁. 𝑚. 𝑠/𝑟𝑎𝑑  

𝐿𝑟  0.2159𝑚 

𝐽𝑟  9.98x10−4 𝑘𝑔. 𝑚 

𝑘𝑚  0.0077 𝑉. 𝑠/𝑟𝑎𝑑 

𝑔 9.8𝑘𝑔. 𝑚/𝑠2 

 

 

Figure 1.6. Position du bras rotatif 𝛼.    

La validité des approches basées sur la technique de linéarisations reste toujours 

valables sur une petite zone autour du point de linéarisation, comme dans l'exemple 

précédent où le régulateur PID ne fonctionne pas correctement lorsque le pendule est à 
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± 10° de la position verticale, c’est-à-dire, 170° ≤ 𝜃 ≤ 190°.  

 

Figure 1.7.  Position du  pendule 𝜃. 

 

Figure 1.8. Signal de commande PD. 

1.4.2. Commande PID des systèmes non linéaires par des approches non   

linéaires 

 Afin d’appliquer la commande PID sur des systèmes non linéaires avec la prise en 

compte de son comportement non linéaire complet, et aussi la rendre plus robuste plusieurs 

solutions sont proposées dans la littérature. Dans cette partie, nous allons présenter en bref 

certaines d’entre elles.  

 Dans [57-59] une commande PID robuste est proposée pour des systèmes non 

linéaires. Dans ces schémas, un relais de précharge (P-Relay) est associé en série avec la 

commande PID. Ce relais permet d’offrir un gain élevé pour garantir une bonne 
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performance de robustesse, cependant, il cause également un phénomène de chattering. 

Dans ces travaux, au lieu de considérer le chattering comme une caractéristique 

indésirable, les auteurs proposent de l’utiliser pour régler et re-régler les paramètres de la 

commande.   

 Dans [60-62], une commande PID non linéaire saturée est développée pour résoudre le 

problème de la régulation globale des robots manipulateurs, dans ces schémas, une 

fonction saturée est incorporée avec la commande PID pour assurer la stabilité 

asymptotique globale en boucle fermée en présence de la non-linéarité de la dynamique du 

système. Les paramètres de la commande sont choisis aléatoirement par les utilisateurs 

sous certaines conditions de stabilité. 

 Dans [63-66], une commande PI / PID pour les systèmes non linéaires en présence de 

variations des paramètres et des perturbations externes inconnues a été présentée. Dans ces 

schémas, la technique de perturbation singulière est utilisée pour développer une loi de 

commande robuste de type PI/PID, les paramètres de la commande sont choisis sur la base 

de l'analyse de la stabilité du système en boucle fermée via cette technique. 

 Dans [67], les auteurs proposent, pour traiter le problème de commande d’un système 

"barre-boule", deux commandes PD non linéaires ; une commande PD série et une 

commande PD parallèle. Dans ces schémas, un terme de compensation non linéaire est 

introduit dans la commande PD pour surmonter la non-linéarité de la dynamique du 

système. Les paramètres des commandes sont choisis par les utilisateurs en se basant sur 

les réponses expérimentales du système. 

 Dans [68-71], les auteurs proposent une commande PID optimale pour un robot 

manipulateur. Dans ce schéma, la structure de la commande PID est obtenue par résolution 

du problème du contrôle optimal 𝐻∞  en utilisant la technique de la stabilité entrée-à-état 

(Input-to-State Stability (ISS)). Les paramètres de la commande sont choisis après 

exécution de nombreuses simulations à condition que les gains choisis satisfassent 

certaines conditions pour garantir la stabilité du système de commande. 

 Dans [72], une commande PID non linéaire permet de traiter le problème de suivi de 

trajectoire des systèmes non linéaires est proposée. Dans ce schéma, une fonction non 

linéaire est ajoutée à chaque action de commande pour compenser la non-linéarité du 

système, pour déterminer les gains de la commande un algorithme basé sur la technique de 

l’optimisation par essaim particulaire est utilisé. 
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 Dans [73-75] la commande PID est utilisée dans la stratégie de commande d’un 

pendule inversé rotatif. Dans ces schémas, les auteurs proposent d’utiliser deux 

commandes, la première est utilisée pour faire osciller le pendule jusqu'à une certaine 

distance de la position haute, elle est appelée " swing up control", et la deuxième est la 

commande PID/PD classique, elle est utilisée pour stabiliser le pendule en la position 

haute. Pour trouver les paramètres des commandes un mécanisme d’essai est utilisé.  

 Pour prendre une idée générale sur l’amélioration de la commande PID classique pour 

la rendre applicable sur des systèmes non linéaires on propose dans la section suivante 

deux exemples pratiques.  

1.4.2.1. Exemple illustratif 1.2 

 Dans cet exemple, nous proposons d’utiliser deux schémas de commande de type 

PD/PID pour stabiliser le pendule inversé relatif représenté par la Figure 1.5. Dans ce cas 

la dynamique non linéaire globale du pendule inversé relatif est prise en compte 

complètement, c’est-à-dire, l'objectif de commande ici est de stabiliser le pendule en sa 

position d’équilibre instable à partir de sa position d’équilibre stable (conditions initiales 

𝛼 = 0, 𝜃 = 𝜋). 

 Premier schéma de commande  

 Le premier schéma de commande est basé sur l’utilisation de deux lois de 

commande ; une loi de commande d’énergie permet d’osciller le pendule jusqu'à une 

certaine distance de la position haute, et une loi de commande PID classique permet de le 

stabiliser en cette position comme suit [56] :  

𝑢 =  
𝐾𝑝𝑒 𝑡 + 𝐾𝐼  𝑒 𝜏 𝑑𝜏 + 𝐾𝑑

𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡

𝑡

0
                            𝛼 ≤ 10°

𝑠𝑎𝑡𝑢𝑚𝑎𝑥
(𝜇 𝐸 − 𝐸𝑟 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝛼 cos 𝛼                    𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛              

          (1.17) 

où: 𝐸 =
1

2
𝑚𝑝𝑔𝐿𝑝 1 − cos 𝛼  +

1

2
𝐽𝑝𝛼 2. 

avec :  𝜇 est un gain de commande, 𝐸𝑟  est l’énergie de référence souhaitée. Notons que 

l’utilisation de la fonction 𝛼 cos 𝛼  permet de faire une commutation plus rapide.  

 Deuxième schéma de commande  

 Le deuxième schéma de commande est basé sur développement une seule loi de 

commande PD de type mode de glissement (Sliding mode PD control (SMPD)) pour 

osciller et stabiliser le pendule.  
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En prenant 𝑥1 = 𝜃 , 𝑥2 = 𝜃 , 𝑥3 = 𝛼  et  𝑥4 = 𝛼 ,  la dynamique du pendule inversé rotatif 

(1.12) peut s’écrire sous la forme d’état suivante :  

 

𝑥 1 = 𝑥2                            

𝑥 2 = 𝑓1 𝑥 + 𝑏1 𝑥 𝑢    
𝑥 3 = 𝑥4                            

𝑥 4 = 𝑓2 𝑥 + 𝑏2 𝑥 𝑢  

                                              (1.18) 

où  

𝑚 = 𝑚𝑝𝐿𝑟
2 +

1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2 + 𝐽𝑟 , 𝑀 =
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝

2, 𝐿 =
1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝐿𝑝 , 𝐽 = 𝐽𝑝 +

1

4
𝑚𝑝𝐿𝑝

2, 𝑔1 =

1

2
𝑚𝑝𝐿𝑝𝑔, 𝑘𝑟 =

𝑘𝑚

𝑅𝑚
 and 𝑘𝐷 =

𝑘𝑚
2

𝑅𝑚 +𝐷𝑟
. 

𝛿1 = 𝑚 −
1

2
𝑀𝑐𝑜𝑠 𝛼 2 , 𝛿2 = 𝛿1 −

𝐿2 cos  𝛼 2

𝐽
 , 𝛿3 =

1

J𝛿1−𝐿2 cos  𝛼 2
.  

𝑓1 𝑥 =
𝐿

𝛿1𝐽
cos 𝑥3  

1

2
𝑀𝑐𝑜𝑠 𝑥3 sin 𝑥3 𝑥2

2 + 𝑔1 sin 𝑥3 − 𝐷𝑝𝑥4 − 

1

𝛿1
  𝑀𝑐𝑜𝑠 𝑥3 sin 𝑥3 𝑥2𝑥4 − 𝐿 sin 𝑥3 𝑥4

2 − 𝐾𝑑𝑥2  

𝑏1 𝑥 =
𝑘𝑟

𝛿1
, 

𝑓2 𝑥 = 𝛿2𝛿3  
1

2
𝑀𝑐𝑜𝑠 𝑥3 sin 𝑥3 𝑥2

2 + 𝑔1 sin 𝑥3 − 𝐷𝑝𝑥4 − 

𝐿𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝛿3 −𝑀𝑐𝑜𝑠 𝑥3 sin 𝑥3 𝑥2𝑥4 − 𝐿 sin 𝑥3 𝑥4
2 − 𝐾𝑑𝑥2  , 

𝑏2 𝑥 = 𝑘𝑟𝐿𝑐𝑜𝑠 𝑥3 𝛿3, 

𝑢 = 𝑉𝑚 . 

La surface de glissent de chaque sous système est donnée par :   

𝑠1 𝑡 = 𝑥2 + 𝜆1𝑥1, 𝜆1 ≥ 0                                              (1.19) 

𝑠2 𝑡 = 𝑥4 + 𝜆2𝑥3, 𝜆2 ≥ 0                                               (1.20) 

On considère une surface de glissement de deuxième niveau 𝑆 définie comme suit : 

𝑆 = 𝛾𝑠1 + 𝛽𝑠2                                                     (1.21) 

avec : 𝛽 est une constante  positive et 𝛾 est donnée par : 

𝛾 =  
 γ0      s1s2 ≥ 0
−γ0     s1s2 ≥ 0

                                                   (1.22) 

où γ0 est une constante  positive. 
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La commande 𝑢 du système est définie comme suit: 

   𝑢 =
𝛼𝑏1

𝛼𝑏1+𝛽𝑏2
𝑢𝑒𝑞1 +

𝛽𝑏2

𝛼𝑏1+𝛽𝑏2
𝑢𝑒𝑞1 −

𝛽𝑏2

𝛼𝑏1+𝛽𝑏2
(𝑘1𝑆 + 𝑘2𝑆 )                      (1.23) 

où 

𝑢𝑒𝑞1 =
𝜆1𝑥2+𝑓1

𝑏1
                                                            (I.24) 

𝑢𝑒𝑞2 =
𝜆2𝑥4+𝑓2

𝑏2
                                                           (I.25) 

avec : 𝑘1, 𝑘2,  𝜆1 et 𝜆2 sont des constantes positives.  

1.4.2.2. Résultats expérimentaux et comparaison  

 Les résultats expérimentaux des deux lois de commande proposées avec et sans 

perturbations sont présentés par les Figures 1.9 à 1.13. A partir de ces Figures on peut voir 

que, ces approches de commande permettent de donner une bonne performance de 

stabilisation même en présence les perturbations externes. 

 

Figure 1.9. Position du  pendule 𝜃 (trait continu: commande SMPD, trait pointillé: 

commande PID).     

Comparé au schéma de commande PID classique développée dans l’exemple illustratif 

1.1, les avantages principaux de ces schémas sont : 1) elles sont valables non seulement 

autour du point de linéarisation, mais aussi sur tout la gamme de fonctionnement du 

système, 2) elles sont robustes par apport aux perturbations externes 
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Figure 1.10. Signal de la commande SMPD. 

 

Figure 1.11. Signal de la commande PID. 

 

Figure 1.12. Position du bras rotatif 𝛼 avec la présence de la perturbation (trait continu: 

commande SMPD, trait pointillé: commande PID).     
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Figure 1.13. Position de  pendule 𝜃 avec la présence de la perturbation (trait continu: 

commande SMPD, trait pointillé: commande PID).     

 D’une manière générale, ce type de commande PID améliorée peut vraiment résoudre 

le problème de la non-linéarité de la dynamique des systèmes. Néanmoins, ce genre de 

commande PID souffre de quelques problèmes, comme le besoin d’utiliser des actions 

excessives de commande et de connaissance la dynamique des systèmes. 

Une alternative à ce type de commande PID non linéaire est la commande PID 

adaptative. La commande PID adaptative offre les avantages que le signal de commande 

reste toujours acceptable, et  le modèle du système n’est pas exigé d’être connu. 

1.5. Commande PID adaptative  

 La commande PID adaptative a une structure identique à la commande PID, avec une 

adaptation en linge de ses gains. Cette adaptation permet de réagir à tout moment dans le 

sens souhaitée face aux changements des paramètres du système et des perturbations 

externes. En général, selon les techniques d’adaptation utilisées dans les auteurs, les 

commandes PID adaptatives peuvent être divisées en deux types : 

Dans le premier type : les paramètres de la commande restent dans un ensemble pré-

choisi et ils sont changés par un certain superviseur. Parmi les superviseures les plus 

utilisés, on trouve la logique floue et le Gain Scheduling [26-29]. Le superviseur peut 

utiliser toutes les informations disponibles dans le système pour caractériser son 

comportement actuel afin qu’il sache comment changer les paramètres de la commande et 

finalement atteindre les spécifications souhaitées.  
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 Dans le deuxième type, les auteurs utilisent une loi d’adaptation mathématique pour 

réguler en linge les paramètres de la commande [30-44]. Dans ce type, l’analyse de la 

stabilité du système en boucle fermée est nécessaire pour garantir les performances  

recherchées. 

 Pour illustrer l'idée générale des deux types de la commande PID adaptative, nous 

allons considère les exemples suivants: 

1.5.2. Exemple illustratif 1.3  

Dans cet exemple, nous proposons de présenter de manière générale l’utilisation du 

système flou comme un superviseur pour régler en linge les paramètres de la commande 

PID (plus de détails sur des systèmes flous sont présentés à la fin de ce chapitre). On 

considère le schéma de commande présenté par la Figure 1.14, où les entrées du système 

flou sont : le signal de l'erreur 𝑒 = 𝑦𝑑 − 𝑦 et son dérivée 
𝑑𝑒

𝑑𝑡
, avec 𝑦𝑑  ; est le signal de 

référence et 𝑦 : est la sortie du système, et les sorties du système flou sont les gains de la 

commande 𝑘𝑃 , 𝑘𝐼 et 𝑘𝐷 . La base de règles floues candidates est construite par la 

forme suivante : 

Si l'erreur 𝑒 est grande alors le gain  𝑘𝑃  est grand et le gain  𝑘𝐷  est petit.  

Si l'erreur 𝑒 et sa dérivée sont moyennes alors les gains  𝑘𝑃  et 𝑘𝐷  sont petits et 𝑘𝐷  est 

moyen. 

Si l'erreur 𝑒 est petite alors les gains 𝑘𝑃  et 𝑘𝐼  sont grandes et le gain 𝑘𝐷  est petit. 

Si l'erreur 𝑒 est moyenne et sa dérivée est grande alors les gains 𝑘𝑃  et 𝑘𝐼  sont moyens et le 

gain 𝑘𝐷  est grand. 
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Figure 1.14. Schéma de commande PID floue. 

1.5.3. Exemple illustratif 1.4  

Dans cet exemple, nous proposons d’utiliser une commande PID adaptative pour le  

système  linéaire SISO décrit par les équations différentielles suivantes :  

 
   𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑢            

 
 𝑦 = 𝑥                          

                                            (1.26) 

où 𝑓(𝑥) est une fonction  non linéaire inconnu.  

L’objectif est de développer une loi de commande 𝑢 de type PID adaptative pour forcer 

la sortie y à suive une trajectoire de référence 𝑦𝑑 , sous la contrainte que tous les signaux 

impliqués dans la boucle de commande doivent être bornés.  

L’erreur de poursuite 𝑒 est définie par : 

𝑒 = 𝑦𝑑 − 𝛾                                                     (1.27) 

et sa dynamique est  définie par : 

𝑒 = 𝑦 𝑑 − 𝑓 𝑥 − 𝑢                                              (1.28) 

Dans le cas où la dynamique du système 𝑓(𝑥) est parfaitement connue, la loi de 

commande idéale suivante permet d’atteindre l'objectif de commande 

𝑢∗ = − −𝑓 𝑥 + 𝑘𝑒 + 𝑦 𝑑                                    (1.29) 

avec 𝑘 est une constante positive. 

Sortie : 𝑦 Ref: 𝑦𝑑  + 

𝑘𝑃  𝑘𝐼  

Processus 
𝑒 𝑢 

− 

Commande PID 

La logique floue 

d/dt  

𝑘𝐷  
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En effet, en remplaçant la loi de commande idéale (1.29) dans (1.28), on obtient : 

𝑒 = −𝑘𝑒                                                    (1.30) 

D’après cette dernière équation, on peut conclure que l’erreur de poursuite 𝑒 converge vers 

zéro quand 𝑡 → ∞. 

Pour atteindre les objectifs de commande dans le cas où la dynamique de système 𝑓(𝑥) 

inconnue, On propose ici d’approcher la commande idéale inconnue par une loi commande 

PID adaptative donnée par : 

𝑢 = 𝑘𝑃𝑒 + 𝑘𝐷𝑒 + 𝑘𝐼  𝑒 𝑑𝑡                                   (1.31) 

où 𝑘𝑃  , 𝑘𝐷  et 𝑘𝐼 sont respectivement le gain proportionnel, le gain intégral et le gain de 

dérivation.  

La loi de commande PID (1.31) peut être écrite sous la forme matricielle suivante : 

𝑢 = 𝐸𝑇𝜃                                                    (1.32) 

où : 𝐾𝑃𝐼𝐷 =  𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 , 𝐾𝐷 𝑇  est le vecteur des gains de la commande et 

𝐸 =  𝑒 𝑡  ,  𝑒 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
,
𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡
 
𝑇

 est le vecteur de l’erreur de poursuite.  

Nous supposons que, la commande idéale 𝑢∗ peut être écrite comme : 

𝑢∗ = 𝐸𝑇𝜃∗                                                   (1.33)         

avec 𝜃∗ est le vecteur des valeurs optimaux inconnues des éléments de 𝜃. 

Nous définissants l’erreur entre 𝑢∗ et 𝑢 comme suit : 

𝑒𝑢 = 𝑢∗ − 𝑢 = 𝐸𝑇𝜃∗ − 𝐸𝑇𝜃 = 𝐸𝑇𝜃                                     (1.34) 

avec 𝜃 = 𝜃∗ − 𝜃 est le vecteur d’erreur d’estimation paramétrique.  

avec l’ayant et la soustraction de 𝑢∗  au second terme de (1.28), on obtient : 

𝑒 = −𝑓 𝑥 − 𝑢 + 𝑦 𝑑 + 𝑢∗ − 𝑢∗                                            (1.35) 

ou 

𝑒 = −𝑘𝑒 + 𝐸𝑇𝜃                                                    (1.36) 

Sur la base de la dynamique d'erreur (1.36) obtenu, et afin d'assurer les objectifs  

commande, les lois de mise à jour suivantes sont adoptées : 

𝜃 = 𝛾𝐸𝑇𝜃 = 𝛾(𝑒 + 𝑘𝑒)                                               (1.36) 
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où 𝛾 est une constante positive. 

Démonstration de stabilité   

L’utilisation de la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉1 =
1

2𝛾
𝜃 𝑇𝜃  

permet de garantir que lim
𝑡→∞

𝑒 𝑡 = 0. 

Et l’utilisation de la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉2 =
1

2
𝑒2 +

1

2𝛾
𝜃 𝑇𝜃                                          (1.38) 

permet de garantir que lim
𝑡→∞

𝑒 𝑡 = 0. 

1.6. Systèmes flous 

 Les systèmes flous sont basés sur le concept de la logique floue. Ce concept a été 

introduit pour la première fois par le professeur Lotfi Zadeh en 1965 comme une 

généralisation de la logique binaire [76]. L’intérêt de la logique floue réside 

dans sa capacité à traiter des variables exprimés en langage humain. Elle est capable de 

remplacer l’homme dans la prise de décision sur la base de connaissances 

imprécises, incertaine ou vagues.   

Ces dernières années, la logique floue a été appliquée dans divers domaines. Cependant, 

l’utilisation des systèmes flous comme approximateurs universels a permet d’ouvrir de 

nouvelles perspectives à la commande adaptative [13-17, 77, 78]. 

1.6.1. Structure d’un système flou  

Les quatre composants de base d’un système flou sont : la fuzzification, le mécanisme 

d’inférence floue, la base de règles et la défuzzification (Figure 1.15) [12, 13]. 

 Fuzzification: la fuzzification consiste une opération de transformation de la 

grandeur physique réelle d’entrée en une grandeur floue à l’aide des ensembles 

flous. La fuzzification permet de donner le degré avec lequel une grandeur 

physique apparient à un ensemble flou en utilisant des fonctions d’appartenance. 

 Mécanisme d’inférence floue : L’inférence floue permet de transformer, à l’aide 

des techniques de raisonnement flou (base de règles), la partie floue issue de la 
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fuzzification en une nouvelle partie floue. 

 Base de règles: la base de règles floues considère l’architecture générale du 

système. C’est-à-dire, elle contient les règles floues décrivant le comportement du 

système, où ces regèles prennent la forme suivante : Si permisse Alors conclusion. 

 Défuzzification: le roule de la défuzzification est de transformer la grandeur floue 

issue de la partie  d’inférence en grandeur physique. 

 

Figure 1.15. Schéma synoptique général d’un système flou. 

1.6.2. Représentation mathématique du système flou  

Dans cette partie nous proposons de présenter les systèmes flous multi-entrées mono-

sorties (MISO). 

Notons par 𝑥 =  𝑥1, …  , 𝑥𝑛   ∈ 𝑋 ⊆ ℛ𝑛  l’ensemble des entrées du système flou et par 

𝑦 ⊆ ℛ  sa sortie,  avec 𝑋 = 𝑋1 × … × 𝑋𝑛 ,  et  𝑋𝑖 ⊆ ℛ , 𝑖 = 1, … , 𝑛. La relation entre ces 

entrées et sa sortie est décrite par un ensemble des règles 𝑅𝑘 (𝑘 = 1,2, … , 𝑁) de la forme 

suivante [12, 13, 76]  

𝑅𝑘 :  𝑺𝑰 𝑥1 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑘
1  𝑒𝑡 …  𝑒𝑡 𝑥𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑛

𝑙   𝑨𝑳𝑶𝑹𝑺 𝑦 𝑒𝑠𝑡 𝐵𝑙   

où 𝐺𝑖
𝑘 ∈  𝐹𝑖

1, … , 𝐹𝑖
𝑀𝑖    , avec 𝐹𝑖

𝑗
, 𝑗 = 1, … , 𝑀𝑖  et 𝐵𝑘  sont des ensembles flous définis 

respectivement sur 𝑋𝑖  et ℛ, et 𝑁 est le nombre total des règles. 

En utilisant la fuzzification singleton et la méthode de produit algébrique pour 

Base de règles 

floues  

Variables 

réelles 

d’entées 
Fuzzification Défuzzification 

Variables 

réelles de 

sorties 

Mécanisme 

d’inférence floue  
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l’implication, le degré de vérité ou le degré d’activation correspond à chaque règle floue est 

[12, 13, 76]: 

𝜇𝑘 =  𝜇
𝐺𝑖

𝑘 (𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 , 𝜇

𝐺𝑖
𝑘 ∈ {𝜇𝐺𝑖

1 , …  , 𝜇
𝐺

𝑖

𝑀𝑖 }                         (1.40) 

où  𝜇
𝐺𝑖

𝑗  représentée la fonction d’appartenance associée à l’ensemble floue 𝐺𝑖
𝑗
. 

En utilisant la défuzzification de somme moyenne, la sortie du système flou est donnée 

par [12, 13, 76]:  

𝑦(𝑥) =
 𝜇𝑘𝑦𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                   (1.41) 

avec : 𝑦𝑘  est le point dans laquelle 𝜇𝐵𝑘 (𝑦) atteint sa valeur maximale 

1.6.3. Systèmes flous de type Takagi-Sugeno  

Les systèmes flous présentés dans la section précédente appelés "système flou standard" 

ou "système flou de Mamdani". Dans ces systèmes, les conclusions ont une forme 

symbolique (même nature que les prémisses systèmes), de ce fait, des connaissances 

exprimées sous forme analytique décrivant la structure interne du système ne peuvent pas 

être prises en compte directement. Dans cette section, nous allons présenter les systèmes 

flous qui permettent de représenter ce type d’information, ils sont appelés systèmes flous de 

Takagi-Sugeno (TS).  

Notons par 𝑥 =  𝑥1, …  , 𝑥𝑛   ∈ 𝑋 ⊆ ℛ𝑛  l’ensemble des entrées du système flou et par 

𝑦 ⊆ ℛ  sa sortie. Pour chaque entrée 𝑥𝑖  nous définissons 𝑚𝑖  ensembles flous 𝐹𝑗
𝑖  dans 𝑋𝑖 , 

où 𝑖 = 1, … , 𝑛 et  𝑗 = 1, …  , 𝑚𝑖 . La base de règles floues est construite par la collection de 

règles Rk(𝑘 = 1,2, … , 𝑁) de la forme : 

𝑅𝑘 :  𝑺𝑰 𝑥1 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑘
1  𝑒𝑡 …  𝑒𝑡 𝑥𝑛  𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑛

𝑘   𝑨𝑳𝑶𝑹𝑺  𝑦 =  𝑓𝑘(𝑥)  

où 𝐺𝑖
𝑘 ∈  𝐹𝑖

1, … , 𝐹𝑖
𝑀𝑖    , et 𝑓𝑘(𝑥) , 𝑗 = 1, … , 𝑀𝑖  sont des ensembles flous. 

En général, 𝑓𝑘(𝑥) est un polynôme en fonction des variables d’entrées. Si 𝑓𝑘(𝑥) est un 

polynôme linéaire, i.e.  

𝑓𝑘 𝑥 = 𝑎0
𝑘 + 𝑎1

𝑘  𝑥1+, … , +𝑎𝑛
𝑘  𝑥𝑛 = 𝑎0

𝑘 +  𝑎𝑖
𝑘  𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1                          (1.42) 

Alors le système flou est appelé Takagi-Sugeno d’ordre un (TS1). Si 𝑓𝑘(𝑥) est un 

polynôme d’ordre zéro, i.e. 
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𝑓𝑘 𝑥 = 𝑎𝑘                                                     (1.43) 

Alors le système flou est appelé Takagi-Sugeno d’ordre zéro  (TS0). 

En utilisant la fuzzification singleton et la méthode de produit algébrique pour 

l’implication, et  la défuzzification de somme moyenne, la sortie du système flou est donnée 

par: 

𝑦(𝑥) =
 𝜇𝑘  𝑓𝑘 𝑥 𝑁

𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                        (1.44) 

avec : 𝜇𝑘 =  𝜇
𝐺𝑖

𝑘 (𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 , 𝜇

𝐺𝑖
𝑘 ∈ {𝜇𝐺𝑖

1 , …  , 𝜇
𝐺

𝑖

𝑀𝑖 } 

où  𝜇
𝐺𝑖

𝑗  représenté la fonction d’appartenance associée à l’ensemble floue 𝐺𝑖
𝑗
. 

La sortie d’un système  flou TS1 est donnée par : 

𝑦(𝑥) =
 𝜇𝑘   𝑎0

𝑘+𝑎1
𝑘  𝑥1+,…,+𝑎𝑛

𝑘  𝑥𝑛  𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                          (1.45) 

La sortie d’un système  flou TS0 est donnée par : 

𝑦(𝑥) =
 𝜇𝑘  𝑎𝑘𝑁

𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                          (1.46) 

qui peut être réécrite comme suit : 

𝑦(𝑥) = 𝑊(𝑥)𝜃                                                      (1.47) 

avec : 𝜃 =  𝑎1 … …  𝑎𝑘 𝑇est le vecteur des paramètres de la partie conclusion du système 

flou,  𝑊 𝑥 = [ 𝑤1 𝑥 … …  𝑤1 𝑥 ] est le vecteur des fonctions de base radiales où chaque 

élément 𝑤𝑘  est défini par : 

  𝑤𝑘 𝑥 =
𝜇𝑘

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                      (1.48) 

1.6.4. Approximation des fonctions par les systèmes flous 

Deux raisons principales amènent à utiliser les systèmes flous dans la conception d’un 

contrôleur adaptatif : (i) les systèmes flous ont la propriété d’approximateur  universel (ii) la 

construction d’un système  flou est basée sur des règles floues de la forme Si-Alors, de ce 

fait, les informations linguistiques ou mathématiques disponibles, issues d’une expertise 

peuvent éventuellement être incorporées dans le contrôleur. 

Dans la littérature floue, on dispose d’un nombre important de travaux illustrant que les 
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systèmes flous sont des approximateurs universels, on dispose d’un nombre important de 

publications montrant que les systèmes flous sont des approximateurs universels  [76-79]. 

Théorème 1.1. Pour toute fonction réelle non linaire 𝑓 (𝑥) définie et continue sur un 

ensemble compact 𝛺𝑥 ⊆ ℛ, , il existe un système flou 𝑦 (𝑥)  de la forme (1.74) tel que : 

sup𝑥  𝑓  𝑥 − 𝑦 (𝑥) < 𝜀                                         (1.49) 

avec : 𝜀 est une constante positive.  

Dans cette thèse, nous allons baser sur la structure universelle de la commande PID, la 

technique de la commande adaptative et la propriété d’approximation universelle du 

système floue pour développer des lois des commandes pour certaines classes des 

systèmes non linéaires incertains et complexes. Ou on peut dire que le problème de 

l’amélioration de la capacité de la commande PID est posé dans cette thèse.  

Dans tous les chapitres de cette thèse, on suppose que la structure du système flou de 

type TS est convenablement spécifiée à l'avance par l'utilisateur d’une façon appropriée. 

L'utilisateur a besoin de spécifier l'univers de discours, le type et le nombre de fonctions 

d'appartenance appropriés pour chaque variable d'entrée. 

1.7. Conclusion 

Après avoir présenté les différentes classes de systèmes non linéaires ainsi que les 

différentes structures de commande PID classique, une grande partie de ce chapitre a été 

consacré à un état de l’art sur la commande PID des systèmes non linéaires. 

En effet, on trouve dans la littérature plusieurs techniques qui ont été adoptées pour 

augmenter la commande PID pour faire face à la complexité des systèmes non linéaires ; la 

technique de linéarisation, la technique de robustification et la technique d’adaptation des 

gains. Des exemples pratiques et numériques ont été présentés pour illustrés ces 

techniques.  

On a terminé le chapitre par un résumé sur la structure des systèmes flous et le 

théorème d’approximation universelle qui vont être exploités dans les chapitres suivants 

pour la conception de la commande PID adaptative.  
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2.1. Introduction    

La commande PID adaptative des systèmes non linéaires SISO incertains a été le sujet 

de quelques travaux de recherche [30-35]. Dans [30, 31], une loi de commande PID 

adaptative est utilisée pour approximer une loi de commande par retour d’état linéarisant 

définie à priori. L’analyse de stabilité par l’approche de Lyapunov introduit un terme de 

commande de supervision pour garantir la stabilité du système en boucle fermée. 

Cependant, la classe de système considéré dans ces articles exige la connaissance du gain 

de commande ainsi que la bornitude des fonctions non linéaires par des fonctions connues. 

Dans [32, 33], les auteurs proposent une loi de commande PID adaptative augmentée par 

un compensateur à action anticipatrice (Parallel Feedforward Compensator (PFC)) pour 

des systèmes non linéaires SISO. Dans [32], le système doit vérifier la propriété de « la 

passivité stricte de la dynamique de retour de sortie  (Output Feedback Strictly Passive 

(OFSP)) ». Dans [33], le système doit vérifier la propriété de « presque strictement réelle 

positive  (Almost Strict Positive Realness (ASPR)) ».  Dans [34, 35], la commande PID 

floue adaptative a été appliquée à des classes de systèmes plus large où les fonctions de la 

dynamique non linéaire sont inconnues. Dans [34], les auteurs proposent une loi de 

commande identique à une loi de commande PID issue d’un schéma de commande par 

retour d’état linéarisant. Dans la classe des systèmes considérée, le gain de commande est 

unitaire et les non-linéarités du système sont regroupés dans une fonction inconnue et 

bornée. Dans la loi de commande, la dynamique inconnue du système est estimée par un 

système flou dont les paramètres sont ajustés en ligne en utilisant un algorithme de 

projection afin d’assurer les performances désirées. Dans [35] les auteurs considèrent la 

même classe de système avec un gain de commande connu et borné. L’idée principale de 

ce travail est d’approximer une loi de commande idéale par une loi de commande PID 

classique. Les gains de cette dernière sont estimés par un système flou dont les paramètres 

sont ajustés en linge via un mécanisme d’adaptation assurant les performances désirées. 

Afin de robustifier cette loi de commande vis-à-vis les perturbations externes et les erreurs 

d'approximation cette dernière est augmentée par un terme 𝐻∞ . 

Dans ce chapitre, nous proposons deux approches de commande PID floue adaptative 

pour des classes de systèmes SISO non linéaires. La première approche traite le problème 

des systèmes sans contraintes à l’entrée et on suppose que le signe du gain de commande 

connu. Dans ce cas,  une nouvelle loi d’adaptation de type 𝑒 − 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 est proposée 

pour rendre le contrôleur plus robuste. La seconde approche traite le cas des systèmes 



Chapitre 2 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires monovariables                         31 

 

 

présentant des contraintes à l’entrée (saturation d’amplitude et de vitesse) et le signe du 

gain de commande inconnu.  

2.2. Position du problème 

Considérons une classe des systèmes non linéaires SISO incertains donnée par son 

modèle d'état suivant : 

 
𝑥 𝑖 = 𝑥𝑖+1, 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1  

𝑥 𝑛 = 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥)𝑢               
𝑦 = 𝑥1                                     

                                          (2.1) 

où 𝑥 =  𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛 𝑇  est le vecteur d’état du système supposé disponible pour la 

mesure, 𝑦 est la sortie du système, 𝑢 est l'entrée de commande, et 𝑓 𝑥  et  𝑔 𝑥   sont deux 

fonctions continues non linéaires inconnues. 

Objectif : Notre objectif est de développer une loi de commande 𝑢 de type PID pour forcer 

la sortie 𝑦 à suivre une trajectoire désirée  𝑦𝑑 , sous la contrainte que tous les signaux 

impliqués dans la boucle de commande doivent être bornés.  

Hypothèse 2.1 : Le signal de trajectoire désirée 𝑦𝑑  est borné et 𝑛-fois différentiable. 

L'erreur de poursuite est définie par : 

𝑒 𝑡 = 𝑦𝑑 𝑡 − 𝑦 𝑡                                                  (2.2) 

et l'erreur de poursuite filtrée est définie par :  

𝑠(𝑡) =  
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆 

𝑛−1

𝑒 𝑡 , 𝜆 > 0                                     (2.3) 

La solution de l'équation 𝑠(𝑡) = 0 implique que l'erreur de poursuite 𝑒 𝑡  converge vers 

zéro avec une certaine constante de temps [12, 80-82]; par conséquent, l'objectif de la 

commande revient alors à forcer le signal 𝑠(𝑡) à converger vers zéro lorsque le temps 𝑡 

tends vers l’infini.  

L'équation de la dynamique de 𝑠 peut s’écrire comme suit : 

𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)𝑢                                                (2.4) 

où  

𝑣 = 𝑦𝑑
 𝑛 

+ 𝛽𝑛−1𝑒
(𝑛−1) +  … + 𝛽1 𝑒                                         (2.5) 

avec : 
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𝛽𝑗 =
 𝑛−1 !

 𝑛−𝑗 !  𝑗−1 !
𝜆𝑛−𝑗 , 𝑗 =  1, … , 𝑛 − 1                                          (2.6)             

Dans le cas où les deux fonctions 𝑓 𝑥  et 𝑔(𝑥) sont connues, la loi de commande idéale 

(2.7) peut atteindre l’objectif de commande. 

𝑢 
∗ = 𝑔−1 𝑥  −𝑓 𝑥 + 𝑣 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  

𝑠

𝜀0
                               (2.7) 

avec : 𝑘, 𝑘0 et 𝜀0 sont des constantes positives. 

En effet, en remplaçant la loi de commande idéale (2.7) dans (2.4), on obtient :   

𝑠 = −𝑘𝑠 − 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
                                                (2.8) 

A partir de cette dernière équation, nous pouvons conclure que 𝑠 → 0 lorsque 𝑡 → ∞, cela 

implique que l’erreur de poursuite 𝑒 et tous ses dérivées convergent vers zéro lorsque 

𝑡 → ∞ [12, 80-82]. Cependant, puisque les deux fonctions non linéaires 𝑔 𝑥  et 𝑓 𝑥  sont 

supposées inconnues, alors, la commande idéale (2.7) ne peut pas être implémentée. 

Comme solution à ce problème, on propose dans ce chapitre d’approximer la loi de 

commande idéale (2.7) par une loi de commande PID adaptative. 

Dans ce chapitre, deux approches de commande PID floue adaptative sont proposées 

pour la classe des systèmes (2.1) pour atteindre l’objectif de commande. Dans la première 

approche, le signal de commande ne subit aucune contrainte, alors que dans le second 

schéma, on suppose que le signal de commande est saturé en amplitude et en vitesse, et de 

plus on suppose que le signe du gain de commande est inconnu. 

2.3. Première approche de commande PID floue adaptative  

Dans cette section, nous proposons une loi de commande PID floue adaptative pour le 

système non linéaire (2.1). 

Hypothèse 2.2: La fonction 𝑔(𝑥) est non nulle, bornée et de signe connu. Sans perte de 

généralité, nous considérons ici que le signe de 𝑔(𝑥) est positif, i.e. 0 < 𝑔0 ≤ 𝑔(𝑥) < 𝑔1. 

2.3.1. Conception de la première approche de commande PID floue adaptative 

 La loi de commande idéale inconnue (2.7) est approcher ici par une loi de commande 

PID adaptative donnée par [81] : 

𝑢 = 𝐾𝑃𝑒 𝑡 + 𝐾𝐼  𝑒 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
+ 𝐾𝐷

𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡
                                   (2.9) 
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où :  𝐾𝑃 est le gain proportionnel, 𝐾𝐼 est le gain d'intégration et 𝐾𝐷 est le gain de dérivation. 

La loi de commande PID  (2.9) peut être réécrite sous la forme matricielle suivante : 

𝑢 = 𝐸𝑇𝐾𝑃𝐼𝐷                                                    (2.10) 

où : 𝐾𝑃𝐼𝐷 =  𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 , 𝐾𝐷 𝑇  est le vecteur des gains de la commande et 

𝐸 =  𝑒 𝑡  ,  𝑒 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
,
𝑑𝑒 𝑡 

𝑑𝑡
 
𝑇

 est le vecteur de l’erreur de poursuite.  

 Un système flou de type Takagi-Sugeno d'ordre zéro est utilisé pour estimer le vecteur 

de gains 𝐾𝑃𝐼𝐷 . Les entrées du système flou sont l'erreur de poursuite 𝐸1 = 𝑒(𝑡), l’intégrale 

de l'erreur de poursuite 𝐸2 =  𝑒 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
 et la dérivée de l'erreur de poursuite 𝐸3 =

𝑑𝑒 (𝑡)

𝑑𝑡
. Les 

sorties du système flou sont les gains de la commande 𝐾𝑃𝐼𝐷 . Pour chaque entrée 𝐸𝑖  (𝑖 =

1,2,3) nous définissons 𝑚𝑖  ensembles flous 𝐹𝑗
𝑖 , 𝑗 = 1, …  , 𝑚𝑖 . La base de règles floues est 

construite par la collection de règles 𝑅𝑘(𝑘 = 1,2, … , 𝑁) de la forme :  

𝑅𝑘 :  𝑺𝑰 𝐸1 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑘
1  𝑒𝑡 𝐸2 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑘

2 𝑒𝑡 𝐸3  𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑘
3   𝑨𝑳𝑶𝑹𝑺 𝐾𝑃  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑃𝑘  , 𝐾𝐼  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐼𝑘  𝑒𝑡 𝐾𝐷  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐷𝑘  

En utilisant la méthode de produit algébrique pour l’implication et la méthode de la 

moyenne pondérée pour la défuzzification, les sorties du système flou, à savoir les gains de 

la commande PID sont donnés par [81, 80] : 

𝐾𝑃 =
 𝜇𝑘𝑐𝑃𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                            (2.11) 

𝐾𝐼 =
 𝜇𝑘𝑐𝐼𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                         (2.12) 

𝐾𝐷 =
 𝜇𝑘𝑐𝐷𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                       (2.13) 

où :   𝜇𝑘 =  𝜇
𝐺𝑘

𝑖  𝑒𝑖 
3
𝑖=1 , 𝜇

𝐺𝑘
𝑖 ∈   𝜇𝐹1

𝑖 , … , 𝜇𝐹𝑀𝑖
𝑖   

avec 𝜇
𝐹𝑗

𝑖 (. ) est la fonction d'appartenance de l'ensemble flou 𝐹𝑗
𝑖 . 

Notons par 𝑐𝑃 =  𝑐𝑃1 , … , 𝑐𝑃𝑁 𝑇 , 𝑐𝐼 =  𝑐𝐼1 , … , 𝑐𝐼𝑁 𝑇 et 𝑐𝐷 =  𝑐𝐷1 , … , 𝑐𝐷𝑁 𝑇 les vecteurs des 

paramètres ajustables (la partie conclusion du système flou), et 𝑤 =  𝑤1, … , 𝑤𝑁 𝑇 le 

vecteur des fonctions de base radiales où chaque élément 𝑤𝑘  est défini par : 

  𝑤𝑘 =
𝜇𝑘

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                     (2.14) 

avec cette notation, les gains 𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 et 𝐾𝐷 peuvent être réécrits comme suit : 
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𝐾𝑃 = 𝑤𝑇𝑐𝑃  , 𝐾𝐼 = 𝑤𝑇𝑐𝐼 , 𝐾𝐷 = 𝑤𝑇𝑐𝐷                                    (2.15) 

et le vecteur des gains 𝐾𝑃𝐼𝐷  peut être réécrit comme suit : 

 𝐾𝑃𝐼𝐷 = 𝑊𝑐                                                         (2.16) 

avec : 𝑊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑤𝑇 , 𝑤𝑇 , 𝑤𝑇  et 𝑐 =  𝑐𝑃
𝑇  𝑐𝐼

𝑇  𝑐𝐷
𝑇 𝑇. 

Par substitution de (2.16) dans (2.10), on obtient : 

𝑢 = 𝐸𝑇𝑊𝑐                                                       (2.17) 

 En se basant sur le fait que le système flou définit par (2.16) est un approximateur 

universel [78], il est raisonnable de supposer que la commande PID floue adaptative 𝑢 

exprimée par (2.17) peut approximer la commande idéale inconnue 𝑢∗ donnée par (2.7), 

avec une erreur d'approximation qu’on note par 𝜀, et qui est considérée arbitrairement petite 

et limitée par une constante 𝜀  ( 𝜀 ≤ 𝜀 ). Par conséquent, la commande idéale inconnue 𝑢∗ 

peut être écrite sous la forme suivante : 

𝑢∗ = 𝐸𝑇𝑊𝑐∗ + 𝜀                                                 (2.18) 

où  𝑐∗ = [𝑐1
∗, … , 𝑐𝑝

∗]𝑇 est le vecteur des valeurs optimaux inconnue des éléments de 𝑐. 

 Dans la section suivante nous proposons une loi d'adaptation pour la mise à jour des 

paramètres du vecteur 𝑐 qui permet de minimiser l’écart entre la commande PID floue 

adaptative et la commande idéale inconnue.  

Loi d'adaptation : Dans cette section, nous proposons une nouvelle loi d’adaptation pour 

la mise à jour du vecteur des paramètres c afin de minimiser l'erreur entre 𝑢 et 𝑢∗ donnée 

par [81, 80] :  

𝑒𝑢 = 𝑢∗ − 𝑢                                                   (2.19) 

En remplaçant (2.17) et (2.18) dans (2.19), on obtient : 

𝑒𝑢 = 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝜀                                                (2.20) 

où  𝑐 =  𝑐∗ − 𝑐 est le vecteur d’erreur d'estimation paramétrique. 

  L'approche utilisée pour générer la loi d'adaptation du vecteur 𝑐 est basée sur la 

minimisation de la fonction de coût quadratique de l'erreur 𝑒𝑢  suivante : 

𝐽 =
1

2
𝑒𝑢

2 =  
1

2
𝑔(𝑥) 𝑢∗ − 𝐸𝑇𝑊𝑐  2                                       (2.21) 

Par application du gradient sur 𝐽, on obtient : 
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 𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸𝑔(𝑥)𝑒𝑢                                                  (2.22) 

avec : 𝜂 une constante positive. 

On remarque que le terme 𝑔(𝑥)𝑒𝑢  n'est pas disponible.  Alors la loi d'adaptation (2.22) ne 

peut pas être implémentée. Pour surmonter ce problème, on utilise l’équation de la 

dynamique de surface de glissement (2.4). 

En additionnant et soustrayant le terme 𝑔(𝑥)𝑢∗ au second terme de (2.4), on obtient : 

𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)𝑢 + 𝑔(𝑥)𝑢∗ − 𝑔(𝑥)𝑢∗                             (2.23) 

En utilisant (2.7) et (2.19), (2.23) devient 

𝑠 = −𝑘𝑠 − 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 + 𝑔(𝑥)𝑒𝑢                                       (2.24) 

A partir de (2.24), le terme 𝑔(𝑥)𝑒𝑢  peut être exprimé en fonction des termes connus 

comme suit : 

𝑔(𝑥)𝑒𝑢 = 𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
                                         (2.25) 

Par conséquent, la loi d’adaptation (2.22) devient : 

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸  𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
                                        (2.26) 

Afin de garantir la bornitude des valeurs des éléments du vecteur des paramètres 𝑐 en 

présence de l’erreur d'approximation 𝑒𝑢  et pour améliorer les performances de robustesse, 

nous allons modifier la loi d’adaptation (2.22) par l’introduction d’un terme en fonction de 

l’erreur  𝑒𝑢  appelé 𝑒-modification comme suit [81]: 

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸 𝑔(𝑥)𝑒𝑢 − 𝜂𝜍𝑐 𝑔(𝑥)𝑒𝑢                                      (2.27) 

avec : 𝑔 𝑥 𝑒𝑢 = 𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 . 

Remarque 2.1 : le terme 𝑒-modification (𝜂𝜍𝑐 𝑔(𝑥)𝑒𝑢  ) est utilisé pour rendre le contrôleur 

plus robuste. Il est clair que lorsque les paramètres deviennent dans un certain intervalle 

acceptable, ce terme n'a pas besoin d'être actif (il tend vers zéro quand 𝑒𝑢  tend vers zéro).  

2.3.2. Analyse de la stabilité  

Théorème 2.1: Considérons le système (2.1) et supposons que les hypothèses 2.1 et 2.2 

sont satisfaites, alors la loi de commande PID floue définie par (2.17) avec la loi 

d'adaptation (2.27) garantit que 𝑐 ∈ 𝐿∞  et 𝑒𝑢  est de l’ordre de 𝜍2 + 𝜀 2 au sens de la 
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moyenne quadratique. 

Preuve du théorème 2.1:  

 Nous définissons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉1 =
1

2𝜂
𝑐 𝑇𝑐                                                     (2.28) 

Par dérivation, on obtient : 

𝑉 1 = −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐                                                   (2.29) 

En remplaçant (2.27) dans (2.29), on trouve : 

𝑉 1 = −𝑐 𝑇 𝑊𝑇𝐸𝑔(𝑥)𝑒𝑢 − 𝜍𝑐 𝑔 𝑥 𝑒𝑢                                   (2.30) 

On déduit la valeur du terme 𝑐 𝑇𝑊𝑇𝐸𝑔(𝑥) de (2.20) puis on la remplace dans (2.30), il 

vient : 

𝑉 1 = − 𝑒𝑢 − 𝜀 𝑔 𝑥 𝑒𝑢 + 𝜍𝑐 𝑇𝑐 𝑔 𝑥 𝑒𝑢                                  (2.31) 

En utilisant l'inégalité : 

𝑐 𝑇𝑐 ≤ −
1

2
  𝑐  2 +

1

2
  𝑐∗ 2                                          (2.32) 

 L’équation (2.31) devient : 

𝑉 1 ≤ − 𝑒𝑢 − 𝜀  𝑔 𝑥 𝑒𝑢 −
𝜍

2
  𝑐  2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢  +

𝜍

2
  𝑐∗ 2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢                 (2.33) 

Puisque 𝜀 est bornée par 𝜀  et 𝑔 𝑥  est supposée positive, alors : 

𝑉 1 ≤ −  𝑒𝑢  − 𝜀 +
𝜍

2
  𝑐  2 −

𝜍

2
  𝑐∗ 2 𝑔 𝑥  𝑒𝑢                            (2.34) 

Il est clair de (2.34) que si 
𝜍

2
  𝑐  2 ≥

𝜍

2
  𝑐∗ 2 + 𝜀 , c'est-à-dire, 𝑉1 ≥  𝑉0 ≜

1

𝜍𝜂
 

𝜍

2
  𝑐∗ 2 +

𝜀  , alors 𝑉 1 ≤ 0, ce qui implique la bornitute de 𝑉1 et de tous les éléments du vecteur de 

l’erreur paramétrique 𝑐  ( 𝑉1, 𝑐 ∈  𝐿∞).  

Examinons maintenant la convergence de l'erreur 𝑒𝑢 .  

L'inégalité (2.33) peut s'écrire comme suit : 

𝑉 1 ≤ −𝑔 𝑥 𝑒𝑢
2 + 𝜀𝑔 𝑥 𝑒𝑢 −

𝜍

2
  𝑐  2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢  +

𝜍

2
  𝑐 

∗ 2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢               (2.35) 

En utilisant les inégalités évidentes suivantes : 
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−𝑒𝑢
2  +

𝜍

2
  𝑐 

∗ 2 𝑒𝑢  ≤ −
𝑒𝑢

2

2
+

𝜍2

8
  𝑐 

∗ 4                                 (2.36) 

𝑔 𝑥 𝑒𝑢𝜀 ≤
1

4
𝑔(𝑥)𝑒𝑢

2 + 𝑔 𝑥 𝜀2                                          (2.37) 

L’équation (2.35) devient : 

𝑉 1 ≤ −
1

4
𝑔 𝑥 𝑒𝑢

2 −
𝜍

2
  𝑐  2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢  +

𝜍2

8
 𝑔(𝑥) 𝑐 

∗ 4 + 𝑔 𝑥 𝜀2 
              (2.38) 

D’après l'hypothèse 2.2, on peut réécrire (2.38) comme suit : 

             𝑉 1 ≤ −
𝑔0

4
𝑒𝑢

2 + ѱ                                                  (2.39) 

avec : 

ѱ = 𝑠𝑢𝑝⁡(
𝜍2

8
 𝑔(𝑥) 𝑐 

∗ 4 + 𝑔 𝑥 𝜀2 
)                              (2.40) 

Puisque 𝑉1 ∈  𝐿∞ et 𝜀 ≤ 𝜀 , alors l’intégration de 𝑡 = 0  à 𝑡 = 𝑡 + 𝑇 des deux membres de 

(2.39) et en réarrangement de ses termes donne:   

 𝑒𝑢
2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤

4

𝑔0
ѱ𝑇 +

4

𝑔0
(𝑉1 𝑡 − 𝑉1 𝑡 + 𝑇 )                              (2.41) 

qui peut être encore bornée comme suit : 

 𝑒𝑢
2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑚1 𝜍2 + 𝜀 2 𝑇 + 𝑚2                                   (2.42) 

avec :  𝑚1 =
4

𝑔0
𝑚𝑎𝑥  

𝑔1

8
 𝑐∗ 4, 𝑔1  et 𝑚2 =

4

𝑔0
𝑠𝑢𝑝𝑡(𝑉1 𝑡 − 𝑉1 𝑡 + 𝑇 ). 

De l'expression (2.42) on constate donc que 𝑒𝑢
2 ∈ 𝑆(𝜍2 + 𝜀 2) . 

Théorème 2.2: Considérons le système (2.1) et supposons que les hypothèses 2.1 et 2.2 

sont satisfaites, alors la loi de commande proposée (2.17) avec sa loi d'adaptation des 

paramètres (2.27) garantit que l’erreur de poursuite converge exponentiellement vers une 

région ajustable. 

Preuve du théorème 2.2:  

 Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante: 

𝑉 =
1

2
𝑠2 +

1

2𝜂
𝑐 𝑇𝑐 =

1

2
𝑠2 +  𝑉1                                     (2.43) 

Sa dérivée est donc : 

𝑉 =  𝑠𝑠 + 𝑉 1                                                       (2.44) 
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Par substitution de (2.24) dans (2.44), on obtient : 

𝑉 = −𝑘𝑠2 − 𝑘0𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 + 𝑠𝑔 𝑥 𝑒𝑢 + 𝑉 1                              (2.45) 

En utilisant l'inégalité évidente suivante : 

𝑔 𝑥 𝑒𝑢𝑠 ≤
1

4
𝑔 𝑥 𝑒𝑢

2 + 𝑔 𝑥 𝑠2                                          (2.46) 

L’équation  (2.45) devient : 

𝑉 = −(𝑘 − 𝑔 𝑥 )𝑠2 − 𝑘0𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 +

1

4
𝑔 𝑥 𝑒𝑢

2 + 𝑉 1                      (2.47) 

En utilisant (2.38) et l’hypothèse 2.2,  il vient : 

𝑉 ≤ −(𝑘 − 𝑔1)𝑠2 − 𝑘0𝑠 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 −

𝜍

2
  𝑐  2 𝑔 𝑥 𝑒𝑢  +

𝜍2

8
 𝑔(𝑥) 𝑐 

∗ 4 + 𝑔 𝑥 𝜀2 
  (2.48) 

Si on choisit  𝑘 > 𝑔1  et 𝛾 = 2𝑚𝑖𝑛⁡(𝑘 − 𝑔1), 𝑉  peut être bornée comme suit :  

𝑉 ≤ −
1

2
𝛾𝑠2 + ѱ                                                  (2.49) 

A partir de cette dernière inégalité, si 
1

2
𝑠2 ≥

1

𝛾
ѱ, c'est-à-dire, 𝑉 ≥

1

𝛾
ѱ + 𝑉1, et puisque 𝑉1 est 

borné, alors 𝑉 ≤ 0 pour 𝑉 ≥ 𝑉𝑚𝑖𝑛 =
1

𝛾
ѱ + 𝑉1. Alors selon le théorème de Lyapunov [83], 

les signaux 𝑐  et 𝑠 sont bornés.   

En intégrant maintenant (2.49) de 𝑡 à  𝑡 + 𝑇 et en réarrangeant ses termes, on obtient : 

 𝑠2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤

2

𝛾
ѱ𝑇 +

2

𝛾
(𝑉 𝑡 − 𝑉 𝑡 + 𝑇 )                          (2.50) 

Puisque 𝑉 ∈ 𝐿∞, il est évident, à partir de (2.50), que l'erreur de poursuite filtrée 𝑠 converge 

exponentiellement à un ensemble Ω𝑠 défini par Ω𝑠 =  𝑠 |  𝑠 ≤  
2

𝛾
ѱ  . En effet, il existe 𝑇 

tel que pour 𝑡 > 𝑇 :  𝑠(𝑡) ≤  
2

𝛾
ѱ, ce qui implique que  𝑒 𝑗  (𝑡) ≤ 2𝑗 𝜆 

𝑗−𝑟+1 
2

𝛾
ѱ, 𝑗 =

0, …  , 𝑛 − 1, donc l'erreur de poursuite et toutes ses dérivées sont convergent vers une 

région ajustable. 

Remarque 2.2: La loi de commande utilisée ici est uniquement de type PID, sans ajout de 

terme de robustesse. Cependant, le terme de la loi d’adaptation 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
  joue d'une 

certaine manière, le rôle du terme de robustesse. Par conséquent, l’augmentation de la 

valeur du gain 𝑘0 peut améliorer la robustesse de cette commande. 
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2.3.3.  Résultats de simulation  

Afin de valider les performances de la loi de commande PID floue adaptative proposée, 

on considère le problème de suivi de trajectoire d’un pendule inversé [81]. Sa dynamique 

est donnée par son modèle d’état suivant :  

 
 
 

 
 

 𝑥 1 = 𝑥2                       
 

 𝑥 2 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑢
 

𝑦 = 𝑥1                     

                                            (2.52) 

avec : 

𝑓 𝑥 =
𝑔𝑠𝑖𝑛  𝑥1 − 𝑚𝑝 𝑙𝑥2

2𝑐𝑜𝑠 𝑥1 𝑠𝑖𝑛 𝑥1  / (𝑚𝑐+𝑚𝑝 ) 

𝑙 
4

3
−𝑚𝑝 𝑐𝑜𝑠2 𝑥1 /(𝑚𝑐+𝑚𝑝 )  

  

𝑔 𝑥 =
𝑐𝑜𝑠 𝑥1 /(𝑚𝑐+𝑚𝑝 )

𝑙 
4

3
−𝑚𝑝 𝑐𝑜𝑠2 𝑥1 /(𝑚𝑐+𝑚𝑝 ) 

  

avec 𝑥1 est la position angulaire du pendule et 𝑥2 sa vitesse angulaire. Les valeurs des 

paramètres du système sont: 𝑔 = 9.8 𝑚/𝑠2 , 𝑚𝑐 = 1kg, 𝑚𝑃 = 0.1𝑘𝑔, 𝑙 = 0.5𝑚. 

 L’objectif est de forcer le signal de sortie du système 𝑦 à suivre la trajectoire désirée 

𝑦𝑑 = 0.5𝑠𝑖𝑛(𝑡), avec les conditions initiales suivantes: 𝑥1 0 = 0.2 , 𝑥2 0 = 0.  Les 

valeurs des paramètres de la commande sont choisies comme suit : 𝑘 = 7, 𝑘0 = 5  , 𝜂 =

20 , 𝜍 = 0.01, 𝜆 = 5. Les gains de la commande PID sont estimés en ligne par un système 

flou adaptative à trois entrées ; l'erreur de poursuite 𝐸1 = 𝑒(𝑡), l’intégrale de l'erreur de 

poursuite 𝐸2 =  𝑒 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
 et la dérive de l'erreur de poursuite 𝐸3 =

𝑑𝑒 (𝑡)

𝑑𝑡
. A chaque entrée 

𝐸𝑖  (𝑖 = 1,2,3), deux fonctions d'appartenances sont définies comme suit (Figure 2.1) [35, 

81] : 

 𝜇𝐹1
𝑖 =  

0                           𝑖𝑓  𝐸𝑖 < −𝜖𝑖

 𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2𝜖𝑖
𝐸𝑖  ,   𝑖𝑓  −𝜖𝑖 ≤ 𝐸𝑖 ≤  𝜖𝑖

0                           𝑖𝑓  𝐸𝑖 > 𝜖𝑖

         

 𝜇𝐹2
𝑖 =  

1                                 𝑖𝑓  𝐸𝑖 < −𝜖𝑖

 𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2𝜖𝑖
𝐸𝑖 +

𝜋

2
  ,   𝑖𝑓  −𝜖𝑖 ≤ 𝐸𝑖 ≤  𝜖𝑖

1                                     𝑖𝑓  𝐸𝑖 > 𝜖𝑖

  

avec : 𝜖1 = 1, 𝜖2 = 0.4, 𝜖3 = 0.1. 

 Les Figures 2.2 et 2.3 présentent respectivement les résultats de simulation de la position 
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𝑦 = 𝑥1 et de la vitesse 𝑦 = 𝑥2. La Figure 2.4 présente l’évolution des gains de la 

commande PID, tandis que la Figure 2.5 présente la trajectoire de l’erreur filtrée 𝑠.  

Ces résultats montrent que les sorties du système convergent vers leurs trajectoires désirées, 

et que les gains de la commande PID sont bornés. 

 

 

Figure 2.1. Fonctions d'appartenance du système flou. 

 

 

Figure 2.2. Position angulaire 𝑦 = 𝑥1, trajectoire désirée 𝑦𝑑 . 
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Figure 2.3. Vitesse angulaire 𝑦 = 𝑥2 , dérivée de la trajectoire désirée 𝑦 𝑑 .  

 

Figure 2.4. Evolusion des parametres de la commande PID.  

 

Figure 2.5. Trajectoire de l’erreur filtrée 𝑠.                                      
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2.4. Deuxième approche de commande PID floue adaptative  

Dans le schéma de commande développé dans la section précédente on a supposé que 

le signe du gain de commande est connu et que le système ne subit aucune contraintes à 

son entrée. Cependant, en pratique, la négligence de ces derniers lors de la conception du 

contrôleur peut dégrader les performances, voir même déstabiliser le système. Dans cette 

section, on propose une loi de commande PID floue adaptative pour une classe des 

systèmes (2.1) avec la présence de contraintes à l’entrée (saturation d’amplitude et de 

vitesse) et dont le  signe du gain de commande est inconnu. 

Considérons la classe de systèmes SISO non linéaires incertains (2.1) dont on réécrit le 

modèle sous la forme : 

 
 
 

 
 

𝑥 𝑖 = 𝑥𝑖+1, 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1       
 

𝑥 𝑛 = 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝜍 𝑢              
 

𝑦 = 𝑥1                                              

                                     (2.52) 

avec 𝜍 𝑢  est la fonction de saturation de la commande 𝑢 définie par [84]   

𝜍 𝑢 =  
𝑢        𝑢 > 𝑢              
𝑢    𝑓𝑜𝑟 𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢
𝑢          𝑢 < 𝑢            

                                             (2.53) 

où : 

𝑢 = 𝑚𝑖𝑛⁡(𝑢𝑚𝑎𝑥 , 𝑢 𝑡 − 𝛿 + 𝛿𝑢 𝑚𝑎𝑥 ) 

𝑢 = 𝑚𝑎𝑥(𝑢𝑚𝑖𝑛 , 𝑢 𝑡 − 𝛿 + 𝛿𝑢 𝑚𝑖𝑛 ) 

avec : 𝛿 représente une durée de temps faible. 

Hypothèse 2.3: La fonction 𝑔(𝑥) est non nulle, de signe inconnu et bornée comme suit : 

0 < 𝑔0 ≤  𝑔(𝑥) < 𝑔1. 

2.4.1. Conception de la deuxième approche de commande PID floue adaptative 

Dans cette section, on considère une loi de commande PID floue adaptative de même 

structure que (2.17), avec une loi d’adaptation modifiée pour traiter le problème de la 

présence des contraintes à l’entrée et une fonction de type Nussbaum [85] pour éviter le 

problème de méconnaissance du signe du gain de commande. 

Fonction de type Nussbaum : Généralement, le développement d’une loi de commande 
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adaptative exige la connaissance a priori de la direction de commande (le signe du gain de 

commande), c’est à dire, la direction de recherche des paramètres à approximer. Dans ce 

chapitre, l’absence de cette connaissance est résolu par l'introduction une fonction de type 

Nussbaum [85].  

On peut dire que la fonction 𝑁 𝜌  est de type  Nussbaum si elle vérifie les deux propriétés 

utiles suivantes [85]: 

1) 𝑙𝑖𝑚𝑣→+∞ sup  
1

𝑣
 𝑁 𝜌 𝑑𝜌

𝑣

0
 = +∞ 

2) 𝑙𝑖𝑚𝑣→+∞ inf  
1

𝑣
 𝑁 𝜌 𝑑𝜌

𝑣

0
 = −∞ 

Le lemme ci-dessous est utilisé dans l'analyse de la stabilité. 

Lemme 2.1 [86]: Soient 𝑉 𝑡  et 𝜌(𝜁) deux fonctions continues définies sur [0, 𝑡𝑓), avec 

𝑉 𝑡 ≥ 0, et 𝜌(𝜁) est une fonction continues de type Nussbaum. Si l'inégalité suivante est 

vraie: 

𝑉(𝑡) ≤ ѱ0 +   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) + ѱ1 
𝑡

0
𝜌 (𝜁)𝑑𝜁 pour ∀ 𝑡 ∈  0, 𝑡𝑓 , 

où : 𝑏 𝜁   est une fonction continue dont ses valeurs appartiennent à l'intervalle fermée 

𝐽 = [𝑕, 𝑕] et 0 ∉ 𝐽, ѱ1 est une constante positive quelconque et ѱ0 est une constante 

appropriée, alors 𝑉(𝑡), 𝜁(𝑡) et   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) + ѱ1 
𝑡

0
 sont bornés sur  0, 𝑡𝑓 .  

La preuve de ce lemme se trouve dans [86]. 

On rappelle ici, la loi de commande PID floue (2.17) :  

𝑢 = 𝐸𝑇𝑊𝑐 

 où : 𝐸𝑇  et 𝑊 sont définis dans la section précédente. 

 La loi d’adaptation des paramètres 𝑐 est modifiée comme suit: 

(i) si 𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢, ou ( 𝑢 > 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) < 0), ou (𝑢 < 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) > 0) : 

𝑐 = 𝜂𝑁 𝜌  𝑊𝑇𝐸 (𝑠 + 𝜋)                                          (2.54) 

𝜋 = −𝛽𝜋 + (𝑠 + 𝑘𝑠)                                               (2.55) 

𝜌 = 𝛼(𝑠 + 𝑘𝑠)(𝑠 + 𝜋)                                              (2.56) 

(ii) si (𝑢 > 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) > 0) ou (𝑢 < 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) < 0 ): 

𝑐 = −𝜂𝑁 𝜌  𝑊𝑇𝐸 (𝑠 + 𝜋)                                        (2.57) 
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𝜋 = −𝛽𝜋 + (𝑠 + 𝑘𝑠)                                                (2.58) 

𝜌 = 𝛼(𝑠 + 𝑘𝑠)(𝑠 + 𝜋)                                               (2.59) 

où : 𝜂, 𝛽, 𝑘 et  𝛼 sont des constantes positives. 

2.4.2. Analyse de la stabilité 

Théorème 2.3: Considérons le système (2.52) et supposons que les hypothèses 2.1 et 2.3 

sont satisfaites, alors la loi de commande proposée (2.17) avec sa loi d'adaptation des 

paramètres (2.54-2.59) garantit que l’erreur de poursuite converge exponentiellement vers 

zéro et que tous les signaux impliqués dans le système bouclé sont bornés. 

Preuve du théorème 2.3 : 

En additionnant et soustrayant le terme 𝑔 𝑥 𝑢 + 𝑔(𝑥)𝑢∗ au second terme de (2.4), on 

obtient: 

𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)𝑢∗ + 𝑔 𝑥  𝑢∗ − 𝑢 + 𝑔 𝑥 (𝑢 − 𝜍 𝑢 )                (2.60) 

En utilisant (2.7) et (2.20), et en considérant que l’erreur d’approximation 𝜀 est nulle 

(𝜀 = 0), (2.60) devient 

𝑠 = −𝑘𝑠 + 𝑔 𝑥 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝑔 𝑥 (𝑢 − 𝜍 𝑢 )                            (2.61) 

Considérons la fonction de Lyapunov suivante: 

𝑉 =
1

2
𝑠2 +

1

2𝜂
𝑐 𝑇𝑐 +

1

2
𝜋2                                         (2.62) 

Alors 

𝑉 = 𝑠𝑠 −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 + 𝜋𝜋                                              (2.63) 

Par substitution de (2.24) dans (2.63), on obtient : 

𝑉 = −𝑘𝑠2 + 𝑠𝑔 𝑥 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝑠𝑔(𝑥)(𝑢 − 𝜍 𝑢 ) −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 + 𝜋𝜋              (2.64) 

Premier cas : (𝑢 ≤ 𝑢 ≤ 𝑢) ou (𝑢 > 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) < 0) ou (𝑢 < 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) >

0 ), c’est-à-dire., 𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 ≤ 0. 

En remplaçant  (2.54) dans (2.64), on obtient : 

𝑉 = −𝑘𝑠2 + 𝑠𝑔 𝑥 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝑠𝑔(𝑥)(𝑢 − 𝜍 𝑢 ) − 𝑁 𝜌 (𝑐 𝑇𝐸𝑇𝑊)(𝑠 + 𝜋) + 𝜋𝜋   (2.65) 

A partir de (2.61),  on a :  
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𝑠 + 𝑘𝑠 = 𝑔 𝑥 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝑔 𝑥 (𝑢 − 𝜍 𝑢 )                             (2.66) 

Par conséquent, l’équation (2.65) peut être réécrite comme suit: 

𝑉 = −𝑘𝑠2 + 𝑠 𝑠 + 𝑘𝑠 −
𝑁 𝜌 

𝑔 𝑥 
 𝑠 + 𝑘𝑠  𝑠 + 𝜋 + 𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 + 𝜋𝜋    (2.67) 

Des équations (2.55)-(2.56) et du fait que 𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 ≤ 0,  alors : 

𝑉 ≤ −𝑘𝑠2 +  𝑕 𝑥 𝑁 𝜌 +
1

𝛼
 𝜌 − 𝛽𝜋2                               (2.68) 

avec : 𝑕 𝑥 = −1/ 𝛼𝑔 𝑥  .    

En intégrant maintenant (2.68) de 0 à 𝑡, on obtient: 

𝑉 𝑡 ≤ ѱ0 +   𝑕 𝜉 𝑁 𝜌 + ѱ1 𝜌 (𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0
                            (2.69) 

où :  ѱ0 = 𝑉(0), ѱ1 =
1

𝛼
. 

Selon l'hypothèse 2.3, les éléments de 𝑕 ·  appartiennent à l'intervalle 𝐼𝑕 =  −
1

𝛼𝑔0
, −

1

𝛼𝑔1
  

avec 0 ∉ 𝐼𝑕 . En utilisant le lemme 2.1 et l’équation (2.69), on peut conclure que les 

signaux 𝑉 𝑡 , 𝑁 𝑡  et   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) +
1

𝛼
 

𝑡

0
 sont bornées sur 𝑡 ∈  0, 𝑡𝑓 . Cette bornitude 

reste valable pour 𝑡𝑓  ⟶ ∞ (voire [87, 88]), ce qui signifie que 𝑠, 𝑐 , 𝜋, 𝑥, 𝑢 ∈ 𝐿∞ . De (2.68) 

et du fait que   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) +
1

𝛼
 

𝑡

0
 et 𝑉 sont borné, on peut facilement montrer que 

𝑠 ∈ 𝐿2 (carrées intégrables), de plus nous connaissons que 𝑠 ∈  𝐿∞ . Par l’utilisation du 

lemme de Barbalat [2], en peut conclure la convergence asymptotique vers zéro de 𝑠(𝑡), ce 

qui implique aussi la convergence asymptotique vers zéro de l’erreur de poursuite 𝑒(𝑡).  

Deuxième cas : (𝑢 > 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) < 0) ou (𝑢 < 𝑢  et 𝑁 𝜌 (𝑠 + 𝜋) > 0), c’est-à-

dire., 𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 ≥ 0. 

En remplaçant  (2.57) dans (2.64), on obtient : 

𝑉 = −𝑘𝑠2 + 𝑠𝑔 𝑥 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝑠𝑔 𝑥  𝑢 − 𝜍 𝑢  + 𝑁 𝜌 (𝑐 𝑇𝐸𝑇𝑊)(𝑠 + 𝜋) + 𝜋𝜋   (2.70) 

A partir des équations (2.66) et (2.70),  il vient: 

𝑉 = −𝑘𝑠2 + 𝑠 𝑠 + 𝑘𝑠 +
𝑁 𝜌 

𝑔 𝑥 
 𝑠 + 𝑘𝑠  𝑠 + 𝜋 − 𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 + 𝜋𝜋   (2.71) 

A partir des équations (2.58), (2.59) et du fait que −𝑁 𝜌  𝑢 − 𝜍 𝑢   𝑠 + 𝜋 ≤ 0,  il vient: 
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𝑉 ≤ −𝑘𝑠2 +  𝑕 𝑥 𝑁 𝜌 +
1

𝛼
 𝜌 − 𝛽𝜋2                                (2.72) 

avec 𝑕 𝑥 = 1/ 𝛼𝑔 𝑥  .    

On remarque que cette dernière équation est similaire à l’équation (2.68), et aussi les 

éléments de 𝑕 ·  appartiennent à un intervalle borné. Alors, d’une manière similaire à la 

discussion faite pour l’équation (2.68), on peut conclure la convergence asymptotique vers 

zéro de 𝑠(𝑡), ce qui implique aussi la convergence asymptotique vers zéro de l’erreur de 

poursuite 𝑒(𝑡).  

2.4.3. Résultats de simulation 

 Dans cette partie, afin de tester l’efficacité de la loi de commande PID floue adaptative 

proposée, on va considérer la commande en poursuite d’un système non linéaire du 

deuxième ordre défini par la dynamique suivante [84]:  

 
 
 

 
 

𝑥 1 = 𝑥2                                     
 

𝑥 2 = −5𝑥1
3 − 2𝑥2 + 𝜍 𝑢   

 
𝑦 = 𝑥1                                     

                                   (2.73) 

L’objectif de la commande est de forcer la sortie du système 𝑦 = 𝑥1 à suivre la trajectoire 

désirée 𝑦𝑑 = 𝑠𝑖𝑛(𝑡).  

Dans cette simulation, on utilise un système flou de même structure que celui du l’exemple 

de simulation de la première approche pour approximer les paramètres de la commande 

PID.  

Les paramètres de la commande sont choisis comme suit: 𝜂 = 7, 𝑘 = 5  , 𝛽 = 20 , 𝛼 =

0.01, 𝜆 = 5. avec les conditions initiales suivantes: 𝑥1 0 = 0,5 et 𝑥2 0 = 0. 

Les paramètres de la saturation sont choisis comme suit: 𝛿 = 0.01, 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 5,  𝑢𝑚𝑖𝑛 =

−5, 𝑢 𝑚𝑎𝑥 = 6 et 𝑢 𝑚𝑖𝑛 = −6. 

Les résultats de la simulation sont illustrés par les Figures 2.6 à 2.8. A partir de ces 

Figures, nous pouvons voir que, en plus de la capacité de cette commande à traiter les 

problèmes de la dynamique inconnue, il est aussi capable de faire face au problème de 

méconnaissance de la direction du gain de commande et de la saturation de l’amplitude de 

la commande et de la vitesse de sa variation. 
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Figure 2.6. Sortie du système 𝑦, trajectoire désirée 𝑦𝑑 . 

 

Figure 2.7. Dérivée de la sortie du système 𝑥2, dérivée de la trajectoire désirée 𝑦 𝑑   

         

Figure 2.8. Signal de commande 𝜍 𝑢 . 
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2.5.  Conclusion  

Dans ce chapitre, deux schémas de commande PID floue adaptative pour une classe de 

systèmes non linéaires SISO incertains ont été développés. Dans ces schémas, un système 

flou est utilisé afin d’estimer en ligne les gains optimaux de la loi de commande PID. 

  Dans la première approche, la mise à jour des paramètres du système flou est effectuée 

par le biais d’une loi d'adaptation de type gradient permettant de minimiser l'erreur entre la 

commande PID et la commande idéale inconnue et préserver ainsi les performances 

désirées garantit par cette dernière. Afin de compenser l’erreur d'approximation floue et 

rendre le contrôleur plus robuste un terme de type 𝑒-modification est adopté dans la loi 

d’adaptation. 

La deuxième approche prend en charge le problème de la méconnaissance du signe de 

gain de commande et le problème de la saturation de la commande. A cet effet, une 

fonction de type Nussbaum est utilisée pour estimer le signe du gain de commande, et la 

loi d’adaptation est modifiée d’une manière appropriée pour éliminer l’effet de saturation 

de l’amplitude et de la vitesse de la commande.  

Les schémas des commandes proposées assurent la bornitude de tous les signaux de la 

boucle fermée, et la convergence de l'erreur de poursuite vers une région ajustable dans le 

premier schéma et vers zéro dans le second schéma. Deux exemples de simulation 

numérique ont été présentés pour illustrer l’analyse théorique. 
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3.1. Introduction 

La commande des systèmes MIMO est une tâche plus difficile que celle de la 

commande système SISO. Cela est due aux différents couplages entre ses entrées, ses 

sorties et ses états. Ce chapitre est consacré à la commande des systèmes non linéaire 

MIMO incertains carrés (complètement actionnés) par la commande PID floue adaptative. 

La commande PID adaptative des systèmes non linéaires MIMO incertains a intéressé 

beaucoup de chercheurs [36-44]. Dans [36], les auteurs proposent une loi de commande 

PID adaptative pour un système multivariable mal connu. Cette loi de commande est basée 

sur un modèle du système du type réseau de neurone dont les paramètres sont adaptés par 

un filtre de Kalman étendu pour estimer les éventuels changements du système. Les gains 

de la commande PID sont ajustés par une loi d’adaptation développée par la méthode de 

Lyapunov permettant de minimiser l’erreur de poursuite quadratique. Dans [37], les 

auteurs proposent le même schéma de commande dont lequel la loi d’adaptation des gains 

de la commande est remplacée par un algorithme de programmation évolutionnaire 

(Evolutionary Programming EP). Dans [38] les auteurs proposent d’utiliser deux réseaux 

de neurone ; le premier est utilisé pour modéliser la dynamique du système et la deuxième 

pour est utilisé pour mise à jour les gains de la commande PID. Dans ce schéma, les 

paramètres réglables de ces réseaux de neurone sont ajustés par l’algorithme de gradient. 

Dans [39, 40], un réseau de neurone est directement exploité pour estimer et ajuster les 

gains de la loi commande PID pour atteindre les objectifs sans avoir besoin d’estimer la 

dynamique du système. Malgré les bons résultats obtenus par ces deux travaux, l’étude de 

la stabilité n’est pas fournie. Dans [41], la commande PID adaptative est augmentée par un 

terme de mode de glissement, dans ce schéma, la loi d’adaptation des paramètres de la 

commande est sélectionnée en se basant sur la méthode de Lyapunov. La classe des 

systèmes considérés dans ce travail est partiellement connue. Dans [42-44], les auteurs 

utilisent une commande PID adaptative pour approximer une commande idéale obtenue à 

partir de la technique de linéarisation par retour d’état. Les gains de la commande sont 

estimés par un système flou à paramètres adaptatifs. Dans [42], l’erreur d’approximation 

est supposée nulle, tandis que dans [43, 44] les auteurs utilisent une loi d’adaptation de 

type gradient qui prend en compte l’erreur d’approximation. Dans ces schémas, l’étude de 

la stabilité du système globale est fondée sur le théorème de la stabilité direct de 

Lyapunov.  
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Dans ce chapitre, sur la base du travail présenté dans [42], la loi de commande PID 

adaptative donnée dans [43, 44] est améliorée par l’introduction des systèmes flous pour 

l’estimation des gains de la commande et par la modification de la loi d’adaptation. 

Ensuite, cette dernière est élargie au cas des systèmes non linéaires MIMO présentant des 

non-linéarités à l’entrée de type zone-morte et des perturbations externes bornées. 

L’utilisation des systèmes flous permet de garantir que l'erreur d'approximation est de 

l'ordre de l'erreur de modélisation, c’est-à-dire, l’hypothèse restrictive sur l'erreur 

d'approximation dans [43, 44] sera levée. Dans la loi d’adaptation, afin de surmonter les 

inconvénients liés à l'utilisation du terme  𝜍-modification dans [43, 44], et de rendre le 

contrôleur plus robuste, ce dernier est remplacé par un terme de type 𝑒-modification. Les 

résultats obtenus sont comparés avec des schémas de commande adaptative existants dans 

la littérature. 

3.2. Position du problème 

Considérons la classe des systèmes non linéaires MIMO incertains donnée par le 

modèle d'état suivant : 

𝑦1
 𝑟1 

= 𝑓1 𝑥 +  𝑔1𝑗  𝑥 
 

 𝑝 
𝑗 =1

𝑁𝑗 (𝑢𝑗 ) + 𝛿1(𝑡)

⋮

𝑦𝑝

 𝑟𝑝  
= 𝑓𝑝 𝑥 +  𝑔𝑝𝑗  𝑥 𝑁𝑗 (𝑢𝑗 )

 
 𝑝 
𝑗=1

+ 𝛿𝑝(𝑡)

                                  (3.1) 

où : 

 𝑥 =   𝑦1, 𝑦 1, …  , 𝑦1
 𝑟1−1 

, …  , 𝑦𝑝  , 𝑦 𝑝 , …  , 𝑦𝑝

 𝑟𝑝 −1 
 
𝑇

 est le vecteur d'état global du système, 

notons que ce vecteur est supposé disponible pour la mesure. 

 𝑢 = [𝑢1, …  , 𝑢𝑝] est le vecteur de l’entrée de commande, 

 𝑦 = [𝑦1, …  , 𝑦𝑝  ] est le vecteur de sortie, 

𝑓𝑖 𝑥  et  𝑔𝑖𝑗  𝑥 , (avec : 𝑖, 𝑗 = 1, …  , 𝑝) sont des fonctions non linéaires inconnues, 

𝑁(𝑢) = [𝑁1(𝑢1), …  , 𝑁𝑝(𝑢𝑝)] est le vecteur des non-linéarités aux entrées de type zone 

morte supposé inconnu, 

𝛿(𝑡) = [𝛿1 𝑡 , 𝛿2 𝑡 , …  , 𝛿𝑝(𝑡)] est le vecteur de perturbation supposé borné, c’est-à-dire 

 𝛿𝑖 𝑡  ≤ 𝛿𝑖
∗, 𝑖 = 1, …  , 𝑝 où  𝛿𝑖

∗ est une constante positive. 
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En posant : 

𝑦 
 𝑟  =  𝑦1

 𝑟1 
 …  𝑦𝑝

 𝑟𝑝  
 
𝑇

 

𝑓 𝑥 =  𝑓1 𝑥 …  𝑓𝑝 𝑥  
𝑇
 

𝐺 𝑥 =  

𝑔11(𝑥) ⋯ 𝑔1𝑝(𝑥)

⋮ ⋱ ⋮
𝑔𝑝1(𝑥) ⋯ 𝑔𝑝𝑝 (𝑥)

  

Le système (3.1) peut être réécrit sous la forme compacte suivante : 

𝑦 𝑟 = 𝑓 𝑥 + 𝐺 𝑥 𝑁 𝑢 + 𝛿(𝑡)                                  (3.2) 

Objectif : l’objectif est de développer une loi de commande 𝑢(𝑡) de type PID adaptative 

qui permet de forcer les sorties du système 𝑦𝑖  à suivre des trajectoires désirées 𝑦𝑑𝑖  (𝑖 = 1, 

2, …, 𝑝), sous la contrainte que tous les signaux impliqués dans la boucle de commande 

doivent être bornés.  

Dans ce chapitre, les hypothèses suivantes sont considérées. 

Hypothèse 3.1 : Chaque trajectoire désirée 𝑦𝑑𝑖  (𝑖 = 1, 2, …, 𝑝) est continue, bornée et 𝑟𝑖-

fois différentiable. 

Hypothèse 3.2 : La matrice 𝐺(𝑥) est symétrique, inversible et bornée. Ainsi elle est soit 

strictement positive ou soit strictement négative. Sans perte de généralité, nous 

considérons ici que 0 < 𝑔0𝐼𝑝 ≤ 𝐺 𝑥 < 𝑔1𝐼𝑝 , avec 𝑔0 et 𝑔1 sont des constantes positives, 

𝐼𝑝  est une matrice d'identité de taille 𝑝 × 𝑝. 

Les erreurs de poursuite sont définies par : 

𝑒1 𝑡 = 𝑦𝑑1 𝑡 − 𝑦1 𝑡 
⋮

𝑒𝑝 𝑡 = 𝑦𝑑𝑝  𝑡 − 𝑦𝑝(𝑡)
                                                   (3.3) 

et les erreurs de poursuite filtrées sont définies par :  

𝑠1 𝑡 =  
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆1 

𝑟1−1

𝑒1 𝑡 , 𝜆1 > 0

⋮

𝑠𝑝 𝑡 =  
𝑑

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑝 

𝑟𝑝 −1

𝑒𝑝 𝑡 , 𝜆𝑝 > 0

                                       (3.4) 

La solution de l’équation 𝑠𝑖(𝑡) = 0 (𝑖 = 1, 2, …, 𝑝)  implique que l'erreur de poursuite 

𝑒𝑖 𝑡  (𝑖 = 1, 2, …, 𝑝)  converge vers zéro avec une certaine constante de temps [12, 80-
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82]. Par conséquent, l'objectif de la commande revient alors à forcer le signal 𝑠𝑖(𝑡) à 

converger vers zéro quand le temps 𝑡 tend vers l’infini.  

Les dérivées des erreurs de poursuite filtrées peuvent s’écrire comme suit: 

𝑠 1 = 𝑣1 − 𝑓1 𝑥 −  𝑔1𝑗  𝑥 
 

 𝑝 
𝑗 =1

𝑁1(𝑢1) − 𝛿1(𝑡)

⋮

𝑠 𝑝 = 𝑣𝑝 − 𝑓𝑝 𝑥 −  𝑔𝑝𝑗  𝑥 
 

 𝑝 
𝑗 =1

𝑁𝑗 (𝑢𝑗 ) − 𝛿𝑝(𝑡)

                                    (3.5) 

où 

𝑣1 = 𝑦𝑑1
 𝑟1 

+ 𝛽1,𝑟1−1𝑒1
  𝑟1−1 

+  … + 𝛽1,1𝑒 1 

⋮

𝑣𝑝 = 𝑦𝑑𝑝

 𝑟𝑝  
+ 𝛽𝑝 ,𝑟𝑝 −1𝑒𝑝

  𝑟𝑝−1 
+  … + 𝛽𝑝 ,1𝑒 𝑝

                                 (3.6) 

avec :  𝛽𝑖,𝑗 =
 𝑟𝑖−1 !

 𝑟𝑖−𝑗 ! 𝑗−1 !
𝜆𝑖

𝑟𝑖−𝑗
, 𝑖 = 1, … , 𝑝, 𝑗 =  1, … , 𝑟𝑖 − 1. 

En posant : 

𝑠 =  𝑠1, … , 𝑠𝑝 
𝑇
 , 𝑣 =  𝑣1, … , 𝑣𝑝  

𝑇
 

L’équation (3.5) peut être réécrite sous la forme matricielle suivante : 

𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝐺 𝑥 𝑁 𝑢 − 𝛿(𝑡)                                      (3.7) 

Chaque sortie de la zone morte peut être exprimée comme suit [13, 89] : 

𝑁𝑖(𝑢𝑖) = 𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑏𝑖(𝑡), pour  𝑖 = 1, 2, … , 𝑝                             (3.8) 

où : 𝑎𝑖  est une constante positive inconnue, et 𝑏𝑖(𝑡) est une fonction non linéaire inconnue 

bornée par une constante positive 𝑏𝑖
∗ ( 𝑏𝑖(𝑡) ≤ 𝑏𝑖

∗). 

Posons maintenant   

𝑏 𝑡 = [𝑏1 𝑡 ,  𝑏2 𝑡 , … … . . , 𝑏𝑝 𝑡 ]  

𝑏∗ = [𝑏1
∗,  𝑏2

∗, … … . . ,  𝑏𝑝
∗] 

𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝑎1,  𝑎2, … . . ,  𝑎𝑝]. 

Par conséquent, Le vecteur de sortie de la zone morte 𝑁 𝑢 =  𝑁1(𝑢1 , … .  , 𝑁𝑝(𝑢𝑝)] peut 

être écrit comme suit : 

𝑁 𝑢 = 𝐴𝑢 + 𝑏 𝑡                                                (3.9) 

Notons que le vecteur 𝑏 𝑡  peut être traité ici comme une perturbation bornée de la 
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commande 𝑢. 

En utilisant (3.9), l'équation de la dynamique de 𝑠 définit dans (3.7) peut s’écrire comme 

suit : 

 𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝐺𝐴 𝑥 𝑢 − 𝑑 𝑥, 𝑡                                  (3.10) 

où : 𝐺𝐴 𝑥 = 𝐺 𝑥 𝐴 et 𝑑 𝑥, 𝑡 = 𝐺 𝑥 𝑏 𝑡 + 𝛿 𝑡 , 

Dans le cas où les fonctions 𝑓𝑖 𝑥 , 𝑔𝑖𝑗  𝑥 , 𝑏𝑖 𝑡  et 𝛿𝑖(𝑡) sont connues, la loi de commande 

idéale 𝑢 
∗ suivante peut atteindre l'objectif de commande [90] : 

𝑢 
∗ =  𝐺𝐴 𝑥  

−1
 −𝑓 𝑥 + 𝑣 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  

𝑠

𝜀0
 − 𝑑 𝑥, 𝑡                   (3.11) 

avec : 𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑘1, …  , 𝑘𝑝 ,  𝑘0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑘01 , …  , 𝑘0𝑝  et       

𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 =  𝑡𝑎𝑛𝑕  

𝑠𝑖

𝜀0
 , …  , 𝑡𝑎𝑛𝑕  

𝑠𝑝

𝜀0
  

𝑇

 où  𝑘𝑖 , 𝑘0𝑖  et ε0 sont des constantes positives.  

En effet, en remplaçant la loi de commande idéale (3.11) dans (3.10), on obtient :   

𝑠 = −𝑘𝑠 − 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
                                               (3.12) 

D’après cette dernière équation, on peut conclure que l’erreur filtrée 𝑠𝑖 → 0, (𝑖 = 1,2, … 𝑝) 

quand 𝑡 → ∞. cela implique que l’erreur de poursuite 𝑒𝑖 , (𝑖 = 1, 2, … , 𝑝) et toutes ses 

dérivées jusqu'à 𝑟𝑖 − 1 convergent vers zéro quand 𝑡 → ∞.  

Malheureusement, la commande idéale (3.11) n'est pas réalisable puisque les fonctions 

𝑓𝑖 𝑥 , 𝑔𝑖𝑗  𝑥 , 𝑏𝑖 𝑡  et 𝛿𝑖(𝑡) sont supposées inconnues. Afin de surmonter ce problème, on 

propose dans ce chapitre d’approximer la loi de commande idéale (3.11) par une loi de 

commande PID adaptative. 

3.3. Conception de la commande PID floue adaptative 

On propose ici d’approcher la commande idéale inconnue 𝑢𝑖
∗ (𝑖 = 1, 2, … , 𝑝) par une 

loi commande PID adaptative donnée par [90] : 

𝑢𝑖 = 𝐾𝑃𝑖
𝑒𝑖 𝑡 + 𝐾𝐼𝑖  𝑒𝑖 𝜏 𝑑𝜏

𝑡

0
+ 𝐾𝐷𝑖

𝑑𝑒𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝.           (3.13) 

où : 𝐾𝑃𝑖
 est le gain proportionnel, 𝐾𝐼𝑖

 est le gain d'intégration, 𝐾𝐷𝑖
 est le gain de dérivation 

et 𝑒𝑖(𝑡) = 𝑦𝑑 𝑖
− 𝑦𝑖  est l'erreur de poursuite. 

La loi de commande PID  (3.13) peut être écrite sous la forme matricielle suivante : 
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𝑢𝑖 = 𝐸𝑖
𝑇𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖

                                                  (3.14) 

où : 𝐸𝑖 = [𝑒𝑖  ,  𝑒𝑖 𝜏 𝑑𝜏
𝑡

0
,

𝑑𝑒𝑖

𝑑𝑡
]𝑇  est le vecteur de l’erreur de poursuite et 𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖

=

 𝐾𝑃𝑖
, 𝐾𝐼𝑖

, 𝐾𝐷𝑖
 
𝑇
est le vecteur des gains de la commande. 

Le vecteur de la commande global 𝑢 =  𝑢1, … , 𝑢𝑝 
𝑇
 peut être écrit sous la forme compacte 

suivante: 

𝑢 = 𝐸𝑇𝐾𝑃𝐼𝐷                                                    (3.15) 

avec : 𝐸 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝐸1, … , 𝐸𝑝  et 𝐾𝑃𝐼𝐷 =  𝐾𝑃𝐼𝐷1
, … , 𝐾𝑃𝐼𝐷𝑝

 
𝑇

. 

Dans ce travail, on a opté pour des systèmes flous de type Takagi-Sugeno d'ordre zéro 

pour recopier les vecteurs des gains 𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖
 (𝑖 = 1,2, … , 𝑝). Chaque vecteur de gains 𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖

 est 

identifié par un système flou 𝑆𝐹𝑖  dont les entrées sont l'erreur de poursuite 𝐸𝑖1 = 𝑒𝑖(𝑡), 

l’intégrale de l'erreur de poursuite 𝐸𝑖2 =  𝑒𝑖(𝑡)𝑑𝜏
𝑡

0
 , et la dérivée de l'erreur de poursuite 

𝐸𝑖3 =
𝑑𝑒𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
. La sortie du système flou 𝑆𝐹𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑝), est le vecteur de gains de la 

commande 𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖
. Pour chaque entrée 𝐸𝑖𝑗  ( 𝑗 = 1,2,3) du système flou 𝑆𝐹𝑖   on définit 𝑀𝑖𝑗  

ensembles flous 𝐹𝑖𝑗
𝑘  (𝑘 = 1, …  , 𝑀𝑖𝑗 ). La base de règles floues du système flou 𝑆𝐹𝑖  est 

construite par la collection de règles 𝑅𝑖
𝑙 , 𝑙 = 1,2, … , 𝑁𝑖 , de la forme [90]:  

𝑅𝑖
𝑙 :  𝑺𝑰 𝐸𝑖1 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑖1

𝑙 , 𝐸𝑖2 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑖2
𝑙 𝑒𝑡 𝐸𝑖3 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑖3

𝑙  𝑨𝑳𝑶𝑹𝑺 𝐾𝑃𝑖  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑃𝑖
𝑙  , 𝐾𝐼𝑖  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐼𝑖

𝑙  𝑒𝑡 𝐾𝐷𝑖  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐷𝑖
𝑙  

où 𝐺𝑖𝑗
𝑙 ∈  𝐹𝑖𝑗

1 , … , 𝐹
𝑖𝑗

𝑀𝑖𝑗    , 𝑁𝑖  est le nombre des règles, et 𝑐𝑃𝑖
𝑙  , 𝑐𝐼𝑖

𝑙  et 𝑐𝐷𝑖
𝑙  sont les sorties de la 

𝑙𝑖𝑒𝑚𝑒  règle.  

En utilisant la méthode de produit algébrique pour l’implication et la méthode de la 

moyenne pondérée pour la défuzzification, la sortie du système flou 𝑆𝐹𝑖 , à savoir les gains 

de la commande 𝑢𝑖  sont donnés par [90]: 

𝐾𝑃𝑖  
=

 𝜇 𝑖
𝑙𝑐𝑃𝑖

𝑙𝑁
𝑙=1

 𝜇 𝑖
𝑙𝑁

𝑙=1

  

𝐾𝐼𝑖  
=

 𝜇 𝑖
𝑙𝑐𝐼𝑖

𝑙𝑁
𝑙=1

 𝜇 𝑖
𝑙𝑁

𝑙=1

                                                      (3.16) 

𝐾𝐷𝑖  
=

 𝜇 𝑖
𝑙𝑐𝐷𝑖

𝑙𝑁
𝑙=1

 𝜇 𝑖
𝑙𝑁

𝑙=1

  

 



Chapitre 3 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires multivariables carrés              56 

 

 

où 

 𝜇𝑖
𝑙 =  𝜇

𝐺𝑖𝑗
𝑙  𝐸𝑖𝑗  

 3
𝑗 =1 , 𝜇

𝐺𝑖𝑗
𝑙 ∈  𝜇𝐹𝑖𝑗

1 , … , 𝜇
𝐹
𝑖𝑗

𝑀𝑖𝑗  , avec 𝜇
𝐹𝑖𝑗

𝑘 (. ) est la fonction d'appartenance 

qui caractérisée l'ensemble flou 𝐹𝑖𝑗
𝑘 . 

Notons par 𝑐𝑃𝑖 =  𝑐𝑃𝑖
1 , … , 𝑐𝑃𝑖

𝑁𝑖   
𝑇
, 𝑐𝐼𝑖 =  𝑐𝐼𝑖

1 , … , 𝑐𝐼𝑖
𝑁𝑖   

𝑇
 et 𝑐𝐷𝑖 =  𝑐𝐷𝑖

1 , … , 𝑐𝐷𝑖
𝑁   𝑇 les vecteurs 

des paramètres ajustables (les parties conclusions des systèmes flous), et 𝑤𝑖 =

 𝑤𝑖
1, … , 𝑤𝑖

𝑁 𝑇
 
 le vecteur des fonctions de base radiales où chaque élément 𝑤𝑖

𝑙  est défini 

par : 

𝑤𝑖
𝑙 =

𝜇𝑖
𝑙

 𝜇𝑖
𝑙𝑁

𝑙=1

, 𝑙 = 1,2, … , 𝑁𝑖  

Avec cette notation, les paramètres 𝐾𝑃𝑖 , 𝐾𝐼𝑖  et 𝐾𝐷𝑖  peuvent être écrits comme suit : 

 

𝐾𝑃𝑖  
= 𝑤𝑖

𝑇𝑐𝑃𝑖

𝐾𝐼𝑖  
= 𝑤𝑖

𝑇𝑐𝐼𝑖

𝐾𝐷𝑖 = 𝑤𝑖
𝑇𝑐𝐷𝑖

                                                      (3.17) 

Où encore : 

𝐾𝑃𝐼𝐷𝑖 =  

𝐾𝑃𝑖

𝐾𝐼𝑖

𝐾𝐷𝑖

 = 𝑊𝑖𝑐𝑖                                                (3.18) 

avec  𝑐𝑖  
=  𝑐𝑃𝑖

𝑇 , 𝑐𝐼𝑖
𝑇 , 𝑐𝐷𝑖

𝑇 𝑇  et 𝑊𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑤𝑖
𝑇 , 𝑤𝑖

𝑇 , 𝑤𝑖
𝑇 . 

Par substitution du vecteur de gain (3.18) dans (3.14), on obtient : 

𝑢𝑖 = 𝐸𝑖
𝑇𝑊𝑖𝑐𝑖                                                    (3.19) 

En posant : 𝑊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑊1, … , 𝑊𝑃  et 𝑐 =  𝑐1
𝑇 , … , 𝑐𝑝

𝑇 
𝑇
, la loi de commande PID 

multivariable appliquée au système (3.1) s’écrit comme suit: 

𝑢 = 𝐸𝑇𝑊𝑐                                                     (3.20) 

On note ici que l’utilisation des systèmes flous pour estimer les gains de la commande  

dans PID, permet d’approximer la commande idéale inconnue 𝑢∗ (3.11) par la loi de 

commande PID adaptative (3.20) avec une certaine erreur d'approximation dénotée par 𝜀. 

Sur la base du théorème d’approximation universelle des systèmes flous [78], cette erreur 

est considérée arbitrairement petite ( 𝜀 ≤ 𝜀 , 𝜀 > 0). En effet, dans notre approche 

l'hypothèse restrictive sur l’erreur d'approximation dans [43, 44] est n’est pas nécessaire. 
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Par conséquent, la commande idéale inconnue 𝑢∗ peut être écrite sous la forme suivante : 

𝑢∗ = 𝐸𝑇𝑊𝑐∗ + 𝜀                                                 (3.21) 

𝑐∗ = [𝑐1
∗, … , 𝑐𝑝

∗]𝑇 est le vecteur des valeurs optimaux inconnues des éléments de 𝑐. 

𝜀 =  𝜀1, … , 𝜀𝑝 
𝑇
 est le vecteur des erreurs d'approximation floue. 

Les paramètres du vecteur 𝑐 seront calculés en ligne par une loi d'adaptation afin de 

répondre aux spécifications souhaitées comme le montrée dans la suite. 

En effet, on propose une nouvelle loi d’adaptation pour la mise à jour du vecteur des 

paramètres 𝑐 afin de minimiser l'erreur 𝑒𝑢  entre 𝑢 et 𝑢∗ donnée par [90] : 

𝑒𝑢 = 𝑢∗ − 𝑢                                                    (3.22) 

En remplaçant (3.20) et (3.21) dans (3.22), on obtient: 

𝑒𝑢 = 𝐸𝑇𝑊𝑐 + 𝜀                                                (3.23) 

Où 𝑐 = 𝑐∗ − 𝑐  est le vecteur d’erreur d'estimation paramétrique. 

En additionnant et soustrayant le terme 𝐺𝐴 𝑥 𝑢∗ au second terme de (3.10), on obtient : 

𝑠 = 𝑣 − 𝑓 𝑥 − 𝐺𝐴 𝑥 𝑢 − 𝑑 𝑥, 𝑡 + 𝐺𝐴 𝑥 𝑢∗ − 𝐺𝐴 𝑥 𝑢∗                  (3.24) 

En utilisant (3.11) et (3.22), alors (3.24) devient : 

𝑠 = −𝑘𝑠 − 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 + 𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢                                         (3.25) 

L'approche utilisée pour générer la loi d'adaptation du vecteur 𝑐 est basée sur la 

minimisation de la fonction de coût quadratique suivante : 

𝐽 =
1

2
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢                                                  (3.26) 

En remplaçant (3.20) dans (3.26), il vient :  

𝐽 =
1

2
 𝑢∗ − 𝐸𝑇𝑊𝑐 𝑇𝐺𝐴 𝑥  𝑢∗ − 𝐸𝑇𝑊𝑐                            (3.27) 

Par application du gradient, on obtient : 

𝑐 = −𝜂𝜵𝒄𝐽                                                      (3.28) 

avec : 𝜂 une constante positive. 

De l’équation (3.26) et (3.27), le terme de gradient 𝜵𝒄𝐽 est défini par : 



Chapitre 3 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires multivariables carrés              58 

 

 

𝜵𝒄𝐽 = −𝑊𝑇𝐸𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢                                           (3.29) 

Par conséquent, (3.29) devient : 

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢                                                 (3.30) 

En remplaçant la valeur du terme 𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  déduite de (3.25), 𝑐  devient : 

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸  𝑠 + 𝑘𝑠 + 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
                                       (3.31) 

Afin de garantir la bornitude des valeurs des éléments du vecteur des paramètres 𝑐 en 

présence de l’erreur d'approximation 𝑒𝑢 , améliorer les performances de robustesse, et 

surmonter ainsi les inconvénients de lier à l’utilisation du terme 𝜍-modification, nous 

allons modifier la loi d’adaptation (3.30) par l’introduction d’un terme en fonction de 

l’erreur d’approximation 𝑒𝑢  appelé 𝑒-modification dans les travaux [43, 44]. 

Bien que l’augmentation de la loi d’adaptation (3.30) par le terme de 𝜍-modification peut 

garantir la convergence des paramètres (voire [43, 44]), certains aspects de cette loi 

d'adaptation restent à améliorer.  

En effet, en utilisant la méthode de 𝜍-modification, la loi d’adaptation (3.30) sera modifiée 

comme suit:   

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢– 𝜂σ𝑐                                       (3.32) 

où 𝜍 est une constante positive.  

Le but de l’adaptation ici est de faire converger le vecteur des paramètres 𝑐 vers sa valeur 

optimale 𝑐∗, c’est-à-dire., après un certain temps l’erreur paramétrique 𝑐  converge vers 

zéro. Il est claire donc que la loi d’adaptation (3.32) ne permet pas de garantir cette objectif 

parce que lorsque 𝑒𝑢  est très faible (𝑒𝑢 ≈ 0), on a 𝑐 ≈– 𝜂𝜍𝑐.  

Afin de surmonter cet inconvénient, on propose d’utiliser le terme 𝑒-modification 

𝜂 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  𝑐 comme suit [90] :  

𝑐 = 𝜂𝑊𝑇𝐸 
 𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢– 𝜂 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  𝑐                             (3.33) 

avec : 𝒗 =  𝜍, … , 𝜍 𝑇 ∈ 𝑅𝑝 .    

Il est clair que lorsque les paramètres deviennent dans un certain intervalle acceptable, le 

terme de 𝑒-modification ( 𝜂 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢   ) n'a pas besoin d'être actif (il tend vers zéro quand 

𝑒𝑢  tend vers zéro), ce qui implique la convergence de 𝑐  vers zéro (𝑐 ≈ 0). 
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Le schéma bloc complet de la commande PID floue adaptative proposée est présenté 

par la Figure 3.1.  

 

Figure 3.1. Schéma de la commande PID floue adaptative 

3.4. Analyse de la stabilité 

Théorème 3.1: Considérons le système multivariable (3.1) et supposons que les hypothèses 

3.1 et 3.2 sont satisfaites, alors la loi de commande PID floue définie par (3.20) avec la loi 

d'adaptation (3.33) garantit que 𝑐 ∈ 𝐿∞  et 𝑒𝑢  est de l’ordre de  𝒗 2 + 𝜀 2 au sens de la 

moyenne quadratique. 

Théorème 3.2: Considérons le système (3.1) et supposons que les hypothèses 3.1 et 3.2 

sont satisfaites, alors la loi de commande proposée (3.20) avec sa loi d'adaptation (3.33) 

garantit que : 

(i) L’erreur de poursuite converge exponentiellement vers une région ajustable si 

l'erreur d'approximation 𝜀 est prise en considération  𝜀 ≠ 0 . 

(ii) L’erreur de poursuite converge exponentiellement vers zéro si on considère que 

l'erreur d'approximation 𝜀 est nulle  𝜀 = 0 , et en  prenant 𝜍 = 0. 

Preuve du théorème 3.1:  

 Nous définissons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

Modèle  

 𝑦 =  

𝑦1

⋮
𝑦𝑃

  
𝑢𝑃𝐼𝐷  

La commande 
PID 

 Mécanisme 

d’adaptation  

 

𝑦𝑑1

⋮
𝑦𝑑𝑃

  

 

 

𝑒1

⋮
𝑒𝑝

  

 

𝐾𝑃1

⋮
𝐾𝑃𝑝

   

𝐾𝐷1

⋮
𝐾𝐷𝑝

   

𝐾𝐼1

⋮
𝐾𝐼𝑝

  

 

Système flou avec 

paramètres ajustables 
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𝑉1 =
1

2𝜂
𝑐 𝑇𝑐                                                        (3.34) 

Par dérivation, on obtient : 

𝑉 1 = −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐                                                      (3.35) 

En substituant (3.33) dans (3.35), on trouve : 

𝑉 1 = −𝑐 𝑇 𝑊𝑇𝐸𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 −  𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  𝑐                             (3.36) 

On déduit la valeur du terme 𝑐 𝑇𝑊𝑇𝐸 de (3.23) puis on le remplace dans (3.36), on obtient : 

𝑉 1 = − 𝑒𝑢
𝑇 − 𝜀𝑇 𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝑐 𝑇𝑐 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢                         (3.37) 

En utilisant l'inégalité : 

𝑐 𝑇𝑐 ≤ −
1

2
  𝑐  2 +

1

2
  𝑐∗ 2                                           (3.38) 

Alors : 

𝑉 1 ≤ − 𝑒𝑢
𝑇 − 𝜀𝑇 𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 −

1

2
  𝑐  2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  +

1

2
  𝑐∗ 2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢         (3.39) 

Puisque  𝜀 < 𝜀 , alors  𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  ≤  𝜀  𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  , et (3.39) peut être réécrite comme 

suit : 

𝑉 1 ≤ −𝑒𝑢
𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 −  −𝜀 +

1

2
  𝑐  2 −

1

2
  𝑐∗ 2  𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢               (3.40) 

Il est clair de (3.40) que si  
1

2
  𝑐  2 ≥

1

2
  𝑐∗ 2 +  𝜀  1  ou 

1

2𝜂
  𝑐  2 ≥

1

2𝜂
  𝑐∗ 2 +

1

2𝜂
𝜀 , c'est-à-

dire,  𝑉1 ≥  𝑉0 ≜
1

𝜂
 

1

2
  𝑐∗ 2 + 𝜀  , alors 𝑉 1 ≤ 0, ce qui implique la bornitude de 𝑉1 et 𝑐  

( 𝑉1, 𝑐 ∈  𝐿∞).  

Nous examinons maintenant la convergence de l'erreur 𝑒𝑢 .  

A partir de (3.39), on a: 

𝑉 1 ≤ −𝑒𝑢
𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 −

1

2
  𝑐  2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  +

1

2
  𝑐 

∗ 2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢    (3.41) 

En utilisant les inégalités évidentes suivantes : 

−𝑒𝑢
𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 +

1

2
  𝑐∗ 2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  ≤ −

1

2
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 +
1

8
  𝑐∗ 4𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝒗   (3.42) 

𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 ≤
1

4
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝜀                        (3.43) 

L’inégalité (3.41) devient : 
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𝑉 1 ≤ −
1

4
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 −
1

2
  𝑐  2 𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  +

1

8
  𝑐∗ 4𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝒗 + 𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝜀    (3.44) 

D’après l’hypothèse 3.2, on peut réécrire (3.44) comme suit : 

𝑉 1 ≤ −
𝑔0 𝐴 

4
 𝑒𝑢    

2 + ѱ                                           (3.45) 

avec : 

ѱ = sup𝑡  
1

8
  𝑐∗ 4𝒗𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝒗 + 𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝜀 ⁡                          (3.46) 

Puisque 𝑉1 ∈  𝐿∞ et  𝜀 ≤ 𝜀 , alors l’intégration de 𝑡 = 0  à 𝑡 = 𝑡 + 𝑇 des deux membres de 

(3.45) et en réarrangement de ses termes, on obtient :   

  𝑒𝑢 2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤

4

𝑔0 𝐴 
ѱ𝑇 +

4

𝑔0 𝐴 
(𝑉1 𝑡 − 𝑉1 𝑡 + 𝑇 )                  (3.47) 

qui peut être encore bornée comme suit : 

  𝑒𝑢 2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤ 𝑚1  𝒗 2 + 𝜀 2 𝑇 + 𝑚2                             (3.48) 

avec : 𝑚1 =
4

𝑔0 𝐴 
max  

𝑔1 𝐴 

8
 𝑐∗ 4, 𝑔1 𝐴   et 𝑚2 =

4

𝑔0 𝐴 
sup𝑡(𝑉1 𝑡 − 𝑉1 𝑡 + 𝑇 ),  

L'expression (3.48) implique  𝑒𝑢 2 ∈ 𝑆( 𝒗 2 + 𝜀 2) . 

Preuve du théorème 3.2:  

Preuve (i):  

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante: 

𝑉 =
1

2
𝑠𝑇𝑠 +

1

2𝜂
𝑐 𝑇𝑐 =  

1

2
𝑠𝑇𝑠 +  𝑉1                                       (3.49) 

Sa dérivée est donc : 

𝑉 = 𝑠𝑇𝑠 + 𝑉 1                                                     (3.50) 

Par substitution de (3.25) dans (3.50), on obtient : 

𝑉 = −𝑠𝑇𝑘𝑠 − 𝑠𝑇𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 + 𝑠𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝑉 1                      (3.51) 

En utilisant l'inégalité évidente suivante : 

𝑠𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 ≤
1

4
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝑠𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑠                              (3.52) 

L’équation (3.51) devient: 
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𝑉 = −𝑠𝑇𝑘𝑠 − 𝑠𝑇𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 +

1

4
𝑒𝑢

𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢 + 𝑠𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑠 + 𝑉 1              (3.53) 

De l’inégalité (3.44),  il vient: 

𝑉 ≤ −𝑠𝑇 𝑘 − 𝐺𝐴 𝑥  𝑠 − 𝑠𝑇𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 −

1

2
  𝑐  2 𝑣𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑒𝑢  +

1

8
  𝑐∗ 4𝑣𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑣 +

                                                                   𝜀𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝜀                                                             (3.54) 

Si on choisit 𝑘𝑖 > 𝑔1 𝐴  , 𝑖 = 1, … 𝑝, et 𝛾 = 2𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑝( 𝑘𝑖 − 𝑔1 𝐴 ), 𝑉  peut être bornée 

comme suit :  

𝑉 ≤ −
1

2
𝑠𝑇𝛾𝑠 + ѱ                                             (3.55) 

A partir de cette dernière inégalité, si 
1

2
𝑠2 ≥

1

𝛾
ѱ, c'est-à-dire, 𝑉 ≥

1

𝛾
ѱ + 𝑉1, et puisque 𝑉1 

est bornée, alors 𝑉 ≤ 0 pour 𝑉 ≥ 𝑉𝑚𝑖𝑛 =
1

𝛾
ѱ + 𝑉1, alors selon le théorème de Lyapunov 

[83] les signaux 𝑐  et 𝑠 sont bornés.   

En intégrant maintenant (3.55)  de 𝑡 à  𝑡 + 𝑇 et en réarrangeant ses termes, on obtient : 

   𝑠 2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤

2

𝛾
ѱ𝑇 +

2

𝛾
 𝑉 𝑡 − 𝑉 𝑡 + 𝑇                        (3.56) 

Puisque 𝑉 ∈ 𝐿∞, il est évident que, à partir de (3.56) l'erreur de poursuite filtrée 𝑠 converge 

exponentiellement à un ensemble Ω𝑠 défini par Ω𝑠 =  𝑠 |  𝑠 ≤  
2

𝛾
ѱ . En effet, il existe 𝑇 

tel que pour 𝑡 > 𝑇 :  𝑠(𝑡) ≤  
2

𝛾
ѱ, ce qui implique que  𝑒𝑖

𝑗
(𝑡) ≤ 2𝑗 𝜆𝑖

𝑗−𝑟𝑖+1
 

2

𝛾
ѱ  , 𝑖 =

1, …  , 𝑝 , 𝑗 = 0, …  , 𝑟𝑖 − 1, donc l'erreur de poursuite et toutes ses dérivées convergent vers 

une région ajustable. 

Preuve (ii):  

 On considère le cas où l'erreur d'approximation est nulle, c’est-à-dire 𝜀 = 0. 

 Soit la fonction de Lyapunov candidate (3.49) et on suit la même démarche jusqu’à 

l’inégalité (5.54). 

En prenant 𝜍 = 0 dans l’inégalité (5.54), on obtient : 

𝑉 = −𝑠𝑇𝑘𝑠 − 𝑠𝑇𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
 + 𝑠𝑇𝐺𝐴 𝑥 𝑠                         (3.57) 

de l'expression de 𝛾, il vient : 
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𝑉 ≤ −
1

2
𝑠𝑇𝛾𝑠                                                   (3.58) 

En intégrant maintenant (3.58) de 𝑡 à  𝑡 + 𝑇 et en réarrangeant ses termes, on obtient : 

  𝑠 2𝑡+𝑇

𝑡
𝑑𝑡 ≤

2

𝛾
 𝑉 𝑡 − 𝑉 𝑡 + 𝑇                                 (3.59) 

D’après (3.59) et du fait que 𝑉 𝑡 ∈ 𝐿∞ , 𝑠 ∈ 𝐿2, et de plus on sait que 𝑠 ∈  𝐿∞  (tous les 

termes de (3.25) sont bornés). Finalement, puisque 𝑠 ∈  𝐿2 ∩ 𝐿∞  et 𝑠 ∈ 𝐿∞ , on peut utiliser 

le lemme de Barbalat [2], pour conclure que 𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑠(𝑡) = 0, c’est-à-dire, 

𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝑖(𝑡) = 0. 

Remarque 3.2: comme dans le deuxième chapitre la loi de commande utilisée dans ce 

chapitre est aussi uniquement de type PID, sans ajout de terme de robustesse. Cependant, le 

terme de la loi d’adaptation 𝑘0 𝑡𝑎𝑛𝑕  
𝑠

𝜀0
  joue d'une certaine manière, le rôle du terme de 

robustesse.  

3.5. Résultats de simulation  

Pour valider la loi de commande PID floue adaptative proposée, on considère deux 

exemples de simulation; un robot manipulateur à deux bras et un quadrirotor. Dans les 

deux exemples, l'approche de commande est testée sans et avec la non-linéarité à l’entrée 

et la perturbation externe. De plus une étude comparative entre d'utilisation de 𝑒-

modification et de 𝜍-modification dans notre approche de commande d'un côté, et entre 

notre approche de commande et l’approche de commande adaptative floue développée 

dans [45] d'un autre côté est présentée. 

3.5.1. Exemple 1: robot manipulateur à deux bras 

Le modèle dynamique du robot manipulateur à deux bras est donné par [44, 90] : 

 
𝑃11 𝑃12

𝑃21 𝑃22
  

𝑞 1
𝑞 2

 +  
−𝑕𝑞 2 −𝑕(𝑞 1 + 𝑞 2)
𝑕𝑞 1 0

  
𝑞 1
𝑞 2

 =  
𝑢1

𝑢2
                 (3.60) 

avec 

𝑃11 = 𝑎1 + 2𝑎3 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 + 2𝑎4 𝑠𝑖𝑛 𝑞2  

𝑃12 = 𝑃21 = 𝑎2 + 𝑎3 𝑐𝑜𝑠 𝑞2 + 𝑎4 𝑠𝑖𝑛 𝑞2  

𝑃22 = 𝑎2, 𝑕 = 𝑎3 𝑠𝑖𝑛 𝑞2 − 𝑎4 𝑐𝑜𝑠 𝑞2  
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et 

𝑎1 = 𝐼1 + 𝑚1𝑙𝑐1
2 + 𝐼𝑒 + 𝑚𝑒 𝑙𝑐𝑒

2 + 𝑚𝑒 𝑙1 
2  

 𝑎2 = 𝐼𝑒 + 𝑚𝑒 𝑙𝑐𝑒
2   

𝑎3 = 𝑚𝑒𝐼1𝑙𝑐𝑒𝑐𝑜𝑠𝛿𝑒     

  𝑎3 = 𝑚𝑒𝐼1𝑙𝑐𝑒𝑠𝑖𝑛𝛿𝑒  

Les paramètres du robot manipulateur sont: 𝑚1 = 1, 𝑚𝑒 = 2, 𝐼1 = 1, 𝐼𝑐1 = 0.5, 𝐼𝑐𝑒 = 0.6,

𝐼1 = 0.12, 𝐼𝑒 = 0.25, 𝛿𝑒 = 30°. 

En posant 𝑦 =  𝑞1,  𝑞3 
𝑇 , 𝑢 =  𝑢1,  𝑢2 

𝑇  et 𝑥 =  𝑞1,  𝑞2,  𝑞3,  𝑞4 
𝑇 , on peut récrire le modèle 

dynamique du robot (3.60) en présence des non-linéarité à l’entrée comme suit : 

𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝐺 𝑥 𝑁(𝑢)                                         (3.61) 

avec : 

𝑓 𝑥 =  
𝑓1 𝑥 

𝑓2 𝑥 
 = −𝑃−1  

−𝑕𝑞 2 −𝑕 𝑞 1 + 𝑞 2 

𝑕𝑞 1 0
  

𝑞 1
𝑞 2

  

𝐺 𝑥 =  
𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22
 = 𝑃−1 =  

𝑃11 𝑃12

𝑃21 𝑃22
 
−1

 

Notre objectif est de forcer les sorties du système 𝑦1et 𝑦2 à suivre les trajectoires désirées 

𝑦𝑑1(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛(𝑡) et 𝑦𝑑2(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡).  

Le système à deux entrées et deux sorties. Deux systèmes flous 𝑆𝐹𝑖  (𝑖 = 1, 2) sont utilisés 

pour recopier les vecteur des gains des deux lois commande PID. Pour chaque entrée 𝑗 du 

système flou 𝑖, on utilise trois fonctions d'appartenances  (Figure 3.2) définies par :  

 𝜇𝐹𝑖𝑗
1 =

 
 
 

 
 

1                                    𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗  > 𝜖𝑖𝑗

 𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2𝜖𝑖𝑗
𝐸𝑖𝑗 +

𝜋

2
  ,   𝑖𝑓  0 ≤ 𝐸𝑖𝑗 ≤  𝜖𝑖𝑗

0                                    𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗  < 0

  

 𝜇𝐹𝑖𝑗
2 =

 
 
 

 
 

0                           𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗 < −𝜖𝑖𝑗

 𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2𝜖𝑖𝑗
𝐸𝑖𝑗   ,   𝑖𝑓  −𝜖𝑖𝑗 ≤ 𝐸𝑖𝑗 ≤  𝜖𝑖𝑗

0                           𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗 > 𝜖𝑖𝑗
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                                 𝜇𝐹𝑖𝑗
3 =

 
 

 
1                                      𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗 < −𝜖𝑖𝑗

 𝑐𝑜𝑠  
𝜋

2𝜖𝑖𝑗
𝐸𝑖𝑗 +

𝜋

2
  ,             𝑖𝑓 − 𝜖𝑖𝑗 ≤ 𝐸𝑖𝑗 ≤  0

0                                      𝑖𝑓  𝐸𝑖𝑗 > 0

  

où  

𝑖 = 1,2.  𝑗 = 1,2,3. 𝜖11 = 1, 𝜖12 = 0.5, 𝜖13 = 1.5. 𝜖21 = 1, 𝜖22 = 0.5, 𝜖23 = 1.5. 

Nous choisissons les paramètres de synthèse comme suit : 𝜆1 = 2, 𝜆2 = 2, 𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 7, 7 , 

𝑘0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 10, 10 , 𝜍 = 0.01, 𝜀0 = 0.01, 𝜂 = 8.  

Les conditions initiales du robot sont: 𝑥 0 =  −0.25 0 0.25 0 𝑇 et 𝑥  0 =  0 0 0 0 𝑇 . 

 

Figure 3.2. Fonctions d'appartenance des systèmes flous 

La zone morte de chaque entrée est définie par [90] :  

𝑁(𝑢𝑖) =  

𝑚𝑟𝑖 𝑢𝑖 − 𝑏𝑟𝑖 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑢𝑖 ≥ 𝑏𝑟𝑖

0 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑏𝑙𝑖  < 𝑢𝑖 < 𝑏𝑟𝑖

𝑚𝑙𝑖 𝑢𝑖 − 𝑏𝑙𝑖 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑢𝑖 ≤ 𝑏𝑙𝑖

  

où  

𝑚𝑟𝑖 = 𝑚𝑙𝑖 = 1,  𝑏𝑙𝑖 = −3.5  et 𝑏𝑟𝑖 = 3.5, avec  𝑖 = 1, 2. 

Le premier cas: la simulation est effectuée sans non-linéarité à l’entrée et sans 

perturbation externe. Les résultats de simulation sont présentées par les Figures 3.3 à 3.8. . 

−0.5𝜖𝑖𝑗  

1 

𝐸𝑖𝑗 𝜖𝑖𝑗 0.5𝜖𝑖𝑗  −𝜖𝑖𝑗  0 



Chapitre 3 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires multivariables carrés              66 

 

 

 

Figure 3.3. Position de la liaison 1. 

 

Figure 3.4. Position de la liaison 2. 

 

Figure 3.5. Evolution des paramètres de la commande 𝑢1 (𝐾𝑃1, 𝐾𝐷1, 𝐾𝐼1). 
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Figure 3.6. Evolution des paramètres de la commande 𝑢2 (𝐾𝑃2, 𝐾𝐷2, 𝐾𝐼2). 

 

Figure 3.7. Signaux des commandes 𝑢1 et 𝑢1
∗  

.  

 

Figure 3.8. Signaux des commandes 𝑢2 et 𝑢2
∗ . 
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Ces résultats illustrent l'efficacité de la méthode proposée; les trajectoires réelles 

convergent rapidement vers les trajectoires désirées, et les gains de la commande PID sont 

bornés et atteignent très rapidement leurs valeurs idéales. Les erreurs entre les signaux de 

commande idéales et les signaux de commande PID sont très faible 

Le deuxième cas: la simulation est effectuée avec la présence de la zone morte définie ci-

dessus et une perturbation externe de type gaussien ayant une variance de 0.002 et une 

moyenne nulle. 

Les résultats de simulation de la loi de commande avec le terme de 𝜍-modification sont 

présentés par les Figure 3.9 à 3.14, et les résultats avec le terme de 𝑒-modification sont 

présentés par les Figure 3.9 à 3.14. 

     

Figure 3.9. Position de la liaison 1 en présence de la zone morte et de la perturbation.  

.   

Figure 3.10. Position de la liaison 2 en présence de la zone morte et de la perturbation. 
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Figure 3.11. Evolution des paramètres de la commande 𝑢1 avec 𝑒-modification. 

  

Figure 3.12. Evolution des paramètres de la commande 𝑢2 avec 𝑒-modification. 

    

Figure 3.13. Evolution des paramètres de la commande 𝑢1 avec 𝜍-modification 
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Figure 3.14. Evolution des paramètres de la commande 𝑢2 avec 𝜍-modification. 

Les Figures 3.9 et 3.10 montrent clairement que l'utilisation des deux techniques de 

modification (𝜍-modification et 𝑒-modification) dans la loi d’adaptative donnée une 

poursuite adéquate même en présence de la zone morte et de la perturbation externe. 

Cependant, des résultats obtenus dans les Figures 3.11 à 3.14, nous constatons que 

contrairement à la 𝜍-modification, le 𝑒-modification maintient toujours les paramètres 

d'adaptation de la commande PID bornés et plus proches de leurs valeurs idéales. De plus, 

le terme de 𝑒-modification permet de réduire relativement l’effet des perturbations (les 

oscillations induites par les perturbations). 

Les tableaux 3.1 et 3.2 présentent les performances de la loi de commande avec 𝑒-

modification, la loi de commande avec 𝜍-modification et la loi de commande de [45]. Les 

performances de chaque loi de commande sont évaluées à l’aide des critères suivants: IAE, 

ISE et IAU. 

Table 3.1. IAE, ISE et IAU de la méthode proposée et de celle de [45] sans zone 

morte et perturbation. 

Méthode de commande IAE ISE IAU 

la commande PID floue avec  𝑒-modification 

la commande PID floue avec 𝜍-modification 

la commande adaptative floue de [45] 

0.5193 

0.6558 

0.6361 

01501 

0.1768 

0.1335 

78.79 

41.02 

141.6 

0 5 10 15
-10

0

10

20

30

40

Temps [s]

K
I
2

K
D

2

K
p

2



Chapitre 3 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires multivariables carrés              71 

 

 

Table 3.1. IAE, ISE et IAU de la méthode proposée et de celle de [45] avec la présence de 

la zone morte et de la perturbation externe. 

Méthode de commande IAE ISE IAU 

la commande PID floue avec 𝑒-modification 

la commande PID floue avec σ-modification 

la commande adaptative floue de [45] 

0.6231 

1.454 

0.6861 

0.1105 

0.377 

0.1325 

115.7 

240.2 

148.5 

 

Ces résultats, montrent clairement la supériorité de la commande PID floue avec 𝑒-

modification par apport aux autres lois de commande (la commande PID floue avec 𝜍-

modification et la commande adaptative floue de [45] ).  

3.5.2. Exemple 2: Stabilisation d'un quadrirotor 

Le quadrirotor est un petit véhicule aérien sans pilote (UAV) avec quatre hélices 

montées aux extrémités des deux bras perpendiculaires et entraînées par des moteurs à 

courant continu. Chaque pair d’hélices du même bras tourne dans le même sens ;  l’un 

tourne au sens horaire et l’autre dans le sens anti horaire. Le quadrirotor se déplace par 

l’ajustement de la vitesse angulaire de chaque rotor [90, 91]. Un schéma de la 

configuration de base du quadrirotor est représenté sur la Figure 3.15. 

 

Figure 3.15. Configuration du quadrirotor. 
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Le modèle dynamique du quadrirotor est donné par [90, 91] : 

𝑥 1 =  𝑥2 

𝑥 2 = 𝑥4𝑥6𝑎1 − 𝑥4𝑎2𝛺𝑟 + 𝑏1𝑢1 

𝑥 3 = 𝑥4 

𝑥 4 = 𝑥2𝑥6𝑎3 + 𝑥2𝑎4𝛺𝑟 + 𝑏2𝑢2 

𝑥 5 =   𝑥6 

𝑥 6 = 𝑥2𝑥4𝑎5 + 𝑏3𝑢3                                                                                                      (3.61) 

x 7 = x8 

𝑥 8 =   𝑐𝑜𝑠 𝑥1 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 𝑐𝑜𝑠 𝑥5 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥1 𝑠𝑖𝑛 𝑥5  𝑏4𝑢4 

𝑥 9 =   𝑥10  

𝑥 10 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥1 𝑠𝑖𝑛 𝑥3 𝑐𝑜𝑠 𝑥5 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥1 𝑐𝑜𝑠 𝑥5  𝑏4𝑢4 

𝑥 11 = 𝑥12  

𝑥 12 = −𝑔 + 𝑐𝑜𝑠(𝑥3)𝑐𝑜𝑠(𝑥1)𝑏4𝑢4 

où 

𝑥1 = ɸ et 𝑥2 = ɸ  sont respectivement l'angle de roulis et la vitesse angulaire 

correspondante. 𝑥3 = 𝜃 et 𝑥4 = 𝜃  sont respectivement l'angle de tangage et la vitesse 

angulaire correspondante. 𝑥5 = 𝜓 et 𝑥6 = 𝜓  sont respectivement l'angle de lacet et la 

vitesse angulaire correspondante. 𝑥7 = 𝑋, 𝑥9 = 𝑌, et 𝑥11 = 𝑍 sont les coordonnées 

cartésiennes de la position du quadrirotor, et  𝑥8 = 𝑋 , 𝑥10 = 𝑌  et  𝑥12 = 𝑍  sont les vitesses 

correspondantes respectivement. 
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𝛺𝑟 = −𝛺1 + 𝛺2 − 𝛺3 + 𝛺4 est la somme des vitesses angulaires des rotors. 

𝑎1 =
𝐼𝑦−𝐼𝑧

𝐼𝑥
; 𝑎2 =

𝐽𝑟

𝐼𝑥
; 𝑎3 =

𝐼𝑧−𝐼𝑥

𝐼𝑦
; 𝑎4 =

𝐽𝑟

𝐼𝑦
; 𝑎5 =

𝐼𝑥−𝐼𝑦

𝐼𝑧
;  𝑏1 =

𝑙

𝐼𝑥
; 𝑏2 =

𝑙

𝐼𝑦
; 𝑏3 =

1

𝐼𝑧
; 𝑏4 =

1

𝑚
.  

Les paramètres du quadrirotor sont donnés dans le Tableau 3.3. 
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Table 3.3. Paramètres du quadrirotor. 

Parameter Value 

𝑙 

𝑑 

𝑏 

𝑚 

𝑔 

𝐼𝑥  

𝐼𝑦  

𝐼𝑧  

𝐽𝑅  

0.232 𝑚 

7.5 × 10−7 𝑁. 𝑚. 𝑠2 

3.13 × 10−5𝑁. 𝑠2 

0.52 𝐾𝑔 

9.806 𝑚/𝑠2 

6.228 × 10−3𝐾𝑔. 𝑚2 

6.228 × 10−3𝐾𝑔. 𝑚2 

1.121 × 10−2𝐾𝑔. 𝑚2 

6.01 × 10−5𝐾𝑔. 𝑚2
 

 

L'objectif est de stabiliser les angles et la hauteur du quadrirotor par la commande PID 

floue adaptative. Quatre commandes PID flous adaptatifs sont appliquées pour la 

commande de l'angle de roulis 𝜑, l’angle de tangage 𝜃, l’angle de lacet 𝜓 et la hauteur 𝑍. 

Nous avons utilisé les paramètres de synthèse suivantes : 𝜆1 = 4, 𝜆2 = 3, 𝜆3 = 3, 𝜆4 = 2,  

𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 5, 7, 7, 7 , 𝑘0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 20, 10, 11, 10 , 𝜍 = 0.01, 𝜀0 = 0.01, 𝜂 = 8.  

Les états initiaux du quadrirotor sont : φ 0 = 0.5 rad, θ 0 = −0.5  rad, ψ 0 =

−0.5 rad, 𝑍(0) = 0 𝑚. 

Les valeur désirées des angles et de la hauteur sont : 𝜑𝑑 = 0 𝑟𝑎𝑑, 𝜃𝑑 = 0 𝑟𝑎𝑑, 𝜓𝑑 =

0 𝑟𝑎𝑑 et 𝑍𝑑 = 10 𝑚. 

Un bruit de type gaussien avec une variance de 0.002 et une moyenne nulle est considéré.  

Les paramètres de la zone morte pour chaque entrée sont : 𝑚𝑟𝑖 = 𝑚𝑙𝑖 = 1, 𝑏𝑙𝑖 = −2.5 et 

𝑏𝑟𝑖 = 2.5 , avec 𝑖 = 1,2, … 4.  

Afin de tester à nouveau l'efficacité du terme 𝑒-modification, nous allons aussi simuler la 

loi de commande avec le terme de 𝜍-modification.   

Les résultats de la simulation sans et avec présence de la non-linéarité à l’entrée et de la 

perturbation externe sont illustrés par les Figures 3.16 à 3.20. On peut voir clairement que 

les trajectoires réelles convergent rapidement vers les valeurs désirées même en présence 
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de la non-linéarité à l’entrée de type zone morte et de la perturbation externe. 

    

   

 

Figure 3.16. Résultats de simulation sans non-linéarité à l’entrée et perturbation (a) angle 

de roulis (b) angle de tangage (c) angle de lacet (d) hauteur.  
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 Figure 3.17. Evolution des paramètres de la commande PID. (a) commande 𝑢1: (b)  

commande 𝑢2: (c) commande 𝑢3: (d) commande 𝑢4. 

                                

                                                       

Figure 3.18. Résultats de simulation en présence de la zone morte et de la perturbation (a) 

angle de roulis (b) angle de tangage (c) angle de lacet (d) hauteur. 
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Figure 3.19. Evolution des paramètres de la commande PID avec 𝑒-modification. (a) 

Commande 𝑢1: (b) Commande 𝑢2: (c) Commande 𝑢3: (d) Commande 𝑢4. 
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Figure 3.20. Evolution des paramètres de la commande PID avec 𝜍-modification. (a) 

Commande 𝑢1: (b) Commande 𝑢2: (c) Commande 𝑢3: (d) Commande 𝑢4. 

Comme dans le premier exemple de simulation, les résultats illustrent que la loi de 

commande avec le terme de 𝑒-modification donne de meilleures performances comparée à 

la loi de commande avec le terme de 𝜍-modification, à savoir les gains de la commande 

convergent vers leurs valeurs idéales, et les effets de perturbation sont réduits.  

3.6. Conclusion  

Dans ce chapitre, une approche commande PID floue adaptative est développé pour 

une classe de systèmes non linéaires MIMO carrés incertains et présentant des non-

linéarités à l’entrée. Dans le schéma de commande proposé, des systèmes flous adaptatifs 

sont utilisés pour approcher les gains de commande assurant les performances désirées du 

système global en boucle fermée.  

A cet effet, une loi d’adaptation pour la mise à jour des paramètres des systèmes flous 

est proposée afin de minimiser l'erreur entre la loi de la commande PID et une loi de 

commande idéale inconnue. Pour compenser les erreurs d’approximation floue et 

améliorer les performances de robustesse, la loi d’adaptation est augmentée par un terme 

de type 𝑒-modification. L'analyse de stabilité de Lyapunov prouve la convergence de 

l'erreur de poursuite vers une région acceptable et la bournitude de tous les signaux 

impliqué dans le système en boucle fermée. Les résultats de la simulation effectuée sur un 

robot manipulateur à deux bras et un quadrirotor ont permis de valider l’analyse théorique.
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4.1. Introduction  

Les systèmes sous-actionnés sont des systèmes caractérisé par un nombre d’entrées de 

commande inférieur au nombre de degrés de liberté. Cette caractéristique est soit imposée 

par la nature de la structure du système ou soit introduite volontairement par le concepteur 

pour minimiser le nombre d'actionneurs utilisés, et par conséquent réduire le poids, le 

volume et le coût [92, 93]. Plusieurs systèmes industriels font partie de cette classe de 

systèmes, tels que les hélicoptères, les avions, les satellites, les robots sous-marins, …etc. 

[94]. 

Le problème de commande des systèmes MIMO sous-actionnés est plus complexe que 

celle des systèmes MIMO carrés. Cela est du au nombre réduit des entrées par rapport aux 

sorties. 

Différents schémas de commande ont été développés pour des systèmes sous-actionnés 

au cours des deux dernières décennies [92-105]. En effet, La commande par mode de 

glissement a été appliquée avec succès à des classes de systèmes sous-actionnés ayant des 

dynamiques connues [95-101]. La commande adaptative a été le sujet des travaux [93, 94, 

102-105] où des classes de systèmes non linéaires sous-actionnés ayant des dynamiques 

inconnues ont été considérés. Dans [93], les auteurs proposent un schéma de commande 

adaptative directe où un système flou est utilisé pour estimer directement une loi de 

commande idéale de type mode de glissement. Dans [94, 102-105], les auteurs proposent 

une loi de commande adaptative indirecte ; un système flou est d’abord utilisé pour estimer 

la dynamique inconnue du système, puis, une loi de commande de type mode de glissement 

est développée sur la base de cette estimation.  

Dans tous les schémas cités ci-dessus, la conception de la commande est faite sous 

l'hypothèse que les signes des gains de commande sont connus a priori. Malheureusement, 

cette hypothèse n'est pas toujours réaliste et limitée la classe des systèmes [106]. Dans le 

cas des systèmes complètement actionnés, ce problème a été résolu en particulier par 

l’utilisation des fonctions de Nussbaum [13, 82, 107], cependant, dans le cas des systèmes 

sous-actionnés ce problème à notre connaissance n’est pas encore traité jusqu’à présent.  

Dans ce chapitre nous proposons deux schémas de commande PID floue adaptative 

pour une classe de systèmes non linéaires incertains sous-actionnés de deuxième ordre et 

dont le signe des gains de commande est inconnu. Dans ces deux approches, une loi de 

commande PID floue adaptative est utilisée pour approximer une loi de commande idéale 
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de type mode de glissement qui satisfait les performances désirées. Dans la première 

approche, une fonction de type Nussbaum est utilisée pour estimer le signe des gains de 

commande, alors que dans la deuxième approche, le signe des gains de commande est 

estimé via une loi d’adaptation.  

4.2. Position du problème 

Considérons une classe des systèmes sous-actionnés non linéaires incertains à deux 

degrés de liberté donnée par son modèle d'état suivant [93, 108, 109]: 

 

𝑥 1 = 𝑥2                        

𝑥 2 = 𝑓1 𝑥 + 𝑏1 𝑥 𝑢
𝑥 3 = 𝑥4                         

𝑥 4 = 𝑓2 𝑥 + 𝑏2 𝑥 𝑢

                                                   (4.1) 

où 𝑥 =  𝑥1,  𝑥2,  𝑥3 ,  𝑥4 
𝑇  est le vecteur d'état du système supposé disponible pour la 

mesure, 𝑦 =  𝑥1,  𝑥3 𝑇 est la sortie du système, 𝑢 est l'entrée de commande, 

𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , 𝑏1 𝑥  et 𝑏2 𝑥  sont des fonctions continues non linéaires inconnues.  

Hypothèse 4.1: Les gains de commande 𝑏1 𝑥  et 𝑏2 𝑥  sont bornés, non nuls et de signe  

commun inconnu, c'est-à-dire 0 < 𝑏𝑖 ≤  𝑏𝑖 𝑥  < 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, 2, où 𝑏𝑖  et 𝑏𝑖  sont des 

constantes positives inconnues.  

Objectif : Notre objectif est de développer une loi de commande 𝑢 pour assure la 

convergence de 𝑥1 et 𝑥3 respectivement vers les valeurs désirées 𝑥𝑑1 et 𝑥𝑑3, sous la 

contrainte que tous les signaux impliqués dans la boucle de commande doivent être bornés.  

Définissons les erreurs suivantes 

𝑒1 𝑡 = 𝑥1 𝑡 − 𝑥𝑑1                                                     (4.2) 

𝑒2 𝑡 = 𝑥3 𝑡 − 𝑥𝑑3                                                     (4.3) 

avec: 𝑥𝑑1 et 𝑥𝑑3 sont des valeurs constantes désirées. 

Les surfaces de glissement correspondantes sont définies par :  

𝑆1 𝑡 = 𝑒 1 + 𝜆1𝑒1, 𝜆1 ≥ 0                                               (4.4) 

𝑆2 𝑡 = 𝑒 2 + 𝜆2𝑒2, 𝜆2 ≥ 0                                               (4.5) 

Les équations dynamiques de 𝑆1 et  𝑆2 sont alors : 

𝑆 
1 = 𝜆1𝑥2 + 𝑓1 𝑥 + 𝑏1 𝑥 𝑢                                              (4.6) 
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𝑆 
2 = 𝜆2𝑥4 + 𝑓2 𝑥 + 𝑏2 𝑥 𝑢                                              (4.7) 

Si les fonctions 𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , 𝑏1 𝑥  et 𝑏2 𝑥  sont connues exactement, on définit la 

commande équivalente pour chaque sous-système comme suit : 

𝑢1 = −𝑏1
−1(𝑥) 𝜆1𝑥2 + 𝑓1 𝑥                                            (4.8) 

  𝑢2 = −𝑏2
−1(𝑥) 𝜆2𝑥4 + 𝑓2 𝑥                                           (4.9) 

Puisque l'objectif est de concevoir une loi de commande unique 𝑢 qui assure la 

convergence de 𝑥1 𝑡  et 𝑥3 𝑡  respectivement vers les valeurs désirées 𝑥𝑑1 et 𝑥𝑑3, c'est-à-

dire, les deux erreurs 𝑒1(𝑡) et 𝑒2(𝑡) convergent vers zéro quand 𝑡 ⟶ ∞, il est évident que 

les deux lois de commande équivalentes (4.8) et (4.9) ne peut pas assurer cet objectif, car 

chacune d'eux est conçue uniquement pour stabiliser le sous-système correspondant. 

Afin de surmonter ce problème, on trouve dans la littérature deux solutions ; la première 

consiste à utiliser une seule surface de glissement par hybridation des deux surfaces (4.4) et 

(4.5) [95-100], la seconde solution, qui est adopté dans ce travail, consiste à  utiliser une 

seule loi de commande 𝑢 comme une combinaison des deux lois (4.8) et (4.9)  [93, 109].   

D’après (4.4) et (4.5), la solution de l’équation 𝑆𝑖(𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 2, implique que l’erreur 

𝑒𝑖 𝑡 , 𝑖 = 1, 2, et tous ses dérivés convergent vers zéro. Alors, l'objectif de la commande 

devient conception d’une loi de commande 𝑢 pour forcer 𝑆𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2  à converger vers 

zéro. 

Pour atteindre cet objectif dans le cas où la dynamique du système est connue, nous 

considérons la loi de commande idéale par mode de glissement suivante :   

𝑢∗ = 𝑢1 − 𝑏1
−1 𝐾𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) − 𝛼 𝑆2 − 𝑆1    (4.10) 

où 𝐾, 𝛼, 𝛽, 𝑄1 et 𝑄2 sont des paramètres positifs.  

En remplaçant cette loi de commande dans la dynamique de 𝑆1, on obtient : 

𝑆 
1 = −𝐾𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄1𝑆1 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝜍            (4.11) 

où :  𝜍 = −𝛼 𝑆2 − 𝑆1 . 

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉 =
1

2
𝑆1

2                                                             (4.12)  

Par dérivation, on obtient : 
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𝑉 = −𝐾 𝑆1 − 𝑄1𝑆1
2 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 𝑆1 − 𝛼 𝑆2 − 𝑆1 𝑆1        (4.13) 

qui peut être bornée comme suit :  

𝑉 ≤ −(𝐾 − 𝑄2) 𝑆1 − 𝑄1𝑆1
2 − (𝛽 − 𝛼) 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1                     (4.14) 

Si on choisit 𝐾 > 𝑄 et 𝛽 > 𝛼, alors on peut conclure, d’après la lemme de Barbalat [2] que 

𝑆1 converge asymptotiquement vers zéro.  

Maintenant nous allons étudier le comportement de 𝑆2 quand 𝑆1 converge vers zéro. 

Puisque 𝑆1 = 0 alors 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 = 0, l’équation (4.11) devient : 

𝑆 
1 = −𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2)                                          (4.15) 

Par ailleurs, à partir des équations (4.7) et (4.9), on trouve : 

𝑢 = 𝑏2
−1𝑆 

2 + 𝑢2                                                      (4.16) 

On déduit la valeur du terme 𝑢 de (4.6) puis on la remplace dans (4.16), il vient : 

𝑆 
1 = 𝐵21𝑆 

2 + ∆21                                                              (4.17) 

où 𝐵21 = 𝑏1/𝑏2  et ∆21= 𝑏1(𝑢2 − 𝑢1). 

De l’équation (4.15) et (4.17), on obtient:   

𝐵21𝑆 
2 + ∆21= −𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2)                                      (4.18) 

Alors la dynamique de 𝑆2 s’écrit comme suit : 

𝑆 
2 = 𝐵21

−1(−𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − ∆21)                                   (4.19) 

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante: 

𝑉2 =
1

2
𝑆2

2                                                              (4.20)  

La dérivée de 𝑉2 est donnée par :  

𝑉 2 = −𝛼𝐵21
−1𝑆2

2 − 𝑄2𝐵21

−1 𝑆2 − 𝐵21
−1∆21𝑆2                         (4.21) 

qui peut être bornée comme suit : 

𝑉 2 ≤ −𝛼𝐵21
−1𝑆2

2 − 𝑄2𝐵21

−1 𝑆2  1 −
 ∆21 

𝑄2
                             (4.22) 

Il est clair que, si on choisit 𝑄2 ≥  ∆21 , alors 𝑉 2 ≤ 0 , et par conséquent, la surface de 

glissement 𝑆2 converge vers zéro.  
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 Cependant, puisque les fonctions non linéaires 𝑓1 𝑥 , 𝑓2 𝑥 , 𝑏1 𝑥  et 𝑏2 𝑥  sont 

supposées inconnues, la commande idéale (4.10) ne peut pas être implémentée. Comme 

solution à ce problème, on propose dans ce chapitre d’approximer la loi de commande 

mode de glissement idéale (4.10) par deux schémas de commande PID floue adaptative. 

4.3. Première approche de commande PID floue adaptative  

 Dans cette première approche, nous proposons de l’extension de l’utilisation la 

fonction Nussbaum pour l’estimation du signe des gains de la commande [110]  au cas des 

systèmes sous-actionnés. 

4.3.1. Conception de la première approche de commande PID floue adaptative 

La loi de commande idéale inconnue (4.10) est estimée ici par une loi de commande PID 

adaptative donnée par : 

𝑢 = 𝐾𝑃𝑒1 𝑡 + 𝐾𝐼  𝑒1 𝑡 𝑑𝜏
𝑡

0
+ 𝐾𝐷

𝑑𝑒1 𝑡 

𝑑𝑡
                            (4.23) 

où :  𝐾𝑃 est le gain proportionnel, 𝐾𝐼 est le gain d'intégration, 𝐾𝐷 est le gain de dérivation. 

La loi de commande PID  (4.24) peut être réécrite sous la forme matricielle suivante : 

𝑢 = ℇ𝑇𝐾𝑃𝐼𝐷                                                (4.24) 

avec : 𝐾𝑃𝐼𝐷 =  𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 , 𝐾𝐷 𝑇  est le vecteur des gains de la commande et 

ℇ =  𝑒1 𝑡  ,  𝑒1 𝑡 𝑑𝜏
𝑡

0
,
𝑑𝑒1 𝑡 

𝑑𝑡
 
𝑇

.  

 Dans ce travail, un système flou de type Takagi-Sugeno d'ordre zéro est utilisé pour 

recopier le vecteur de gains 𝐾𝑃𝐼𝐷 . Les entrées du système flou sont 𝐸1 = 𝑒1(𝑡) , 𝐸2 =

𝑒2(𝑡), 𝐸3 =
𝑑𝑒1(𝑡)

𝑑𝑡
  et 𝐸4 =

𝑑𝑒2(𝑡)

𝑑𝑡
, Les sorties du système flou sont les gains de la 

commande 𝐾𝑃𝐼𝐷 . Pour chaque entrée 𝐸𝑖  (𝑖 = 1, 2, 3, 4) nous définissons 𝑀𝑖  

ensembles flous 𝐹𝑗
𝑖 , 𝑗 = 1, …  , 𝑀𝑖 . La base de règles floues est construite par la collection 

de 𝑁 règles 𝑅𝑙  (𝑙 = 1,2, … , 𝑁) de la forme :  

𝑅𝑙 :  𝑺𝑰 𝐸1 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑙
1,  𝐸2 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑙

2 𝑒𝑡 𝐸3 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑙
3  𝑒𝑡  𝐸4 𝑒𝑠𝑡 𝐺𝑙

4𝑨𝑳𝑶𝑹𝑺 𝐾𝑃  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑃𝑙  , 𝐾𝐼  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐼𝑙  𝑒𝑡 𝐾𝐷  𝑒𝑠𝑡 𝑐𝐷𝑙  

où  𝐺𝑙
𝑖 ∈  𝐹1

𝑖 , … , 𝐹𝑀𝑖

𝑖   , 𝑙 = 1, … , 𝑁, et 𝑐𝑃𝑙 , 𝑐𝐼𝑙  et 𝑐𝐷𝑙  sont  les sorties de la 𝑙𝑖𝑒𝑚𝑒  règle. 

En utilisant la méthode de produit algébrique pour l’implication et la méthode de la 

moyenne pondérée pour la défuzzification,  les sorties du système flou, à savoir les gains de 
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la commande PID sont donnés par [81, 80, 109] : 

𝐾𝑃 =
 𝜇𝑘𝑐𝑃𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                                (4.25) 

𝐾𝐼 =
 𝜇𝑘𝑐𝐼𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                            (4.26) 

𝐾𝐷 =
 𝜇𝑘𝑐𝐷𝑘

𝑁
𝑘=1

 𝜇𝑘
𝑁
𝑘=1

                                                           (4.27) 

où 

𝜇𝑙 =  𝜇
𝐺𝑙

𝑖 𝐸𝑖 
3
𝑖=1 , 𝜇

𝐺𝑙
𝑖 ∈   𝜇𝐹1

𝑖 , … , 𝜇𝐹𝑀𝑖
𝑖   

avec 𝜇
𝐹𝑗

𝑖 (. ) est la fonction d'appartenance de l'ensemble flou 𝐹𝑗
𝑖 . 

Notons par 𝑐𝑃 =  𝑐𝑃1 , … , 𝑐𝑃𝑁 𝑇 , 𝑐𝐼 =  𝑐𝐼1 , … , 𝑐𝐼𝑁 𝑇 et 𝑐𝐷 =  𝑐𝐷1 , … , 𝑐𝐷𝑁 𝑇 les vecteurs des 

paramètres ajustables (la partie conclusion du système flou), et 𝑤 =  𝑤1, … , 𝑤𝑁 𝑇 le 

vecteur des fonctions de base radiales où chaque élément 𝑤𝑘  est défini par : 

 𝑤𝑙 =
𝜇 𝑙

 𝜇 𝑙
𝑁
𝑘=1

                                                     (4.28) 

avec cette notation, les paramètres 𝐾𝑃 , 𝐾𝐼 et 𝐾𝐷 peuvent être réécrits comme suit : 

𝐾𝑃 = 𝑤𝑇𝑐𝑃  , 𝐾𝐼 = 𝑤𝑇𝑐𝐼 ,   𝐾𝐷 = 𝑤𝑇𝑐𝐷                             (4.29) 

où :   

 𝐾𝑃𝐼𝐷 =  
𝐾𝑃

𝐾𝐼

𝐾𝐷

 = 𝑊𝑐                                           (4.30) 

avec, 𝑐 =  𝑐𝑃
𝑇 , 𝑐𝐼

𝑇 ,  𝑐𝐷
𝑇 𝑇 , 𝑊 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝑤𝑇 , 𝑤𝑇 , 𝑤𝑇 . 

Par substitution de (4.30) dans (4.24), la loi de commande s’écrit  sous la forme suivante: 

𝑢 = ℇ𝑇𝑊𝑐                                                  (4.31) 

La commande PID floue adaptative 𝑢 peut approximer la commande idéale inconnue 𝑢∗ 

avec une erreur d’approximation faible 𝜀. Ainsi, la commande idéale inconnue 𝑢∗ peut être 

écrite sous la forme suivante : 

𝑢∗ = ℇ𝑇𝑊𝑐∗ + 𝜀                                                 (4.32) 

où : 𝑐∗ est le vecteur des valeurs optimaux inconnues des éléments de 𝑐 et 𝜀 est l’erreur 

d’approximation qui considère nulle dans cette première approche.  
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Nous allons maintenant se focaliser sur le choix de la loi d'adaptation appropriée du vecteur 

des paramètres 𝑐 qui tient en compte de la méconnaissance du signe des gains de la 

commande. A cet effet, nous proposons d’utiliser une fonction de type Nussbaum [85]   

dans la conception de la loi d'adaptation comme suit :  

𝑐 = −𝜂𝑁 𝜌 𝑊𝑇ℇ 𝑆1 + 𝜋                                            (4.33) 

𝜋 = −𝑄3𝜋 + 𝑆 
1 + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍   (4.34) 

𝜌 = 𝛾 𝑆 
1 + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍 (𝑆1 + 𝜋) (4.35) 

𝑁 𝜌 = 𝜌2cos⁡(𝜌)                                                (4.36) 

où: 𝜂, 𝛼 et 𝛾 sont des constantes strictement positives. 

Notons que les détails concernant la fonction de type Nussbum sont donnés dans la section 

2.4.1.  

4.3.2. Analyse de la stabilité  

Théorème 4.1 : Considérons le système sous-actionné (4.1) et supposons que l’hypothèse 

4.1 est satisfaite, alors la loi de commande PID floue définie par (4.31) avec sa loi 

d'adaptation donnée par (4.33)-(4.36) garantit que les deux surfaces de glissement  𝑆1 et 𝑆2 

convergent asymptotiquement vers zéro, et tous les signaux impliqués dans le système en 

boucle fermée sont bornés. 

Preuve du théorème 4.1 

 Analyse de stabilité de 𝑺𝟏 : 

En additionnant et soustrayant le terme 𝑏1𝑢
∗ au second terme de (4.6), on obtient : 

𝑆 
1 = 𝜆1𝑥2 + 𝑓1 𝑥 + 𝑏1 𝑥 𝑢 + 𝑏1 𝑥 𝑢∗ − 𝑏1 𝑥 𝑢∗                          (4.37) 

La substitution de (4.10), (4.31) et (4.32) dans (4.37) conduit à : 

𝑆 
1 = 𝑏1ℇ

𝑇𝑊𝑐  − 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 S1 − 𝑄1𝑆1 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝜍    (4.38) 

où 𝑐 = 𝑐 − 𝑐∗ est le vecteur des erreurs paramétriques. 

Considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante : 

𝑉 =
1

2
𝑆1

2 +
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 +

1

2
𝜋2                                            (4.39) 

Sa dérivée est donc : 
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𝑉 = 𝑆1𝑆 
1 +

1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 + 𝜋𝜋 −

1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 ∗                                     (4.40) 

Du fait que 𝑐 𝑇𝑊𝑇ℇ = ℇ𝑇𝑊𝑐  et des équations  (4.33) et (4.38), (4.40) devient :  

𝑉 = 𝑆1 𝑏1ℇ
𝑇𝑊𝑐  − 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 −𝑄1𝑆1 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝜍 −

 𝑆1 + 𝜋 𝑁 𝜌 ℇ𝑇𝑊𝑐 + 𝜋𝜋 −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 ∗                           (4.41) 

Par ailleurs, de (4.38) on a :   

𝑆 
1 + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 +𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍 = 𝑏1ℇ

𝑇𝑊𝑐     (4.42) 

En  utilisant (4.42),  𝑉  devient : 

𝑉 = 𝑆1(𝑆 
1 + 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 +𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍) − 𝑘 𝑆1 −

𝑄1𝑆1
2 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 + 𝜍𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2)𝑆1 −

𝑁 𝜌 

𝑏1
 𝑆1 + 𝜋 (𝑆 

1+𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄1𝑆1 +

𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍) + 𝜋𝜋 −
1

𝜂
𝑐 𝑇𝑐 ∗                   (4.43) 

Du fait que  −𝑐 𝑇𝑐 ∗ ≤  𝑐𝑇𝑐 ∗  et des équations (4.34) et (4.35), (4.43) devient : 

𝑉 ≤ −𝐾 𝑆1 − 𝑄1𝑆1
2 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 − 𝜍𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2)𝑆1 +  𝑕 𝑥 𝑁 𝜌 +

1

𝛾
 𝜌 −

𝑄3𝜋
2 +

1

𝜂
 𝑐 𝑇𝑐 ∗                                           (4.44) 

avec 𝑕 𝑥 = −1/𝛾𝑏1.  

En utilisant maintenant l'hypothèse suivante : 

 𝑐𝑇𝑐 ∗ ≤ ℓ1𝑆1
2 + ℓ2𝜋

2 + 𝑃2                                     (4.45) 

où ℓ1 et ℓ2 sont des constantes positives, et 𝑃 est un signal carré intégrable et borné. 

L’inégalité (4.44) devient : 

𝑉 ≤ −  𝑄1 −
ℓ1

𝜂
 𝑆1

2 − (𝛽 − 𝛼) 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 − (𝐾 − 𝑄2) 𝑆1 +  𝑕 𝑥 𝑁 𝜌 +
1

𝛾
 𝜌 −

 𝑄3 −
ℓ2

𝜂
 𝜋2 +

𝑃2

𝜂
                                         (4.46) 

Si on choisit 𝑄1 > ℓ1/𝜂, 𝛽 > 𝛼, 𝐾 > 𝑄2, et 𝑄3 > ℓ2/𝜂, alors 𝑉  peut être bornée encore 

comme suit : 

𝑉 ≤   𝑕 𝑥 𝑁 𝜌 +
1

𝛾
 𝜌 +

𝑃2

𝜂
                                        (4.47) 

En intégrant maintenant (4.47) de 0 à 𝑡, on obtient : 
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𝑉(𝑡) ≤ ѱ0 +   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) + ѱ1 
𝑡

0
𝜌(𝜁)𝑑𝜁                              (4.48) 

où  ѱ0 = 𝑉 0 +
1

𝜂
 𝑃2𝑑𝑡

𝑡

0
 et ѱ1 =

1

𝛼
. 

Selon l'hypothèse 4.1, les éléments de 𝑕 ·  appartiennent à l'intervalle 𝐼𝑕 =  −
1

𝛾𝑏1
, −

1

𝛾𝑏1
  

avec 0 ∉ 𝐼𝑕 . En utilisant le lemme 2.1 et l’équation (4.48), on peut conclure que les 

signaux 𝑉 𝑡 , 𝑁 𝑡  et   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) +
1

𝛾
 𝑑𝑡

𝑡

0
 sont bornés sur 𝑡 ∈  0, 𝑡𝑓 . Cette bornitude 

reste valable pour 𝑡𝑓  ⟶ ∞ (voire [87, 88]), ce qui signifie que 𝑠, 𝑐 , 𝜋, 𝑥, 𝑢 ∈ 𝐿∞ . De (4.48) 

et du fait que   𝑕 𝜁 𝑁 𝜌(𝜁 ) +
1

𝛾
 

𝑡

0
𝑑𝑡 et 𝑉 sont bornés, on peut facilement montrer que 

𝑆1 ∈ 𝐿2 (carrées intégrables), de plus nous savons que 𝑆 
1 ∈  𝐿∞ . Par l’utilisation du lemme 

de Barbalat [2], on peut conclure la convergence asymptotique de 𝑆1vers zéro. 

 Analyse de stabilité de 𝐒𝟐 : 

Maintenant nous allons étudier le comportement de 𝑆2 quand 𝑆1 converge vers zéros. 

Puisque 𝑆1 = 0 alors 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆1 = 0, et donc (4.39) devient: 

𝑆 
1 = −𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝑏1ℇ

𝑇𝑊𝑐                                        (4.49) 

Des équations (4.18) et (4.50), on peut réécrire la dynamique de 𝑆2 comme suit : 

𝑆 
2 = 𝐵21

−1(−𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝑏1ℇ
𝑇𝑊𝑐 − ∆21)                          (4.50) 

Maintenant, nous définissons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉 =
1

2
𝑆2

2
                                                            (4.51) 

Par dérivation, on obtient : 

𝑉 = 𝑆2𝑆 
2                                                           (4.52) 

En remplaçant (4.50) dans (4.52), on trouve : 

𝑉 = −𝛼𝐵21
−1𝑆2

2 − 𝐵21
−1𝑄2 𝑆2 + 𝑏2𝑆2ℇ

𝑇𝑊𝑐 − 𝐵21
−1𝑆2∆21              (4.53) 

Alors 𝑉  peut être bornée comme suit :   

𝑉 ≤ −𝛼𝐵21
−1𝑆2

2 − 𝐵21
−1𝑄2 𝑆2 (1 −

 ∆21  + 𝑏2ℇ𝑇𝑊𝑐  

𝑄2
)                       (4.54) 

il est claire, sous la condition 𝑄2 ≥  ∆21 +  𝑏2ℇ
𝑇𝑊𝑐  , et par utilisation du lemme de 

Barbalat [2], que  𝑆2 converge vers zéro quand 𝑆1 converge vers zéro.  
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4.3.3. Résultats de simulation 

 Afin de tester l’efficacité de la loi de commande PID floue adaptative proposée, on 

considère le problème de stabilisation du système de pont roulant présenté par la Figure 

4.1. Ce système  a deux degrés de liberté, à savoir, la position horizontale du chariot 𝑥 et sa 

position angulaire 𝜃 de la charge. Ce système est commandé par la force motrice du 

chariot 𝐹. Le principal défi dans la commande de ce système consiste au couplage entre le 

mouvement de déplacement du chariot et le mouvement de rotation du balancier.  

 La dynamique du pont roulant est donnée par [95, 109] : 

 𝑀 + 𝑚 𝑥 + 𝑙𝑚 𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜃 2𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝐹                            (4.55) 

 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑙𝜃 + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0                                             (4.56) 

où 𝑚 et 𝑀 sont les masses de la charge et du chariot respectivement,  𝑙 est la longueur de la 

corde et 𝑔 est l'accélération de la gravité. Dans la simulation, les valeurs suivantes sont 

utilisées: 𝑔 = 9.8 𝑚/𝑠2, 𝑚 = 0.8 𝑘𝑔, 𝑀 = 1 𝑘𝑔, 𝑙 = 0.305 𝑚.  

On peut écrire cette dynamique (3.43) dans l’espace d’état comme suit :  

𝑥 1 = 𝑥2                        

𝑥 2 = 𝑓1 𝑥 + 𝑏1 𝑥 𝑢
𝑥 3 = 𝑥4                        

𝑥 4 = 𝑓2 𝑥 + 𝑏2 𝑥 𝑢

                                              (4.57) 

où :   

 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝜃 

𝑓1 𝑥 =
𝑙𝑚𝑥 2

2𝑠𝑖𝑛 (𝑥2)+𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛 (𝑥2)cos (𝑥2)

𝑀+𝑚𝑠𝑖𝑛 (𝑥2
2)

  

𝑏1 𝑥 =
1

𝑀+𝑚𝐿𝑠𝑖𝑛  𝑥2
2 

   

𝑓2 𝑥 = −
 𝑀+𝑚 𝑔𝑠𝑖𝑛  𝑥2 +𝑙𝑚  𝑥 2

2𝑠𝑖𝑛 (𝑥2)cos (𝑥2) 

𝑀+𝑚𝐿𝑚𝐿𝑠𝑖𝑛  𝑥2
2 

  

𝑏2 𝑥 = −
𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥2)

𝑀+𝑚𝐿𝑠𝑖𝑛  𝑥2
2 

  

L'objectif de commande ici est de forcer les sorties du système 𝑥1 = 𝑥 et 𝑥2 = 𝜃 à 

converger respectivement vers des valeurs désirées 𝑥𝑑  et 𝜃𝑑 . Dans les simulations on 

prend : 𝑥𝑑 = 5 et 𝜃𝑑 = 0, et les états initiaux suivantes : 𝑥 0 = 0.2, 𝑥  0 = 0, 𝜃 0 = −
𝜋

3
 



Chapitre 4 – Commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires sous-actionnés                       89 

 

 

et 𝜃  0 = 0. 

 

Figure 4.1. Système de ponts roulant  

  Les paramètres de conception sont choisis comme suit: 𝑄 = 4, 𝐾 = 2, 𝜂 = 0.5, 𝛽 =

0,13 , 𝛼 = 4.2, 𝛾 = 0.01 𝜆1 = 0.65, et 𝜆2 = 40. 

 Les gain de la commande 𝐾𝑃, 𝐾𝐼 et 𝐾𝐷 sont estimés par un système flou à quatre 

entrées ; 𝐸1 = 𝑒1(𝑡) , 𝐸2 = 𝑒2(𝑡), 𝐸3 =
𝑑𝑒1(𝑡)

𝑑𝑡
  et 𝐸4 =

𝑑𝑒2(𝑡)

𝑑𝑡
. Pour chaque entrée, on définit 

trois fonctions d'appartenance de type gaussiennes définies comme suit :  

𝜇𝐹1
𝑖 .  = 𝑒𝑥𝑝  −

1

2
 

𝐸𝑖+4.2

2.9
 

2

 , 𝜇𝐹2
𝑖 .  = 𝑒𝑥𝑝  −

1

2
 

𝐸𝑖

2.9
 

2

 , 𝜇𝐹3
𝑖 .  = 𝑒𝑥𝑝  −

1

2
 

𝐸𝑖−4.2

2.9
 

2

 ,  

𝑖 = 1, 2, 3, 4. 

  

Figure 4.2. Position 𝑥 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0).  
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Figure 4.3. Angle 𝜃 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 

 

Figure 4.4. Commande 𝑢 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 

  

Figure 4.5. Fonction Nussbaum (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0).  
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Figure 4.6. Position 𝑥 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 

                  

               Figure 4.7. Angle 𝜃 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 

           

               Figure 4.8. Commande 𝑢 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0).  
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            Figure 4.9. Fonction Nussbaum (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 

Les résultats de la simulation dans le cas où la direction de commande inconnue est positive  

(𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0 ), sont illustrés par les Figures 4.2 à 4.5. 

Les résultats de la simulation dans le cas où la direction de commande inconnue est  

négative ( 𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0), sont illustrés par les Figures 4.6 à 4.9. On remarque que les 

trajectoires de sorties convergent avec précision aux valeurs désirées et que les signaux   

des commandes et les fonctions de type Nussbaum sont bornées. 

4.4. Deuxième approche de commande PID floue adaptative  

Malgré que l’utilisation de la fonction Nussbum permet de résoudre le problème de la 

méconnaissance du signe des gains de la commande, cette technique a certaines 

limitations, à cause elle basée sur l’augmentation du signal de commande, comme elle peut 

rendre le système très sensible au bruit et instable dans certaines situations particulières. 

Dans cette deuxième approche, en se basant sur le travail de [111], la fonction de type-

Nussbaum n’est pas utilisée pour résoudre problème de la méconnaissance du signe des 

gains de la commande, en revanche, ce dernier est estimé de la même manière que les 

gains de la commande.  

4.4.1. Conception de la deuxième approche de commande PID floue adaptative 

On considère la même loi de commande PID floue adaptative (4.31), avec une loi 

d’adaptation modifiée qui prend en compte le problème de la méconnaissance du signe des 

gains de la commande.  
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En additionnant et soustrayant le terme 𝑏1𝑢
∗ au second terme de (4.6), on obtient : 

𝑆 
1 = 𝜆1𝑥2 + 𝑓1 𝑥 + 𝑏1(𝑥)𝑢∗ + 𝑏1 𝑥 (𝑢 − 𝑢∗)                          (4.58) 

En utilisant (4.10), (4.59) devient : 

𝑆 
1 = 𝑏1𝑒𝑢  − 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 S1 − 𝑄1𝑆1 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝜍     (4.59) 

où 𝑒𝑢 = 𝑢 − 𝑢∗ est l’erreur d’approximation entre la loi de commande idéale et la loi de 

commande PID floue adaptative. 

En insérant le paramètre inconnu 𝜌∗ = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑏1) dans (4.59), on obtient : 

𝑆 
1 =  𝑏1 𝜌

∗𝑒𝑢  − 𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 S1 − 𝑄1𝑆1 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝜍    (4.60) 

Des équations (4.32) et (4.33), on peut  déduire le terme 𝜌∗𝑒: 

𝜌∗𝑒𝑢 = 𝜌∗ 𝑢 − 𝑢∗ = 𝜌∗ ℇ𝑇𝑊𝑐 + 𝜀                                (4.61) 

où 𝑐 = 𝑐 − 𝑐∗ est le vecteur des erreurs paramétriques. 

En utilisant l’égalité suivante : 𝜌∗ = 𝜌∗ − 𝜌 + 𝜌 = 𝜌 + 𝜌 où 𝜌 = 𝜌∗ − 𝜌 et 𝜌 est la valeur 

estimée du signe des gains de la commande 𝜌∗, (4.61) devient : 

𝜌∗𝑒𝑢 = −𝜌 𝑢 + 𝜌ℇ𝑇𝑊𝑐 + 𝜌 ℇ𝑇𝑊𝑐∗ + 𝜌∗𝜀                          (4.62) 

Ce qui donne :  

𝜌ℇ𝑇𝑊𝑐 − 𝜌 𝑢 = 𝜌∗𝑒𝑢 − 𝜌 ℇ𝑇𝑊𝑐∗ − 𝜌∗𝜀                             (4.63) 

Afin d’estimer le vecteur des paramètres 𝑐 et le signe du gain de commande 𝜌, nous 

proposons la loi d’adaptation donnée par les équations suivantes : 

𝑐 = −𝜂1  𝜌𝑊𝑇ℇ   𝑆 
1+𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍  − 𝛾1𝑐    (4.64) 

𝜌 = −𝜂2 𝑢 𝑆 
1+𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍 − 𝛾2𝜌        (4.65) 

où 𝜂1, 𝜂2, 𝛾1et 𝛾2 sont des constantes strictement positives. 

4.4.2. Analyse de la stabilité  

Théorème 4.2 : Considérons le système sous-actionné (4.1) et supposons que l’hypothèse 

4.1 est satisfaite, alors la loi de commande PID floue définie par (4.31) avec sa loi 

d'adaptation donnée par (4.64) et (4.65) garantit que les deux surfaces de glissement  𝑆1 et 

𝑆2 convergent asymptotiquement vers zéro, et tous les signaux du système en boucle fermée 

sont bornés. 
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Preuve du théorème 4.2 

 Analyse de stabilité de 𝐒𝟏 : 

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante : 

𝑉 =
1

2
𝑆1

2 +
1

𝜂1
𝑐 𝑇𝑐 +

1

𝜂2
𝜌 2                                           (4.66) 

Sa dérivée est donc : 

𝑉 = 𝑆1𝑆 
1 +

1

𝜂1
𝑐 𝑇𝑐 +

1

𝜂2
𝜌 𝜌                                             (4.67) 

En remplaçant (4.59), (4.64) et (4.65) dans (4.67), et en utilisant l’égalité 𝑆 
1 +

𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛 S1 + 𝑄1𝑆1 + 𝛽 𝑆2 − 𝑆1 𝑠𝑔𝑛 𝑆1 + 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 − 𝜍 = 𝑏1𝑒𝑢 ,   𝑉  devient: 

𝑉 = −𝑘 𝑆1 − 𝑄1𝑆1
2 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 + 𝜍𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 𝑆1 + 𝑆1𝑏1𝑒𝑢 −  𝜌ℇ𝑇𝑊𝑐 −

𝜌 𝑢 𝑏1𝑒𝑢 + 𝛾1𝑐 
𝑇𝑐 + 𝛾1𝜌 𝜌                                       (4.68): 

De l’équation (4.64),  il vient: 

𝑉 = −𝑘 𝑆1 − 𝑄1𝑆1
2 − 𝛽 𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 + 𝜍𝑆1 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑆2 𝑆1 + 𝑆1𝑏1𝑒𝑢 −  𝑏1 𝑒𝑢

2 +

+𝑏1 𝜌 ℇ
𝑇𝑊𝑐∗ − 𝜌∗𝜀 𝑒𝑢 + 𝛾1𝑐 

𝑇𝑐 + 𝛾2𝜌 𝜌                         (4.69) 

En utilisant les égalités évidentes suivantes : 

𝛾1𝑐 
𝑇𝑐 = 𝛾1𝑐 

𝑇 −𝑐 + 𝑐∗ = −
𝛾1

2
 𝑐  2 −

𝛾1

2
 𝑐 2 +

𝛾1

2
 𝑐∗ 2                  (4.70) 

𝛾1𝜌 
𝑇𝜌 = 𝛾1𝜌 

𝑇 −𝜌 + 𝜌∗ = −
𝛾1

2
 𝜌  2 −

𝛾2

2
 𝜌 2 +

𝛾2

2
 𝜌∗ 2                 (4.71) 

et  l'hypothèse suivante : 

𝑆1𝑏1𝑒𝑢 + 𝑏1 𝜌 ℇ
𝑇𝑊𝑐∗ 𝑒𝑢 −

𝛾1

2
 𝑐 2 +

𝛾1

2
 𝑐∗ 2 −

𝛾2

2
 𝜌 2 +

𝛾2

2
 𝜌∗ 2 ≤ 𝜅1𝑆1

2 +

𝜅2 𝑏1 𝑒𝑢
2 +

𝜅3

2
 𝑐  2 +

𝜅4

2
𝜌 2                                 (4.72) 

où 𝜅1, 𝜅2, 𝜅3 et  𝜅4 sont des constante positives. 

L’équation  (4.69) devient: 

𝑉 ≤ − 𝑘 − 𝑄2  𝑆1 −  𝑄1 − 𝜅1 𝑆1
2 −  𝛽 − 𝛼  𝑆2 − 𝑆1  𝑆1 + 𝑆1𝑏1𝑒𝑢 −  𝑏1  1 −

𝜅2  𝑒𝑢
2 + −

1

2
 𝛾1 − 𝜅3  𝑐  2 −

1

2
(𝛾2 − 𝜅4)𝜌 2                          (4.73) 

si on considère 𝑘 > 𝑄2, 𝑄1 > 𝜅1, 𝛽 > 𝛼,  𝜅2 < 1, 𝜅3 < 𝛾1 et 𝜅4 < 𝛾2, 𝑉  peut être bornée 

comme suit : 
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𝑉 ≤ −𝛼 𝑉                                               (4.74) 

où 𝛼 = 𝑚𝑖𝑛 2 𝑄1 − 𝜅1 , 𝜂1 𝛾1 − 𝜅3 , 𝜂2 𝛾2 − 𝜅4  . 

L’intégrale de (4.74) de 0  à  𝑡 donne :   

0 ≤ 𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(0)𝑒−𝛼 𝑡                                           (4.75) 

A partir de cette dernière inégalité, on peut conclure la bornitude des paramètres estimés et 

par l’utilisation du lemme de Barbalat [2] que 𝑆1 converge vers zéro, c’est-à-dire, 

𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑆1(𝑡) = 0. 

 Analyse de stabilité de 𝐒𝟐 : 

D’après l’analyse précédente, nous avons 

𝑆 
2 = 𝐵21

−1(−𝛼𝑆2 − 𝑄2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆2) + 𝑏1𝑒u − ∆21)                          (4.76) 

Maintenant, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante : 

𝑉 =
1

2
𝑆2

2 +
1

2
𝑐 𝑇𝑐                                                  (4.77) 

Sa dérivée est donc : 

𝑉 = 𝑆2𝑆 
2 + 𝑐 𝑇𝑐                                                   (4.78) 

En remplaçant (4.64), (4.76) dans (4.78),   𝑉  devient : 

𝑉 = −𝛼𝐵21
−1𝑆2

2 − 𝐵21
−1𝑄2 𝑆2 + 𝑏2𝑆2𝑒𝑢 − 𝐵21

−1𝑆2∆21 − 𝜂1𝑏1𝑒𝑢
2        (4.79) 

En utilisant l'inégalité évidente suivante : 

𝑏2𝑆2𝑒u ≤
1

2
𝑏2𝑒𝑢

2 +
1

2
𝑏2𝑆2

2
                                  (4.80) 

L’équation (4.79) devient : 

𝑉 ≤ −  𝛼𝐵21
−1 −

1

2
𝑏2  𝑆2

2 − 𝐵21
−1𝑄2 𝑆2 − 𝐵21

−1𝑆2∆21 −  𝜂1𝑏1 −
1

2
𝑏2 𝑒𝑢

2   (4.81) 

qui peut être bornée comme suit : 

𝑉 ≤ −  𝛼𝐵21
−1 −

1

2
𝑏2  𝑆2

2 − 𝐵21
−1 𝑆2 (1 −

 ∆21  

𝑄2
) −  𝜂1𝑏1 −

1

2
𝑏2 𝑒𝑢

2       (4.82) 

il est claire que, sous  la condition 𝛼 ≥
1

2
𝑏1,  𝑄2 ≥  ∆21  et 𝜂1 ≥

1

2
𝐵21

−1, on peut conclure 

la convergence de  𝑆2 vers zéro.  

4.4.3. Résultats de simulation 

Pour tester les performances de la loi de commande PID floue adaptative proposée, 

nous considérons le problème de stabilisation du système de pont roulant dont le modèle 
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dynamique est donné à la section 4.2.1. 

 Les gains de la commande 𝐾𝑃, 𝐾𝐼 et 𝐾𝐷 sont estimé par un système flou dont la 

structure est identique au système flou d’exemple de simulation de sous-section 4.2.1. 

Les paramètres de conception sont choisis comme suit: 𝑄1 = 4, 𝑄2 = 2, 𝜂 = 0.5, 𝛽 =

0,13 , 𝛼 = 4.2, 𝐾 = 1, 𝜂1 = 0.01, 𝜂2 = 1, 𝜆1 = 0.65, 𝜆2 = 40. 

Les résultats de la simulation, dans le cas où la direction de commande inconnue est 

positive  (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0), sont illustrés par les Figures 4.10 à 4.13. Les résultats de la 

simulation dans le cas où la direction de commande inconnue est négative (𝑏1 < 0 et 

𝑏2 < 0), sont illustrés par les Figures 4.14 à 4.17. 

 

 

Figure 4.10. Position 𝑥 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 

 

Figure 4.11. Angle 𝜃 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 
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Figure 4.12. Direction de  commande estimée 𝜌 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 

   

 Figure 4.13. Commande 𝑢 (𝑏1 > 0 et 𝑏2 > 0). 

     

 Figure 4.14. Position 𝑥 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 
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Figure 4.15. Angle 𝜃 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 

                   

Figure 4.16. Direction de commande estimée 𝜌 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 

 

Figure 4.17. Commande 𝑢 (𝑏1 < 0 et 𝑏2 < 0). 
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On remarque que les trajectoires de sorties convergent vers les valeurs désirées et que les 

lois de commande et la direction de  commande 𝜌 sont bornées. De plus, Il est important de 

noter que, le signe du gain de commande est correctement identifié. 

Le schéma bloc complet des deux commandes proposées est présenté par la Figure 4.18.  

 

Figure 4.18. Schéma de la commande PID floue adaptative. 

4.5. Conclusion  

 Dans ce chapitre, deux schémas de commande PID floue adaptative ont été développés 

pour une classe des systèmes non linéaires sous-actionnés dont la dynamique est incertaine 

et dont le signe des gains de commande est inconnu. Dans les deux schémas, une loi de 

commande PID adaptative est utilisée afin d’approcher une loi de commande idéale 

assurant les performances désirées. Les gains de la commande PID sont estimés par un 

système flou dont les paramètres sont ajustés en ligne en utilisant une certaine loi 

d'adaptation. 

Les deux schémas se distinguent par la façon dont le problème de méconnaissance de la 

direction de commande est abordé. Dans le premier schéma, la loi d’adaptation est basée 

sur une fonction de type Nussbaum. La principale contribution de ce schéma est d'extension 

de l'utilisation de la fonction de type-Nussbaum pour contourner le problème de la 

méconnaissance de la direction de commande, au cas des systèmes sous-actionnés. 

− 
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Dans le deuxième schéma, la direction de la commande est représentée par un paramètre 

dont la valeur est estimée par la loi d’adaptation.  

Ces schémas de commande proposés assurent la convergence des sorties du système 

asymptotiquement vers les valeurs désirées et la bornitude de tous les signaux inhérents au 

système en boucle fermée. Deux exemples de simulation numérique ont été effectués pour 

montrer l’efficacité des approches proposées. 
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Conclusion générale 

 

Les travaux de notre thèse contribuent à l’extension de la commande PID pour prendre 

en charge des classes systèmes non linéaires inconnus. Les schémas de commande 

proposés utilisent des lois de commande PID adaptative et combinent ainsi les avantages 

de la commande classique et la commande adaptative à savoir la structure simple et  les 

qualités de la robustesse et la stabilité de haut niveau.  

Dans le premier chapitre, nous avons d’abord présenté les différentes formes des 

modèles de commande correspondant aux différentes classes de systèmes non linéaires et 

les différentes structures de commande PID classique. Ensuite,  nous avons exposé un état 

de l’art sur la commande PID des systèmes non linéaires. Plusieurs extensions de la 

commande PID pour faire face à la complexité des systèmes non linéaires ont été 

constatées; la technique de linéarisation, la technique de robustification et la technique 

d’adaptation des gains. Enfin, un rappel sur les systèmes flous et la théorie 

d’approximation universelle est donné à la fin de chapitre. 

Les contributions de notre thèse apparaissent à partir du deuxième chapitre. En effet, 

deux schémas de commande PID floue adaptative pour une classe de systèmes non 

linéaires SISO incertains ont été développés dans ce chapitre. Les deux schémas utilisent 

un système flou pour estimer en ligne les gains optimaux de la loi de commande PID afin 

que cette dernière recopie une loi de commande idéale qui assure la bornitude de tous les 

signaux inhérents à la boucle fermée, et la convergence de l'erreur de poursuite vers une 

région ajustable dans le premier schéma et vers zéro dans le second schéma.  L’ajustement  

en ligne des paramètres du système flou est effectuée au moyen d’une loi d'adaptation de 

type gradient dans la première approche. Cette dernière est doté d’un terme de type 𝑒-

modification pour augmenter la robustesse du contrôleur contre les erreurs d'approximation 

floue. La deuxième approche prend en charge les problèmes de la saturation de la 

commande et la méconnaissance du signe de gain de commande. A cet effet, la loi 

d’adaptation est modifiée de manière appropriée pour éliminer l’effet de la saturation de 

l’amplitude et la vitesse du signal de commande et une fonction de type Nussbaum est 

utilisée pour estimer le signe du gain de commande.  

Dans le troisième chapitre, une approche commande PID floue adaptative est 
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développée pour une classe de systèmes non linéaires MIMO carrés (complètement 

actionnés) incertains et présentant des non-linéarités à l’entrée de type « zone-morte ». 

Dans ce schéma, des systèmes flous adaptatifs ont été utilisés pour approximer les gains 

optimaux de la commande vis-à-vis un critère des performances du système bouclé, à 

savoir, la convergence de l'erreur de poursuite vers une région acceptable, et la bournitude 

de tous les signaux impliqués dans le système. A cet effet, une loi d’adaptation pour la 

mise à jour des paramètres des systèmes flous est proposée afin de minimiser l'erreur entre 

la loi de la commande PID et une loi de commande idéale. Pour compenser les erreurs 

d’approximation floue et améliorer les performances de robustesse, la loi d’adaptation est 

augmentée par un terme de type 𝑒-modification.  

 Le dernier chapitre a été réservé à une classe de systèmes MIMO incertains sous 

actionnés dont le signe des gains de commande est inconnu. Deux schémas de commande 

PID floue adaptative ont été développés. Dans les deux schémas, une loi de commande PID 

adaptative est utilisée afin d’approcher une loi de commande idéale assurant les 

performances désirées. Les gains de la commande PID sont estimés par un système flou 

dont les paramètres sont ajustés en ligne en utilisant une certaine loi d'adaptation. Les deux 

schémas se distinguent par la façon dont le problème de méconnaissance de la direction de 

commande est abordé. Dans le premier schéma, une fonction de type-Nussbaum a été 

exploitée pour contourner le problème de la méconnaissance de la direction de commande. 

Dans le second schéma, la direction de la commande est estimée par une loi d’adaptation. 

Ces deux approches garantissent la convergence des sorties du système asymptotiquement 

vers les valeurs désirées  et la bornitude de tous les signaux inhérents au système en boucle 

fermée. Deux exemples de simulation numérique ont été effectués pour montrer l’efficacité 

des approches proposées. 

Tous les schémas de commande qui ont été développées dans cette thèse ont été le 

sujet d’une étude rigoureuse de stabilité et ont été validés par des exemples de simulation. 

En perspective, de nouveaux axes de recherche sont à explorer : 

 La synthèse de loi de commande PID adaptative tolérante aux défauts de capteur 

et d’actionneurs pour des systèmes non linéaires incertains. 

 La synthèse de commande PID adaptatives avec observateurs pour des systèmes 

non linéaires incertains.  

 Implémentation en temps réel 
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 Comparaison des techniques proposées avec le PID classique pour faire 

valoriser vos techniques proposées  

 Optimisation des paramètres d’entrées et de sorties du système flou par les 

méthodes de recherche globales 
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 :ملخص

اندًم رسزخذو طزق انزحكى انًمززحخ . انًدٕٓنخ انغبيض نلأَظًخ انذٌُبيٍكٍخ انلاخطٍخ اانزلاؤيً اَنPIDً انزحكى  ػًم ْذِ الأطزٔحخ فًٌسبْى 

 .ثحٍث ْذا الأخٍز ٌسًح ثزًثٍم لبٌَٕ انزحكى انًثبنً انذي ٌضًٍ الأداء انًطهٕة انًكبست انًثهى نمبٌَٕ انزحكى نزًثٍم انغبيضخ

فً انطزٌمخ الأٔنى، ٌزى رحذٌث يؼهًبد   .انلاخطٍخ ٔحٍذح انًذخم ٔ انًخزج نفئخ يٍ أَظًخغبيض  آنً رلاؤيً  PIDطزٌمزً رحكى إػذادأٔلاً، رى 

نهزغهت ػهى  أيب فً انُٓح انثبًَ، فٍزى رؼذٌم ْذا انمبٌَٕ انزلاؤيً .ًٌكُّ انزؼبيم يغ أخطبء انزمزٌت انغبيضرلاؤيً انُظبو انغبيض ػٍ طزٌك لبٌَٕ 

 .نًكست انزحكى  الإشبرح انغٍز انًؼزٔفخيشكهخ رشجغ انزحكى ٔ يشكهخ 

ٍز انخصبئص انغ يغ الأخذ فً انحسجبٌ ،انلاخطٍخ يزؼذدح انًذاخم ٔ انًخبرج نفئخ يٍ أَظًخغبيض  آنً رلاؤيً  PIDطزٌمخ رحكى إػذادرى ثبٍَب، 

 خطٍخ نهًحزن يٍ َٕع " يُطمخ يٍزخ ".

الإشبرح ٔ يشكهخ يغ الأخذ فً انحسجبٌ  ، يٍ َٕع سٕساكسًٍَٕ انلاخطٍخ نفئخ يٍ أَظًخغبيض  آنً رلاؤيً  PIDطزٌمزً رحكى إػذادرى  ، أخٍزا

، ثًٍُب فً انثبٍَخ ، ٌزى رمذٌز اردبِ  دانخ ٍَسجٕويكبست انزحكى ثبسزخذاو إشبرح فً الأٔنً، ٌزى حم يشكهخ ػذو يؼزفخ  نًكبست انزحكى.  انغٍز انًؼزٔفخ

 .رلاؤيًانزحكى  يٍ خلال اسزؼًبل لبٌَٕ 

 .انًحبكبح انؼذدٌخخًٍغ طزق انزحكى انزً رى رطٌٕزْب فً ْذِ الأطزٔحخ كبَذ يٕضٕع دراسخ ثجبد صبريخ ٔرى انزحمك يٍ صحزٓب يٍ خلال أيثهخ 

 :كلمات مفتاحية 
 .اسزمزار نٍبثَٕٕف ٬رلاؤيً آنً  PIDرحكى ٬رحكى رلاؤي٬ًغبيض  َظبو ٬كلاسٍكً PID رحكى ٬أَظًخ لاخطٍخ

Abstract: 

The work of this thesis contributes to adaptive fuzzy PID control of uncertain nonlinear systems. The 

proposed control schemes use fuzzy systems to estimate the optimal gains of the control law so that it learns the 

ideal control law that ensures the desired performance. 

Firstly, two adaptive fuzzy PID control schemes for a class of uncertain non-linear SISO systems have been 

developed. In the first approach, the fuzzy system parameters adjustment is performed using an adaptation law 

which copes with the fuzzy approximation errors. However, in the second approach this adaptation law is 

modified to overcome the problems control signal saturation and the unknown control direction. 

Secondly, an adaptive fuzzy PID control scheme is developed for a class of uncertain square MIMO nonlinear 

systems with input "dead-zone" non-linearities. 

Finally, two adaptive fuzzy PID control schemes are proposed for a class of uncertain under-actuated MIMO 

systems with unknown control direction. In the first one, the problem unknown control direction is solved by 

using a Nussbaum-type function, while in the second one, the control direction is estimated online via an 

adaptation law.  

All the control schemes that have been developed in this thesis have been subject of rigorous stability analysis 

and have been validated trough simulation examples. 

Key words: Nonlinear systems, Classical PID control, Fuzzy systems, Adaptive PID control, Lyapunov stability. 

Résumé: 

Le travail de cette thèse contribue à commande PID floue adaptative des systèmes non linéaires incertains.  

Les schémas de commandes proposées utilisent des systèmes flous pour estimer en ligne les gains optimaux de la 

loi de commande afin que cette dernière recopie une loi de commande idéale qui assure les performances désirées.  

Premièrement, deux schémas de commande PID floue adaptative pour une classe de systèmes non linéaires 

SISO incertains ont été développés.  Dans la première approche, la mise à jour des paramètres du système flou est 

effectuée au moyen d’une loi d'adaptation qui prend en charge les erreurs d'approximation floue. Cependant, dans 

la deuxième approche, cette loi d’adaptation est modifiée afin surmonter les problèmes de la saturation de la 

commande et la méconnaissance du signe de gain de commande.  

Deuxièmement, une approche commande PID floue adaptative est développée pour une classe de systèmes 

non linéaires MIMO carrés incertains présentant des non-linéarités à l’entrée de type « zone-morte ».  

Enfin, deux schémas de commande PID floue adaptative sont proposées pour une classe de systèmes MIMO 

sous-actionnés incertains dont signe de gain de commande est inconnu. Dans le premier, le problème de la 

méconnaissance du signe des gains de commande est résolu par l’utilisation d’une fonction de type Nussbaum, 

alors que dans le second, la direction de la commande est estimé en ligne via une loi d’adaptation. 

Tous les schémas de commande qui ont été développées dans cette thèse ont été le sujet d’une étude 

rigoureuse de stabilité et ont été validés par des exemples de simulation. 

Mots clés 

 Systèmes non linéaire, Commande PID classique, Système flous, Commande PID adaptative, Stabilité de 

Lyapunov. 


