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1 État de l’art sur les modèles Takagi-Sugeno, saturation et retard 17

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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1.5.1 Stabilité au sens de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5.2 Fonction de Lyapunov quadratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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de commande saturé. (c) perturbation. (d) derivée de la 1er fonction d’appartenance 89

3.3 Stratégie de commande proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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3.7 Tsen par rapport à Th. : a). Pour l’approche quadratique et non quadratique. (b).
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d’appartenance. (e) trajectoire des états pour un retard variable. (f) retard variable. 126
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Introduction générale

La synthèse d’une commande pour un système physique repose essentiellement sur la connais-

sance d’un modèle mathématique décrivant le comportement de tel système. Selon son compor-

tement, ce modèle peut être linéaire, ou non linéaire. Les modèles linéaires représentent le com-

portement du système autour d’un point de fonctionnement donné. Ces modèles sont largement

utilisés dans l’analyse de la stabilité et la stabilisation d’une large gamme des systèmes rencontrés

en pratique. Contrairement aux systèmes linéaires où la synthèse d’une loi de commande se base

sur une théorie bien mâıtrisée sans garantir la stabilité du système sur tout l’espace d’état [De Lar-

minat, 1993] [Kuo, 1995] [Egeland and Gravdahl, 2002], la commande des modèles non linéaires

reposent sur des outils plus complexes et qui nécessitent parfois de nouveaux développements

théoriques [Chadli and Borne, 2012] [Bouarar, 2009]. La conception de lois de commande des

systèmes non linéaires en se basant sur une description locale du système fournissent des per-

formances dégradées dès qu’on s’éloigne du point de fonctionnement. De ce qui précède, on peut

observer que la représentation linéaire malgré sa simplicité dans l’analyse et la conception de lois de

commande, son utilité reste limitée. Tandis que, les modèles non linéaires conduisent à des lois de

commande difficiles à déterminer (plus complexe). Le dilemme réside alors dans la détermination

des modèles garantissant un bon compromis entre la simplicité des modèles linéaires et l’efficacité

des modèles non linéaires. Dans ce sens, l’approche, dite multi-modèle, permet de produire une

image efficace du système non linéaire sous forme d’interpolation entre des modèles linéaires inva-

riants valides dans une zone de fonctionnement [Chadli and Borne, 2012]. Plusieurs catégories de

multi-modèles existent dans la littérature, notamment les systèmes linéaires à paramètres variants

dans le temps (LPV) [Henrion and Garulli, 2005] [Zerar et al., 2009] ou les systèmes quasi LPV,

encore appelés systèmes Takagi-Sugeno (T-S) [Takagi and Sugeno, 1985]. Ces derniers ont attiré

beaucoup d’intérêt depuis plusieurs années [Takagi and Sugeno, 1985] [Boyd et al., 1994] [Wong

et al., 1997] [Tanaka et al., 1998] [Chadli, 2002] [Cao and Frank, 2000] [Guerra and Vermeiren,

2004] [Feng, 2006] [Chadli, 2006]. En plus, ils possèdent une propriété d’approximation universelle

des systèmes affines en la commande et présentent l’avantage de pouvoir décrire de façon exacte un

modèle de connaissance non linéaire sur un compact de l’espace d’état [Tanaka and Wang, 2001].

Ainsi, l’intérêt principal de ce type est qu’il permet d’étendre de nombreux concepts théoriques de

l’automatique linéaire au cas des systèmes non linéaires [Bouarar, 2009].
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La méthode directe de Lyapunov est fréquemment utilisée pour réaliser l’étude de la stabilité,

la synthèse de lois de commande et/ou d’observateurs pour les modèles T-S [Tanaka and Wang,

2001].Dans ce contexte, le défi consiste à exprimer les conditions de stabilité sous forme d’Inégalités

Linéaires Matricielles (LMIs) [Boyd et al., 1994] qui peuvent être résolues efficacement par des al-

gorithmes d’optimisation convexe [Cherifi et al., 2018] [Gahinet et al., 1995]. Dans la littérature,

plusieurs travaux, concernant la stabilité des modèles T-S par les fonctions de Lyapunov quadra-

tiques ont été publiés [Tanaka et al., 1998] [Saifia, 2013] [Feng, 2006] [Chadli, 2002]. L’avantage de

l’approche quadratique vient du fait que les conditions de stabilisation et d’observation sont faciles

à formuler en termes de LMIs. Cependant, l’obligation de satisfaire un ensemble de conditions

LMIs vis-à-vis d’une seule fonction de Lyapunov rend les conditions obtenues par cette approche

très conservatives. Pour surmonter ce problème, des auteurs ont utilisé l’approche non quadratique

dans l’analyse de la stabilité et la stabilisation des modèles T-S [Chadli and Karimi, 2012] [Chadli

and Guerra, 2012] [Guerra et al., 2008] [Mozelli et al., 2009a].

La saturation des actionneurs est un phénomène non linéaire très rencontré en pratique. L’effet

non linéaire de saturation peut entrâıner une dégradation des performances du système contrôlé,

source de cycles limites, et peut même rendre le système instable [Cao et al., 2003] [Dang et al.,

2017] [Jungers and Tarbouriech, 2016] [Seuret et al., 2016]. La conception de systèmes de contrôle

avec saturation de l’actionneur a fait l’objet d’une attention croissante (voir, par exemple, [Dang

et al., 2017] [Nguyen et al., 2017] [Shen et al., 2018] et les références qui y figurent). L’effet de

saturation est un phénomène non linéaire par essence [Henrion, 1999] sa modélisation peut se faire

de plusieurs manières différentes : par division de l’état par région de saturation [Da Silva et al.,

1997], par modèle polytopique [Henrion, 1999], non-linéarité de secteur [da Silva Jr and Tarbou-

riech, 2006] [Tarbouriech and Biannic, 2009], ou bien par représentation multimodèle [Bezzaoucha,

2013]. La conception de lois de commande avec la saturation d’actionneur est souvent traitée soit

par la synthèse d’une loi de commande contrainte où la détermination d’une limite des conditions

initiales de l’état du système évite la saturation de la commande [Henrion, 1999]. D’autres travaux

sont obtenus par la conception d’une loi de commande saturante où la commande peut saturer et

le problème est traité par l’estimation du domaine d’attraction à l’intérieur duquel toute initialisa-

tion du système n’engendre pas d’instabilité en présence des saturation [Saifia, 2013] [da Silva Jr

and Tarbouriech, 2006] [Tarbouriech and Biannic, 2009]. La conception de régulateurs dans le

cas des systèmes linéaires saturés a été largement abordée et a conduit à des résultats très sa-

tisfaisants [Da Silva et al., 1997] [Henrion, 1999] [Henrion and Tarbouriech, 1999] [Tarbouriech

et al., 2002] [Zaccarian and Teel, 2011] [Grimm et al., 2004] [Zheng and Wu, 2008]. Les méthodes

d’analyse de la stabilité sont basées principalement sur les fonctions de Lyapunov et les approches

LMIs [Da Silva et al., 1997] [Henrion, 1999] [Henrion and Tarbouriech, 1999] [Tarbouriech et al.,

2002]. L’étude de performance est abordée généralement par l’approche H∞ et le gain L2 [Hu

et al., 2002]. Par contre, dans le cas des systèmes non linéaires, peu de travaux récents concernant

la stabilisation des systèmes non linéaires avec saturation ont été publiés. Dans la plupart de ces

travaux, les auteurs fondent leurs études sur un modèle de type T-S [Cao and Lin, 2003] [Zheng and

Wu, 2008] [Saifia et al., 2012b] [Saifia et al., 2020] [Han and Morioka, 2007]. L’effet de saturation est

modélisé par un modèle polytopique dans [Cao and Lin, 2003] [Saifia et al., 2012b]. La saturation

– 13 –



Introduction générale

est convertie en zone morte dans [Aouaouda and Chadli, 2019] [Dang et al., 2017]. La synthèse de

la stabilisation des systèmes non linéaires soumis à la saturation a été fait via différentes types de

fonctions de Lyapunov ; dans [Cao and Lin, 2003] [Han and Morioka, 2007] [Tarbouriech et al., 2011]

la fonction de Lyapunov quadratique commune (CQLF : Common Quadratic LyapunovFunction)

a été étulisée. La fonction de Lyapunov quadratique floue (FWDLF : Fuzzy Weighting-Dependent

Lyapunov Function) a été étulisée dans [Kim et al., 2009]. Dans [Cherifi et al., 2019], la fonction

de Lyapunov non quadratique PLF (Piecewise Lyapunov Function) est utilisée pour déterminer les

condition de stabilisation, la fonction polyquadratique est appliquée dans [Dang et al., 2017] [Boua-

rar et al., 2013]. L’amélioration des performances et en particulier l’atténuation des perturbations

a été établie via l’approche H∞ [Du and Zhang, 2009] [Kim et al., 2009]. Les conditions de stabi-

lité et stabilisation pour les systèmes non linéaires sont formulées et résolues comme un problème

d’optimisation LMI [Cao and Lin, 2003] [Han and Morioka, 2007] [Kim et al., 2009] [Saifia et al.,

2012a] [Saifia et al., 2015].

De plus, dans de nombreux systèmes physiques et biologiques, le taux de variation dans l’état

du système dépend des états passés. Ce phénomène s’appelle ‘un retard’ et le système est appelé

système à retard [Bourahala, 2018]. Par ailleurs, la présence du retard a une influence considérable

sur le comportement d’un système bouclé. En effet, le phénomène de retard peut être une source

d’instabilité et de dégradation des performances de la boucle fermée. L’analyse de la stabilité et la

stabilisation des systèmes dynamiques à retard a fait l’objet d’efforts considérables de recherche,

voir par exemples [Boyd et al., 1994] [Wang et al., 1996]. Dans ce contexte, l’étude de la stabilité

et la stabilisation des systèmes à retard décrits par des modèles T-S est souvent basée sur l’utili-

sation des fonctions quadratiques, dites fonctions de Lyapunov-Krasovksii (LKF) pour déterminer

les conditions stabilité/stabilisation sous forme des LMIs . Deux approches ont été proposées dans

la littérature pour la détermination de ces conditions : approche du retard-indépendant [Wu et al.,

2010] [Fridman, 2014] [Yoneyama, 2007], et celui du retard-dépendant [Zeng et al., 2014] [Kwon

et al., 2016] [Bourahala et al., 2017] et [Cao and Frank, 2001] [Mahmoudabadi et al., 2017]. La

première approche est capable de tester la stabilité globale, uniforme et asymptotique du système

pour toute valeur positive arbitraire du retard . Cependant, l’approche du retard-dépendant per-

met d’assurer, uniquement, la stabilité pour toutes les valeurs du retard comprises dans l’intervalle.

De son nom, l’approche basée sur retard-indépendant ne contient pas le terme du retard, ce qui

s’avère conservative. Alors que, l’approche de stabilité “retard-dépendant” conduit vers des condi-

tions de stabilisation plus relâchées que ceux “retard-indépendant” notamment quand la taille du

retard est petite. De ce fait, de nombreuses études traitant le problème de stabilisation du retard-

dépendantant ont été proposées ces dernières années [Li et al., 2009a] [Gassara et al., 2012] [Gassara

et al., 2014] [Zeng et al., 2014] [Bourahala et al., 2017] [Cao and Frank, 2001] [Mahmoudabadi et al.,

2017]. Dans ce cadre, différentes techniques et méthodes de synthèse de contrôleurs pour les modèles

T-S sont développées telles que, les matrices de pondérations libres [Souza et al., 2014], l’inégalité de

Moon [Moon et al., 2001], l’inégalité intégrale de Jensen [Zhao et al., 2012] [Yang and Tong, 2015]

et récemment, l’approche de décomposition du retard [Zhao et al., 2009] [Yang and Tong, 2015].

Ainsi, le défi est d’élargir l’intervalle du retard le plus possible. Pour les modèles T-S avec saturation

d’actionneur, on distingue quelques travaux sur le critère indépendant du retard [Ting, 2008], et

d’autre sur l’approche dépendante avec H∞ [Gassara et al., 2012] [Selvaraj et al., 2017]. Cependant,
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la source du conservatisme dans les conditions LMIs ne vient pas seulement de l’indépendance du

retard mais aussi de la forme quadratique de la condidate de LKF. Cette problématique nous a

motivé de proposer des conditions LMIs qui prennent en considération les fonctions d’appartenance

via des fonctions LKF non quadratiques.

Les résultats issus de ce travail de recherche présente trois contributions principales :

• La conception d’une nouvelles commande quadratiques pour les systèmes non linéaires soumis

à une saturation non symétrique d’actionneurs.

• La proposition des nouvelles conditions de stabilisation non quadratiques dépendante et

indépendante des dérivée des fonctions d’appartenances, pour la synthèse de différentes lois

de commande par retour d’état non linéaire et retour de sortie non linéaire via l’approche

descripteur pour les modèles T-S continus.

• L’utilisation d’une nouvelle fonction de Lyapunov-Krasovskii non quadratique pour dériver

les conditions de stabilisation LMI pour la synthèse des commandes PDC, non-PDC SOF

pour les systèmes retardés.

La thèse est décomposée en quatre chapitres, organisées de la façon suivante :

Dans le premier chapitre, les concepts élémentaires de la commande des systèmes T-S sont

introduites, en particulier les moyens d’obtention des modèles T-S et l’analyse de stabilité et sta-

bilisation. Ainsi, un tour d’horizon sur les principaux travaux de la littérature sur la synthèse

de contrôleurs flous par retour d’état et de sortie, étendus aux systèmes descripteurs est d’abord

présenté. Puis, nous avons donné un bref aperçu sur les différents types de la saturation, et la

modélisation de l’effet de la saturation. Après, les principales études des modèles T-S à retard sont

abordés. Ces différents concepts constituent la base des développements proposés dans ce manuscrit

et permettent de positionner les contributions apportées.

Dans le contexte de la stabilisation quadratique des modèles T-S soumis à la saturation d’action-

neur, le chapitre 2 est consacré à la détermination des conditions de stabilisation via une fonction

de Lyapunov quadratique, pour les commandes PDC, SOF et SOF descripteur en présence de sa-

turation d’actionneurs. Par la suite, ces conditions sont élargies aux systèmes avec perturbation

externe par l’introduction du critère H∞. Deux méthodes sont exposées, à savoir, la commande

contrainte et la commande saturante. Les conditions obtenues ont été exprimées sous forme LMIs.

Deux applications sont données pour montrer l’efficacité des méthodes proposées ; la commande

du système EPS (Electrical Power Steering) et la stabilisation du système de la suspension. Pour

les deux systèmes, les effets des perturbations et de saturation sur la boucle fermée sont réduits.

Ensuite, de nouvelles conditions de stabilisation pour les systèmes non linéaires soumis à des sa-

turations non symétriques sont proposées. Une application sur la poursuite de point maximum de

puissance pour un système photovoltäıque (PV) a démontré les bénéfiques de la méthode proposée.

Le troisième chapitre est dédié à la stabilisation non quadratique des modèles T-S continus

soumis à la saturation et aux perturbations externes. Dans ce contexte, une fonction de Lyapunov

polyquadratique est utilisée afin de réduire le conservatisme de l’approche quadratique. Via cette
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candidate, la synthèse de lois de commandes PDC, SOF et SOF basée sur la représentation des-

cripteur est traitée. Deux types de fonctions polyquadratiques sont présentés, la première donne

des conditions LMIs nécessitant l’approximation des dérivées des fonctions d’appartenance, par

contre la deuxième surmonte ce problème. Les résultats obtenus sont étendus au cas de présence

des perturbations externe via le critère H∞. Les approches proposées sont validées à travers la

commande du système EPS.

Enfin, dans le quatrième chapitre, les résultats présentés dans les chapitre 2 et 3 sont étendus au

cas de la présence du retard dans la boucle de commande. Les deux approches de stabilisation des

modèles T-S à retard dépendantes et indépendantes sont utilisées. Les conditions de stabilisations

LMIs résultantes sont établies via une fonction dite Lyapunov-Krasovskii. Premièrement, nous avons

présenté les conditions quadratiques via une fonction de LKF quadratique. Puis, une synthèse de

lois de commande non quadratiques est exposée. Les exemples d’application sont utilisés afin de

démontrer l’avantage des méthodes proposées.
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Chapitre 1

État de l’art sur les modèles Takagi-Sugeno, saturation

et retard

1.1 Introduction

Ce chapitre est réservé à la présentation des résultats fondamentaux portant sur la modélisation

et l’analyse de la stabilité et la stabilisation des modèles flous du type Takagi-Sugeno (T-S), la

saturation d’actionneurs, et le retard, utilisés le long de cette thèse. Au début, nous nous intéressons

à la représentation T-S des systèmes non linéaires ainsi les méthodes d’obtention de tels modèles.

Par la suite, une brève partie sera consacrée aux modèles descripteurs T-S. Ensuite, nous donnons

un bref aperçu des principaux résultats concernant la stabilité, et la stabilisation des modèles T-S

rencontrés dans la littérature. Dans ce contexte, la commande PDC et la commande SOF pour les

deux formes de la fonction de Lyapunov, quadratique et non quadratique seront d’abord présentées.

En utilisant ces lois de commande, la stabilisation des systèmes T-S perturbés sera étudiée à travers

le critèreH∞. Afin de bien comprendre le phénomène de saturation, quelques résultats préliminaires

sur système soumis à la saturation seront exposés. Finalement, nous aborderons la problématique

de la stabilité des modèles T-S en présence du retard.

1.2 Présentation des modèles T-S

Au cours des dernières décennies, la logique floue est devenue un axe de recherche très important

[Verbruggen et al., 1999]. Particulièrement, elle trouve sa place dans le domaine du control pour une

large gamme des systèmes [Zadeh et al., 1997] [Dash et al., 2003] [Liu et al., 2013]. Dans ce sens, les

modèles flous de types T-S ont démontré leur utilité pour l’identification et/ou modélisation des non-

linéarités des systèmes physiques [Vaidyanathan and Azar, 2016] [Ning et al., 2017] [Dahmani et al.,

2013]. En effet, les modèles T-S permettent d’approximer avec exactitude n’importe qu’elle fonction

non linéaire bornée [Morere, 2001]. Ainsi, les modèles T-S peuvent être décrite par des règles floues

SI-ALORS qui représentent les relations linéaires locales d’entrée-sortie d’un système nonlinéaire.

La principale caractéristique d’un modèle flou T-S est d’exprimer la dynamique locale de chaque
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règle d’implication floue par un modèle de système linéaire [Takagi and Sugeno, 1985]. Ainsi, il est

prouvé que les modèles flous de T-S sont des approximateurs universels [Chadli, 2002] [Tanaka and

Wang, 2001].

Pour donner une idée sur la représentation en modèle T-S, on considère l’équation suivante qui

donne la forme générale d’un système non linéaire dynamique :{
ẋ (t) = f (x (t)) + g (x (t))u (t)

y (t) = ψ (x (t))
(1.1)

Où x (t) ∈ Rn est le vecteur d’état, u (t) ∈ Rm est le vecteur de commande, y (t) ∈ Rq est le

vecteur de sortie, f (x (t)) , g (x (t)) , ψ (x (t)) sont des fonctions non linaires.

Le modèle flou obtenu est représenté par des règles flou SI-ALORS. Le ième règle du modèle flou

T-S est donnée par la forme suivante :

Si ς1 (t) est Fi1 et ...ςq (t) est Fqi alors{
ẋ (t) = Aix (t) +Biu (t)

y = Cix (t)
i = 1 . . . r (1.2)

Où ς1 (t) . . . ςq (t) sont les variables de prémisses, Fqi l’ensemble flou, r le nombre des règles flou,

Ai ∈ Rn×n la matrice d’état, Bi ∈ Rn×m la matrice d’entrée, Ci ∈ Rq×n la matrice de sortie.

Hypothèse 1.1. Le système non linéaire (1.1) est continu et borné sur un espace compact Σ ∈
Rn de son espace d’état, c’est à dire que ses entrées peuvent contenir des fonctions nonlinéaires

continues, dépendantes de x et bornées dans Σ

L’inférence du système flou est décrit par :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ωi(ς(t))(Aix(t)+Biu(t))

r∑
i=1

ωi(ς(t))

y (t) =

r∑
i=1

ωi(ς(t))(Cix(t))

r∑
i=1

ωi(ς(t))

(1.3)

Finalement, le modèle (1.3) peut être décrit par des modèles linéaires locaux interpolés entre eux

par des fonctions d’activation non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe [Takagi and

Sugeno, 1985] : 
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) {Aix (t) +Biu (t)}

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Cix (t)
(1.4)

avec : ζi (ς (t)) = ωi(ς(t))
r∑
i=1

ωi(ς(t))

et ωi (ς (t)) =
q∏
i=1

Fij (ςj (t)) où Fij (ς (t)) est le grade de la fonction d’appartenance ςj (t) dans Fij

et ∀t,
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 ωi (ς (t)) ≥ 0
r∑
i=1

ωi (ς (t)) > 0
(1.5)

avec :  ζi (ς (t)) ≥ 0
r∑
i=1

ζi (ς (t)) = 1
(1.6)

Hypothèse 1.2. Le long de ce manuscrit, le vecteur de prémisse est supposé dépendre uniquement

de l’état mesurable.

1.3 Obtention des modèles T-S

Pour construire un modèle flou de types T-S, trois méthodes peuvent alors être considérées :

• Par identification : [Gasso et al., 1999] [Gasso, 2000]. Cette méthode est souvent utilisée

dans le cas des systèmes dotés d’une dynamique difficile à décrire à l’aide d’un modèle analy-

tique. Leur principe est basé sur le fait que l’identification des paramètres des modèles locaux

autour des différents points de fonctionnement peuvent être obtenus à partir des mesures sur

les entrée et les sorties du système. Dans ce cas, le problème d’identification du modèle non

linéaire se simplifie à la recherche des modèles locaux (sous-modèles) LTI.

• Par linéarisation : [Ma et al., 1998] [Tanaka and Wang, 2001]. Dans cette méthode, les

modèles locaux (LTI) sont obtenus à partir d’une linéarisation autour d’un ensemble de

points de fonctionnement bien prédestinés. Par la suite, un choix judicieux des fonctions

d’appartenance qui interconnectés ces modèles locaux LTI, nous a permet de décrire le modèles

T-S de notre système nonlinéaire.

• Par secteur non linéaire : [Kawamoto et al., 1992] [Tanaka and Wang, 2001] et [Morere,

2001]. Cette méthode est la plus utilisée pour les systèmes qui ont un modèle mathématique

bien définis avec des non linéarités bornés. Elle se base sur la transformation polytopique

convexe des non linéarités d’un système dynamique. Cette technique fournit une approxima-

tion exacte du modèle nonlinéaire et de réduire le nombre de modèles locaux par rapport à la

méthode de linéarisation. En raison de ces avantages, les résultats présentés dans ce manuscrit

se sont basés sur l’approche par secteurs non linéaires.

1.3.1 Méthode de secteur non linéaire

L’approche de secteur non linéaire est basée sur la connaissance analytique du modèle non

linéaire du système. Les modèles T-S obtenus via l’utilisation de cette approche dépendent directe-

ment de nombre des non linéarités dans le modèle non linéaire. Cette méthode repose sur le lemme

suivant :

Lemme 1.1. [Morere, 2001] soit f (x (t)) : R → R une fonction bornée, il existe toujours deux

fonctions w1 (x (t)) et w2 (x (t)) ainsi que, deux scalaire α et β tel que :

f (x (t)) = αw1 (x (t)) + βw2 (x (t)) (1.7)
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avec : w1 (x (t)) + w2 (x (t)) = 1 et w1 (x (t)) ≥ 0, w2 (x (t)) ≥ 0

Démonstration : Sous l’hypothèse que la fonction f (x (t)) est bornée telle que α ≤ f (x (t)) ≤ β,

il est possible d’écrire :

f (x (t)) = αζ1 (x (t)) + βζ2 (x (t)) (1.8)

avec : α = min (f (x (t))) ; β = max (f (x (t)))

ζ1 = f(x(t))−α
β−α ; ζ2 = β−f(x(t))

β−α
Exemple 1 .1. On considère le modèle non linéaire suivant :

ẋ1 (t) = −x1 + x2 sin (x1) + u (t)

ẋ2 (t) = −2x1 − 3x2

(1.9)

Si on transforme le système précédent en représentation d’état, on aura :

ẋ (t) = A (x (t))x (t) +B (t)u (t) (1.10)

avec : x (t) =

[
x1 (t)

x2 (t)

]
; A (x (t)) =

[
−1 sin (x1 (t))

−2 −3

]
; B =

[
1

0

]

Pour décrire ce système par un modèle flou de type T-S, en faisant appel au lemme1.1, On a

une seule non linéarité dans notre système : ς (t) = sin (x1 (t)) , par conséquence, −1 ≤ ς (t) ≤ 1.

Non considérons les fonctions non linéaires suivantes :

ζ1 (t) = 1−sin(x1(t))
2 ; ζ2 (t) = sin(x1(t))+1

2

Alors, le terme non linéaire ς (t) peut s’écrire de la manière suivante :

sin (x1 (t)) = ζ1 (−1) + ζ2 (1) (1.11)

Ainsi, le modèle T-S est donné sous sa forme compacte par :

ẋ (t) =
2∑
i=1

ζi (t) (Aix (t) +Bu (t)) (1.12)

où :

A1 =

[
−1 −1

−2 −3

]
; A2 =

[
−1 1

−2 −3

]
; B =

[
1

0

]
Nous considérons les conditions x (0) =

[
0.3 0.6

]T
et u (t) = 0 les réponses du système non

linéaire(1.9) et son correspond en modèle T-S (1.12) sont montrées dans la figure 1.1. D’après ces

résultats, on peut dire que le modèle T-S représente exactement le comportement du système non

linéaire.

Remarque 1.1. La décomposition en secteurs non linéaires n’est pas unique. En effet, un seul

système non linéaire peut être représenté par plusieurs modèles T-S selon les variables de prémisse

sélectionnées et la décomposition choisie.
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Figure 1.1: Réponses du système non linéaire et son modèle T-S

1.4 Descripteurs T-S

Dans cette section, on va présenter quelques notions de base sur les descripteurs T-S qu’ils

seront utilisés par la suite le long de cette thèse, ainsi que quelques résultats fondamentaux sur

la stabilité, l’observabilité, et la stabilisation des descripteurs par retour de sortie (SOF).En effet,

la représentation descripteur nous a permis de décrire beaucoup de modèles physiques écrits sous

forme ordinaire et dont l’exploitation nécessite l’ajout de contraintes statiques [Liapounoff, 1907],

et spécialement dans le cas des systèmes singuliers [Xu and Lam, 2006].

La première forme d’un modèle descripteur est donnée par [Liapounoff, 1907] :{
Eẋ (t) = Ax (t) +B (t)u (t)

y (t) = Cx (t)
(1.13)

où E ∈ Rn×n, A ∈ Rn×n, B ∈ Rnm, et C ∈ Rq×n sont des matrices réelles, x (t) ∈ Rn, y (t) ∈ Rq,

u (t) ∈ Rm représentent, respectivement, le vecteur d’état, le vecteur de sortie et le signal d’entrée

(commande). La matrice E ∈ Rn×n peut être le cas échéant singulière c.-à-d. rang (E) = δ < n.

L’obtention des modèles descripteurs T-S se fait de la même manière que les modèles T-S standard

[Tanaka and Wang, 2001] [Morere, 2001]. Ainsi une forme descripteur T-S plus générale a été donnée

par [Taniguchi et al., 2000] :
l∑

k=1

θk (ς (t))Ekẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biu (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Cix (t) +Diu (t))
(1.14)

où Ek ∈ Rn×n, Ai ∈ Rn×n, Bi ∈ Rn×m, et Ci ∈ Rq×n sont des matrices constantes, l et

r représentes le nombre des règles floues dans les deux parties gauche et droite respectivement.

θk (ς (t)) , ζi (ς (t)) sont les fonctions d’appartenances, qu’ils vérifient la propriété de sommes

convexes.

Dans la littérature, les modèles descripteurs des systèmes non linéaires font l’objet de plusieurs tra-

vaux dans ce qui concerne la stabilité, l’observabilité, et la stabilisation [Cobb, 1981] [Yoneyama and
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Chapitre 1. État de l’art sur les modèles Takagi-Sugeno, saturation et retard

Ichikawa, 1999] [Taniguchi et al., 2000] [Bouarar et al., 2010]. Dans [Bouarar, 2009] [Bouarar et al.,

2013], la stabilisation non quadratique des descripteurs T-S incertains a été étudiée, la synthèse

d’observateur a été développé dans [Chadli and Guerra, 2012] [Guerra et al., 2015], les conditions

de stabilisation ont été dérivées en présence de saturation dans [Dang et al., 2017] [Aouaouda and

Chadli, 2019] et en présences de défaut dans [Osorio-Gordillo et al., 2018], etc.

1.5 Stabilité des modèles T-S

L’étude de la stabilité des systèmes T-S est généralement basée sur la méthode directe de Lya-

punov [Liapounoff, 1907]. Le concept principal de cette méthode est fondé sur l’idée que si l’énergie

d’un système est continûment dissipée, au final le système va atteindre un point d’équilibre. L’étude

de la stabilité se fait lorsque le système n’est soumis à aucune excitation externe (u=0). Les résultats

proposés dans la littérature se diffèrent selon la forme de la fonction de Lyapunov choisit.

1.5.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Selon la théorie du Lyapunov, la stabilité d‘un système repose sur leur comportement dynamique

du point de vue de son énergie totale. Cette énergie est définie généralement par une fonction

positive V (x (t)) de l’état x du système. Le signe de sa dérivée temporelle dans un certain voisinage

du point d’équilibre donne une information sur la stabilité du système. Le principal résultat de la

théorie de stabilité de Lyapunov montre que pour un système autonome à temps continu ẋ = f (x),

l’origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il existe une fonction

positive vérifiant les conditions suivantes :
i) V (x (t)) > 0, ∀ x 6= 0

ii) V̇ (x (t)) < 0, ∀ x (t) ∈ Rn et x 6= 0

iii) V (0) = 0 et ‖x‖ → ∞, V (∞)→∞
(1.15)

L’emploi de la théorie de Lyapunov conduit à des conditions suffisantes de stabilité dont le

pessimisme dépend de la forme particulière imposée à une fonction V (x (t)). Selon les objectives

visées, cette forme dépend de la nature du système à étudier et on peut citer deux classes principales

de fonctions de Lyapunov, quadratique et non quadratique.

1.5.2 Fonction de Lyapunov quadratique

La forme quadratique de la fonction de Lyapunov est la plus utilisée par les chercheurs pour

étudier la stabilité et la stabilisation des modèles T-S. En effet, cette classe de fonction joue un rôle

très important dans la commande des système représentés par des modèles T-S à partir des travaux

de [Tanaka and Sugeno, 1992] [Wang et al., 1996] [Tanaka et al., 1996] [Chadli, 2002] [Akhenak,

2004] [Kruszewski, 2006] [Ichalal, 2009] [Saifia et al., 2012a] jusqu’à aux récents travaux : [Nguyen

et al., 2017] [Dang et al., 2017]L̇a forme d’une telle fonction est donnée par :

V (x (t)) = xT (t)Px (t) (1.16)

où P est une matrice symétrique définie positive.

D’autres formes de la fonction de Lyapunov ont été proposées afin de réduire le conservatisme dans

– 22 –
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les conditions LMIs. Effectivement, au cas où aucune information sur les fonctions d’appartenances

n’est prise en compte, les conditions LMI obtenues sont suffisants seulement, et par conséquence

conservatives. La réduction du conservatisme dans les conditions LMIs joue sur la forme de la

fonction de Lyapunov choisit, et/ou sur les théories de la relaxation des LMIs.

1.5.3 Moyens de la réduction de conservatisme

Pour permettre au lecteur d’appréhender les résultats proposés dans la suite de ce manuscrit,

cette section va dévoiler les différents moyens de réduction de conservatisme.

1.5.3.1 Choix de la fonction de Lyapunov

Les deux formes non quadratiques de la fonction de Lyapunov les plus utilisées, sont :

• Fonctions de Lyapunov continue par morceaux : il existe deux modèles dans cette

forme de fonctions. Le premier est utilisé uniquement dans le cadre des modèles T-S avec

des fonctions d’activation à support local borné. Ce type est proposé dans les travaux de

[Johansson, 1999] [Johansson et al., 1999] [Feng and Harris, 2001] [Feng, 2004]. son principe

consiste à partitionner l’espace d’état contenant l’origine
(
{Ξs}s∈I0 ⊆ Rn

)
, et la partition de

l’espace d’état ne contenant pas l’origine
(
{Ξs}s∈I1 ⊆ Rn

)
. Par conséquence, la fonction de

Lyapunov candidate est donnée par : V (x (t)) =
{
xT (t)Ps x (t) , x (t) ∈ {Ξs}s∈I0[

x (t) 1
]
P̄s

[
x (t) 1

]T
, x (t) ∈ {Ξs}s∈I1

(1.17)

avec I0 est l’index des régions de l’espace d’état contenant l’origine et I1 est l’index des régions

de l’espace d’état ne contenant pas l’origine.

Le deuxième type est pour les fonctions d’activation à support global, où la partition dans ce

cas est impossible à réaliser. Elle est donnée par [Chadli, 2002] [Chadli, 2006] :

V (x (t)) = max (V1 (x (t)) , V2 (x (t)) , . . . , Vr (x (t))) ,

Vi (x (t)) = xTPix, Pi ≥ 0, i ∈ Ir
(1.18)

• Fonctions de Lyapunov polyquadratiques : Ce type de candidate de fonction de Lyapu-

nov est basée sur l’interpolation de plusieurs fonctions quadratiques. La forme la plus connue

est [Mozelli et al., 2009a] [Bouarar et al., 2013] [Guerra et al., 2012] [Asemani and Majd,

2013] :

V (x (t)) = xT (t)P (ζ (ς (t)))x (t) (1.19)

avec P (ζ (ς (t))) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Pi

Notons que, si on remplace Pi par P , on revient au cas quadratique.

Dans le même sens des fonctions polyquadratiques, [Rhee and Won, 2006] [Mozelli et al.,
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2009a] ont proposés une nouvelle forme basée sur l’intégration de la fonction polyquadratique :

V (x (t)) = 2

�

Γ(0,x)

f (Φ) dΦ (1.20)

où : f (Φ) = P (ζ (ς (t))), et Γ (0, x) est une fonction de l’origine 0 à l’état actuel .

1.5.3.2 Lemmes de relaxation

Plusieurs solutions ont été proposées afin de réduire la source de conservatisme via de l’interac-

tion engendrée par les modèles croisés dans les LMIs. Parmi les schémas les plus satisfaisantes, on

cite :

Lemme 1.2. [Tanaka and Sano, 1994] Pour i ∈ Ir, j ∈ Ir, ∀ζi > 0, ∀ζj > 0, la condition
r∑
i=1

r∑
j=1

ζiζjΨij < 0 est vérifiée si les conditions suivantes le sont :

Ψii < 0 pour i ∈ Ir (1.21)

Ψij + Ψji < 0 pour i, j ∈ Ir, et i < j (1.22)

Lemme 1.3. [Tuan et al., 2001] Pour i ∈ Ir, j ∈ Ir, ∀ζi > 0, ∀ζj > 0, la condition
r∑
i=1

r∑
j=1

ζiζjΨij < 0 est vérifiée si les conditions suivantes le sont :

Ψii < 0 pour i ∈ Ir (1.23)

2

r − 1
Ψii + Ψij + Ψji < 0 pour i, j ∈ Ir, et 1 ≤ i 6= j ≤ r (1.24)

Lemme 1.4. [Xiaodong and Qingling, 2003] Pour i ∈ Ir, j ∈ Ir, ∀ζi > 0, ∀ζj > 0, la condition
r∑
i=1

r∑
j=1

ζiζjΨij < 0 est vérifiée si les conditions suivantes le sont :

Ψii > Θii pour i ∈ Ir (1.25)

Ψij + Ψji > Θij + Θji pour i, j ∈ Ir, et i < j (1.26)
Θ11 Θ12 · · · Θ1r

Θ21 Θ22 · · · Θ2r

...
...

. . .
...

Θr1 Θr2 · · · Θrr

 > 0 (1.27)

1.5.4 Stabilité quadratique des modèles T-S

Les conditions de stabilité dans cette section reposent sur la forme quadratique de la fonction

de Lyapunov (1.16). Pour un système T-S autonome, on peut écrire :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Aix (t) (1.28)
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Le modèle T-S (1.28) est globalement asymptotiquement stable V̇ (x) < 0, c’est-à-dire :

xT (t)

(
r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
ATi P + PAi

))
x (t) < 0 (1.29)

Le théorème suivant résume les conditions de stabilisation LMIs proposées par [Tanaka and Sugeno,

1992] :

Théorème 1.1. Le modèle T-S (1.28) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe une

matrice P = P T > 0 telles que :

ATi P + PAi < 0 ∀i ∈ Ir (1.30)

Remarque 1.2. Les conditions LMIs définies dans (1.30) sont très conservatives car elles ne

contiennent aucune information sur les fonctions d’appartenance, ce qui implique que ces conditions

sont seulement suffisantes. Pour surmonter ce problème, d’autres formes de fonctions de Lyapunov

peuvent être adoptées [Sala and Arino, 2007], par exemple la forme polyquadratique (1.19) ou la

forme continue par morceau (1.17).

1.5.5 Stabilité non quadratique des modèles T-S

Les conditions de stabilité dans ce cas sont dérivées à partir des fonctions de Lyapunov non-

quadratiques de forme polyquadratique ou continues par morceaux :

1.5.5.1 Stabilité non quadratique basée sur des fonctions polyquadratique

L’utilisation des fonctions polyquadratiques (1.19) conduit à l’apparition des dérivées tempo-

relles des fonctions d’appartenance dans les conditions de stabilité qui entraine la perte de la pro-

priété de convexité (dans le cas continu).Pour résoudre ce problème, plusieurs approches ont été pro-

posées. La solution consiste à supposer que les bornes des dérivées temporelles sont connues [Blanco,

2001] [Jadbabaie, 1999] [Tanaka and Wang, 2001] [Chadli, 2002] [Mozelli et al., 2009a]

Ainsi parmi les premier conditions de stabilisation non quadratiques proposées pour les modèles

T-S sont ceux de [Tanaka et al., 2003].

Théorème 1.2. [Tanaka et al., 2003] Supposons que
∣∣∣ζ̇k (t)

∣∣∣ ≤ αk, pour k ∈ Ir−1, le modèle T-S

(1.28) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0 telles que :

Pk ≥ Pr, k ∈ Ir−1 (1.31)

1

2

(
ATj Pi + PiAj +ATi Pj + PjAi

)
−

r−1∑
k=1

αk (Pk − Pr) < 0, i ≤ j (1.32)

Démonstration : voir [Tanaka et al., 2003]

D’autre conditions moins conservatives sont proposées par [Mozelli et al., 2009a] :

Théorème 1.3. [Mozelli et al., 2009a] Considérons les fonctions d’activation vérifiant
∣∣∣ζ̇i (t)

∣∣∣ ≤
αi, αi > 0, le modèle T-S 1.28 est asymptotiquement stable s’il existe des matrices symétriques
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N3 et Pi > 0, ∀i ∈ Ir, et des matrices N1, N2, telles que :{
Pi +N3 > 0

Υi > 0
(1.33)

avec :

Υi =

[
P∆ −N1Ai −ATi NT

1 (∗)
Pi −N2Ai −NT

1 N2 +NT
2

]
P∆ =

r∑
i=1

αi (Pi +N3)

Démonstration : voir [Mozelli et al., 2009a]

D’autres conditions moins conservatives ont été proposées aussi dans [Mozelli et al., 2009a] en

introduisant une matrice de relaxation présentée dans le théorème suivant :

Théorème 1.4. Considérons les fonctions d’activation vérifiant
∣∣∣ζ̇i (t)

∣∣∣ ≤ αi, αi > 0, l’équilibre

du modèle T-S (1.28) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0 et X telles

que :

Pi +X ≥ 0 (1.34)

r∑
k=1

αk (Pk +X) + 1
2

(
ATj Pi + PiAj +ATi Pj + PjAi

)
< 0, i ≤ j

∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir
(1.35)

Démonstration : [Mozelli et al., 2009a]

Dans le même sens, et afin d’éviter l’apparition des dérivées temporelles des fonctions d’ap-

partenance dans les conditions de stabilisation, les auteurs de [Rhee and Won, 2006] [Guelton,

2014] [Cherifi et al., 2018] ont proposé des conditions de stabilité en se basant sur la fonction de

Lyapunov définie à partir d’intégrale curviligne (1.20).

1.5.5.2 Stabilité non-quadratique basée sur des fonctions continues par morceaux

Comparant avec la forme quadratique (1.16), les conditions de stabilité obtenues à partir de

fonctions continues par morceaux (1.17) sont moins restrictives. Le premier travail enregistré dans

ce cadre, est ceux de [Johansson et al., 1999] où il a écrit les conditions de stabilité des modèles T-S

affines

(
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) + ai)

)
sous forme LMIs. Par la suite, une série des travaux

ont été proposés pour les systèmes T-S incertains discrets et affines [Feng et al., 2005] [Feng,

2004] [Zhang and Feng, 2008]. l’utilisation de la fonction définie par :

V (x (t)) = max (V1 (x (t)) , V2 (x (t)) , . . . , Vr (x (t)) ) , Vi (x (t)) = xTPix permet à [Chadli, 2002]

proposer les résultats suivants :

Théorème 1.5. [Chadli, 2002] le modèle T-S (1.28) est asymptotiquement stable, s’il existe des

matrices Pi = P Ti > 0, ∀i ∈ Ir et des scalaires τijk ≥ 0, telles que :

ATi Pj + PjAi +

r∑
k=1

ηijk (Pj − Pk) < 0, ∀ (i, j) ∈ I2
r (1.36)

Démonstration : voir [Chadli, 2002]
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Notant que si les fonctions d’activation sont à support global, l’approche se réduit à l’approche

quadratique [Chadli, 2002] [Chadli, 2006] [Saifia, 2013].

1.6 Stabilisation des modèles T-S

La stabilité en boucle fermée d’un modèle T-S peut être assurée par la synthèse d’une commande

conforme. Dans cette partie, nous présentons un tour d’horizon sur la synthèse de lois de commande

pour les systèmes T-S via l’approche quadratique et non quadratique.

1.6.1 Stabilisation quadratique

Cette section présente un résumé sur les résultats essentiels obtenu sur la stabilisation des

modèles T-S basant sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov quadratique (1.16).

1.6.1.1 Stabilisation quadratique par la commande PDC

Au premier lieu, la stabilisation des modèles T-S a été prouvée en se basant sur l’application

de commande PDC [Wang et al., 1996].Le principe de cette loi de commande est de concevoir un

régulateur par retour d’état linéaire relatif à chaque modèle local LTI. La loi de commande globale

est une interpolation des lois de commande linéaires locales par les mêmes fonctions d’activations

ζi (ς (t)) que celles du modèle T-S. La conception du contrôleur dans cette loi de commande consiste

à déterminer les matrices Ki ∈ Rn qui représentent les gains du contrôleur :

u (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Kix (t) (1.37)

Ainsi, le modèle T-S en boucle fermée via la commande PDC s’écrit comme suit :

ẋ (t) =
r∑
i=1

r∑
j=1

ζi (ς (t))ζj (ς (t)) (Ai +BiKj)x (t) (1.38)

ou en autre forme :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζ2
i (ς (t))Giix (t) + 2

r∑
i≺j

ζi (ς (t))ζj (ς (t))

(
Gij +Gji

2

)
x (t) (1.39)

Les conditions de stabilisations obtenues par [Tanaka et al., 1998] sont résumées dans le théorème

suivant :

Théorème 1.6. Le modèle T-S (1.4) est stable par la loi de commande (1.37), s’il existe une

matrice symétrique P = P T > 0 telle que :

GTiiP + PGii ≺ 0, ∀i ∈ Ir (1.40)

(
Gij +Gji

2

)T
P + P

(
Gij +Gji

2

)
≤ 0, i ≺ j (1.41)
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Démonstration : voir [Tanaka et al., 1998].

L’inconvénient principal de cette loi de commande est son conservatisme, car basée sur un retour

d’état (non disponible dans la pratique). Pour résoudre ce problème, plusieurs approches ont été

développées dans ce sens, par exemple la commande SOF (static output feedback) a été étudiée

ces derniers années [Chadli, 2002] [Saifia et al., 2012a] [Nguyen et al., 2017]. Une autre solution

consiste à utiliser des observateurs pour les états non mesurables [Guerra et al., 2015] [Asemani

and Majd, 2013] [Aouaouda et al., 2014].

1.6.1.2 Stabilisation quadratique par la commande SOF (Static Output Feedback)

On s’intéresse dans cette partie à la commande par retour de sortie statique (SOF). Différemment

aux autres lois de commande par retour de sortie dynamique, où le coût de calcul s’augmente

considérablement, la commande SOF ne nécessite pas la résolution d’un système d’équations en

ligne (le calcul des gains se fait en off-line). Par ailleurs, cette approche présente une solution

adéquate pour le problème de l’indisponibilité des mesures de certains états du système. Dans le

cadre des modèles T-S, la loi de commande SOF est donnée par :

u (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Kiy (t) (1.42)

en boucle fermée, le système T-S (1.4) devient :

ẋ (t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

ζi (ς (t))ζj (ς (t)) Ḡijx (t) (1.43)

avec : Ḡij = Ai +BiKjC

La substitution de la matrice Gij dans Théorème 1.6. par la matrice Ḡij (commande PDC), nous

donne les conditions de stabilisation SOF. Les inégalités matricielles obtenues lors de ce changement

sont des BMI (bilinear matrix inéquality) car la méthode du changement de variable est inapplicable

ici. Pour résoudre ces inégalités, [Chadli, 2002] a proposé une formulation LMI sous l’hypothèse

que la matrice C est de plain rang ligne. Les conditions de stabilisation résultantes sont données

par le théorème suivant :

Théorème 1.7. [Chadli, 2002] s’il existe une matrice symétrique Q > 0, Wij et des matrices Fi

et V telles que :

AiQ+BiFiC + (∗) +Wii < 0, ∀i ∈ Ir (1.44)

(Ai +Aj)Q+ (BiFj +BjFi)C + (∗) + 2Wij ≤ 0, ∀ (i, j) ∈ I2
r i < j (1.45)

W11 W12 . . . W1r

. W22 . . . W2r

...
...

. . .
...

W1r . . . . . . Wrr

 > 0 (1.46)

V C = CQ (1.47)

Alors, le système en boucle fermée (1.43) est globalement asymptotiquement stable.
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Démonstration : voir [Chadli, 2002].

L’égalité (1.47) peut être approximer par des conditions LMIs avec la minimisation d’un variable

supplémentaire λ telles que : [
λI V C − CQ
∗ λI

]
≥ 0 (1.48)

Remarque 1.3. les conditions de stabilisation LMI proposées dans Théorème 1.7. ne sont pas

strictes. En effet, l’égalité V C = CQ est approximé selon une variable supplémentaire. Cette

problématique a été traitée par [Bouarar et al., 2010] à travers l’utilisation d’une augmentation du

modèles T-S en forme descripteur.

1.6.2 Stabilisation non quadratique

Dans cette section, nous présentons d’autres résultats de stabilisation des modèles T-S en se

basant sur des fonctions de Lyapunov non quadratiques.

1.6.2.1 Stabilisation non quadratique par la commande PDC

a. Fonction de Lyapunov polyquadratique : La formulation de conditions de la stabilisation

via la candidate de Lyapunov polyquadratique (1.18) en terme LMIs exige l’existence a priori

des bornes sur les dérivées de fonctions d’activation [Guerra and Vermeiren, 2004] [Mozelli

et al., 2009b] [Tanaka et al., 2003] [Bouarar et al., 2013], etc. Parmi nombreux résultats

développés dans ce sens, on cite le travail de [Mozelli et al., 2009b] qui est résumé dans le

théorème suivant :

Théorème 1.8. [Mozelli et al., 2009a] Considérons que ζi (ς (t)) vérifiant la condition∣∣∣ζ̇i (ς (t))
∣∣∣ ≤ φi avec φi ≥ 0. Le système T-S (1.4) est asymptotiquement stable par la loi

de commande (1.37), s’il existe un scalaire τ , des matrices symétriques Υ et Ti, et des ma-

trices X, Ψj ∀i ∈ Ir, j ∈ Ir, telles que :
Ti > 0, ∀i ∈ Ir

Ti + Υ > 0, ∀i ∈ Ir
Ξij < 0, Ξ̄ij < 0, ∀i < j ∈ Ir

(1.49)

avec :

Ξij =

[
Tϕ −AiXT −XATi +BiΨ

T
j + ΨjB

T
i ∗

Ti − τ
(
AiX

T −BiΨT
j

)
+X τ

(
X +XT

) ]
Tϕ =

r∑
i=1

φi (Ti + Υ), Ξ̄ij = Ξij + Ξji

Démonstration : voir [Mozelli et al., 2009a]

L’apparition des dérivées temporelles de fonctions d’activation dans les conditions de stabilisa-

tion, représente un défi pour les chercheurs. Pour surmonter ce problème, d’autres travaux sont

menés à bien de développer des LMIs indépendant des dérivée des fonctions d’appartenances,

ces condition LMI sont obtenues via des fonctions de Lyapunov à intégrale curviligne [Cherifi

et al., 2018] [Cherifi et al., 2019] [Guelton, 2014].
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b. Fonction d’intégrale curviligne : Les conditions de stabilisation dérivées par la fonction

de Lyapunov définie à partir d’intégrale curviligne (1.20) (indépendante du chemin parcouru)

ont été proposées premièrement sous forme d’Inégalités Matricielles Bilinéaires (BMI) [Rhee

and Won, 2006]. Cependant,ces BMI ne permettent pas de garantir une optimisation convexe

globale, de nombreux travaux ont été réalisés afin d’obtenir des conditions LMIs [Guelton,

2014] [Liu et al., 2013] [Márquez et al., 2013] [Mozelli et al., 2009a] [Tognetti et al., 2011]

[Cherifi et al., 2018] [Cherifi et al., 2019]. Parmi les premiers résultats proposés est celui

de [Mozelli et al., 2009b] résumé dans le théorème suivant :

Théorème 1.9. [Mozelli et al., 2009a] :

Le modèle T-S (1.4) est asymptotiquement stable par la loi de commande (1.37), s’il existe

un scalaire τ , des matrice symétriques Ti > 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir, et des matrices Ψj , X̄,

telles que : {
∆̄ij < 0 ∀i < j ∈ Ir

∆ii < 0 ∀i ∈ Ir
(1.50)

avec : ∆ii =

[
−AiX̄ − X̄ATi +BiΨ

T
j +BT

j Ψj ∗
Ti − τ

(
AiX̄

T −BiΨT
j

)
+ X̄ τ

(
X̄ + X̄T

) ]

Démonstration : voir [Mozelli et al., 2009a]

Remarque 1.4. Récemment, l’application du concept de D-stabilité avec une candidate de Lya-

punov non quadratique, a permet à [Cherifi et al., 2019] d’obtenir des conditions LMIs en tenant

en compte les spécifications de la boucle fermée.

1.6.2.2 Stabilisation non quadratique par la commande SOF

Généralement, La plus part des résultats proposés sont basés sur des fonctions quadratiques.

En revanche, peu d’études ont été consacrées à la synthèse d’une lois de commande SOF par des

fonctions polyquadratiques. En particulier, dans [Bouarar, 2009], les auteurs ont développé des

conditions de stabilisation non quadratiques pour les modèles par une loi de commande SOF sous

la forme suivante :

u (t) =

(
r∑
i=1

ζi (ς (t))Li

)(
r∑
i=1

ζi (ς (t)) Ωi
1

)−1

y (t) (1.51)

dite commande non-PDC SOF.

Théorème 1.10. [Bouarar, 2009] :

Le système T-S (1.4) est asymptotiquement stable par la commande non quadratique-SOF (1.51),

s’ils existe, pour tout i, j ∈ Ir, des matrices Ωj
1 = ΩT

1j
� 0, Ωj

5, Ωj
7, Ωj

8, Li, telles que les conditions

LMI suivantes sont satisfaites, pour i = Ir, 1 ≤ i 6= j ≤ r et k ∈ Ir−1 :
Υii < 0

1
1−rΥij + 1

2 (Υij + Υji) < 0

Ωk
1 − Ωr

1 ≥ 0

(1.52)

où :
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Υij =


AiΩ

j
1 +BiΩ

j
7 + (∗)−

r−1∑
k=1

φk
(
Ωk

1 − Ωr
1

)
(∗) (∗)

Ωj
8

T
BT
i + CiΩ

j
1 −Ωj

5 − Ωj
5

T
(∗)

Ωj
9B

T
i − Ωj

7 Li − Ωj
8 −Ωj

9 − Ωj
9

T


avec φk est la borne inférieure de la dérivée de la fonction d’activation ζ̇k (ς (t)).

Démonstration : Voir [Bouarar, 2009].

Plus récent, des nouvelles conditions de stabilisation SOF pour les modèles T-S discret via

l’approche descripteur ont été proposées dans [Chadli and Guerra, 2012], en tenant en compte

l’incertitude sur la sortie y(t) :

Considérant le modèle T-S discret suivant :
x (t+ 1) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Âix (t) + B̂iu (t)

)
y (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))Ĉix (t)
(1.53)

avec : Âi = Ai + ∆Ai, B̂i = Bi + ∆Bi, Ĉi = Ci + ∆Ci .

Les conditions de stabilisation sont données dans le théorème suivant :

Théorème 1.11. [Chadli and Guerra, 2012] Le modèle T-S (1.53) est Asymptotiquement stable

via la commande SOF (1.42), s’il existe des matrices Pi1 > 0, Pi2, Pi3, G
k
i1, G

k
i2, H

k
i1, H

k
i2, Ni, une

matrice non singulière G3, telles que les LMIs suivantes sont satisfaites pour tous (i, j, k) ∈ Ir, i 6=
j :

Σk
ii < 0 (1.54)

2

r − 1
Σk
ii + Σk

ij + Σk
ji ≤ 0 (1.55)

avec :

Σk
ij =

[
Γkij + εkEij1 Ekij2

(∗) εkI

]

Ekij1 =

 F TaiFaj + F TciFcj 0 0

(∗) F TbiFbj 0

(∗) (∗) 0

 , Ekij1 =


Gkj1Dai Gkj1Dbi JNiDcj

Gkj2Dai Gkj2Dbi NiDcj

Hk
j1Dai Hk

j1Dbi JNiDcj

Hk
j2Dai Hk

j2Dbi NiDcj



Γkij =


Γkij1 Γkij2 Γkij3

(
Hk
j2Ai +NiCj

)T
− JG3

(∗) Γkij4 Γkij5

(
Hk
j2Bi −G3

)T
−G3

(∗) (∗) Γkij6 Pk2 − JG3 −HT
j2

(∗) (∗) (∗) Pk2 −G3 −GT3

 ,
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Γkij1 = Gkj1Ai + JNiCj +
(
Gkj1Ai + JNiCj

)T
Γkij2 = Gkj1Bi + JG3 +

(
Gkj2Ai +NiCj

)T
Γkij3 = Gkj2Bi −G3 +

(
Gkj2Bi −G3

)T
Γkij4 =

(
Hk
j1Ai + JNiCj

)T
−Gkj1

Γkij5 =
(
Hk
j1Bi + JG3

)T
−Gkj2

Γkij5 = Pk1 −Hk
j1 −Hk

j1
T

Ki = G−1
3 Ni, et J ∈ Rn×m une matrice arbitraire.

Démonstration : Voir [Chadli and Guerra, 2012].

Remarque 1.5. Notons que, les théorèmes présentés dans cette thèse donnent principalement des

conditions de stabilisation dans le cadre des systèmes non linéaires décrits par les modèles T-S

continus à l’exception de quelques résultats sont exposés pour la classe des modèles T-S discrets

(comme le précédent [Chadli and Guerra, 2012]) vu le manque des travaux dans ce contexte dédiées

aux systèmes T-S continus.

1.7 Stabilisation des modèles T-S incertains et perturbés

La représentation des systèmes physiques par des modèle T-S n’est pas toujours idéale. En effet,

l’inclusion des incertitudes et des perturbations sont indispensables. Dans ce qui suit, on s’intéresse

à l’incertitude structurée et d’une perturbation bornée en norme. On considère le modèle T-S

continu incertain et perturbé suivant :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Âix (t) + B̂wiw (t) + B̂iu (t)

)
z (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Ĉ1ix (t) + D̂wiw (t) + D̂iu (t)

) (1.56)

où : z (t) ∈ R est le vecteur de la sortie à contrôler, w (t) ∈ J2 est la perturbation externe, avec :

J2 = {w ∈ Rn |‖w‖2 ≤ w̄, w̄ > 0},
Âi = Ai + ∆A, B̂wi = Bwi + ∆Bw, B̂i = Bi + ∆Bi,

Ĉ1i = C1i + ∆C1, D̂wi = Dwi + ∆Dw, D̂i = Di + ∆Di,[
∆A ∆Bw ∆B

]
= ΓΘ

[
NA NBw NB

]
,[

∆C1 ∆Dw ∆D
]

= ΓzΘ
[

NC1 NDw ND

]
D’où Γ, Γz, NA, NBw , NBu , NC1 , NDw , NDu sont des matrices constantes avec des dimensions

appropriés et ΘT (t) Θ (t) ≤ I.

Remarque 1.6. Le système (1.56) représente le cas général qui englobe les modèles T-S soumis

à des perturbations externe et aux incertitudes. Par la suite l’utilisation du critère H∞ pour la

stabilisation des modèles T-S perturbé seulement, représente un cas particulier des résultats donnés

au-dessous.

Cependant, pour garantir l’atténuation de l’effet de perturbation externe, le critère H∞ est

utilisé, l’idée de base de ce critère est de minimiser la norme dite H∞ définie comme suit :
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Définition 1.1. [Boyd et al., 1994] On appelle norme H∞ du transfert Υzw entre z (t) et w (t) :

‖Υzw‖∞ = sup
w(.)6=0

‖z (.)‖2
‖w (.)‖2

(1.57)

où ‖ . ‖2 représente la norme au carrée d’une grandeur variable.

Définition 1.2. [Boyd et al., 1994] On appelle taux d’atténuation ou taux de performance H∞
du transfert Υzw le scalaire positif γ minimisant l’inégalité :

‖z (.)‖22 < γ ‖w (.)‖22 (1.58)

où : ‖z (t)‖ =
T�
0

z(τ)T z (τ) dτ

1.7.1 Stabilisation H∞ quadratique des modèles T-S incertains et perturbés

Cette section est consacrée à la stabilisation H∞ des systèmes non linéaires incertains et per-

turbés décrits par des modèles T-S via les lois de commande PDC SOF et la candidate de Lyapunov

quadratique (1.16).

1.7.1.1 Stabilisation H∞ quadratique par la commande PDC

On considère le modèle T-S incertain perturbé suivant :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Âix (t) + B̂wiw (t) + B̂iu (t)

)
z (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Dwiw (t) +Diu (t))
(1.59)

avec Âi, B̂wi, B̂i sont définies à 1.56,[
∆Ai ∆Bwi ∆Bi

]
= HΘ

[
E1i E2i E3i

]
, H, E1i, E2i, E3i sont des matrices données avec

des dimensions compatibles et ΘT (t) Θ (t) ≤ I.

Les premiers résultats sur la stabilisation H∞ des modèles T-S via une fonction de Lyapunov

quadratique a été proposés par [Lee et al., 2001]. Ces résultats sont donnés par le suivant théorème :

Théorème 1.12. [Lee et al., 2001] :

Le système en boucle fermée composé par le modèle T-S (1.59) et la loi de commande (PDC)

(1.37) est asymptotiquement stable avec un taux de décroissance κ de la fonction de Lyapunov

et d’atténuation des perturbations γ pour les incertitudes admissibles, s’il existe une matrice Q =

QT > 0, ∀i ∈ In, des matrices Fj et un scalaire ε > 0 telles que les conditions suivantes sont

satisfaites : {
Ψii ≺ 0

Ψij + Ψji ≺ 0
, i < j,j ∈ Ir−1 (1.60)

avec :

– 33 –
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Ψij =


AiQ+BiFj + (∗) + (AjQ+BjFi) + (∗) + 4κQ ∗ ∗ ∗ ∗

2ε−1HT 2ε−1I ∗ ∗ ∗
BT
wi +BT

wj 0 −2γ2I ∗ ∗
(E1iQ+ E1iFj) + (E1jQ+ E1jFi) 0 E2i + E2j −2ε−1I ∗
(C1iQ+DiFj) +

(
C1jQ+DjFi

)
0 Dwi +Dwj 0 −2I


Démonstration : Voir [Lee et al., 2001].

Depuis ces conditions sont obtenues via une fonction quadratique de la forme (1.16), alors sont

conservatives. Dans ce contexte, de nouveaux travaux ont été menés afin de donner des conditions

moins conservative via un fonction de Lyapunov à intégrale curviligne [Pan et al., 2012], où les

informations sur les fonctions d’appartenance sont pleinement utilisées, et les résultats donnés ne

dépendent pas de la dérivée temporelle de ces fonctions. plus récent, [Márquez et al., 2016] ont

proposés une nouvelle formulation de fonction polyquadratique de Lyapunov, les résultats donnés

dans ce cas, ne dépendent pas de la dérivée temporelle des fonctions d’appartenance .

1.7.1.2 Stabilisation H∞ quadratique par retour de sortie des modèles T-S incertains

et perturbés

La stabilisation SOF des modèles T-S incertains via la technique H∞ a été présenté dans [Lo

and Lin, 2003] pour le cas continu. Les résultats obtenus sont présentés au théorème suivant :

Théorème 1.13. [Lo and Lin, 2003] Le système en boucle fermée composé par le système T-S

(1.59) et la commande SOF (1.42) est asymptotiquement stable avec un taux d’atténuation des

perturbations γ pour les incertitudes admissibles, s’il existe une matrice Q = QT > 0, ∀i ∈ In, des

matrices Fj et des scalaires ε1, ε2, solution du problème d’optimisation suivant :{
Ψii < 0

Ψij + Ψji ≤ 0, i < j,j ∈ Ir−1

(1.61)

avec :

Ψij =



(Ai +BiFjC2)TP + (∗) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

C1i +DiFjC2 DT
wi −I ∗ ∗ ∗ ∗

ε1M
TP 0 0 −ε1I ∗ ∗ ∗

NAi + NBuikjC2 NBwi 0 0 −ε1I ∗ ∗
0 0 ε2Mz 0 0 −ε2I ∗

NC1i + NDikjC2 NDwi 0 0 0 0 −ε2I


Démonstration : Voir [Lo and Lin, 2003].

Remarque 1.7. Les résultats issus du théorème (1.13) ne couvre pas le cas générale, où la sortie

est multiple et incertain [Chadli and Guerra, 2012]. Dans ce sens, des nouvelles conditions moins

conservative ont été données par [Kau et al., 2007] :

Théorème 1.14. [Kau et al., 2007] Le système en boucle fermée composé par le système T-S (1.59)

et la commande SOF (1.42) est asymptotiquement stable avec un taux d’atténuation des perturba-

tions γ pour les incertitudes admissibles, s’il existe des matrices, P > 0, Nj , Yiii, (i = 1, . . . , r) , Yjii =
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Y T
jii , Yiji, (i = 1, . . . , r; j 6= i; j = 1, . . . , r), Yij` = Y T

`ji, Y
T
j`i, Y

T
`ij ,

(i = 1, . . . , r − 1; j = i+ 1, . . . , r − 1; ` = j + 1, . . . , r), εxij`, ε
z
ij`, ((i, j, `) = 1, . . . , r) , et une ma-

trice non singulière M , telles que :

Ψciii < Yiii, i = 1, . . . , r (1.62)

Ψciij + Ψciji + Ψcjii ≤ Yiij + Yiji + Y T
iij ,

i = 1, . . . , r; j 6= i; j = 1, . . . , r
(1.63)

Ψcij` + Ψci`j + Ψcji` + Ψcj`i + Ψc`ij + Ψc`ij ≤ Yij` + Yi`j + Yji` + Y T
ij` + Y T

i`j + Y T
ji`,

i = 1, . . . , r − 2; j = i+ 1, . . . , r − 1; ` = j + 1, . . . , r
(1.64)


Y1i1 Y1i2 . . . Y1ir

Y2i1 Y2i2 . . . Y2ir

...
...

. . .
...

Yri1 Yri2 · · · Yrir

 ≤ 0, i = 1, . . . , r (1.65)

MCj = CjP, j = 1, . . . , r (1.66)

où :

Ψcij` =



((AiP +BiNjC`) + (∗)) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

C1iP +DiNjC` Dwi −I ∗ ∗ ∗ ∗
εxij`H

T
x 0 0 −εxij`I ∗ ∗ ∗

Ex1iP + Ex3iNjC` Ex2i 0 0 −εxij`I ∗ ∗
0 0 εzij`H

T
z 0 0 −εzij`I ∗

Ez1iP + Ez3iNjC` Ez2i 0 0 0 0 −εzij`I


Kj = NjM

−1

Démonstration : Voir [Kau et al., 2007]

1.7.2 Stabilisation H∞ non quadratique des modèles T-S incertains et perturbés

1.7.2.1 Stabilisation H∞ non quadratique par la commande PDC

Dans cette partie, on va présenter la stabilisation des modèles T-S continus perturbés via la

fonction polyquadratique.

Soit le modèle T-S de la forme :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Bwiw (t) +Biu (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diu (t))
(1.67)

En se basant sur les expressions nulles suivantes :

2
[
xT (t)M + ẋ (t)M

] ẋ (t)−
r∑
i=1

ζi (ς (t))Ai −Bi
r∑
j=1

ζi (ς (t)) kjx (t)−Bwi
r∑
j=1

ζi (ς (t))w (t)

 = 0

(1.68)
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[Pan et al., 2012] ont déterminé les conditions suffisantes de stabilisation H∞ suivantes :

Théorème 1.15. [Pan et al., 2012] Soit le scalaire τ > 0, le système en boucle fermée (1.67) est

asymptotiquement stable avec un taux d’atténuation des perturbations γ, et un gain de commande

kj = ΨT
j X, s’il existe des scalaires εij satisfaisant ζiζj − ζ̄iζ̄j − εij ≥ 0 et des matrices Γ,

Ti > 0 ∀i ∈ Ir, Wij ∀ (i, j) ∈ I2
r , X, Ψj ∀j ∈ Ir telles que :

Ti > 0 ∀i ∈ Ir
Πji + Πij +Wij +Wji + 2Γ < 0 ∀ i < j ∈ Ir
r∑
i=1

r∑
j=1

((
ζ̄iζ̄j + εij

)
(Πij +Wij) + 2εijΓ

)
< 0

(1.69)

avec :

Πij =


−AiXT +BiΨ

T
i + (∗) ∗ ∗ ∗

−C1iX
T +DwiΨ

T
j −I ∗ ∗

T− τAiXT + τBiΨ
T
j +X 0 τ

(
X +XT

)
∗

−BT
wi 0 −τBT

wi −γ2I


et ζ̄i est une fonction d’activation utilisée pour approximer la fonction ζi en une fonction continue.

Démonstration : voir [Pan et al., 2012].

1.7.2.2 Stabilisation H∞ non quadratique par la commande SOF

En se Basant sur une fonction polyquadratique, les auteurs [Bouarar et al., 2010] [Bouarar et al.,

2013] et [Pan et al., 2011] ont donné les conditions de stabilisation via la commande non PDC-SOF.

Le théorème suivant résume les résultats obtenus par [Bouarar et al., 2013] :

Théorème 1.16. [Bouarar et al., 2013] Pour tout k ∈ Ir, φk est la borne inferieure de la dérivée

de la fonction d’appartenance ζ̇k (ς). Le système T-S (1.59) est asymptotiquement stable avec

la commande non-quadratique SOF 1.51, avec un taux d’atténuation des perturbations γ, s’il

y a pour tout combinaison i ∈ Ir, 1 ≤ i 6= j ≤ r, et k ∈ Ir des matrices Ω1
j =

(
Ω1
j

)T
>

0, Ω5
j , Ω7

j , Ω8
j , Ω9

j , Li, Rij , et des scalaires positifs, µ1a
ij , µ

1c
ij , µ

7d
ij , µ

8b
ij , µ

8d
ij , µ

9b
ij et µ

9d
ij , telles que

les LMIs suivantes sont satisfaites :

min γ > 0 tel que :
θij > 0

1
r−1θii + 1

2 (θij + θji) < 0

Ω1
k +Rij ≥ 0

(1.70)

Où :

θij =



Υ̃ij + H̃ij (∗)
0 (∗)

(∗) (∗)
0 0

Z̃ij −P̃ij 0 0

0 Ω5
j 0

F Ti GTi 0

0

0

−I 0

0 −γI
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H̃ij =


H̃11 0 0

0
(
µ8d
ij + µ9d

ij

)
Hd
i

(
Hd
i

)T
0

0 0 0


H̃11 = µ1a

ij H
a
i (Ha

i )T +
(
µ7b
ij + µ8b

ij + µ9b
ij

)
Hb
i

(
Hb
i

)T
+ µ1c

ijH
c
i (H

c
i )
T + µ7d

ij H
d
i

(
Hd
i

)T

Z̃ij =



Na
i Ω1

j 0 0

N b
i Ω7

j 0 0

0 N c
i Ω1

j 0

0 N b
i Ω8

j 0

0 Nd
i Ω7

j 0

0 Nd
i Ω8

j 0

0 0 N b
i Ω9

j

0 0 Nd
i Ω9

j


P̃ij = diag

[
µ1a
ij I µ7b

ij I µ1c
ij I µ8b

ij I µ7d
ij I µ8d

ij I µ9b
ij I µ9d

ij I
]

et Υ̃ij est définie dans Théorème 1.10.

Démonstration : voir [Bouarar et al., 2013].

Remarque 1.8. Les conditions du théorème précédent dépendent des dérivées des fonctions d’ap-

partenances, donc elles nécessitent la connaissance à priori des bornes de ces dérivées. La solution

dans ce cas consiste soit à l’utilisation d’une fonction de Lyapunov à intergrale curviligne (1.20),

où par l’emploi d’une nouvelle forme non quadratique de la candidate de Lyapunov (voire chapitre

3).

1.8 Modèles T-S et phénomène de saturation

Cette section a pour objective de rappeler les notions de base sur la conception de lois de

commande pour les modèles T-S en présence de saturation.

1.8.1 Phénomène de saturation

Le phénomène de saturation est très connu dans le domaine technologique, il peut figurer en plu-

sieurs types, tout dépend du champ d’application du système. Quel que soit sa nature, symétrique

ou non, on peut séparer la non-linéarité en quatre types : saturation d’actionneur, saturation de

capteur, saturation imbriquée, saturation en vitesse de signal de commande (taux du signal), etc.

1.8.1.1 Saturation d’actionneurs

La saturation d’actionneurs est généralement constatée dans les applications où des mesures de

sécurité ont été appliquées sur le signal d’entrée, ou l’effort fourni par l’actionneur est physiquement

limité.

Nous définissons le maximum et le minimum du signal de commande u (t) par ū et u , respective-

ment. La fonction non linéaire de la saturation pour un signal de commande u(t) est définie comme
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Chapitre 1. État de l’art sur les modèles Takagi-Sugeno, saturation et retard

suit :

sat (u (t)) =


u (t) si u ≤ u (t) ≤ ū
ū si u (t) > ū

u si u (t) > u

(1.71)

et elle est décrit par la Figure 1.2 :

Figure 1.2: Fonction de saturation

1.8.1.2 Saturation de capteurs

La saturation de capteur peut être modélisée seulement dans le cas où le signal de sortie est

connu. Dans ce cas, la fonction signe peut être modélisé par une fonction de saturation avec un

gradient raide [Tarbouriech et al., 2011].

Comparativement au cas de d’actionneur, les systèmes soumis à la saturation de capteur ont été

moins étudies dans la littérature [Kaliora and Astolfi, 2004] [Cao and Lin, 2003]. La différence

principale entre les deux problèmes c’est que, dans le cas de capteurs on aura seulement la sortie

saturée, par contre les deux formes saturée et non de l’entrée sont disponible dans le cas de la

saturation d’actionneur.

1.8.1.3 Saturation en vitesse (rate saturation)

La saturation en vitesse du signal de commande a une importance particulière dans les systèmes

mécanique où l’inertie dans divers composants de l’actionneur l’empêche de se déplacer très rapi-

dement limitant ainsi la vitesse du signal de commande fourni [Lin, 1997] [Nguyen and Jabbari,

2000] [Stoorvogel and Saberi, 1999].
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1.8.1.4 Saturations imbriquées

De son nom cette saturation envisage l’implication de deux types ou plus des saturations dis-

cutées précédemment.

Remarque 1.9. Dans ce qui suit, on s’intéresse aux saturations d’actionneurs. Pour plus de détaille

sur les autres types, le lecteur peut se référer au livre de Tarbourieche [Tarbouriech et al., 2011] et

ses références.

1.8.2 Modélisation de la saturation

L’effet de la saturation sur un système peut se modéliser de plusieurs manières : par non-linéarité

de secteur (zone morte) [da Silva, 1997], par diviser l’état par région de saturation, ou bien par

une représentation polytopique. On s’intéresse dans notre manuscrit à la modélisation polytopique.

Pour les autres modèles, les intéressés peuvent se référer aux travaux de [Tarbouriech et al., 2011].

1.8.2.1 Modélisation polytopique

Premièrement une forme a été proposée pour la commande par retour d’état linéaire [da Silva,

1997] :

Soit la commande définie par :

u (t) = Kx (t) (1.72)

Par conséquence :

sat (ui) = sat (kix) = gi (x) kix (1.73)

avec

gi (x) =


ūi/kix si kix > ūi

1 si − ūi ≤ kix ≤ ūi
−ūi/kix si kix < −ūi

(1.74)

et donc par définition :

0 < gi (x) < 1

∀i ∈ Im, u = sat (Kx) = G (x)Kx
(1.75)

avec G (x) est une matrice diagonale, et gi (x) sont leurs composant.

On suppose que l’état x du système reste dans un ensemble compact ε incluant l’origine. Donc, il

existe une borne inférieure pour chaque composante gi (x), gi = min {gi (x) , ∀x ∈ ε}. Pour tout

i ∈ Im, on peut définir alors 2m matrices diagonales Gs pour s ∈ I2m . En utilisant l’inclusion

différentielle [Boyd et al., 1994], on peut écrire (1.74) sous la forme suivante :
sat(u) =

2m∑
s=1

αsGsKx

2m∑
i=1

αs = 1, 0 ≤ αs ≤ 1

(1.76)

Par la suite, l’utilisation de la représentation en zone morte, le lemme suivant de [Hu et al., 2002] et

– 39 –
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l’inclusion de [Boyd et al., 1994] a permet au [Kim et al., 2009] [Cao and Lin, 2003] de développer

une autre forme polytopique. Cette forme est la plus utilisée dans la littérature.

Lemme 1.5. [Hu et al., 2002] Soit ψ (.) un opérateur non linéaire constitué de m fonctions

normalisées de type zone morte. Soit |vj | < ū ∈ Rm avec i ∈ Im pour tout vecteur, il existe une

matrice avec ∆ = diag (λ1, λ2, . . . , λm) et λi ∈
[

1 0
]
, i ∈ Im telle que :

ψ (u) = (Im −∆) (u− v) (1.77)

Si l’on pose v = Y x (.) avec Y ∈ Rmm. Comme la matrice appartient à un polytopeconstitué de 2m

sommets définis par :

E = diag (λ1, λ2, . . . , λm) , λi ∈
[

1 0
]
, i ∈ Im (1.78)

Basant sur le lemme précédent la nouvelle forme polytopique est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.6. [Kim et al., 2009] Soit E est un ensemble dem×mmatrices diagonal dont les éléments

diagonaux sont 1 ou 0, supposons que |vi| < ūi, i ∈ Im où vi et ui désignant respectivement l’iem

élément de v ∈ Rm et de u ∈ Rm, si x ∈ r∩
j=1

Υ (Yj) , x ∈ Rn alors :

sat (u, ū) =
2m∑
s=1

αs
(
Esu+ Ēsv

)
2m∑
i=1

αs = 1 0 ≤ αs ≤ 1

v =
r∑
j=1

ζj (ς)Hjx

(1.79)

avec :

Υ (Hj) =
{
x ∈ Rn/

∣∣∣hjix∣∣∣ ≤ ūi} (1.80)

et Es indique un élément de E, Ēs = I − Ēs, Yj est une matrice de dimension m × n et hji est

l’ième colonne de la matrice Hj .

1.8.3 Saturation Symétrique et non symétrique

Bien que de nombreux résultats dans la littérature considèrent la saturation symétrique des

actionneurs [Saifia et al., 2012a] [Saifia et al., 2012b] [Saifia et al., 2011] [Kim et al., 2009] [Cao and

Lin, 2003] , très peu de résultats de recherche ont été consacrés à la saturation asymétrique [Li and

Lin, 2018] [Li and Lin, 2016]. Dans le cas de la saturation asymétrique, il existe deux méthodes de

représentation, soit par une transformation de la saturation asymétrique en saturation symétrique

[Benzaouia et al., 2014].ou par la division de la région de saturation en plusieurs sous-région où la

saturation est symétrique [Li and Lin, 2018] [Li and Lin, 2016] [Nasri et al., 2019c] [Houda et al.,

2020].

1.8.3.1 Méthode de transformation

Soit un signal de commande saturé entre deux bornes asymétriques :

u ≤ u (t) ≤ ū (1.81)
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Pour rendre cette inégalité symétrique, il suffit de soustraire le terme u+ū
2 comme suit :

u− u+ ū

2
≤ u (t)− u+ ū

2
≤ ū− u+ ū

2
(1.82)

Le nouveau signal de commande σ (t) = u (t)− u+ū
2 peut s’écrit sous forme symétrique comme suit :

−σ̄ ≤ σ (t) ≤ σ̄ (1.83)

tel que : σ̄ = ū (t)− u+ū
2

1.8.3.2 Méthode de la division en sous régions

Le principe de base de cette méthode est de diviser l’espace d’entrée en sous régions, de manière

que la saturation asymétrique est considérée comme symétrique dans chaque région.

Considérant maintenant

satū,u (u (t)) =
[
satū1,u1 (u1 (t)) satū2,u2 (u2 (t)) . . . satūm,um (um (t))

]T
, la fonction de sa-

turation asymétrique définie pour chaque j ∈ Im est donnée par :

satūj,uj (uj (t)) =


ūj for uj (t) � ūj

uj (t) for −uj ≤ uj (t) ≤ ūj
−uj for u (t) ≺ −uj

(1.84)

où : −uj ≺ 0 et ūj � 0 représentent les magnitudes des niveaux de saturation négatif et positif,

respectivement.

Soit sat (ūj (t)) une saturation symétrique définie comme : satūj (uj (t)) = sign (uj) min {ūj , |uj |}.
Ensuite, l’expression de la fonction de saturation asymétrique définie par (1.83) peut être représentée

en utilisant deux fonctions de saturation symétriques, comme suit :

satūj,uj (uj (t)) =

{
satūj (uj (t)) pour uj (t) � 0

satuj (uj (t)) pour uj (t) ≤ 0
(1.85)

en fonction des signes des entrées, l’espace d’entrée peut être séparé en 2m régions désignées par χp

pour p ∈ I2m . Dans chaque région χp, on peut définir une fonction indicateur comme suit [Li and

Lin, 2018] :

λj (t) =

{
0 pour uj (t) � 0

1 pour uj (t) ≤ 0
(1.86)

soit p = λ12m−1 + λ22m−2 + · · ·+ λm + 1,∆p = diag
([

1− λ1, 1− λ2 . . . 1− λm
])

,

il est clair qu’il y a 2m matrices ∆p. Ensuite, la fonction de saturation asymétrique satū,u (u (t))

peut être rétablie en utilisant 2m fonctions de saturation symétriques satσ̄p (u (t)) dont les niveaux

de saturation satisfont : σ̄p = ∆pŪ + ∆̄pU , avec :
∆p = Im −∆p

Ū =
[
ū1 ū2 · · · ūm

]T
U =

[
u1 u2 · · · um

]T (1.87)
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Remarque 1.10. Une autre approche de modélisation d’effet de saturation a été proposée par

[Bezzaoucha, 2013], Cette représentation consiste à la décomposition par secteurs non linéaires de

la non-linéarité de saturation qui conduit à décrire la non-linéarité de saturation par modèle T-S.

1.9 Modèles T-S à retard

On appelle une durée temporelle entre l’instant d’application d’une action sur le système et

l’instant de réaction retard, système à retard ou système à mémoire. Ce type des système peuvent

modélisés par des équations différentielles dans un espace fonctionnel de dimension infinie, avec

une évolution qui dépend de la valeur de l’état x (t) à l’instant t, et au valeur de près état x (t− τ)

[Bourahala, 2018].

Pratiquement, la présence du retard est très connue dans les systèmes physique, tel que les systèmes

de communication, les robots sous-marin, etc. En effet, on peut négliger le retard dans certain cas,

mais au cas où leur taille devient influente sur les performances et/ou la stabilité de notre boucle

de commande, il doit nécessairement prés en considération.

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques définitions et concepts mathématiques de base

nécessaires aux modèles T-S à retard afin d’aider à la compréhension des résultats qui seront

présentés ultérieurement (chapitre 4).

1.9.1 Stabilité des systèmes à retard

Considérons un système ordinaire à retard décrit par le modèle général de la forme suivante :{
ẋ (t) = Ax (t) +Adx (t− τ)

Φ = x (t) , t ∈ [t0 − τ, t0]
(1.88)

1.9.1.1 Méthode de stabilité via la fonction de Lyapunov-Krasovskii (LKF)

Identiquement à l’étude des systèmes sans retard, le moyen efficace pour déterminer la stabilité

d’un système à retard est la méthode de Lyapunov. Pour un système sans retard, cela nécessite le

choix d’une fonction de Lyapunov V (t, x (t)). Cette fonction est connue sous le nom de Lyapunov-

Krasovskii [Gu et al., 2003].

Considérant maintenant V (t,Φ) une fonction différentiable continue, soit xt (t0,Φ) la solution du

système (1.88) à l’instant t de condition initiale x (t0) = Φ. La dérivée temporelle par rapport au

temps t puis l’évaluer à t = t0 au point (t0,Φ) de la fonction LKF est donnée par :

V (t0,Φ) =
dV (t, xt)

dt

∣∣∣∣∣ t=t0, xt=Φ

= lim
∆t→0

sup

(
1

∆t
V (t0 + ∆t, xt+∆t (t0,Φ))− V (t0,Φ)

)
(1.89)

L’observation précédente peut être reécrit sous forme du théorème suivante :

Théorème 1.17. [Gu et al., 2003] Soient les fonctions continues, non décroissantes u, v, w :

R+ → R+, et u (s) , v (s) sont strictement positives pour s > 0 et u (0) = v (0). S’il existe une

fonction continue et différentiable V (t,Φ) : R× C → R tel que :

u (‖Φ (0)‖) ≤ V (t,Φ) ≤ v (‖Φ‖c) (1.90)
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et

V̇ (t,Φ) ≤ −w (‖Φ (0)‖) , t ∈ Re (1.91)

Alors la solution triviale de (1.88) est uniformément stable. Si w (s) > 0, pour s > 0, alors la

solution triviale de (1.88) est uniformément asymptotiquement stable. En plus, si lim
s→∞

u (s) = +∞,

alors la solution triviale de (1.88) est globalement uniformément asymptotiquement stable.

Demonstration : voir [Gu et al., 2003]

1.9.1.2 Méthode de stabilité via la fonction de Lyapunov- Razumikhin (LRF)

Pour le thèorème de Lyapunov-Krasovskii du système x (t) doit être appartient à l’intervalle

[t− τ, t]. Il nécessite alors la manipulation de la fonction , ce qui le rend difficile à être appliqué.

Cette difficulté peut parfois être contournée en utilisant le théorème de Razumikhin.

Théorème 1.18. [Gu et al., 2003] Soient les fonctions continues, non décroissantes u, v, w :

R+ → R+,, avec en plus, u (s) , v (s) sont strictement positives pour s > 0 et u (0) = v (0) = 0 où v

est strictement croissante. S’il existe une fonction continue et différentiable V (t, x (t)) : R×Rn →
R telle que :

u (‖x‖) ≤ V (t, x) ≤ ν (‖x‖) , t ∈ R, x ∈ Rn (1.92)

et la dérivée de V (t, x (t)) le long des trajectoires de 1.88, satisfait la condition suivante :

V̇ (t, x) ≤ −w (‖x (t)‖) , si V (t+ α, x (t+ α)) ≤ V (t, x (t)) , ∀α ∈ [−τ, 0] (1.93)

Alors le système (1.88) est uniformément stable.

• - Si de plus w (s) > 0 pour s > 0, et s’il existe une fonction continue, non-décroissante,

p (s) > s pour s > 0 telle que : la condition (1.92) est vérifiée et en plus :

V̇ (t, x) ≤ −w (‖x (t)‖) , si V (t+ α, x (t+ α)) ≤ p (V (t) , x (t)) , ∀α ∈ [−τ, 0] (1.94)

• si de plus, lim
x→∞

u (s) = +∞, alors la solution triviale de (1.88) est globalement uniformément

asymptotiquement stable.

Démonstration : voir [Gu et al., 2003]

1.9.2 Représentation T-S des systèmes à retard

La forme générale d’un système à retard décrit par des modèles T-S est donnée sous la forme

suivante : 
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ) +Biu (t) +Bτiu (t− τ))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Cix (t) + Cτix (t− τ) +Du (t− τ))
(1.95)
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où x (t), x (t− τ), u (t), u (t− τ), représente le vecteur d’état, le vecteur d’état avec retard, le

vecteur de commande et le vecteur de commande avec retard, respectivement. τ est le retard, Ai,

Aτi, Bi, Bτi, Ci, Cτi, D, sont des matrices de dimensions appropriées.

Remarque 1.11. la représentation T-S (1.95) peut s’obtient lorsque le modèle mathématique

contient le retard. dans certain cas ou le retard n’est pas présent dans le modèle mathématique,

l’utilisation d’une pondération appelée NCS (Networed Control System) résoudre le problème.

1.9.3 Stabilité indépendante et stabilité dépendent du retard des modèles T-S

Premièrement les résultats de stabilité des modèles T-S à retard sont basés sur le critère retard-

indépendant [Wu et al., 2010] [Fridman, 2014] [Delice and Sipahi, 2011]. A cause du conservatisme

de ces résultats, beaucoup de chercheurs ont été intéressés par le développement des conditions de

stabilité moins conservatives (dépend du retard et de sa dérivée) basant sur le critère du retard-

dépendent [Zeng et al., 2014] [Lian et al., 2017] [Bourahala et al., 2017] et [Mahmoudabadi et al.,

2017].

Cette section est consacré aux résultats préliminaires de la stabilité des modèles T-S à retard, que

ce soit indépendant où dépendent du retard.

1.9.3.1 Stabilité indépendante du retard

Les conditions de stabilité dans ce cas sont indépendantes du retard. Pour mieux appréhender

ce type de stabilité, on considère le modèles T-S à retard suivant :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ)) (1.96)

La fonction LKF adéquate pour étudier la stabilité de tels modèles est choisie généralement

comme suit :

V (x) = xT (t)Px (t) +

t�

t−τ

xT (s) Πx (s) ds (1.97)

avec P = P T > 0, Π > 0, sont des matrices garantissant que V (x) est définie positive.

La stabilité asymptotique est assurée quel que soit les valeurs du retard. Donc indépendante de la

taille du retard.

Les premiers résultats dans ce sens ont été proposés dans [Cao and Frank, 2001], et sont résumé

dans le théorème suivant :

Théorème 1.19. [Cao and Frank, 2001] Le modèle continu de T-S à retard (1.96) est asympto-

tiquement stable, s’il existe des matrices P = P T > 0, Π > 0 telles que :[
PAi +ATi P +Q PATτi

∗ −Q

]
< 0, i ∈ Ir (1.98)

Démonstration : [Cao and Frank, 2001]
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Chapitre 1. État de l’art sur les modèles Takagi-Sugeno, saturation et retard

1.9.3.2 Stabilité dépendante du retard

Contrairement au critère précédent, où les conditions de stabilisation sont indépendantes du

retard, les résultats présentés ici sont ceux qui sont contiennent des informations sur le retard.

Ainsi, ils sont moins conservatives surtout lorsque le retard est très petit. Dans ce sens, différentes

méthodes utilisant le critère de stabilité dépendante du retard ont été proposées [Gu et al., 2003]

afin de réduire le conservatisme dans les conditions de stabilisation LMIs dérivées à partir des

modèles T-S avec retard. Les premiers résultats assurent la stabilité asymptotique pour tout retard

variable borné dans un intervalle fermé [0, τ̄ ]. Ainsi, pour étudier la stabilité par le critère du

retard-dépendant, la fonction LKF est choisi comme suit :

V (x) = xT (t)Px (t) +

t�

t−τ

xT (s)Qx (s) ds+

0�

−τ̄

t�

t+θ

(
xT (s) Zx (s)

)
dθds (1.99)

avec P = P T > 0, Π > 0, Z > 0 des matrices de dimensions appropriées.

L’utilisation de LKF (1.99), nous conduit aux conditions de stabilité dépendantes de retard présenté

dans le théorème suivant :

Théorème 1.20. [Wu et al., 2010] Le modèle continu de T-S à retard (1.96) est asymptotiquement

stable pour tous scalaires τ > 0 et β > 0 tels que τ (t) ∈ [0, τ̄ ], τ (t) ≤ β, s’il existe des matrices

P = P T > 0, Q > 0, Z > 0, et X =

[
X11 X12

∗ X22

]
≥ 0, et des matrices a dimension approprie,

N1, N2, telles que les LMIs suivants sont satisfaites :

Φ =

 Φ11 Φ12 τ̄ATi Z

∗ Φ22 τ̄ATτiZ

∗ ∗ −τ̄Z

 < 0 (1.100)

ϕ =

 X11 X12 N1

∗ X22 N2

∗ ∗ Z

 ≥ 0 (1.101)

avec :
Φ11 = PAi +ATi P +N1 +NT

1 +Q+ τ̄X11

Φ12 = PAτi −N1 +NT
2 + τ̄X12

Φ22 = −N2 −NT
2 − (1− β)Q+ τ̄X22

Démonstration : voir Annexe C.

Plus récemment, des chercheurs ont proposés des nouvelles conditions de stabilisation non qua-

dratiques via une nouvelle fonction du Lyapunov :

V (t) = V1 (t) + V2 (t) + V3 (t) + V4 (t) (1.102)

avec :
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V1 (t) = x̃TPζ x̃

V2 (t) =
t�

t−τ2

t�
0

ẋTRζ ẋdsdθ

V3 (t) =
t�

t−τ
xTQζxds

V4 (t) =
t�

t−τ2
xTSζxds

x̃ =

[
xT

t�
t−τ

xTds
t�

t−τ2
xTds

]T
, Pζ =

r∑
i=1

ζi (ς (t))Pi =

 P1ζ P2ζ P3ζ

P T2ζ P4ζ P5ζ

P T3ζ P T5ζ P T6ζ


Cette dernière fonction conduit aux conditions de stabilité dépendantes suivantes :

Théorème 1.21. [Wang and Lam, 2018] Pour certains donnés dq, τv, (q, v) ∈ I2,

(τ1 ≤ τ (t) ≤ τ2, d1 ≤ τ̇ (t) ≤ d2), le système (1.96) est asymptotiquement stable, s’il existe des

matrices Pi > 0, Ri > 0, Qi > 0, Si > 0, X1i, X2i, X3i, X4i, telles que les inégalités suivantes sont

satisfaites pour tous (i, j, k) ∈ Ir :

Ṗζ ≤ 0, Rζ ≤ 0, θ̇ζ ≤ 0, Ṡζ ≤ 0 (1.103)

Φiikvq < 0 (1.104)

Φijkvq + Φjikvq ≤ 0 (1.105)
Ri 0 X1i X2i

(∗) 3Ri X3i X4i

(∗) (∗) Ri 0

(∗) (∗) (∗) 3Ri

 ≥ 0 (1.106)

avec :

Pi =

 P1i P2i P3i

(∗) P4i P5i

(∗) (∗) P6i

 ,

Φijkq =


Φ̄11 Φ̄12 Φ̄13 Φ̄14 Φ̄15

(∗) Φ̄22 Φ̄23 Φ̄24 Φ̄25

(∗) (∗) Φ̄33 Φ̄34 Φ̄35

(∗) (∗) (∗) −12Ri
τ2

−4X4i
τ2

(∗) (∗) (∗) (∗) −12Ri
τ2
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Φ̄11 = ((P1iAj + P2j) + (∗)) + Si +Qi + τ2A
T
i RkAj − 4

τ2
Ri

Φ̄12 = − (1− dq)P2i + (1− dq)P3i + τvA
T
i RkAτj + P1iAτj − 1

τ2
(2Ri +X1i +X2i +X3i +X4i)

Φ̄13 = −P3i − 1
τ2

(X2i +X4i −X1i −X3i)

Φ̄14 = τvA
T
τjP2i + τvP4i + 1

τ2
6Ri

Φ̄15 = (τ2 − τv)ATτjP3i + (τ2 − τv)P5i + 2
τ2

(X2i +X2i)

Φ̄22 = − (1− dq)Qi + τ2A
T
τiRkAτj − 1

τ2
(8Ri + ((X3i +X4i −X1i −X2i) + (∗)))

Φ̄23 = 1
τ2

(2Ri +X1i −X2i −X3i +X4i)

Φ̄24 = τvA
T
τjP2i − τv (1− dq)P4i + τv (1− dq)P T5i + 2

τ2

(
3Ri +XT

3i +XT
4i

)
Φ̄25 = (τ2 − τv)ATτjP3i − (τ2 − τv) (1− dq) (P5i − P6i) + 2

τ2
(−X2i +X4i + 3Ri)

Φ̄33 = −Si − 4
τ2
Ri

Φ̄34 = −τvP T5i + 2
τ2

(
−XT

3i +XT
4i

)
Φ̄35 = (τ2 − τv)P6i + 6

τ2
Ri

Démonstration : voir Annexe C.

Remarque 1.12. La stabilisation des modèles T-S à retard se fait de la même manière que la

stabilité via le critère dépendent et indépendante (plus de détaille veuillez voir le Chapitre 4).

Remarque 1.13. Les conditions citées dans le théorème 1.19 garantissent la stabilité des modèles

T-S (1.95) quel que soit la taille du retard. Malgré ça, elles restant conservatives, ce qu’est motivé

les chercheurs de proposer d’autre solutions via le critère dépendante du retard. Par conséquence,

la tendance aujourd’hui est vers l’utilisation de ce dernier critère pour élargir l’intervalle du retard

le plus possible [Zeng et al., 2014] [Lian et al., 2017] [Bourahala et al., 2017] [Mahmoudabadi et al.,

2017]. Dans ce contexte, la source du conservatisme ne vient pas seulement de l’indépendamment

de retard, mais aussi de la forme de la partie quadratique de la fonction LKF, ce qui nous motive

de proposer des nouveaux conditions de stabilisation dépendent des dérivée des fonctions d’appar-

tenance. Le travail réalisé dans ce contexte sera la contribution du chapitre 4.

1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, des résultats fondamentaux obtenus dans l’étude des systèmes T-S ainsi que

des conditions suffisantes de stabilité et de stabilisation ont été exposées. Premièrement, nous avons

rappelé les différentes méthodes utilisées pour l’obtention et l’analyse de stabilité et la stabilisation

des modèles T-S via des fonctions de Lyapunov quadratiques et non quadratiques. Nous avons

également présentés la synthèse de lois de commande PDC et SOF par la candidate de Lyapunov

quadratique et non quadratique ainsi que leurs formulations LMI. Afin de prendre en compte les

effets de perturbations externes, nous avons abordé la stabilisation des modèles T-S perturbé et

incertains via le critère H∞. Les concepts généraux sur les modèles T-S avec saturation font l’objet

du point suivant, où nous avons présenté les différentes types de saturation ainsi, la méthode de

modélisation adéquate pour les modèles T-S. la dernière partie de ce chapitre est réservée aux

résultats préliminaires d’analyse de la stabilité des modèles T-S à retard.

Les résultats exposés dans ce chapitre montrent l’efficacité des modèles T-S à décrire le com-

portement non linéaire des systèmes physiques sous forme d’interpolation des systèmes LTI. Cette

représentation a permet aux chercheures l’extension de nombreux résultats obtenus dans le cadre

linéaire aux systèmes non linéaires. Cependant, malgré l’importance de la prise en considération des
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différentes contraintes liées aux applications réelles, tels que le retard et la saturation d’actionneurs,

peu des travaux ont été réalisés dans ce cadre. Donc, il est intéressant d’exploiter cette classe de

modèles afin de concevoir de lois de commande pour les systèmes non linéaires sous contraintes.

Dans ce sens, notre première contribution portant sur le développement de nouvelles conditions

de stabilisation pour les systèmes non linéaires perturbés soumis à la saturation non symétrique ;

appliquées au système photovoltäıque est exposée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2

Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence

de saturation d’actionneur

2.1 Introduction

La stabilisation quadratique des systèmes décrits par des modèles T-S en présence de la satura-

tion a fait l’objet de plusieurs travaux durant ces dernières années [Saifia et al., 2012a] [Saifia et al.,

2020] [Cao and Lin, 2003] [Benzaouia, 2012]. En effet, l’influence remarquable de l’effet de saturation

sur la performance et la stabilité des systèmes attire les chercheurs dans tous les domaines à étudier

ce phénomène et proposer les solutions adéquates [Du and Zhang, 2009] [Nguyen et al., 2016] [Tar-

bouriech et al., 2011]. La saturation des actionneurs se traduit du fait que le signal de commande

est limité entre deux bornes, symétrique ou non symétrique. Effectivement, quoi que ce soit la rai-

son, physiques, technologiques, ou de sécurité, tout système physique est soumis à des limitations

de fonctionnement qui se modélisent par des contraintes sur l’amplitude la vitesse des actionneurs

et/ou les capteurs [Bezzaoucha, 2013]. La limitation dans le rapport cyclique des convertisseurs, la

limitation en ouverture des vannes, la limitation en vitesse des moteurs, etc. peuvent présenter des

exemples sur la saturation engendrée dans différents systèmes physiques [Saifia et al., 2011] [Nasri

et al., 2019b].

A cause de leur influence néfaste sur la stabilité des systèmes commandés, la saturation a été

prise en compte dans la synthèse des différentes techniques de commande récentes. Durant l’étude

du phénomène de saturation, les chercheurs ont proposé trois méthodes différentes pour modéliser

la non linéarité du phénomène de la saturation, modèle polytopique [Henrion, 1999] [Cao and Lin,

2003] [Jungers and Castelan, 2011] [Saifia, 2013] [Saifia et al., 2012a] [Nasri et al., 2017] [Nasri et al.,

2019b] [Nasri et al., 2019c], non-linéarité de secteur [da Silva Jr and Tarbouriech, 2006] [Aouaouda

and Chadli, 2019] [Dang et al., 2017] ou bien de diviser l’état par région de saturation [Da Silva

et al., 1997].

De façon résumée, deux approches principales permettent d’aborder la conception d’une loi

de commande pour les systèmes soumis à la saturation, la première consiste à ajouter un bloc

fonctionnel dédié à contrer son effet lors de son apparition. L’exemple le plus illustratif est l’anti-
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windup [Syaichu-Rohman and Middleton, 2004] [Zaccarian and Teel, 2011] [Kiener et al., 2014] [Liu

and Yang, 2017]. La deuxième repose sur la prise en compte de la saturation lors de la conception

de la loi de commande. Cette dernière, se divise en deux approches, dans la première approche, la

commande n’atteinte pas leurs limites, et le problème est traité par la détermination d’une limite de

conditions initiales de l’état du système qui évite la saturation de la commande [Henrion, 1999] [Cao

and Lin, 2003] [Saifia et al., 2011] [Saifia et al., 2012a] [Nasri et al., 2017] . Par contre, la commande

peut saturer et le problème est traité par l’estimation d’un domaine d’attraction à l’intérieur du-

quel toute initialisation du système n’engendre pas d’instabilité en présence de saturation dans la

deuxième approche [Henrion, 1999] [Cao and Lin, 2003] [Nasri et al., 2019b] [Nasri et al., 2017] [Sai-

fia et al., 2012a]. La représentation T-S des systèmes non linéaires a permet l’utilisation de certains

résultats obtenus dans le cas linéaire [da Silva, 1997] [Henrion, 1999] [Henrion and Tarbouriech,

1999] [Tarbouriech et al., 2002] aux formes non linéaires. Dans ce sens, beaucoup de chercheurs

ont utilisé la représentation polytopique de la saturation pour développer des approches pour les

systèmes saturés [Cao and Lin, 2003] [Saifia et al., 2012a] [Benzaouia, 2012] [Saifia et al., 2011] [Luo

and Zhao, 2015] [Nasri et al., 2019b] [Selvaraj et al., 2017]. D’autre part, la saturation est convertie

en zone more dans [Nguyen et al., 2017] [Aouaouda and Chadli, 2019], et en représentation T-S

dans [Bezzaoucha, 2013].

Pour l’amélioration des résultats obtenus dans le cas quadratique, ce chapitre a pour objectif de

présenter les techniques de stabilisation des modèles T-S en présence de la saturation d’actionneur,

puis la proposition de nouvelles conditions de stabilisation LMIs pour le cas d’une poursuite de

trajectoire d’un modèle de référence avec une saturation d’actionneur non symétrique. Donc, ce

chapitre traite la stabilisation quadratique des modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur.

Dans ce contexte, les techniques de commandes citées dans le chapitre 1 pour le cas quadratique

seront rappelées dans le cas où le système soumis à la saturation d’actionneur.

2.2 Préliminaires

2.2.1 Position de problème

Soit le modèle T-S avec saturation d’actionneur suivant :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (t) +Dwiw (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C2ix (t))

(2.1)

où, x (t) ∈ Rn est le vecteur d’état, σ (u (t)) ∈ Rm est l’entrée de contrôle saturée, w (t) est les

perturbations externe, et ζi (ς (t)) sont les fonctions d’appartenance, Ai, Bi, Bwi, C1i, C2i, Di,

et Dwi sont des matrices connues. Avec σ (u (t)) = sat (u (t)) est donnée dans (1.79).

Ici, l’objectif est d’assurer la stabilité du système (2.1) en boucle fermée en présence de la saturation,

et de perturbation externe, en utilisant une fonction de Lyapunov quadratique (FLQ) et via les

deux techniques de commande PDC et SOF.
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2.2.2 Outils géométrique

Un moyen pratique de déterminer les régions de stabilité provient de la théorie de Lyapunov.

En effet, dans le cas où la fonction de Lyapunov est quadratique (1.16), on définit la surface de

Lyapunov par l’ensemble Ω (x), sachant que :

Ω (x) = {x ∈ Rn/V (x) ≤ ρ} , ρ > 0 (2.2)

soit ε (P, ρ) un ellipsöıde défini par :

ε (P, ρ) =
{
x ∈ Rn/xTPx ≤ ρ

}
(2.3)

Maintenant, on définit un polyèdre comme suit :

Θ =
{
x
∣∣mT

i x ≤ ηi
}
, i ∈ Im (2.4)

Le lemme suivant sera utilisé le long du reste de cette thèse.

Lemme 2.1. [Henrion, 1999] L’ellipsöıde ε (P, ρ) donné par (2.3) est inclut dans le polyèdre Θ

défini par (2.4), si et seulement si :

mT
i

(
P

ρ

)−1

mi ≤ η2
i (2.5)

La principale contribution de ce chapitre est de formaliser le problème de synthèse des conditions

de stabilisation pour les modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur et aux perturbations

externes se basant sur une FLQ. Puis, les étendre au cas de la poursuite d’un modèle de référence.

Par la suite les conditions obtenues sont appliquées à une commande d’un module PV en présence

d’une saturation non symétrique [Nasri et al., 2019c].

2.3 Stabilisation par la commande PDC des modèles T-S en présence de la

saturation d’actionneur

Nous nous intéressons dans cette partie à la stabilisation par une commande PDC d’un système

non linéaire représenté par un modèle T-S et soumis à la saturation d’actionneur. Pour cette raison,

on considère le modèle T-S suivant :

ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biu (t)) (2.6)

Dans le cas où l’entrée u (t) est soumise à la saturation, on met σ (t) = sat (u (t)). D’où le système

(2.6) devient :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t)) (2.7)

La stabilisation des systèmes soumis à la saturation d’actionneur se fait généralement de deux

manières différentes. Soit par une commande dite contrainte, dans ce cas, le signale de commande

ne sature jamais et le problème est traité par la détermination d’une limite de conditions initiales de
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l’état du système qui évite la saturation de la commande [Saifia, 2013]. Ou bien par une commande

saturante, où la commande peut saturer et le problème est transformé à l’estimation du domaine

d’attraction à l’intérieur duquel toute initialisation du système n’engendre pas d’instabilité en

présence de saturation.

2.3.1 Commande PDC contrainte

Comme nous avons dit précédemment, dans ce cas la commande ne sature jamais, et le modèle

T-S du système reste le même que (1.4). La loi de commande PDC s’écrit sans saturation comme

suit :

σ (t) = sat (u (t)) = u (t) =
r∑
j=1

ζi (ς (t))Kjx (t) (2.8)

avec : −ū ≤ u (t) ≤ ū
Si on définit un ensemble :

r∩
j=1
ℵ (Kj)

∆
=
{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣kji ∣∣∣ ≤ ūi} , (i, j) ∈ Im × Ir

avec : x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (Kj) et kji est l’ième éliment du vecteur Kj , et ūi est le niveau du saturation.

Suivant le lemme 2.1, l’ellipsöıde ε (P, ρ) est inclut dans
r∩
j=1
ℵ (Kj), si et seulement si :

(
kji

)T
(P )−1kji ≤ ū2

i , i ∈ Im, j ∈ Ir (2.9)

Les conditions LMI résultantes pour calculer les gains du contrôleur PDC sont présentées dans le

théorème suivant :

Théorème 2.1. : [Cao and Lin, 2003]

Le système en boucle fermée (2.7) est asymptotiquement stable via la loi de commande PDC (2.8),

s’il existe une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des matrices Fi ∈ Rm×n, (i ∈ Ir) solution du

problème LMI suivant :

I)AiQ+BiFi + (∗) < 0

II)AiQ+BiFj +AjQ+BjFi + (∗) ≤ 0, i < j ≤ r, ζiζj 6= 0

III)

 ū2
i ∗(

f ji

)T
Q

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir
(2.10)

avec : Q = (P )−1, Fj = KjQ, f ji est l’iéme éliment du vecteur Fj .

Démonstration : L’inégalité LMI (I-II-2.10) peut s’écouler directement de l’application du Théorème

(1.6) (voir chapitre 1, section 6) sur le système (2.6). Par le changement de variableQ = (P )−1, Fj =

KjQ, et par l’utilisation du complément de Schur, l’inégalité (2.9) peut s’écrire sous forme (III-2.10).

2.3.2 Commande PDC saturante

Dans cette approche, le signal de commande se sature, et l’entrée de commande devienne une

fonction non linéaire :
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σ (t) = sat (u (t)) (2.11)

En utilisant le modèle polytopique (1.79), la commande PDC saturée s’écrite :

σ (t) =

r∑
j=1

ζj

2m∑
s=1

αs
(
EsKj + ĒsHj

)
x (t) (2.12)

D’où, le système en boucle fermée devient :

ẋ (t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

ζiζjαs
(
Ai +Bi

(
Eskj + ĒsHj

))
x (t) (2.13)

avec : x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (Hj)

Appliquant le lemme2.1 l’ellipsöıde ε (P, ρ) est inclut dans
r∩
j=1
ℵ (Hj) si et seulement si :

(
hji

)T(P
ρ

)−1

hji ≤ ū2
i (2.14)

avec ρ = 1.

Les LMI résultantes pour calculer les gains du contrôleur PDC sont présentées dans le théorème

suivant :

Théorème 2.2. [Cao and Lin, 2003] Le système en boucle fermée (2.7) est asymptotiquement

stable via la loi de commande PDC (2.12), s’il existe une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des

matrices Fi ∈ Rm×n, Zi ∈ Rm×n, solution du problème LMI suivant :

I)
(
AiQ+Bi

(
EsKi + ĒsHi

))
+ (∗) < 0, s ∈ I2m , i ∈ Ir

II)
[(
AiQ+Bi

(
EsKj + ĒsHj

))
+
(
AjQ+Bj

(
EsKi + ĒsHi

))]
+ (∗) ≤ 0,

1 ≤ i < j ≤ r, s ∈ I2m

III)

 ū2
i ∗(

zji

)T
Q

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir

(2.15)

avec : Q = (P )−1, Fj = KjQ, Zj = HjQ

Démonstration : La dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique (1.16) le long des trajectoires

du système est donnée par :

V̇ (t) = ẋT (t)Px (t) + xT (t)Pẋ (t) < 0 (2.16)

En utilisant la relation (1.79) et le changement de variable Q = (P )−1, Fj = KjQ, Zj = HjQ,

on trouve les LMIs (I-2.15) et (II-2.15). La démonstration de LMI (III-2.15) est la même que la

démonstration de ( III-2.10) dans le théorème (2.1).
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2.4 Stabilisation par la commande SOF des systèmes T-S en présence de la

saturation d’actionneur

La loi de commande PDC est conçue en se basant sur la disponibilité complète des variables

d’état du système, ce qui n’est pas toujours possible pour la plupart des applications industrielles.

Une solution alternative consiste à utiliser un observateur pour reconstruire les états non mesurables

[Tanaka and Wang, 2001] [Wu and Li, 2008] [Chadli and Karimi, 2012] [Chadli et al., 2008] [Asemani

and Majd, 2013]. Une autre solution consiste à utiliser la surnommée SOF, ou commande par retour

de sortie statique nonlinéaire [Chadli, 2002] [Nguyen et al., 2017] [Saifia et al., 2012a]. Cette section

est réservée à la commande SOF des systèmes non linéaires décrits par des modèles T-S soumis à

la saturation d’actionneur. Considérons le système T-S donné par (2.6), la loi de commande SOF

s’écrite :

u (t) =
r∑
j=1

ζi (ς (t))Kjy (t) (2.17)

De la même manière que dans la commande PDC, en présence de saturation, on aura deux types

de commande, SOF contrainte et SOF saturante.

2.4.1 Commande SOF contrainte

Dans ce cas la commande contrainte est de la forme :

σ (t) = sat (u (t)) = u (t) =
r∑
j=1

ζj (ς (t))Kjy (t) (2.18)

avec : −ū ≤ u (t) ≤ ū, y (t) = C2ix (t) et x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (KjC2i).

D’ après le lemme 2.1, l’ellipsöıde ε (P, ρ) est inclut dans
r∩
j=1
ℵ (KjC2i) si et seulement si :

(
kjiC2`

)T(P
ρ

)−1

kjiC2` ≤ ū2
i (2.19)

Les LMIs résultantes pour calculer les gains du contrôleur SOF sont présentées au théorème

suivant :

Théorème 2.3. [Saifia, 2013] Le système (2.6) est asymptotiquement stable via la loi de commande

SOF (2.18), s’il existe une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des matrices, M ∈ Rp×p, Fi ∈ Rm×p
solution du problème LMI suivant :

I)AiQ+BiFiC2` + (∗) < 0

II)AiQ+BiFjC2` +AjQ+BjFiC2` + (∗) ≤ 0, i < j ≤ r, ζiζj 6= 0

III)

 ū2
i ∗(

f ji C2`

)T
Q

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir

IIII)MC2i = C2iQ, i ∈ Ir

(2.20)

avec : Q = (P )−1, Fj = KjM
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Démonstration : voir [Saifia, 2013].

Remarque 2.1. On peut toujours approximer la contrainte d’égalité (IIII-2.20) par les conditions

LMIs avec une minimisation d’une variables additionnelles λi telle que pour i ∈ Ir :

min λi[
λiI MC2i − C2iQ

(MC2i − C2iQ)T λiI

]
≥ 0

, i ∈ Ir (2.21)

2.4.2 Commande SOF saturante

En tenant compte le modèle polytopique (1.79), la commande SOF saturée s’écrite :

σ (t) =

r∑
j=1

ζj (ς (t))

2m∑
s=1

αs
(
Eskj + ĒsHj

)
C2ix (t) (2.22)

avec : x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (Hj) l’ellipsöıde ε (P, ρ)(avec ρ = 1) est inclut dans

r∩
j=1
ℵ (Hj) si et seulement

si : (
hji

)T(P
ρ

)−1

hji ≤ ū2
i (2.23)

Les LMI résultantes pour calculer les gains du contrôleur SOF sont présentées au théorème suivant :

Théorème 2.4. [Saifia, 2013] Le système (2.6) est asymptotiquement stable via la loi de commande

SOF (2.17), s’il existe une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des matrices M ∈ Rp×p, Fj ∈
Rm×p, Zj ∈ Rm×p, solution du problème LMI suivant :

I)
(
AiQ+

(
BiEsFiC2` +BiĒsHi

))
+ (∗) < 0, s ∈ I2m , i ∈ Ir, ` ∈ Ir

II)
[(
AiQ+

(
BiEsFjC2` +BiĒsHj

))
+
(
AjQ+

(
BjEsFiC2` +BjĒsHi

))]
+ (∗) ≤ 0,

1 ≤ i < j ≤ r, s ∈ I2m

III)

 ū2
i ∗(

zji

)T
Q

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir

IIII)MC2i = C2iQ

(2.24)

avec : Q = (P )−1, Fj = KjM, Zj = HjQ

Démonstration : pour LMI (I-II-2.24), on ait les mêmes étapes que dans (théorème 2.3), en

remplaçant la commande par la forme polytopique (2.18).

Concernant LMIs (III-2.24) s’obtient de la même façon que dans (III-2.10)

2.4.3 Commande SOF approche descripteur

La détermination des gains de la commande SOF par le théorème 2.3 consiste à résoudre les

LMIs (I-2.20), (II-2.20), LMI (III-2.20) et les LMIs (2.21). Afin de réduire le nombre des LMIs cor-

respondantes à l’approximation de la contrainte d’égalité (IIII-2.20), nous proposons une synthèse

de loi de commande par retour de sortie statique basée sur l’approche descripteur. Dans notre

développement, les conditions de stabilisation sont obtenues sans avoir besoin de passer par l’égalité
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(IIII-2.20).

Soit le système T-S avec saturation d’actionneur suivant :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))C2ix (t)
(2.25)

Par l’utilisation de la représentation polytopique (2.22), on a :
ẋ (t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

ζiζjαs
(
Ai +Bi

(
EsKjC2i + ĒsHj

))
x (t)

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))C2ix (t)

(2.26)

Pour appliquer l’approche descripteur, nous avons besoin d’une dynamique virtuelle comme suit :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t))

0ẏ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))C2ix (t)− y (t)

0σ̇ (t) =
r∑
j=1

2m∑
s=1

(EsKj) y (t) +
r∑
j=1

2m∑
s=1

ĒsHjx (t)− σ (t)

(2.27)

Le système augmenté sera :

E ˙̄x (t) =
r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

Ãijsx̄ (t) (2.28)

avec :

x̄ (t) =

 x (t)

y (t)

σ (t)

 , E =

 I 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Ãijs =

 Ai 0 Bi

C2i −I Di

ĒsHj EsKjP
−1
5 −I


Les LMIs obtenues peuvent êtres énoncées au théorème suivant :

Théorème 2.5. Le système (2.25) est asymptotiquement stable via la commande SOF (2.22), s’il

existe une matrice symétrique P1 > 0 et des matrices P2, P3, Fj , Zj , solution du problème LMI

suivant :
I)

 (AiP1 +BiP7) + (∗) ∗ ∗
P T8 B

T
i + C2iP1 +DiP7 −P5 − P T5 −DiP8 ∗

ĒsZj + P T9 B
T
i − P7 P T9 D

T
i + EsKj − P8 −P3 − P T3

 < 0 i ∈ Ir, j ∈ Ir

II)

 ū2
i ∗(

zji

)T
P1

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir

(2.29)

avec : Zj = FjP
−1
1

Démonstration : On définit une fonction de Lyapunov comme suit :

V (t) = x̃T (t) Ξ̃(Pζ)
−1x̃ (t) (2.30)

– 56 –



Chapitre 2. Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

Le système en boucle fermée (2.25) est asymptotiquement stable si V̇ (t) < 0, c.à.d.

˙̃xT (t) Ξ̃(Pζ)
−1x̃ (t) + x̃T (t) Ξ̃(Pζ)

−1 ˙̃x (t) < 0 (2.31)

On a pour un système descripteur [Bouarar et al., 2013] :

Ξ̃(Pζ)
−1 = (Pζ)

−T Ξ̃ > 0 (2.32)

Pour cela, on choisit : Pζ =

 P1 0 0

0 P5 0

P7 P8 P9


Multipliant à gauche par P Tζ , et à droit par Pζ , l’équation (2.32) peut s’écrite :

Ξ̃Pζ
T = Ξ̃Pζ > 0 (2.33)

On a aussi :

ÃTζζζ(P1)−1 + (P1)−T Ãζζζ < 0 (2.34)

En multipliant à gauche par P Tζ , et à droite par Pζ , prenant en considération l’équation (2.34),

l’inégalité précédente sera :

Pζ
T ÃTζζζ + ÃζζζPζ < 0 (2.35)

donc, V̇ (t) < 0, si : (AiP1 +BiP7) + (∗) ∗ ∗
P T8 B

T
i + C2iP1 +DiP7 −P5 − P T5 −DiP8 ∗

ĒsZj + P T9 B
T
i − P7 P T9 D

T
i + EsKj − P8 −P9 − P T9

 < 0 (2.36)

Pour l’inégalité (II-2.29) , l’ellipsöıde ε (Pζ , 1) est inclut dans
r∩
j=1
ℵ (Hj) si et seulement si :

(
h̃ji

)T(
Ẽ(Pζ)

−1
)−1 (

h̃ji

)
≤ ū2

i (2.37)

avec h̃ji =
[
hji 0 0

]
.

L’inégalité précédente peut s’écrit :

ū2
i −

(
hji

)T
P1

(
hji

)
≥ 0 (2.38)

et finalemnt, l’application le compliment de Schur sur l’inégalité (2.38), nous donne :[
ū2
i hji
∗ (P1)−1

]
≥ 0 (2.39)

Compte tenu le changement de variable suivant : Zj = HjP1, et en multipliant à gauche et à
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droite par

[
I 0

0 P1

]
, l’inégalité précédente peut être exprimée comme suit :

[
ū2
i zji
∗ P1

]
≥ 0 (2.40)

avec : zji est l’ième élément de Zj .

2.5 Stabilisation H∞ des modèles T-S en présence de la saturation d’actionneur

Comme nous avons lancé précédemment, le critère H∞ est une moyenne fiable pour éliminer

les effets des perturbations sur le système commandé. Dans ce contexte, cette section est dédié à

l’extension de la stabilisation H∞ aux modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur et avec la

présence des effets de perturbations, pour les deux approches PDC et SOF. Les résultats obtenus

sont basés sur l’utilisation de la forme quadratique de la candidate de Lyapunov. Pour ce faire, on

rappelle le modèle T-S avec perturbation externe et saturation d’actionneur (2.1) :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (t) +Dwiw (t))
(2.41)

Notre objectif dans ce cas est de stabiliser le système (2.41) en présence des perturbations, ce

but ne peut pas atteinte sans passer le critère H∞ :

∞�

0

zT (t) z (t) dt ≤ γ2

∞�

0

wT (t)w (t) dt (2.42)

une forme plus adéquate est proposée par la suite [Lo and Lin, 2003] :{
min γ

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0
(2.43)

2.5.1 Synthèse d’une commande PDC

2.5.1.1 Commande PDC contrainte

Dans cette partie, comme nous avons mentionné précédemment, la loi de commande ne sature

jamais et la fonction de saturation s’écrite comme dans (2.8). Le système T-S devient :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biu (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diu (t) +Dwiw (t))
(2.44)

∀x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (Kj)

Le théorème suivant résume les conditions de stabilisations obtenues :
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Chapitre 2. Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

Théorème 2.6. [Saifia, 2013] Pour un scalaire donné ρ, le système (2.44) est asymptotiquement

stable via la commande PDC (2.8), avec un niveau d’atténuation des perturbations γ, s’il existe une

matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des matrices Fj ∈ Rm×n solution du problème LMI suivant :

I)

[
ū2i
ρ f ji
∗ Q

]
≥ 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir

II)

 AiQ+BiFj + (∗) ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗

C1iQ+DiFj Dwi −I

 < 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir
(2.45)

avec Kj = FjQ
−1, f ji est l’ième éliment du vecteur Fj .

Démonstration :

En utilisant lemme 2.1, ε (P, ρ) ⊂ r∩
j
ℵ (Kj) si et seulement si :

(
kji

)T(P
ρ

)−1

kji ≤ ū2
i (2.46)

par le changement de variable suivant :Q = (P )−1, Hj = KjQ

l’inégalité (2.46) peut s’écrire comme suit :

u2
i

ρ
Q−

(
f ji

)T
f ji ≥ 0 (2.47)

f ji est l’ième colonne de la matrice Fj . Nous utilisons le compliment de Schur , on arrive à l’inégalité

(I-2.45).

Pour l’ LMI (II-2.45), on suppose qu’il existe une fonction de Lyapunov V (x (t)) = xT (t)Px (t),

satisfaite l’inégalité suivante :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (2.48)

=

[
x (t)

w (t)

]T [
(Aζ +BζKζ)

TP + (∗) ∗
BT
wζ
P −γ2I

][
x (t)

w (t)

]

+

[
x (t)

w (t)

]T [
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

][
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

]T [
x (t)

w (t)

] (2.49)

avec Aζ =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Ai) , Bζ =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Bi) , Kζ =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Ki) , etc.

le compliment de Schur, nous a permet de l’écrire sous la forme suivante :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) =

[
x (t)

w (t)

]T
∆ζ

[
x (t)

w (t)

]
(2.50)
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Pre-et post-multipliant ∆ζ par diag(Q, I, I), on aura :

Πζ =

 AζQ+BζFζ + (∗) ∗ ∗
BT
wζ

−γ2I ∗
C1ζQ+D2ζKζ Dwζ −I

 (2.51)

Pour avoir la condition (II-2.45), il suffit d’avoir :

Πζ < 0 (2.52)

2.5.1.2 Commande PDC saturante

Le système (2.7) via la commande PDC saturante (2.12) décrite par le modèle polytopique (1.79)

est donné par :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Aix (t) +Bi

(
EsKj + ĒsHj

)
x (t) +Bwiw (t)

)
z (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t))
(
C1ix (t) +Di

(
EsKj + ĒsHj

)
x (t) +Dwiw (t)

)
∀x (t) ∈ r∩

j=1
ℵ (Hj)

(2.53)

Le théorème suivant résume les conditions de stabilisations obtenues :

Théorème 2.7. [Saifia, 2013] Pour un scalaire donné ρ, le système (2.53) est asymptotiquement

stable via la commande PDC (2.12), avec un niveau d’atténuation des perturbations γ, s’il existe

une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, et des matrices Fj ∈ Rm×n, Zj ∈ Rm×n, j ∈ Ir solution du

problème LMI suivant :

I)

[
ū2i
ρ zji
∗ Q

]
≥ 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir

II)

 AiQ+BiEsFj +BiĒsZj + (∗) ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗

C1iQ+DiEsFj +DiĒsZj Dwi −I

 < 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir
(2.54)

avec : Kj = FjQ
−1.

Démonstration :

En utilisant lemme 2.1, ε (P, ρ) ⊂ r∩
j
ℵ (Hj) si et seulement si :

(
hji

)T(P
ρ

)−1

hji ≤ u2
i (2.55)

introduisons les changements de variables suivants :Q = (P )−1, Zj = HjQ

L’inégalité (2.55) peut s’écrire comme suit :

u2
i

ρ
Q−

(
zji

)T
zji ≥ 0 (2.56)
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zji est le i-ème colonne de la matrice Zj . En appliquant le complément de Schur, on arrive à

l’inégalité (I-2.54).

Pour l’LMI (II-2.54), supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V (x (t)) = xT (t)Px (t)

satisfaisant l’inégalité :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (2.57)

=

[
x (t)

w (t)

]T [ (
Aζ +Bζ

(
EζKζ + EζHζ

))T
P + (∗) ∗

BT
wζ
P −γ2I

][
x (t)

w (t)

]

+

[
x (t)

w (t)

]T [
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

][
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

]T [
x (t)

w (t)

] (2.58)

en utilisant le complément Schur, nous obtenons :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) =

[
x (t)

w (t)

]T
∆ζ

[
x (t)

w (t)

]
(2.59)

Pré et post-multiplication ∆ζ par diag(Q, I, I), on aura

Πζ =

 AζQ+BζEζFζ +BζEζZζ ∗ ∗
BT
wζ

−γ2I ∗
C1ζQ+DζEζFζ +DζĒζZζ Dwζ −I

 (2.60)

Pour garantir (II-2.54), il suffit de vérifier la condition suivante :

Πζ < 0 (2.61)

ceci complète la démonstration.

Exemple 2.1. Stabilisation d’une direction assistée électrique

Le système EPS est représenté sur la figure 2 .1. Où, Th, Tsen, et Ta désignent respectivement le

couple du conducteur, le couple mesuré et le couple moteur. θc, θm, et xr, représentent, respective-

ment, l’angle de braquage, l’angle du moteur et le déplacement de la crémaillère. rp et kt indiquent

le rayon du pignon et le taux de ressort du pneu. V est la vitesse du véhicule et I est le courant

d’entrée du moteur.

En utilisant les lois de Newton, le comportement dynamique de l’EPS montré dans la figure 2.1

peut être écrit comme suit [Li et al., 2009b] [Saifia et al., 2015] :

La dynamique de la colonne de direction

Jcθ̈c +Bcθ̇c + Fcsign(θ̇c) = Th − Tsen (2.62)

La dynamique du moteur à courant continu est exprimée comme suit :

Jmθ̈m +Bmθ̇m + Fmsign(θ̇m) = Ta − Tm (2.63)
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Figure 2.1: Système de direction assistée électrique

et la dynamique de la crémaillère de direction est de la forme suivante :

Mrẍr =
Tsen +GTm

rp
−Brẋr − krxr − fr (t)− Frsign (ẋr) (2.64)

où Jc est le moment d’inertie de la colonne de direction, Bc est l’amortissement visqueux de la

direction, Fc est le frottement de la colonne de direction, Jm est le moment d’inertie moteur, Bm

est l’amortissement du moteur, Fm est le frottement moteur, Mr est la masse d’assemblage de la

roue et de la crémaillère, G est le rapport d’engrenage du moteur, rp est le rayon du pignon, Br est

l’amortissement du rack, kr est le taux d’amortissement de ressort des pneus. Tsen est donné par :

Tsen = ks

(
θc −

xr
rp

)
(2.65)

et le couple moteur est spécifié par :

Ta = kaI (2.66)

La force d’asservissement est définie par :

Tm = km (θm −Gθc) (2.67)

où : ks, ka et km sont, respectivement, la rigidité de la colonne de direction, la constante de

couple pour le moteur et la rigidité en torsion du moteur.

La force dans la crémaillère fr (t) peut être déterminée à partir du modèle mathématique de véhicule

en utilisant le modèle de vélo (voir figure2.2).

– 62 –
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Figure 2.2: Modèle vélo de véhicule

La dynamique latérale est donnée par : φ̇ (t) = 1
MV (t)

[
− (Cf + Cr)φ (t)−

(
MV (t)− 1

V (t) (afCf − arCr)β (t) + Cfδf

)]
β̇ (t) = 1

Iz

[
− (afCf − arCr)φ (t)− 1

V (t)

(
a2
fCf + a2

rCr

)
β (t) + afCfδf

] (2.68)

où φ est l’angle de dérapage, β est le l’angle de lacet, Cf est la rigidité dans les cornières avant,

Cr est la rigidité dans les cornières arrière, af est la longueur du châssis avant, ar est la longueur

du châssis arrière, M est la masse du véhicule, Iz est le moment d’inertie du véhicule.

La force à la crémaillère est donnée par :

fr (t) =
TpCf [δf − (φ (t) + (af/V (t))β (t))]

rp
(2.69)

où Tp est le déport de chasse, et δf est l’angle de braquage avant, qui est donné par :

δf =
θc
Gsc

(2.70)

où Gsc est le rapport du système de direction.

Choisir le vecteur d’état comme : x (t) =
[
θc c θm m xr vr φ β

]T
, ensuite, le modèle

non linéaire complet d’EPS peut être s’écrit comme suit :

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) +BThTh (t) +Bww (t) (2.71)

avec :
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A =



0 1 0 0 0 0 0 0

a21 a22 0 0 a25 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 a43 a44 a45 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

a61 0 a63 0 a65 a66 a67 a68

a71 0 0 0 0 0 a77 a78

a81 0 0 0 0 0 a87 a88


,

Bw =



0 0 0

−sign (ωc) /Jc 0 0

0 0 0

0 −sign (ωm) /Jm 0

0 0 0

0 0 −sign (vr) /Mr

0 0 0

0 0 0


x (t) =

[
θc c θm m xr vr ϕ γ

]T
, u(t) = I (t)

B =
[

0 0 0 ka/Jm 0 0 0 0
]T

, BTh =
[

0 1/Jc 0 0 0 0 0 0
]T

,

w (t) =
[
Fc Fm Fr

]T
a21 = −kc

Jc
, a22 = −Bc

Jc
, a25 = kc

Jcrp
, a43 = −km

Jm
, a44 = −Bm

Jm
, a45 = J Gkm

Jmrp
, a61 = kc

Mrrp
− TpCf

GscMrrp
,

a63 = Gkm
Mrrp

, a65 = −kc+kt+G2km
Mrr2p

, a66 = −Br
Mr

, a67 =
TpCf
Mrrp

, a71 =
Cf
Gsc

, a77 = −Cf+Cr
VM ,

a78 =
Cfaf−Crar−V 2M

V 2M
, a81 =

Cfaf
IzGsc

, a87 =
−Cfaf−Crar

Iz
, a88 = −Cfa

2
f+Cra2f
IzV

.

Tableau 2.1: Paramètres du système [Li et al., 2009b]

G = 16.5 Jm = 510−4kgm2 Cf = 126000N/rad
Gsc = 20 Bm = 0.032Nm/ (rad/s) Cr = 126000N/rad
Mr = 32kg Km = 125Nm Iz = 4240kgm2

rp = 0.007m Fm = 0.056Nm Tp = 0.033m
Jc = 0.04kgm2 Br = 3820 af = 1m

Bc = 0.072Nm/ (rad/s) Fr = 0.002Nm ar = 1.8m
Kc = 114.6Nm/rad Kt = 32900Nm M = 1814kg
Fc = 0.027Nm Ka = 0.05Nm/A

En utilisant l’approche de secteur non linéaire, le modèle T-S d’un système EPS peut s’écrire

comme suit :  ẋ (t) =
8∑
i=1

ζi (ς (t)) (Ax (t) +Bwiw (t) +Bσ (t) +BThTh)

z (t) = Tsen = C1x (t)

(2.72)

Nous avons : ∀ (ωc, ωm, vr) ∈ R/ {sign (ωc) , sign (ωm) , sign (vr)} ∈ [−1, 1]

alors : Nc1 = 1−sign(ωc)
2 , Nm1 = 1−sign(ωm)

2 , Nv1 = 1−sign(vr)
2

Nc2 = sign(ωc)+1
2 , Nm2 = sign(ωm)+1

2 , Nv2 = sign(vr)+1
2 ,
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et :

ζ1 = Nc1Nm1Nv1, ζ2 = Nc2Nm1Nv1, ζ3 = Nc2Nm2Nv1, ζ4 = Nc2Nm1Nv2,

ζ5 = Nc2Nm2Nv2, ζ6 = Nc1Nm2Nv1, ζ7 = Nc1Nm2Nv2, ζ8 = Nc1Nm1Nv2

Bw1 =



0 0 0

−1/Jc 0 0

0 0 0

0 −1/Jm 0

0 0 0

0 0 −1/Mr

0 0 0

0 0 0


, Bw2 =



0 0 0

1/Jc 0 0

0 0 0

0 −1/Jm 0

0 0 0

0 0 −1/Mr

0 0 0

0 0 0


,

Bw3 =



0 0 0

1/Jc 0 0

0 0 0

0 1/Jm 0

0 0 0

0 0 −1/Mr

0 0 0

0 0 0


, Bw4 =



0 0 0

1/Jc 0 0

0 0 0

0 −1/Jm 0

0 0 0

0 0 1/Mr

0 0 0

0 0 0


,

Bw5 =



0 0 0

1/Jc 0 0

0 0 0

0 1/Jm 0

0 0 0

0 0 1/Mr

0 0 0

0 0 0


Bw6 =



0 0 0

−1/Jc 0 0

0 0 0

0 1/Jm 0

0 0 0

0 0 −1/Mr

0 0 0

0 0 0


,

Bw7 =



0 0 0

−1/Jc 0 0

0 0 0

0 1/Jm 0

0 0 0

0 0 1/Mr

0 0 0

0 0 0


, Bw8 =



0 0 0

−1/Jc 0 0

0 0 0

0 −1/Jm 0

0 0 0

0 0 1/Mr

0 0 0

0 0 0


.

Maintenant, on suppose que le niveau de saturation est I = 25A, puis par la résolution du

problème LMI dans théorème 2.5 et 2.6 on obtient les résultats suivants (table 2.2, 2.3 et 2.4) :

Dans cette partie, pour illustrer l’efficacité de la méthode proposée, les résultats obtenus précédemment

sont appliqués au système de direction EPS. Les paramètres de l’EPS sont donnés dans le tableau

2.1. Pour un niveau de saturation I = 25A, nous obtenons les résultats suivants :
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Tableau 2.2: Paramètre H∞ pour différents niveaux de saturation

Niveau de saturationType Commande saturante Commande contrainte

15A γ = 0.5314 γ = 0.2260
25A γ = 0.3732 γ = 0.1523
35A γ = 0.3331 γ = 0.1315
50A γ = 0.2439 γ = 0.1220

Tableau 2.3: Paramètre de la commande PDC saturante

Q =

3.9165 −17.0967 64.1982 −257.1924 0.0272 −0.0806 0.1218 0.7149
−17.1 146.6 −282.6 103 × 2.2667 −0.1 0.7 −0.3 −5.9
64.2 −282.6 1053 −4277.0 0.4 −1.40 2.0 11.8
−25.7 226.7 −427.7 102 × 46.496 −0.2 −27.6 −0.4 −9.5
0.0272 −0.1196 0.4462 −1.8095 0.0002 −0.0006 0.0008 0.0050
−0.0806 0.7491 −1.3854 −276.2867 −0.0006 10.8775 −0.0005 −0.0363
0.1218 −0.2599 1.9934 −3.5873 0.0008 −0.0005 0.0050 0.0093
0.7149 −5.8860 11.7517 −94.5842 0.0050 −0.0363 0.0093 0.2896


K1 = 103

[
0.7224 0.0036 −0.0404 −0.0004 −2.7010 −0.0102 −0.9300 −0.1217

]
K2 = 103

[
0.8489 0.0038 −0.0480 −0.0005 −2.5838 −0.0123 −0.9870 −0.1466

]
K3 = 103

[
0.8574 0.0039 −0.0485 −0.0005 −2.5746 −0.0125 −0.9961 −0.1493

]
K4 = K6 = K7 = K8 =

103
[

0.8900 0.0045 −0.0514 −0.0006 −2.5513 −0.0163 −0.6865 −0.1410
]

K5 = 103
[

0.8651 0.0040 −0.0491 −0.0005 −2.5668 −0.0132 −0.9567 −0.1493
]

H1 = H3 = H4 = H6 = H7 = H8 =
103

[
0.6224 0.0034 −0.0352 −0.0004 −1.6049 −0.0103 −0.7599 −0.1076

]
H2 = H5 = 103

[
0.6413 0.0041 −0.0366 −0.0004 −1.6194 −0.0113 −0.6772 −0.1105

]
γ = 0.3732

En choisissant le couple appliqué par le conducteur sous forme sinusöıdale qui peut être similaire

à la forme pratique, avec deux fréquences différentes (respectivement 0,5 Hz et 1 Hz), et une vitesse

du véhicule à 20 m / s. Les réponses de simulation sont présentées dans les figures 2.3 (a-d). D’après

ces figures, on constate que dans les manœuvres basse fréquence, le contrôle de saturation avec H∞
donne de bonnes performances, ce qui permet en présence de saturation et de perturbations internes,

de donner une conduite stable. Avec des fréquences élevées (voir figure 2.3 c et d), le contrôleur

PDC améliore la tenue de route du véhicule et conserve la facilité des manœuvres et élimine les

grandes ondulations de couple.

2.5.1.3 Commande en poursuite d’un modèle de référence en présence de saturation

asymétrique

Dans cette section, nous nous intéressons au problème de la poursuite d’une consigne générée

par un modèle de référence pour un système non linéaire décrit par un modèle de T-S soumis à

une saturation d’actionneur asymétrique. Malgré une littérature riche sur l’étude de la stabilité de
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Chapitre 2. Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

Tableau 2.4: Paramètre de la commande PDC contrainte

Q =

5.1493 −24.4558 84.5253 −313.3568 0.0358 −0.1025 0.1631 0.7393
−24.5 193.0 −405 103 × 2.7357 −0.2 1 −0.5 −6.1
84.5 −405 102 × 13.902 −5412.6 0.6 −1.9 2.7 12.3
−313 102 × 27.36 −5413 71442 −2 −243 −6 −111
0.0358 −0.1715 0.5890 −2.2917 0.0003 −0.0009 0.0011 0.0052
−0.1025 0.9967 −1.9446 −243.4731 −0.0009 10.4966 −0.0016 −0.0508
0.1631 −0.5041 2.6781 −5.7933 0.0011 −0.0016 0.0064 0.0101
0.7393 −6.1368 12.2867 −111.4527 0.0052 −0.0508 0.0101 0.3035


K1 = 103 [0.6304 0.0035 − 0.0363 − 0.0004 − 1.6264 − 0.0113 − 0.5265 − 0.1030]
K2 = 103 [0.6307 0.0035 − 0.0364 − 0.0004 − 1.6233 − 0.0114 − 0.5166 − 0.1027]
K3 = 103 [0.6308 0.0035 − 0.0364 − 0.0004 − 1.6231 − 0.0115 − 0.5109 − 0.1025]

K4 = K6 = K7 = K8 =
103 [0.6312 0.0035 − 0.0365 − 0.0004 − 1.6237 − 0.0115 − 0.4862 − 0.1016]

K5 = 103 [0.6309 0.0035 − 0.0364 − 0.0004 − 1.6230 − 0.0115 − 0.5042 − 0.1022]
γ = 0.1523

ces modèles, peu de travaux se sont intéressés au problème de poursuite de modèle de référence.

On peut citer par exemple quelques travaux sur le retour d’état ou de sortie avec la commande

H∞ [Taniguchi et al., 1999] [Tseng and Chen, 2001] [Mansouri et al., 2009]. Dans ce cas, la solu-

tion du problème de poursuite non linéaire est exprimée en termes d’inégalités matricielles linéaires

et de structure de commande de type PDC [Tseng and Chen, 2001] [Mansouri et al., 2009] [Ase-

mani and Majd, 2013]. Cependant, les effets de la saturation asymétrique n’ont été jamais pris en

considération dans le cadre de la commande des systèmes non linéaires décrits par les modéles T-S.

Cette dernière remarque nous motive à proposer la présente contribution. En effet, dans cette sec-

tion, nous avons proposé de développer de nouvelles conditions de stabilisation pour les systèmes

non linéaires soumis à des saturations non symétriques. L’idée de base de ce développement est de

diviser l’espace d’entrée en un 2m (m représente le nombre d’actionneurs) régions et les saturations

non symétriques ont été réécrites en 2m combinaison de saturations symétriques.

Dans ce sens, l’approche contrainte de la saturation asymétrique est considérée et les conditions de

stabilisation sont dérivées via le critère H∞. Dans ce développement et afin d’assurer l’élimination

des erreurs de poursuite une action intégrale est ajoutée. Par la suite l’approche a été validée par

une application sur le système photovoltäıque [Nasri et al., 2019c].

Position du problème

Comme nous avons discuté dans le chapitre 1, la saturation non symétrique peut être modélisée

de deux manières différentes, soit par la transformation de la saturation non symétrique en forme

symétrique, ou par la division de l’espace d’entrée en régions et les saturations non symétriques ont

été réécrites en combinaison de saturations symétriques. Dans ce travail, l’idée de base est d’utiliser

cette dernière méthode de modélisation de la saturation dans le cas d’une poursuite d’un modèle

de référence.

En prenant la classe de modèle T-S avec perturbation externe et saturation d’actionneur suivant :
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Figure 2.3: réponses du système : (a). Tsen par rapport Th à 0.5 Hz. (b). signal de commande à
0.5 Hz. (c) Tsen par rapport Th à 1 Hz. (d). signal de commande à 1 Hz.

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Bsat (u (t)) + w (t)) (2.73)

et nous considérons le modèle de référence suivant :

ẋr (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Arixr (t) + r (t)) (2.74)

où xr (t) est l’état de référence, Ari est une matrice Hurwitz et r (t) est l’entrée de consigne.

Le signal de commande est soumis à une saturation asymétrique, dans ce cas la loi de commande

PDC s’écrite de même que dans (1.12) :

u (t) =

r∑
`=1

ζ` (ς (t))Kp
` e (t) (2.75)

avec :

e (t) = x (t)− xr (t) (2.76)
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est l’erreur de poursuite.

Le but ici est de synthétiser un contrôleur de tel façon que le système en boucle fermée converge

asymptotiquement vers leur modèle de référence en présence de la saturation d’entrée, et des per-

turbations externe.

Prenant maintenant la dérivée temporelle de l’erreur de poursuite e (t).

ė (t) =
r∑
i=1

r∑
i=1

∑̀
k=1

ζi (ς (t)) ζl (ς (t)) ζrk (ς (t))

[Aix+Biu (t) + (Ai −Ark)xr + w (t)− r (t)]

(2.77)

Pour minimiser l’erreur statique et avoir une bonne poursuite du modèle de référence, une action

intégrale est introduite à la loi de commande (2.75) :

u(t) =

r∑
l=1

ζl(ς(t))

(
Kp
l
e(t) + Lp

l

�
e(t)

)
=

r∑
l=1

ζl(ς(t))K̃
p
l x̃ (2.78)

avec : K̃p
l =

[
kPl
LP
l

]T
, x̃ =

[
e(t)�
e(t)

]
Le système augmenté composé par le modèle de référence (2.74) le système (2.73) et la commande

(2.78) est définit comme suit :

˙̄x (t) =
16∑
i=1

16∑
l=1

4∑
k=1

ζi (ς (t)) ζl (ς (t)) ζdk (ς (t))
[
Āilkx̄ (t) + D̄w̄ (t)

]
(2.79)

où :

x̄ =

[
x̃ (t)

xd (t)

]
, w̄ =

[
w

r (t)

]
, Āilk =

[
Ãi + B̃iK̃

p
l Ãdk

0 Adk

]
, D̄ =

[
D̃w Ĩe

0 I

]
,

Ãi =

[
Ai 0

1 0

]
, B̃i =

[
B̃i

0

]
, D̃w =

[
I

0

]
, Ĩe =

[
−I
0

]
, Ãdk =

[
Ai −Adk

0

]
Afin de minimiser l’effet des perturbations par le critère H∞, on définit la fonction objective

comme suit :

J = V̇ (t) + eT (t)Se (t)− γ2w̄T (t) w̄ (t) (2.80)

avec V (t) est une fonction de Lyapunov quadratique :

V (t) = x̄T (t)Px̄ (t) (2.81)

où : P =

[
P1 0

0 P2

]
, P1, P2, et S, sont des matrices symétriques définies positives. Maintenant,

nous définissons un ellipsöıde comme suit :

ε (P, ρ) =
{
x̄ ∈ R3×n ∣∣x̄T (t)Px̄ (t) ≤ ρ, ρ � 1

}
(2.82)

Pour tout e (0) ∈ ε (P, 1) ⊂ ε (P, ρ), si J < 0, alors,

∀tf � 0 :
T�
0

J dt =
T�
0

(
V̇ (t) + eT (t)Se (t)− γ2w̄T (t) w̄ (t)

)
≺ 0, S � 0, tel que : ‖w̄(t)‖22 ≺ $2.
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Chapitre 2. Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

où : ‖w̄ (t)‖2 =

√
t=∞�
t=0

w̄T (t) w̄ (t) dt ≺ ∞ dénote la norme L2 et w̄ (t).

Ainsi,

1. Si w̄ (t) = 0, alors V̇ (t) ≺ −eT (t)Se (t) ≤ 0.

2. Si w̄ (t) 6= 0, tel que ‖w̄(t)‖22 ≺ $2, alors :

V (T ) ≤ V (0) + γ2
T�
0

w̄T (t) w̄ (t) dt ≤ 1 + γ2$2, ∀T � 0, avec ρ = 1 + γ2$2 et ε (P, ρ) est le

domaine d’attraction. En effet,
∞�
0

eT (t)Se (t) dt ≺ γ2
∞�
0

(
w̄T (t) w̄ (t)

)
dt+V (0), pour T →∞

et sous des conditions initiales à zéro, nous obtenons
∞�
0

eT (t)Se (t) dt ≺ γ2 ‖w̄(t)‖22. Puis, le

niveau attenuation de perturbation H∞ γ est garanti.

les condditions LMI trouvés sont présentés dans le suivant théorème :

Théorème 2.8. [Nasri et al., 2019c] Pour un scalaire donné ρ, le système en boucle fermée (2.73)

est asymptotiquement stable via la commande (2.78), s’il existe des matrices symétriques définies

positives X1 ∈ Rnn, X2 ∈ Rn×n, et des matrices Π ∈ Rn×n, F̃ p` ∈ Rm×n, solution du problème

LMI suivant :

I)


((
ÃiX1 + B̃iF̃

p
`

)
+ (∗)

)
+ Π ArkX1 D̃w ĨE

∗ ArkX2 + (∗) 0 I

∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0

` ∈ Ir, i ∈ Ir, k ∈ Ik, p ∈ I2m

II)

[
δ̄2pj
ρ f̃pij
∗ X1

]
≥ 0, pour ` ∈ Ir, i ∈ Ir, p ∈ I2m

(2.83)

avec : ρ = 1 + γ2$2, K̃p
` = F̃ p` X

−1
1

Démonstration :

Soit la candidate de Lyapunov suivante :

V (t) = x̄T (t)Px̄ (t) (2.84)

avec : P = P T � 0 Sa dérivée est donnée par :

V̇ (t) = ˙̄x
T

(t)Px̄ (t) + x̄T (t)P ˙̄x (t) = x̄T (t)
(
ĀTζζP + PĀζζ

)
x̄ (t)

+w̄T (t) D̄T
wζPx̄ (t) + x̄T (t)PD̄wζw̄ (t)

(2.85)

L’utilisation du critère H∞ (2.80), nous permet d’écrire :

J = x̄T (t)
(
ĀTζζP + PĀζζ + S̄

)
x̄ (t) + w̄T (t) D̄wt

TPx̄ (t) + x̄T (t)PD̄wζw̄ (t)− γ2wT (t)w (t) ≺ 0

(2.86)

avec : S̄ =

[
S̃ 0

0 0

]
, S̃ =

[
S 0

0 0

]
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L’inégalité (2.85) peut s’écrite sous forme d’inégalités matricielles :[
x̄ (t)

w̄ (t)

]T [
PĀζζ + (∗) + S̄ ∗

D̄T
wζP −γ2I

][
x̄ (t)

w̄ (t)

]
≺ 0 (2.87)

Donc, si l’inégalité matricielle suivante est vérifiée, alors l’inégalité précédente est vérifiée :[
PĀζζ + (∗) + S̄ ∗

D̄T
wζP −γ2I

]
≺ 0 (2.88)

En multipliant à gauche et à droite par Y = diag(X, I), avec X = P−1, et X =

[
X1 0

0 X2

]
,

on aura : [
ĀζζX + (∗) +XS̄X ∗

D̄T
wζ −γ2I

]
≺ 0 (2.89)

à partir de (2.80), on peut écrire l’ LMI suivante :
((
ÃiX1 + B̃iK̃

p
l X1

)
+ (∗)

)
+X1S̃X1 ÃdkX1 D̃w −ĨE

∗ AdkX2 + (∗) 0 I

∗ ∗ −γ2I 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 ≺ 0 (2.90)

Par le changement de variable : F̃Pl = K̃P
l X1 et Π = X1S̃X1, l’inégalité (I-2.83) est satisfaite.

LMI (II-2.83) dans théorème 2.8 peut être obtenue de la même façon que dans Théorème 2.6 en

exploitant l’ expression de la commande (2.78).

Exemple 2.2. Commande en poursuite du point maximum de la puissance pour un système

photovoltäıque en présence de la saturation asymétrique

Soit le système PV avec un convertisseur DC-DC buck représenté dans la figure 2.4

Figure 2.4: Système PV avec convertisseur DC-DC

Le circuit équivalent de cellules solaires est illustré à la figure 2.5, où Rs et Rsh représentent les

résistances en série et en parallèle la de cellules.
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Figure 2.5: Le circuit équivalent de cellules solaires DC-DC

Appliquant la loi de Kirchhoff on aura :

ipv = Iph − Idiode − Ish (2.91)

Le modèle de cellules solaires de PV système avec panneaux parallèles et cellules en série est

décrit comme suit :

ipv = np

(
Iph − Irs

(
e
kpv(vpv +Rsipv)/ns − 1

))
− (vpv+Rsipv)

Rsh

Irs = Irr

(
T
Tref

)3
e

qE

(
1

Tref
− 1
T

)
pK

Iph = (ISC +KI (T − Tref )) λ
100

(2.92)

avec, kpv = q/pKT , tel que : ipv est le courant de sortie du panneau PV, Irs est le courant de

saturation inverse, Iph est le photo-courant, ISC est le courant de court-circuit de la cellule à la

température de référence Tref et insolation, Irr est le courant de saturation inverse à la température

de référence, p est un facteur idéal (varies entre 1.2 et 5), K = 1.3805× 10−23J/K est la constante

de Boltzmann, q = 1.6 × 10−19C est la charge électronique, T est la température, E = 1.1 eV

est l’énergie de bande interdite du semi-conducteur constituant la cellule, KI est le coefficient de

température du court-circuit, et λ est l’insolation.

La résistance en série Rs, est beaucoup plus petite que la résistance de shunt Rsh, par conséquence

on peut écrire ipv comme suit :

ipv = np

(
Iph − Irs

(
e
kpvvpv/ns − 1

))
(2.93)

Les équations décrivant le comportement du convertisseur buck sont données comme suit :

i̇L (t) = 1
L (Rbi0 − (Rb +RL) iL − vb + (vd + vpv) d− vd)

v̇pv (t) = 1
Ca

(ipv − iLd)

v̇b (t) = 1
Cb

(iL − i0)

(2.94)

où iL et i0 sont le courant d’inductance L et le courant de charge mesurable, vpv et vb sont la

tension du générateur photovoltäıque dans la capacité Ca et et la tension sur la capacité Cb, res-

pectivement, d le rapport cyclique du signal de modulation de largeur d’impulsions (PWM) pour
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contrôler la commutation de MOSFET, vd est la tension directe de la diode, et Rb et RL sont les

résistances internes dans la capacité Cb et l’inductance L, respectivement.

La représentation en espace d’état non linéaire de modèle du panneau photovoltäıque avec conver-

tisseur buck DC-DC est donnée par [Chiu, 2010] :

ẋ (t) = A (x)x (t) +B (x) d (t) +B0D (2.95)

où :

x (t) =

 iL

vpv

vb

 , A (x) =

 −
1
L (RL +RbIb) 0 − 1

L

0 1
Ca
Ga 0

1
Cb
Ib 0 0

 , B (x) =

 −
1
L (vd + vpv)

− 1
Ca
iL

0

 , B0 =

 1

0

0

 , D = −vd
L

avec : Ib = 1− io/iL, Ga = ipv/vpv

en se basant sur les termes non-linéaires dans le modèle non linéaire précédent (2.94), les variables

de prémisse sont choisies comme suit : ς (t) =
[
ς1 ς2 ς3 ς4

]T
=
[
ib il Ga vpv

]T
Nous supposons que, pour tout i ∈ I4 :

ςimax = max (ςi (t)) , ςimin = min (ςi (t)) , w1i (t) = ςi(t)−ςimin

ςimax−ςimin
, w2i (t) = ςimax−ςi(t)

ςimax−ςimin

soit nl soit le nombre de variables de locaux et par utilisation de l’approche de secteur non linéaire,

le modèle flou T-S du système PV (2.93) peut être obtenu par interpolation entre r = 2nl = 16

modèles locales invariants dans le temps (LTI) comme suit [Chiu, 2010] :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Bid (t) +B0D) (2.96)

et chaque modèle local LTI est défini par : ζi (ς (t)) = Mi(ς(t))
r∑
i=1

Mi(ς(t))
,Mi (ς (t)) =

q∏
j=1

wji (ςj (t))

Ai =

 −
1
L (RL +RBαi1) 0 − 1

L

0 1
Ca
αi3 0

1
Cb
αi1 0 0

 , Bi =

 −
1
L (Vd + αi4)

− 1
Ca
αi2

0


Les paramètres wji et αij sont donnés dans le Tableau 2.5.

Tableau 2.5: Les paramètre local LTI

Règles Ensembles flous parties alors Règles Ensembles flous parties alors
i Fi1, Fi2, Fi3, Fi4 αi1, αi2, αi3, αi4 i Fi1, Fi2, Fi3, Fi4 αi1, αi2, αi3, αi4
1 w11, w12, w13, w14 α11, α12, α13, α14 9 w11, w12, w13, w24 α11, α12, α13, α24

2 w21, w12, w13, w14 α21, α12, α13, α14 10 w21, w12, w13, w24 α21, α12, α13, α24

3 w11, w22, w13, w14 α11, α22, α13, α14 11 w11, w22, w13, w24 α11, α22, α13, α24

4 w21, w22, w13, w14 α21, α22, α13, α14 13 w21, w22, w13, w24 α21, α22, α13, α24

5 w11, w12, w23, w14 α11, α12, α23, α14 13 w11, w12, w23, w24 α11, α12, α23, α24

6 w21, w12, w23, w14 α21, α12, α23, α14 14 w21, w12, w13, w24 α21, α12, α23, α24

7 w11, w22, w23, w14 α11, α22, α23, α14 15 w11, w22, w23, w24 α11, α22, α23, α24

8 w21, w22, w23, w14 α21, α22, α23, α14 16 w21, w22, w23, w24 α21, α22, α23, α24
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Pour déterminer la trajectoire désiré du système PV, un modèle de référence est élaboré à l’aide

de la caractéristique optimale de courant et de tension (Ipvopt et Vpvopt) P-V. Par conséquence, la

représentation d’état du modèle de référence, peut s’écrire comme suit :

ẋr (t) = Ar (z (t))xr (t) + r (t) (2.97)

avec :

Ar =

 −
1
L (RL +RbIb)

1
Ldopt − 1

L

− 1
Ca
dopt 0 0

1
Ca
Ib 0 0

 , r (t) =

 −
1
L (dopt − 1) vd

1
Ca
Ipvopt

0


L’entrée de commande optimale dopt pour le convertisseur abaisseur peut être obtenue à partir de

la relation entre les tensions d’entrée et de sortie :

dopt =

√
R0Ipvopt
Vpvopt

(2.98)

À partir de (2.96), on peut voir que le modèle de référence est non linéaire avec les variables

de prémisses ςr1 = ib et ςr2 = dopt, en utilisant l’approche de secteur non-linéarité on obtient :

wr11 = ςr1−ςr1min
ςr1Max−ςr1min

; wr12 = 1− wr11; wr21 = ςr2−ςr2min
ςr2Max−ςr2min

; wr22 = 1− wr21

et les fonctions d’appartenance sont écrites comme suit :

ζr1 = wr11wr21, ζr2 = wr11wr22

ζr3 = wr12wr21, ζr4 = wr12wr22

avec les matrices d’état :

Ar1 =

 −
1
L (RL +Rbςr1Max) 1

L ςr2Max − 1
L

− 1
Ca
ςr2Max 0 0

1
Ca
ςr1Max 0 0

 , Ar2 =

 −
1
L (RL +Rbςr1Max) 1

L ςr2 min − 1
L

− 1
Ca
ςr2 min 0 0

1
Ca
ςr1Max 0 0


Ar3 =

 −
1
L (RL +Rbςr1 min) 1

L ςr2Max − 1
L

− 1
Ca
ςr2Max 0 0

1
Ca
ςr1 min 0 0

 , Ar4 =

 −
1
L (RL +Rbςr1 min) 1

L ςr2 min − 1
L

− 1
Ca
ςr2 min 0 0

1
Ca
ςr1 min 0 0


le modèle de référence flou global T – S est donné par :

ẋr (t) =

4∑
i=1

ζri (ς) (Arixr (t) + r (t)) (2.99)

Le point MPP est atteint lorsque dP/dt = 0 qui correspond à un courant PV optimal est donné

par [Allouche et al., 2018] :

Ipvopt = 0.909Iph (2.100)

et la tension optimale est :

Vpvopt = nsVt log ((−Ipvopt + Iph + Irs) /Irs) (2.101)

avec Irs et Iph sont définis dans (2.91).

en raison de la saturation asymétrique du signal de commande
(
d (t) = satū,u (u (t)) , ū = 1, u = 0

)
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Les paramètres du modèle T-S sont donnés par : 1 ≤ iL ≤ 5, 8 ≤ vpv ≤ 22, 2 ≤ vb ≤ 22, 0.8iL ≤
io ≤ 0.9iL

et α11 = 0.2, α21 = 0.1, α12 = 5, α22 = 1, α13 = 0.25, α23 = 0.1, α14 = 22, α24 = 8

Les paramètres du panneau solaire sont donnés dans [Chiu, 2010]. La résolution des LMI données

par le Théorème 2.8 sont donnés par la tableau ci-dessus.

Tableau 2.6: Paramètre de la commande PDC contrainte avec saturation non symétrique

K1
1 = [0.0046 4.9186 0.0039] , K1

9 = [0.0045 4.9196 0.0038] , K1
12 = [0.0029 4.9164 0.0023] ,

K1
2 = K1

3 = K1
4 = K1

5 = K1
6 = K1

7 = K1
8 = K1

11 = K1
13 = K1

14 = K1
15 = [0.0049 5.1352 0.0043] ,

K1
16 = [0.0043 4.9177 0.0037] , K2

1 = K2
2 = K2

3 = K2
4 = [−0.0002 0.3292 − 0.0001] ,

K2
5 = [−0.0009 3.6230 − 0.0015] , K2

6 = [−0.0006 1.3166 − 0.0009] ,
K2

7 = [−0.0002 0.3488 − 0.0002] ,K2
8 = [−0.0003 0.6277 − 0.0004] ,

K2
9 = [0.0015 3.6338 0.0010] , K2

10 = [0.0003 1.4487 − 0.0001] ,
K2

11 = [−0.0003 0.3497 − 0.0003] , K2
12 = [−0.0006 3.6332 − 0.0011] ,

K2
13 = [−0.0006 1.3170 − 0.0010] ,

K2
14 = [0.0014 3.6407 0.0008] , K2

15 = [0.0015 3.6381 0.0009] , K2
16 = [−0.0004 3.6118 − 0.0009] ,

L1
1 =

[
0.0500 10 0.0701

]
, L1

2 =
[

0.4500 9.7821 0.6810
]
,

L1
5 =

[
0.0500 10 0.0701

]
, L1

16 =
[

0.4153 9.8721 0.6610
]
,

L2
1 =

[
0.0001 0.1 0.0001

]
, L2

2 =
[

0.0000 0.1 0.0001
]
,

L2
5 =

[
0.0000 0.1 0.0001

]
, L2

16 =
[

0.0003 0.1 0.0001
]
,

γ = 0.814× 10−3.

Deux scénarios de simulation sont examinés dans cette section :

Scenario 1 : Dans le premier scénario, la température est considérée comme constante (323,18

K) et l’irradiation solaire est variable comme sur la figure 2.6 (a). La commande H∞ contrainte,

le courant du générateur photovoltäıque, la tension du générateur photovoltäıque et la puissance

photovoltäıque sont représentés sur les figures 2.6 (b) à (e), respectivement.

Dans le cas d’une irradiation variable, les réponses du système PV montrent que la trajectoire

souhaitée est atteinte rapidement avec une faible erreur de poursuite. Cela confirme que le contrôle

proposé nous a permet d’extraire la quasi-totalité de l’énergie disponible du générateur de système

PV et on peut dire que le système PV fonctionne sur son MPP.

Scenario 2 :

Dans le deuxième scénario, la température est considérée comme variable, comme sur la figure

2.7 (a), et l’irradiation solaire est constante (70mW/cm2). Le courant du générateur photovoltäıque,

la tension du générateur photovoltäıque et le PV sont décrits dans les figures 2.7 (b) à (d).

La figure 2.7 représente les réponses PV avec une température variable. Les résultats obtenus

dans ce scénario montrent que la stratégie de contrôle appliquée dans ce travail assure les objectifs

à la fois pour les cas d’irradiation et de température variables.

La courbe P-V représentée sur la figure 2.8 est obtenue en utilisant une irradiation variable et

une température constante (25 C). Le contrôleur proposé à commutation T – S oblige le système

PV à fonctionner presque à sa trajectoire de puissance maximale.

La figure 2.9 illustre les résultats de la comparaison entre l’approche proposée, le contrôleur PI

conventionnel [Koutroulis et al., 2001], le contrôleur PID flou [Dounis et al., 2015][ et l’approche

– 75 –
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Figure 2.6: Réponse du système PV dans le scénario 1 : (a). irradiation. (b). rapport cyclique. (c)
courant du système PV. (d). tension PV. (e). puissance PV.

Fuzzy T-S [Chiu, 2010]. Cette figure montre que le contrôleur développé dans le présent document

offre une meilleure puissance de sortie et une meilleure poursuite de trajectoire de puissance maxi-

male par rapport aux autres méthodes. Notez qu’avec l’approche floue dans [Chiu, 2010], une perte

de la puissance de sortie du système PV est observée dans le cas où l’entrée de contrôle est saturée,

cela montre les performances supérieures du contrôleur proposé par rapport aux autres contrôleurs.
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Figure 2.7: Réponse du système PV dans le scénario 2 : a). temperature. (b). courant PV. (c).
voltage PV. (d). puissance PV.
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Figure 2.9: Réponse du système PV avec G=70mW/cm2 et T=25C : (a). rapport cyclique. (b).
puissance P-V .

2.5.2 Synthèse d’une commande SOF

Dans ce cas le système en boucle fermée en présence des perturbations s’écrit :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (t) +Dwiw (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C2ix (t))

(2.102)

avec la matrice C2i est de rang plein.

2.5.2.1 Commande SOF contrainte

Dans cette section, la synthèse de la commande proposée repose sur l’utilisation du critère H∞
avec une commande SOF contrainte. L’objectif ici est de chercher une commande qui n’atteinte

pas ses limites. On écrit dans ce cas :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biu (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diu (t) +Dwiw (t))
(2.103)

avec : ∀x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (KjC2i) Le théorème suivant résume les conditions de stabilisations obtenues :

Théorème 2.9. [Saifia, 2013] Pour un scalaire donné ρ, le système (2.103) est asymptotiquement

stable via la commande SOF (2.18) avec un niveau d’atténuation des perturbations γ, s’il existe

une matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, une matrice M ∈ Rp×n, et des matrices Fj ∈ Rm×p, j ∈ Ir
solution du problème LMI suivant :
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I)

[
ū2i
ρ f ji C2l

∗ Q

]
≥ 0, ∀i ∈ Im, ∀j ∈ Ir, l ∈ Ir

II)

 AiQ+BiFjC2l + (∗) ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗

C1iQ+DiFjC2l Dwi −I

 < 0, ∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir, l ∈ Ir

III)MC2i = C2iQ

(2.104)

avec : Kj = FjM
−1, ρ = 1 + γ2$2

Démonstration : Nous considérons la commande par une commande SOF contrainte (2.18) et en

suivant la même démonstration du théorème 2.5.

2.5.2.2 Commande SOF saturante

On prend en considération le lemme 2.1 et les équations (2.104-1.79), les gains de correcteur

peuvent être obtenus par la résolution des LMI du théorème suivantes :

Théorème 2.10. [Saifia, 2013] Pour un scalaire donné ρ, le système (2.102) est asymptotiquement

stable via la commande SOF (2.22) avec un niveau d’atténuation des perturbation γ, s’il existe une

matrice Q ∈ Rn×n, Q = QT > 0, une matrice M ∈ Rp×n et des matrices Fj ∈ Rm×p, Zj ∈
Rm×p, j ∈ Ir, solution du problème LMI suivant :

I)

[
ū2i
ρ zji
∗ Q

]
≥ 0, ∀i ∈ Im, ∀j ∈ Ir

II)

 AiQ+BiEsFjC2l +BiĒsZj + (∗) ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗

C1iQ+DiEsFjC2l +DiĒsZj Dwi −I

 < 0,

∀i ∈ Ir, ∀j ∈ Ir , l ∈ Ir, s ∈ I2m

III)MC2i = C2iQ

(2.105)

avec : Kj = FjM
−1.

Démonstration : Pour la preuve de LMI (2.105), voir la preuve de LMI données par le théorème

2.6, avec changement de la commande par une commande SOF saturante.

Remarque 2.2. On rappelle que pour rendre l’équation (III-2.105) en inégalité, on fait la même

chose que dans (2.21) :

2.5.2.3 Commande SOF Approche descripteur

Le théorème 2.9 nécessite l’utilisation de l’approximation (2.21) pour rendre les conditions de

stabilisation résolvables via les outils du calcule disponible, cependant, cette condition (2.21) n’est

pas en stricte LMI. Pour surmonter cette obstacle, ce défi peut être résoulu via l’approche descrip-

teur. L’utilisation de la représentation en descripteur T-S se fait de la même façon que celle dans

(2.26) avec l’ajout du critère H∞. Les résultats obtenus sont résumés dans le théorème suivant :
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Théorème 2.11. Pour un scalaire donné ρ, le système (2.102) est asymptotiquement stable via

la commande SOF (2.22), avec un taux de réduction des perturbations γ, s’il existe une matrice

symétrique P1 > 0, des matrices, P2, P3, Fj , Zj , solution du problème LMI suivant :

I)


(AiP1 +BiP7) + (∗) ∗ ∗ ∗ ∗
P T8 B

T
i + C2iP1 +DiP7 −P5 − P T5 −DiP8 ∗ ∗ ∗

ĒsZj + P T9 B
T
i − P7 P T9 D

T
i + EsKj − P8 −P9 − P T9 ∗ ∗

0 P5 0 −I ∗
Bwi 0 0 0 −γ2I

 < 0,

i ∈ Ir, j ∈ Ir, s ∈ I2m

II)

 ū2i
ρ ∗(
zji

)T
P1

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir

(2.106)

avec : Hj = ZjP
−1
1 , zji est le ième éliment du vecteur Zj .

Démonstration : de même que dans théorème 2.5, avec l’ajout du critère H∞.

Exemple 2.3. Application sur la suspension Prenant maintenant l’exemple de la suspension

du quart-véhicule système représenté sur la figure 2.10 : le modèle mathématique de tel système

Figure 2.10: système du suspension quad car système.

est donné par [Chadli et al., 2008] :

z̈s = − ks
ms

[
(zs − zu) + ps(zs − zu)3

]
− bc

ms
(żs − żu) + 1

ms
u

z̈u = ks
mu

[
(zs − zu) + ps(zs − zu)3

]
+ bc

mu
(żs − żu)− kt

mu
(zu − zr)− 1

mu
u

(2.107)

et en considérant que zr comme une entrée perturbatrice (w (t) = zr) et u comme une entrée de

commande, le résultat est un système d’ordre quatre de la forme :

ẋ = A (x)x (t) +Bww (t) +Bu (t) (2.108)

avec :
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A (x) =


0 0 1 0

0 0 0 1

−ksS
ms

ksS
ms

− bc
ms

bc
ms

ksS
mu

− (ksS+kt)
mu

bc
mu

− bc
mu

 , Bw =


0

0

0
kt
mu

 , B =


0

0
1
ms

− 1
mu


M1 =

z21
a2
,M2 =

a2−z21
a2

.

La représentation générale des modèles locaux s’écrit comme suit :

ẋ (t) =

2∑
i=1

ζi (Aix (t) +Bu (t) +Bww (t)) (2.109)

avec :

ζ1 (t) = M1 (x (t)) , ζ2 (t) = M2 (x (t))

A1 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−ks(1+Psa2)
ms

ks(1+Psa2)
ms

− bc
ms

bc
ms

ks(1+Psa2)
mu

−(ks(1+Psa2)+kt)
mu

bc
mu

− bc
mu

, A2 =


0 0 1 0

0 0 0 1

− ks
ms

ks
ms

− bc
ms

bc
ms

ks
mu

− (ks+kt)
mu

bc
mu

− bc
mu


La résolution des LMIs décrites dans le théorème 2.9, 2.10, et 2.11, nous donne les résultats

illustrés dans tableau 2.7 :

Tableau 2.7: Les paramètres des régulateurs SOF

Commande contrainte

M =

 0.0817 0.0006 − 0.1330
0.0006 0.0031 0.0003
−0.1330 0.0003 0.5301

 ,
γ = 1.9127, γ = 4.1284× 10−7

K1 = 104 × [0.1679 − 1.1829 − 0.5650] ,
K2 = 104 × [0.1679 − 1.1829 − 0.5650]

Commande saturante

M =

 0.1879 0.0041 − 0.5120
0.0041 0.0114 0.0038
−0.5120 0.0038 3.6289

 ,
γ = 1.9153, λ = 2.0052× 10−5

K1 = 103 × [0.3817 − 8.4476 − 3.1148] ,
K2 = 103 × [0.3817 − 8.4476 − 3.1148]

Commande SOF descripteur

P1 = 103 ×


0.0001 0.0000 − 0.0000 − 0.0061
0.0000 0.0014 0.0061 − 0.0235
−0.0000 0.0061 0.0318 − 0.1712
−0.0061 − 0.0235 − 0.1712 8.0337

 ,
P5 =

 1.0053 − 0.0089 0.0017
−0.0081 1.0118 − 0.0021
0.0016 − 0.0024 1.0004

 ,
P9 = 5.8433× 107,
K1 = 103 × [−0.1227 − 0.1595 − 1.3768] ,
K2 = 103 × [−0.1227 − 0.1595 − 1.3768] ,
γ = 9.92
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Chapitre 2. Stabilisation quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

0 5 10 15 20
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

Temps [s]

z r(t
)

0 5 10
−4000

−2000

0

2000

4000

Temps [s]

σ
(t

)

 

 

saturante

contrainte

Descripteur

(a) (b)

0 2 4 6 8 10
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

Temps [s]

d
é

fl
e

x
io

n
 d

e
 l
a

 s
u

s
p

e
n

s
io

n
 [

m
]

 

 

SOF saturante
Passive
SOF contrainte
SOF descripteur

0 2 4 6 8 10
−10

−5

0

5

10

15

Temps [s]

A
c
c
e

le
ra

ti
o

n
 [

m
/s2

]

 

 

SOF saturante
Passive
SOF contrainte
SOF descripteur

(c) (d)

Figure 2.11: Réponse du système suspension : (a). perturbation. (b). entrée de commande.(a).
déflexion de la suspension (x1 − x2). (b). acceeration de la masse suspendue.

La figure 2.11 (a) présente la perturbation appliquée, les figures 2.11 (b) à (d) illustrent, respecti-

vement, le signal du commande, déflexion de la suspension et l’acceeration de la masse suspendue.

Les résultats de simulation montrent l’efficacité des approches de commandes obtenues dans la

stabilisation du système en boucle fermée.

2.6 Conclusion

Le travail présenté dans ce chapitre porte sur la stabilisation quadratique des systèmes non

linéaires représentés par des modèles T-S et soumis à la saturation d’actionneur. Commençant

par une généralisation des méthodes de stabilisation quadratique présentées dans le chapitre 1

sur les modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur. Dans ce contexte, la commande PDC,

la commande SOF, et l’approche descripteur sont conçues par les deux méthodes, contrainte et

saturante et via critère H∞. Dans la partie de la commande PDC , des nouvelles conditions de

stabilisationH∞ de la poursuite d’un modèle de référence en présence d’une saturation d’actionneur

non symétrique sont dérivées.

Pour chaque cas, des applications sont présentés sur des systèmes physiques connus pour montrer

l’efficacité des approches proposées.
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Chapitre 3

Stabilisation non quadratique des modèles T-S en

présence de saturation d’actionneur

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le problème de stabilisation quadratique des modèles T-S soumis à

la saturation et aux perturbations a été traité. La méthode quadratique s’appuie sur la recherche

d’une matrice commune à un ensemble de contraintes LMIs. L’avantage de cet approche vient du

fait que le problème de stabilisation peut être écrit comme un problème d’optimisation LMI résolu

efficacement. Cependant, les conditions de stabilité fournies sont conservatives d’un point de vue

synthèse de contrôleur. Dans ce cadre, plusieurs travaux ont été proposés pour l’étude de stabilité

et de stabilisation des modèles T-S afin d’offrir des conditions moins conservatives [Tanaka et al.,

2003] [Bouarar et al., 2013] [Guerra et al., 2012]. De ce fait, des approches basées sur la fonction de

Lyapunov continue par morceaux (piecewise Lyapunov functions) PLF ont été fournies par plusieurs

auteurs [Johansson et al., 1999] [Feng and Harris, 2001] [Ohtake et al., 2003] [Feng, 2004] [Zhang

et al., 2011] [Qiu et al., 2012]. Cependant, ces approches ne sont pas très efficaces lorsque la méthode

du secteur non linéaire est utilisée pour obtenir le représentant T-S. En effet, ce modèle de fonction

de Lyapunov ne prend pas en compte toutes les informations contenues dans les fonctions d’acti-

vation. Une autre approche accommodée au cas des systèmes non linéaires, consiste en l’utilisation

d’une fonction candidate non quadratique de Lyapunov [Blanco, 2001] [Guerra and Vermeiren,

2004] [Rhee and Won, 2006]. Parmi celles-ci, nous précisons l’approche en considérant l’utilisation

d’une fonction candidate dite polyquadratique de Lyapunov dans la mesure où les variables de

décision de ces fonctions sont appuyées sur la même structure d’interconnexion que le système

T-S étudié. [Jadbabaie, 1999] [Tanaka and Wang, 2001] [Tanaka et al., 2003] [Feng, 2004] [Feng,

2006]. Par conséquent, la loi de commande est basée sur cette même structure, donc la recherche

d’une commande pour notre système réside dans la recherche d’une solution aux problèmes LMI et

conduit à une réduction du conservatisme.

L’objectif de ce chapitre est donc la proposition des conditions de stabilisation LMIs non quadra-

tique pour les modèles T-S saturés et perturbés (présentées au chapitre 2). Tout d’abord, nous
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rappellerons la classe des modèles T-S étudiés. Puis l’extension de la loi de commande PDC, SOF

et descripteur SOF dans le cadre non quadratique. Ensuite, ces résultats seront étendus au cas des

modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur et aux perturbations externes par le biais d’un

critère H∞. Par ailleurs, l’applicabilité des approches proposées seront présentées sous forme des

applications sur des systèmes physiques.

3.2 Formulation du problème

On rappelle la classe des modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur et à la perturbation

externe présentée dans le chapitre précédent (2.1) :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (t) +Dwiw (t))
(3.1)

Dans le chapitre précédent, les approches présentées se sont basés sur une fonction de Lyapunov

quadratique, ce type de fonctions de Lyapunov nécessite la recherche d’une matrice commune à

une composition de contraintes LMI, et ne prend pas en considération la structure de fonctions

d’activation. Par conséquence, les conditions de stabilisation résultantes sont conservatives. L’utili-

sation d’une fonction de Lyapunov dite non quadratique assure l’interconnexion non linéaire entre

les sous modèles et serve à réduire le conservatisme. Pour les modèles T-S continus, plusieurs formes

des fonctions de Lyapunov non quadratiques ont été proposées : continue par morceaux [Johans-

son et al., 1999] [Feng and Harris, 2001] [Feng et al., 2005], a intégrale curviligne [Rhee and Won,

2006] [Guelton, 2014] [Cherifi et al., 2018], et polyquadratique [Jadbabaie, 1999] [Tanaka and Wang,

2001] [Tanaka et al., 2003] [Guerra et al., 2012]. Dans le cadre des fonctions polyquadratique, deux

forme ont été proposées, la première consiste à utiliser une forme poly-quadratique dépendent des

fonctions d’appartenance et ça nous conduit à des conditions de stabilisation dépendent des dérivées

des fonctions d’appartenance [Jadbabaie, 1999] [Tanaka and Wang, 2001] [Tanaka et al., 2003] :

V (t) = xT (t)P−1
ζ x (t) (3.2)

avec : P−1
ζ =

(
r∑
i=1

ζi (ς (t))Pi

)−1

, Pi = P Ti > 0.

la solution proposée pour le problème d’apparition des dérivées des fonctions d’appartenance

dans les conditions de stabilisation [Tanaka et al., 2003] [Bouarar et al., 2013], nécessite la pré-

connaissance des bornes inférieures des dérivées des fonctions d’appartenance, qu’ils ont pas ac-

cessible dans tous les cas. A cause de cet obstacle, une deuxième forme modifiée de (3.2) a été

proposée par [Márquez et al., 2016], cette forme ne dépendent pas des fonctions d’appartenance,

mais de leurs intégrale. elle est inspirée des travaux de [González et al., 2016] :

V (t) = xT (t)P−1
υ x (t) (3.3)

avec : P−1
υ =

(
r∑
i=1

υi (ς (t))Pi

)−1

, Pi = P Ti > 0, et υi (ς (t)) = 1
α

t�
t−α

ζi (ς (τ)) dτ ≥ 0, α > 0.

Remarque 3.1. Il est important d’indiquer que les fonctions d’appartenances ζi (ς (τ)) sont intégrables
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le long de la trajectoire car, elles sont lisses et délimitées. Et par héritassions les fonctions υi (ς (t))

ont la propriété de somme convexe :

r∑
i=1

υi (ς (t)) =
1

α

t�

t−α

(
r∑
i=1

ζi (ς (τ))

)
dτ = 1 (3.4)

L’enjeu dans les deux formes repose sur la représentation de la dérivée . Dans la première, cette

dérivée est approximer par la relation suivante [Bouarar et al., 2010] [Tanaka and Wang, 2001] :

Ṗζ ≥
r−1∑
k=1

φk (Pk − Pr) (3.5)

avec Pk − Pr ≥ 0, et φk sont les limites inférieures de ζ̇k (ς (t)).

Par contre la représentation (3.3) est pour objectif de dépasser l’approximation (3.2). Effective-

ment, la dérivée de υi (ς (t)) peut s’écrire [Márquez et al., 2016] [González et al., 2016] :

υ̇i (ς (t)) =
1

α
(ζi (ς (t))− ζi (ς (t− α))) (3.6)

Par conséquence :

Ṗυ =
1

α

(
Pζ − Pζ−

)
, ζ−i = ζ (ς (t− α)) (3.7)

Remarque 3.2. Les approches présentées le long de ce chapitre sont pour la commande saturante,

avec utilisation bien sûr de la représentation polytopique (1.79). Pour le cas de la commande

contrainte, il se fait de suivre les étapes décrits dans le chapitre précédent.

3.3 Stabilisation non quadratique par la commande PDC

La loi de commande PDC dans ce cas s’écrit de la même façon que dans (2.12) :

σ (t) =
r∑
j=1

ζj

2m∑
s=1

αs
(
EsKj + ĒsHj

)
x (t) (3.8)

3.3.1 Perturbation externe nulle

En prenant le modèle T-S (3.1), supposant que la perturbation externe est nulle . Les conditions

de stabilisation non quadratiques via la commande PDC sont présentées dans le théorème suivant :

Théorème 3.1. Pour tout k = 1...r−1, Φk limites inférieures ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

, alors pour

un scalaire donné ρ > 0, le système flou T-S (3.1) sans perturbation externe est asymptotiquement

stable via la commande PDC (3.8), s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0, des matrices Fj , Zj ,

solution du problème LMI suivant :

(
AiP` +BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗)−

r−1∑
k=1

φk (Pk − Pr) < 0, i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m (3.9)
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[
ū2i
ρ zji
∗ P`

]
≥ 0, ∀ i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (3.10)

(Pk − Pr) ≥ 0 (3.11)

Démonstration :

Considérons la condidate de Lyapunov non quadratique (3.2), dans le cas où w (t) = 0, le système

flou T-S (3.1) est asymptotiquement stable si : V̇ (t) < 0

V̇ (t) = ẋT (t)P−1
ζ x (t) + xT (t)P−1

ζ ẋ (t) + xT (t)

•︷︸︸︷
P−1
ζ x (t) < 0 (3.12)

Par substitution de (3.8) dans (3.12), nous trouvons :

(Aζx (t) +Bζ (EζKζ + EζHζ)x (t))TP−1
ζ x (t) +

xT (t)P−1
ζ (Aζx (t) +Bζ (EζKζ + EζHζ)x (t)) + xT (t)

•︷︸︸︷
P−1
ζ x (t) < 0

(3.13)

l’inégalité (3.13) est satisfaite si :

(
P−1
ζ Aζ + P−1

ζ Bζ (EζKζ + EζHζ)
)

+ (∗) +

•︷︸︸︷
P−1
ζ < 0 (3.14)

en multipliant gauche et droit par Pt, on aura :

(AζPζ +Bζ (EζKζ + EζHζ)Pζ) + (∗) + Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ < 0 (3.15)

le terme Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ peut être réécrit comme suit :

Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ =

d

dt

(
PζP

−1
ζ

)
Pζ − Ṗζ = −Ṗζ (3.16)

et l’inégalité (3.15) devienne :

(AζPζ +Bζ (EζKζ + EζHζ)Pζ) + (∗)− Ṗζ < 0 (3.17)

En substituant (3.5) dans (3.17), on arrive à la condition (3.9). La condition (3.11) peut être

obtenue à partir du Lemme 2.1 : ε
(
P−1
ζ , ρ

)
⊂

r⋂
j=1
ℵ (Hj), si et seulement si :

(
hji

)(
P−1
ζ

ρ

)−1(
hji

)T
≤ ū2

i

i ∈ Im, j ∈ Ir
(3.18)

Nous suivons les mêmes étapes du théorème 2.7, on arrive à la condition (3.10). Ceci complète

la démonstration.
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3.3.2 Perturbation externe non nulle

Maintenant, on considère le cas où la perturbation externe w (t) 6= 0, pour déterminer les

conditions de stabilisation LMI pour le système (3.1), on fait appel le critère H∞ définie dans

(2.43). Les conditions obtenues sont présentées au théorème suivant :

Théorème 3.2. Pour tout k = 1...r−1, Φk limites inférieures ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

, alors pour

un scalaire donné ρ > 0, le système flou T-S (3.1) est asymptotiquement stable via la commande

PDC (3.8), avec un niveau d’atténuation des perturbations γ, s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0,

des matrices Fj , Zj , solution du problème LMI suivant :
(
AiP` +BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗)−

r−1∑
k=1

φk (Pk − Pr) ∗ ∗

BT
wi −γ2I ∗

C1iP` +DiEsFj +DiĒsZj Dwi −I

 < 0,

∀i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m

(3.19)

[
ū2i
ρ zji
∗ P`

]
≥ 0, ∀ i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (3.20)

(Pk − Pr) ≥ 0 (3.21)

Démonstration : Nous prenons en considération la fonction de Lyapunov non quadratique (3.2),

la commande PDC (3.8) ainsi le modèle T-S perturbé (3.1), la condition H∞ (3.43), peut être

écrite comme suit :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (3.22)

=

[
x (t)

w (t)

]T  (P−1
ζ Aζ + P−1

ζ Bζ (EζKζ + EζHζ)
)

+ (∗) +

•︷︸︸︷
P−1
ζ ∗

BT
wζ

−γ2I

[ x (t)

w (t)

]

+

[
x (t)

w (t)

]T [
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

][
(C1ζ +D1ζKζ)

T

DT
wζ

]T [
x (t)

w (t)

]
(3.23)

En utilisant le complément Schur, nous obtenons :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) =

[
x (t)

w (t)

]T
∆ζ

[
x (t)

w (t)

]
< 0 (3.24)

Pré et post-multiplication ∆ζ par diag(Pζ , I, I) on aura :

Πζ =

 (AζPζ +Bζ (EζKζ + EζHζ)Pζ) + (∗) + Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ ∗ ∗

BT
wζ

−γ2I ∗
C1ζQ+DζEζFζ +DζĒζZζ Dwζ −I

 < 0 (3.25)
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En substituant (3.16) dans (3.25), et par remplacement de (3.5) dans (3.25), on arrive à la

condition (3.19).

La condition (3.20) peut être obtenue en suivant les mêmes étapes dans (3.10).

Ceci complète la démonstration.

Remarque 3.3. Afin de surmonter le problème de la connaissance des limites inferieurs des dérivées

des fonctions d’appartenance, on se basant sur la représentation (3.3), le théorème 3.2 peut être

réécrit comme suit :

Théorème 3.3. Pour des scalaires donnés ρ > 0 et α > 0, le système flou T-S (3.1) est asympto-

tiquement stable via la commande PDC (3.8), avec un niveau d’atténuation des perturbations γ,

s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0, des matrices Fj , Zj , solution du problème LMI suivant :
(
AiP` +BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗)− 1

α (Pj − Pk) ∗ ∗
BT
wi −γ2I ∗

C1iP` +DiEsFj +DiĒsZj Dwi −I

 < 0,

∀i ∈ Ir, j ∈ Ir, k ∈ Ir s ∈ I2m

(3.26)

[
ū2i
ρ zji
∗ P`

]
≥ 0, ∀ i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (3.27)

Exemple 3.1 :

Pour pouvoir juger l’efficacité des approches proposées dans théorème 3.2 et 3.3, on considère le

système (3.1) avec les données suivantes :

A1 =

[
2 −10

2 0

]
; A1 =

[
a −5

1 2

]
; B1 =

[
1

1

]
; B2 =

[
b

2

]
; Bw1 = Bw2 =

[
−0.15

0.1

]
C1 =

[
−0.1 −0.4

]
; C2 =

[
0.1 −0.1

]
; D1 = D2 = 0.1.

La figure 3.1 montre que les domaines de faisabilité des théorèmes 3.2 et 3.3 recouvrent celui

obtenu à partir de l’approche quadratique donné dans le chapitre précédent.

Exemple 3.2 :

Pour illustrer tout l’intérêt des conditions LMIs non quadratiques, compte tenu l’exemple de la

commande du système de la suspension : Rappelons le modèle de l’exemple 2.3, la résolution des

conditions LMI du théorème 3.2, nous donne :
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Figure 3.1: + Théorème 3.2., • Théorème 3.3, ◦ approche quadratique théorème 2.7.
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de commande saturé. (c) perturbation. (d) derivée de la 1er fonction d’appartenance
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Tableau 3.1: Paramètres du contrôleur PDC non quadratique

Q1 = 107


0.0000 −0.0000 −0.0001 −0.0029
−0.0000 0.0012 0.0047 −0.0193
−0.0001 0.0047 0.0189 −0.1189
−0.0029 −0.0193 −0.1189 5.2260

 ,

Q1 = 107


0.0000 −0.0000 −0.0001 −0.0024
−0.0000 0.0010 0.0037 −0.0161
−0.0001 0.0037 0.0151 −0.0988
−0.0024 −0.0161 −0.0988 4.7178

 ,
F1 = 107

[
0.0167 1.6631 −5.9121 0.1619

]
,

F2 = 107
[

0.0167 1.6631 −5.9121 0.1619
]
,

γ = 1.9155

D’après les résultats de simulation, on remarque que l’approche non quadratique donne des bons

résultats comparant par rapport à l’approche quadratique du théorème 2.7. En effet, les résultats

obtenus dans le tableau précédent sont pour un niveau d’atténuation des perturbations γ = 1.9155,

par contre l’utilisation de la forme quadratique, nous donne γ = 2.2284. La figure 3.2 montre les

résutats obtenus via l’approche non quadratique dépenente et indépendante.

3.4 Stabilisation non quadratique par la commande SOF

3.4.1 Perturbation externe nulle

3.4.1.1 Commande SOF classique

En prenant le modèle T-S (2.102) :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (t) +Dwiw (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C2ix (t))

(3.28)

Le but ici est de stabiliser le système précédent dans le cas où w (t) = 0, via la commande SOF

suivante :

σ (t) =

r∑
j=1

ζj

2m∑
s=1

αs
(
EsKjC2i + ĒsHj

)
x (t) (3.29)

avec x (t) ∈ r∩
j=1
ℵ (HjC2i)

Les conditions de stabilisations obtenues via l’approche non quadratique (3.2) sont présentées dans

le théorème suivant :

Théorème 3.4. Pour tout k = 1...r − 1, Φk limites inférieures de ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

,

alors pour un scalaire donné ρ > 0, le système flou T-S (3.28) sans perturbation externe est
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asymptotiquement stable via la commande SOF (3.29), s’il existe des matrices P` = P T` > 0, des

matrices Fj , Nj et Ξj solution du problème LMIs suivant :

(
AiP` +BiEsFjC2n +BiĒsZjC2n

)
+ (∗)−

r−1∑
k=1

φk (Pk − Pr) < 0, ∀(i, j, `, n) ∈ Ir, s ∈ I2m (3.30)

[
ū2i
ρ zjiC2n

∗ P`

]
≥ 0, ∀ i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, n ∈ Ir (3.31)

(Pk − Pr) ≥ 0 (3.32)

ΞiC2j = C2jPi (3.33)

avec : Kj = FjΞ
−1
ζ , Hj = ZjΞ

−1
ζ

Démonstration :

Soit la fonction de Lyapunov non quadratique (3.2), le système flou T-S (3.28) est asymptoti-

quement stable si V̇ (t) < 0 :

V̇ (t) = ẋT (t)P−1
ζ x (t) + xT (t)P−1

ζ ẋ (t) + xT (t)

•︷︸︸︷
P−1
ζ x (t) < 0 (3.34)

Par substitution de (3.28) dans (3.34), nous donne :

(Aζx (t) +Bζ (EζKζC2ζ + EζHζC2ζ)x (t))TP−1
ζ x (t)

+ xT (t)P−1
ζ (Aζx (t) +Bζ (EζKζC2ζ + EζHζC2ζ)x (t)) + xT (t)

•︷︸︸︷
P−1
ζ x (t) < 0

(3.35)

l’inégalité (3.35) est satisfaite si :

(
P−1
ζ Aζ + P−1

ζ Bζ (EζKζC2ζ + EζHζC2ζ)
)

+ (∗) +

•︷︸︸︷
P−1
ζ < 0 (3.36)

multiplions à gauche et à droit par Pζ , on aura :

(AζPζ +Bζ (EζKζC2ζ + EζHζC2ζ)Pζ) + (∗) + Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ < 0 (3.37)

Le terme Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ peut être réécrit comme dans (3.16) :

Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ =

d

dt

(
PζP

−1
ζ

)
Pζ − Ṗζ = −Ṗζ (3.38)

et l’inégalité (3.37) devienne :

(AζPζ +Bζ (EζKζC2ζ + EζHζC2ζ)Pζ) + (∗)− Ṗζ < 0 (3.39)

En substituant (3.5) dans (3.39), on arrive à la condition (3.30).
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La condition (3.31) peut s’obtenir à partir du lemme 2.1 : ε
(
P−1
ζ , ρ

)
⊂

r⋂
j=1
ℵ (HjC2i), , si et

seulement si :

(
hjiC2i

)(P−1
ζ

ρ

)−1(
hjiC2i

)T
≤ ū2

i , i ∈ Im, j ∈ Ir (3.40)

En suivant les mêmes étapes du Théorème 2.10, on arrive à la condition (3.31).

Ceci complète la démonstration.

3.4.1.2 Commande SOF descripteur approche

Nous rappelons la forme descripteur obtenu dans (2.28) :

E ˙̄x (t) =

r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

Āijsx̄ (t) (3.41)

avec : x̄ (t) =

 x (t)

y (t)

σ (t)

 , E =

 I 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Āijs =


Ai 0 Bi

C2i −I Di

ĒsHj EsKj

(
P ζ5

)−1
−I


et :

(
P ζ5

)−1
=

(
r∑
j=1

ζj (ς (t))P j5

)−1

La fonction de Lyapunov non quadratique sera écrite comme suit :

V (t) = x̃T (t) Ξ̃
(
P ζζ

)−1
x̃ (t) (3.42)

avec : P ζζ =

 P ζ1 0 0

0 P ζ5 0

P ζ7 P ζ8 P ζ9


P ζ1 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))P j1 , P
ζ
5 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))P j5 , P
ζ
7 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))P j7 ,

P ζ8 =
r∑
j=1

ζj (ς (t))P j8 , P
ζ
9 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))P j9

Les conditions de stabilisations obtenues pour la commande SOF (3.29), via la fonction de

Lyapunov non quadratique (3.2) sont présentées dans le théorème suivant :

Théorème 3.5. Pour tout k = 1...r − 1, Φk, limites inférieures de ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

,

alors pour un scalaire positif donné ρ > 0, le système flou T-S (3.28) sans perturbations externes,

est asymptotiquement stable via la loi de commande SOF non quadratique (3.29), s’il existe des

matrices symétriques définies positives P `1 , des matrices définies positives P `5 , des matrices P `7 , P `8 ,

P `9 , Kj , et Zj , de sorte que les conditions LMI suivantes soient satisfaites :
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Υij`s =

 Υij`s (1, 1) ∗ ∗
Υij`s (2, 1) −P `T5 − P v5 +DiP

`
8 ∗

Υij`s (3, 1) P `T9 Di
T + EsKj − P `8 −P `T9 − P `9

 < 0, i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m

(3.43)[
ū2i
ρ zji
∗ P `1

]
≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (3.44)

P k1 − P r1 ≥ 0 (3.45)

avec :

Υij`s (1, 1) = P `T1 ATi +AiP
`
1 +BiP

`
7 + P `T7 BT

i −
r−1∑
k=1

Φk

(
P k1 − P r1

)
Υij`s (2, 1) = P `T8 BT

i + CiP
`
1 +DiP

`
7

Υij`s (3, 1) = ĒsZj + P `T9 BT
i − P `7

Zj = HjP
`
1

Démonstration :

Compte tenu de la fonction de Lyapunov non quadratique (3.42), le système en boucle fermée

(3.41) est asymptotiquement stable si V̇ (t) < 0, comme suit :

˙̃xT (t) Ξ̃
(
Pζ

ζ
)−1

x̃ (t) + x̃T (t) Ξ̃
(
Pζ

ζ
)−1

˙̃x (t) + x̃T (t) Ξ̃

•︷ ︸︸ ︷(
Pζ

ζ
)−1

x̃ (t) < 0 (3.46)

Pour un système descripteur, on a [Bouarar et al., 2013] :

Ξ̃
(
Pζ

ζ
)−1

=
(
Pζ

ζ
)−T

Ξ̃ > 0 (3.47)

pour cela, on choisit : Pζ
ζ =

 P ζ1 0 0

0 P5
ζ 0

P7
ζ P8

ζ P9
ζ


En multipliant gauche par

(
P ζζ

)T
et droit par P ζζ , l’équation (3.47) peut s’écrire :

Ξ̃
(
Pζ

ζ
)T

= Ξ̃Pζ
ζ > 0 (3.48)

on a aussi :

ĀTζζζ

(
P1

ζ
)−1

+
(
P1

ζ
)−T

Āζζζ +

•︷ ︸︸ ︷(
P1

ζ
)−1

< 0 (3.49)

Multiplions gauche par
(
P ζζ

)T
, et droit par P ζζ et nous prenons en considération l’équation (3.5),

l’inégalité précédente sera :

(
Pζ

ζ
)T
ĀTζζζ + ĀζζζPζ

ζ − Ṗ ζζ < 0 (3.50)
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donc, V̇ (t) < 0 si :
(
AiP1

` +BiP7
`
)

+ (∗)−
r−1∑
k=1

Φk

(
P k1 − P r1

)
∗ ∗

P `T8 BT
i + C2iP1

` +DiP7
` −P5

` − P `T5 −DiP8
` ∗

ĒsZj + P `T9 BT
i − P7

` P `T9 DT
i + EsKj − P8

` −P9
` − P `T9

 < 0 (3.51)

Pour l’inégalité (3.44), l’ellipsöıde ε
(
Pζ

ζ , ρ
)

est inclus dans
n∩
j=1
ℵ (Hj) si et seulement si :

(
hji

)T(Ẽ(Pζζ)−1

ρ

)−1 (
hji

)
≤ ū2

i (3.52)

L’inégalité précédente peut s’écrire :

ū2

ρ
−
(
hji

)T
P `1

(
hji

)
≥ 0 (3.53)

En utilisant le complement de Schur, on aura :[
ū2i
ρ hj

i

∗
(
P `1
)−1

]
≥ 0 (3.54)

Nous multiplions à gauche et à droit par

[
I 0

0 P `1

]
, on aura :[

ū2i
ρ zji
∗ P `1

]
≥ 0 (3.55)

avec zji est le ième élément de Zj .

Ceci complète la démonstration.

3.4.2 Perturbation externe non nulle

3.4.2.1 Commande SOF classique

L’objective ici est d’étendre les résultats présentés dans théorème 3.4 au cas où les perturbations

externes sont présents (w (t) 6= 0). Dans ce contexte, l’idée de l’application de la commande SOF

pour la stabilisation des systèmes décrits par des modèles de T-S continus soumis à la saturation

d’actionneur, et aux perturbations externes a été introduit par [Saifia et al., 2012a]. Cependant,

les résultats obtenus ont basés sur un forme quadratique de la fonction de Lyapunov, nécessite la

recherche d’une matrice commune pour tous les sous modèles. de ce fait, les conditions de stabili-

sation obtenues sont conservatives vis-à-vis les solutions possibles. Ce problème nous encourage à

proposer la présente contribution. On se basant sur une fonction de Lyapunov polyquadratique, la

liaison entre les sous modèle est assurée, et l’intervalle des solutions possible est élargi. Le théorème

suivant représente les conditions de stabilisation pour le système (3.28) via la commande SOF

(3.29) :

Théorème 3.6. [Nasri et al., 2019b] Pour tout k = 1...r − 1, Φk limites inférieures de
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ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

, alors pour un scalaire donné ρ > 0, le système flou T-S (3.28) est asymp-

totiquement stable via la commande SOF (3.29), avec un taux d’atténuation des perturbations γ,

s’il existe des matrices Pi = P Ti > 0, des matrices Fj , Nj , et Ξj , solution du problème LMI suivant :


(
AiP` +BiEsFjC2n +BiĒsNjC2n

)
+ (∗)−

r−1∑
k=1

φk (Pk − Pr) ∗ ∗

BT
wi −γ2I ∗

C1iP` +DiEsFjC2i +DiĒsZjC2i Dwi −I

 < 0,

∀(i, j, `, n) ∈ Ir, s ∈ I2m

(3.56)

[
ū2

ρ N j
i C2n

∗ P`

]
≥ 0, ∀ i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, n ∈ Ir (3.57)

(Pk − Pr) ≥ 0 (3.58)

ΞiC2n=C2nPi ∀i ∈ Ir, n ∈ Ir (3.59)

avec : Kj=FjΞζ
−1, Hj=NjΞζ

−1

Démonstration :

En considérant la fonction de Lyapunov non quadratique (3.2) et en utilisant le critère H∞, le

système en boucle fermée (3.28) est asymptotiquement stable via la commande SOF (3.29) si :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (3.60)

La dérivée de la fonction de Lyapunov (3.2) est calculée comme suit :

V̇ (t) = ẋT (t)Pζ
−1x (t) + xT (t)Pζ

−1ẋ (t) + xT (t)

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1 x (t) (3.61)

où Pζ est définie dans (3.2).

La substitution du modèle (3.28) avec la commande SOF (3.29) dans (3.61) donne :

V̇ (t) =
(
Aζx (t) +Bζ

(
EζKζC2ζx (t) + ĒζHζC2ζx (t)

)
+Bwζw (t)

)T
Pζ
−1x (t) +

xT (t)Pζ
−1
(
Aζx (t) +Bζ

(
EζKζC2ζx (t) + ĒζHζC2ζx (t)

)
+Bwζw (t)

)
+xt (t)

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1 x (t)

= xT (t)

(Pζ−1Aζ + Pζ
−1Bζ

(
EζKζC2ζ + ĒζHζC2ζ

))
+ (∗) +

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1

x (t)

+
(
xT (t)Pζ

−1Bwζw (t) + (∗)
)

(3.62)
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alors, l’inégalité (3.60) est satisfaite si :

xT (t)

(Pζ−1Aζ + Pζ
−1Bζ

(
EζKζC2ζ + ĒζHζC2ζ

))
+ (∗) +

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1

x (t)

+
(
xT (t)Pζ

−1Bwζw (t) + (∗)
)

+ zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0

(3.63)

=

[
x (t)

w (t)

]T  (Aζ +Bζ
(
EζKζC2ζ + ĒζHζC2ζ

))T
Pζ
−1 + (∗) +

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1 ∗

BT
wPζ

−1 −γ2I

[ x (t)

w (t)

]
+

[
x (t)

w (t)

]T [
(C1ζ)

T

DT
wζ

][
(C1ζ)

T

DT
wζ

]T [
x (t)

w (t)

]
< 0

(3.64)

En utilisant le compliment de Schur, on aura :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) =

[
x (t)

w (t)

]T
Πζ

[
x (t)

w (t)

]
< 0 (3.65)

avec : Πζ =


(
Aζ +Bζ

(
EζKζC2ζ + ĒζHζC2ζ

))T
Pζ
−1 + (∗) +

•︷ ︸︸ ︷
Pζ
−1 ∗ ∗

BT
wζ
Pζ
−1 −γ2I ∗

C1ζ +DζEζFζC2ζ +DζĒζZζC2ζ Dwζ −I


Pre-et post-multipliant Πζ par Υ = diag (Pζ , I, I) avec le changement de variable Nj = HjΞζ , Fj =

KjΞζ .

on obtient :

Γζ = ΠζΥΠζ =

 AζPζ +BζEζFζC2ζ +BζĒζNζC2ζ + (∗) + Pζ

•︷︸︸︷
P−1
ζ Pζ ∗ ∗

BT
wζ −γ2I ∗

C1ζPζ +DζEζFζC2ζ +DζĒζNζC2ζ Dwζ −I

 < 0 (3.66)

Par l’utilisation de l’approximation (3.5), on arrive à la condition LMI (3.56). La condition (3.57)

peut être obtenue de la même façon que dans (3.31).

Ceci complète la démonstration.

Exemple3.3 : stabilisation d’un système de direction assistée électrique

Nous considérons le système EPS (2.71), et prenons en considération la variation de la vitesse

du véhicule, le modèle non-linéaire complet de l’EPS peut être écrit comme suit :

ẋ (t) = A (t)x (t) +Bu (t) +BThTh (t) +Bww (t) (3.67)

avec : le vecteur d’état : x (t) =
[
θc c θm m xr vr φ β

]T
, ainsi,
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A (t) =



0 1 0 0 0 0 0 0

a21 a22 0 0 a25 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 a43 a44 a45 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

a61 0 a63 0 a65 a66 a67 a68

a71 0 0 0 0 0 a77 a78

a81 0 0 0 0 0 a87 a88


, Bw =



0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0


,

w (t) =


−Fcsign(ωc)

Jc
−Fmsign(ωm)

Jm
−Frsign(vr)

Mr


B =

[
0 0 0 ka/Jm 0 0 0 0

]T
BTh =

[
0 1/Jc 0 0 0 0 0 0

]T
et les éléments de la matrice A (t) sont définis dans l’exemple 2.1.

La représentation d’état (3.67) dépend de la vitesse du véhicule, où il est variable dans le temps

et considérée bornée. Pour construire un modèle T-S pour notre système, on utilise l’approche du

secteur non linéaire. Le modèle T-S résultant est donné par :

ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Biσ (t) +Bwiw (t))

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))C2ix (t)

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))C1ix (t)

(3.68)

les variables de prémisse dans notre modèle sont : V1 (t) = 1
V (t) , et V2 (t) = 1

V 2(t)
, où ils peuvent

s’écrire de la forme suivante :

V1 = µ11V1 max + µ12V1 min

V2 = µ21V2 max + µ22V2 min

(3.69)

où : V2 min ≤ V2 ≤ V2 max, V1 min ≤ V1 ≤ V1 max.

avec :

µ11 (t) = V1(t)−V1min

V1max−V1min
, µ12 (t) = 1− µ11 (t)

µ21 (t) = V2(t)−V2min

V2max−V2min
, µ22 (t) = 1− µ21 (t)

(3.70)

Donc, les fonctions d’activation sont données par :

ζ1 (t) = µ11 (V1 (t)) µ21 (V2 (t)) ζ3 (t) = µ12 (V1 (t)) µ21 (V2 (t))

ζ2 (t) = µ11 (V1 (t)) µ22 (V2 (t)) ζ4 (t) = µ12 (V1 (t)) µ22 (V2 (t))
(3.71)

Et la matrice A du modèle T-S (3.68) s’écrit comme suit :
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Ai =



0 1 0 0 0 0 0 0

a21 a22 0 0 a25 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 a43 a44 a45 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

a61 0 a63 0 a65 a66 a67 a68i

a71 0 0 0 0 0 a77i a78i

a81 0 0 0 0 0 a87 a88i


a681 = a682 = V1 min

TpCfaf
Mrrp

, a683 = a684 = V1 max
TpCfaf
Mrrp

,

a711 = a712 = V1 min
Cf

MGsc
, a713 = a714 = V1 max

Cf
MGsc

a771 = a772 = −V1 min
Cf+Cr
M , a773 = a774 = −V1 max

Cf+Cr
M

a781 = a783 = V2 min
Cfaf−Crar

M − 1, a782 = a784 = V2 max
Cfaf−Crar

M − 1

a881 = a882 = −V1 min
Cfa

2
f+Cra2f
Iz

, a883 = a884 = −V1 max
Cfa

2
f+Cra2f
Iz

et, C1 =
[
ks 0 0 0 −ks/rp 0 0 0

]
L’objectif ici est la stabilisation du système en boucle fermée (3.68) via la commande SOF non

quadratique (3.29), dans la présence de la saturation d’actionneur, et de la perturbation.

A cause de la difficulté de mesurer de la variable d’état φ, on prend en compte ici que la sortie

mesurable définie par : y (t) =
[
θc ωc θm ωm xr vr β

]T
.

Donc, la matrice C2 devienne : C2 =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1



Figure 3.3: Stratégie de commande proposée

– 98 –



Chapitre 3. Stabilisation non quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

Pour un niveau de la saturation à 5A et en utilisant les paramètres du véhicule de l’EPS donnés

dans le tableau 2. 1, la résolution du théorème 3.6 par MATLAB LMI Toolbox, nous donne les

paramètres du régulateur SOF non quadratique présentés dans le tableau 3.2.

Le couple du conducteur est choisi sous forme sinusöıdale, ce qui est similaire au modèle de

direction en pratique [Li et al., 2009b], avec une amplitude égale à 10 (Nm). La réponse du système

EPS au couple du conducteur est illustrée dans la figure 3.4 pour 0,5 Hz et dans la figure 3.5 pour

1 Hz. La vitesse du véhicule et la puissance du moteur sont illustrées dans la figure 3.6. L’approche

quadratique SOF est adoptée pour la comparaison par la figure 3.7 (a). La figure 3.7 (b) présente la

réponse du système EPS au couple du conducteur pour différents niveaux de saturation. Les figures

3.8 et 3.9 montrent les résultats de la comparaison avec la méthode de contrôle PDC dans [Saifia

et al., 2015].

D’après tableau 3.3, nous pouvons dire que, pour différents niveaux de saturation, l’approche

proposée dans le théorème 3.6 donne la faisabilité pour différents valeurs de γ. Cela implique que

l’approche proposée donne une solution pour le théorème 3.6 avec de faibles niveaux d’atténuation

des perturbations par rapport à l’approche de [Saifia et al., 2012a]. Par ailleurs, pour montrer la

supériorité de l‘approche proposée, le tableau 3.4 représentant les résultats de la comparaison par

rapport à l’approche quadratique de [Saifia et al., 2015]. Cette comparaison est effectuée à l’aide de

différentes métriques de performances telles que : l’intégrale de l’erreur absolue (IAE), l’intégrale

du carré d’erreur (ISE), l’intégrale du temps multipliée par l’erreur absolue et l’intégrale du temps

multipliée par le carré d’erreur. Les résultats obtenus montrent la supériorité de l’approche proposée

sur les autres approches.
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Figure 3.4: Réponse du système EPS à 0.5Hz : a). Tsen par rapport à Th. (b). Signal de commande
saturé .
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Tableau 3.2: Paramètres du contrôleur SOF non quadratique

Ξ1 =



0.0003 −0.0034 0.0028 −0.0146 0 0 0
−0.0034 0.3273 −0.0633 0.6458 0 −0.0004 0
0.0028 −0.0633 0.0494 −0.5647 0 −0.0002 −0.0001
−0.0146 0.6458 −0.5647 55.6909 −0.0002 −0.9788 0.0002

0 0 0 −0.0002 10−8 0 0
0 −0.0004 −0.0002 −0.9788 0 0.0367 0
0 0 −0.0001 0.0002 0 0 2× 10−6



Ξ2 =



0.0002 −0.0023 0.0014 −0.0046 0 0 0
−0.0023 0.3566 −0.0442 0.5187 0 −0.0004 −0.0002
0.0014 −0.0442 0.0255 −0.3578 0 −0.0001 0
−0.0046 0.5187 −0.3578 47.2480 −0.0001 −0.8199 −0.0002

0 0 0 −0.0001 5× 10−9 0 0
0 −0.0004 −0.0001 −0.8199 0 0.0308 0
0 −0.0002 0 −0.0002 0 0 3× 10−7



Ξ3 =



0.0001 −0.0019 0.0007 0.0002 0 0 0
−0.0019 0.2267 −0.0440 −0.0356 0 −0.0007 0
0.0007 −0.0440 0.0204 −0.3597 0 −0.0002 0
0.0002 −0.0356 −0.3597 50.2429 −0.0001 −0.9555 0.0003

0 0 0 −0.0001 5× 10−9 0 0
0 −0.0007 −0.0002 −0.9555 0 0.0358 0
0 0 0 0.0003 0 0 4× 10−7



Ξ4 =



0.0001 −0.0015 0.0004 0.0012 0 0 0
−0.0015 0.1835 −0.0354 −0.1064 0 −0.0005 0
0.0004 −0.0354 0.0143 −0.2812 0 −0.0001 0
0.0012 −0.1064 −0.2812 39.7220 −0.0001 −0.6953 0.0002

0 0 0 −0.0001 3× 10−9 0 0
0 −0.0005 −0.0001 −0.6953 0 0.0260 0
0 0 0 0.0002 0 0 9× 10−8


γ = 0.8815, λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1.250210−6

F1 = [0.0123 0.0790 − 0.1026 0.0471 − 0.0000 − 0.0093 − 0.0004]
F2 = [0.0124 0.0731 − 0.1006 0.0342 − 0.0000 − 0.0117 − 0.0004]
F3 = [0.0132 0.0300 − 0.0851 − 0.0024 − 0.0000 − 0.0238 − 0.0004]
F4 = [0.0123 0.0794 − 0.1028 0.0482 − 0.0000 − 0.0091 − 0.0004]
N1 = [0.0123 0.0796 − 0.1028 0.0484 − 0.0000 − 0.0085 − 0.0004]
N2 = [0.0122 0.0815 − 0.1034 0.0495 − 0.0000 − 0.0043 − 0.0004]
N3 = [0.0122 0.0817 − 0.1035 0.0493 − 0.0000 − 0.0054 − 0.0004]
N4 = [0.0115 0.1168 − 0.1113 − 0.0844 − 0.0001 0.0347 − 0.0004]

Tableau 3.3: Resultats de comparaison entre l’approche non quadratique et l’approche quadra-
tique

ū γ dans l’approche non quadratique γ dans l’approche quadratique

5A 0.8815 1.0443
10A 0.5269 0.6092
15A 0.3491 0.4836
20A 0.2947 0.4343
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Tableau 3.4: Résultats de comparaison entre l’approche proposée et l’approche dans [Saifia et al.,
2015]

Approche proposée Approche dans [Saifia et al., 2015]

IAE =
∞�
0

|e (t)|dt 0.3102 0.4123

ISE =
∞�
0

e2 (t)dt 0.07106 0.08928

ITAE =
∞�
0

t |e (t)|dt 0.1765 0.1948

MSE =
∞�
0

te2 (t)dt 0.05059 0.1147
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Figure 3.5: Réponse du système EPS à 1Hz : a). Tsen par rapport à Th. (b). Signal de commande
saturé.
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Figure 3.6: Réponse du système : a). vitesse du véhicule . (b). puissance du Moteur.

Selon les figures 3.4-3.6, la méthode de contrôle appliquée au système EPS donne de très bonnes
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Figure 3.7: Tsen par rapport à Th. : a). Pour l’approche quadratique et non quadratique. (b). Pour
déférent niveau de saturation .

performances et une consommation d’énergie moindre. En effet, l’introduction de la saturation sur

le courant d’entrée nous a permis de réduire la quantité de courant consommée par le moteur via

l’élimination des pics résultants des fortes manœuvres du conducteur, avec la garantie bien sûr de

la stabilité en boucle fermée. La comparaison entre les approches quadratiques et non quadratiques

montre que la dernière donne une faisabilité pour les LMIs dans le théorème 3.6 avec un niveau

d’atténuation des perturbations meilleur que le premier (voir tableau 3.3). Cela implique que la

méthode de contrôle proposée présente une bonne robustesse contre les effets de perturbations

dynamiques. De plus, à partir de la figure 3.7, on peut remarquer que l’approche non quadratique

appliquée dans ce travail assure la stabilité du système pour une amplitude de 10 N.m, d’autre part,

l’approche quadratique SOF [Saifia et al., 2012a] donne une réponse instable. De plus, la figure 3.6

montre que la consommation électrique du moteur à courant continu, où l’on peut noter que la

puissance maximale consommée par le moteur est de 10 W.
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Figure 3.8: Comparaison avec [Saifia et al., 2015] : a). Tsen par rapport à Th. (b). Integral d’erreur
absolue .

Test de robustesse : Le test de robustesse se fait avec un signal de perturbation aléatoire,
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d’amplitude égale à 5 et de fréquence égale à 1Hz.
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Figure 3.9: Test de robustesse : a). Tsen par rapport à Th. (b). Integral d’erreur absolue .

Les résultats obtenus sont illustrés dans la figure 3.9 (a)pour le signal de couple et dans la figure

3.9 (b) pour l’intégrale de l’erreur absolue. D’après ces résultats, nous pouvons dire que notre loi

de commande assure une bonne atténuation des perturbations et meilleur suivi de trajectoire de

référence. En conséquence, le contrôleur SOF saturé utilisé dans ce travail, est robuste en ce qui

concerne les perturbations variables, et la présence de saturation du signal de contrôle (5 A), malgré

le fait que cette technique de contrôle n’utilise pas toutes les variables d’état du système telles que

la commande PDC proposée par [Saifia et al., 2015].

3.4.2.2 Commande SOF par l’approche descripteur

Dans cette section, nous proposons de concevoir une loi de commande robuste pour le système

non linéaire décrit par le descripteur T S soumis à des perturbations externes et à la saturation

d’actionneur. Dans ce cas, une approche peut être fournie dans le cadre non quadratique par la

minimisation d’un critère H∞ permettant d’assurer l’atténuation des perturbations externes selon

un taux γ > 0.

On rappelle le critère H∞ présenté au chapitre précédent :

Σ = V̇ (t) + yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (3.72)

où V̇ (t) est la dérivée de la fonction de Lyapunov définie en (3.2).

Pour tout x̃ (0) ∈ ε0, ∀T > 0 :
T�
0

Σdt =
T�
0

V̇ (t) + yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) dt < 0, alors :

1. si w (t) = 0, alors V̇ (t) < −yT (t) y (t) ≤ 0

2. si w (t) 6= 0, , tel que ‖w(t)‖22 < κ2, alors : V (T ) ≤ V (0) + γ2
∞�
0

wT (t)w (t) dt ≤ 1 + γ2κ2

, ensuite : pour ρ = 1 + γ2κ2, ε
(
Ẽ(Pζ)

−1, ρ
)

est le domaine d’attraction. et, si : T →

∞,
∞�
0

yT (t) y (t)dt < γ2
∞�
0

(
wT (t)w (t)

)
dt+ V (0), dans les conditions initiales nulles,
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‖y(t)‖22 < γ2 ‖w(t)‖22 , alors, en présence de perturbations, le système présente un niveau

d’atténuation de perturbation γ.

Les conditions de stabilisations obtenues sont présentées dans le théorème suivant :

Théorème 3.7. Pour tout k = 1...r− 1, Φk limites inférieures de ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

, alors

pour un scalaire positif donné ρ > 0, le système flou T-S (3.28), est asymptotiquement stable via

la loi de commande SOF non quadratique (3.29), avec un taux d’atténuation des perturbation γ,

s’il existe des matrices symétriques définies positives P j1 , des matrices définies positive P j5 , des

matrices, P j7 , P j8 , P j9 , Kj , et Zj , de sorte que les conditions LMIs suivantes soient satisfaites :
Υij`s

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

0 P5
j 0

Bwi 0 0

−I ∗
0 −γ2I

 <, 0 i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m (3.73)

 ū2i
ρ ∗(
zji

)T
P1

j

 ≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir (3.74)

P k1 − P r1 ≥ 0 (3.75)

avec Υijs est définie dans théorème 3.5.

Démonstration :

Soit la condition du critère H∞ (3.72), en substituant la dérivée de la fonction de Lyapunov

non quadratique (3.42) dans (3.72), on obtient :

˙̃x
T

Ξ̃
(
Pζ

ζ
)−1

x̃+ x̃T Ξ̃
(
Pζ

ζ
)−1 ˙̃x+ x̃T Ξ̃

•︷ ︸︸ ︷(
Pζ

ζ
)−1

x̃+ x̃
(
Pζ

ζ
)−1

Bwiw (t) + wT (t)BT
(
Pζ

ζ
)−1

x̃

+ yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) < 0

(3.76)

En prenant la démonstration de la condition (3.43) et en suivant les mêmes étapes que dans

la démonstration du théorème 2.11, on arrive à définir la condition de stabilisation (3.74). La

contrainte LMI (3.74), peut être dérivée de la même façon que pour LMI (3.44).

Ceci complète la preuve.

Exemple 3.4.

Considérant le système (3.28) avec les paramètres suivants [Bouarar et al., 2009]

:

A1 =

[
−5 −4

−1 −2

]
, A2 =

[
−2 −4

10 −2

]
, B1 =

[
0

10

]
, B2 =

[
0

3

]
,

C1 =

[
2 −10

5 −1

]
, C2 =

[
−3 20

−7 −2

]
, D1 =

[
3

−1

]
, D2 =

[
−1

0.5

]
, Bw =

[
0

−0.25

]
.

ζ1 (t) = cos2 (x) , ζ2 (t) = 1− ζ1 (t)

la résolution des LMI du théorème 3.7 , nous donne les paramètres du régulateur SOF-descripteur

non quadratique suivant (tableau 3.5) :
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Tableau 3.5: Paramètres de la commande SOF descripteur non quadratique

Approche non-quadratique Approche quadratique

P 1
1 =

[
0.0082 − 0.0024
−0.0024 0.0150

]
,

P 2
1 =

[
0.0082 − 0.0024
−0.0024 0.0150

]
P 1

5 =

[
1.0089 − 0.0008
−0.0003 1.0378

]
,

P 2
5 =

[
1.0002 0.0004
0.0003 1.0003

]
K1= [0.0186 0.0064] , K2= [−0.0157 0.0141]
γ= 2.1677

P1 =

[
0.0054 − 0.0019
−0.0019 0.0108

]
,

P5 =

[
1.0008 0.0021
0.0021 1.0066

]
K1= [0.0124 0.0049] , K2= [0.0124 0.0049]
γ= 2.983
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Figure 3.10: Réponse du système : (a). l’état x1. (b). l’état x2. (c). Signal de commande. (d).
Dérivée de la 1ère fonction d’appartenance.

– 105 –



Chapitre 3. Stabilisation non quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur
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Figure 3.11: Réponses du système pour différentes valeurs initiales.

Selon les figures 3.10 (a)-(d), on peut remarquer une amélioration de la réponse du système dans

le cas non quadratique par rapport au cas quadratique, aussi la figure 3.11 montre le diagramme

de phase pour différentes valeurs initiales.

Remarque 3.4. la difficulté de trouver les bornes inférieurs des fonctions d’appartenance présente

un grand défi pour les chercheurs ces dernière années. Les solutions proposées sont basées sur

fonctions de Lyapunov non quadratique conduit à des conditions de stabilisation ne dépend pas

de ces dérivées. Deux forme ont été utilisées, a intégrale curviligne [Cherifi et al., 2019] , et la

forme (3.3). le long de ce chapitre nous avons utilisé que la représentation (3.2) de la dérivée

des fonctions d’appartenance (sauf dans théorème 3.3). car s’il existe un moyen de déterminer les

bornes inférieures des dérivée de ces fonctions, on trouve que les résultats obtenus sont mieux que

de chercher (par tâtonnement) une constante comme dans (3.3). Cependant, la forme (3.3) reste

applicable pour tous les résultats présentés dans ce chapitre.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, des conditions de stabilisation non quadratiques ont été proposées pour les

modèles T-S continus soumis à la saturation d’actionneur et aux perturbations externes. Permettant

la synthèse de lois de commande non-PDC, SOF non quadratique, et SOF descripteur. A travers des

nombreux exemples d’application, la supériorité des approches non quadratiques a été démontrées

vis-à-vis des conditions LMI exprimées au chapitre 2. Cependant, les limites de cette approche non

quadratique résident dans la nécessité de la détermination des bornes inférieures des dérivées des

fonctions d’appartenance qu’il n’est pas toujours facile de déterminer en pratique. Ce défi a été

discuté et résolu via la proposition d’une nouvelle fonction de Lyapunov non quadratique contient

un intégrale sur les fonctions d’appartenances, mais cette solution reste limitée car elle nécessite la

recherche par tâtonnement d’une constante supplémentaire.

– 106 –



Chapitre 3. Stabilisation non quadratique des modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

Notons qu’une autre source de dégradation des performances de la boucle fermée, et parfois de

déstabilisation du système commandé réside dans l’existence du retard dans la boucle de commande.

Afin de contourner ce problème, des approches basées sur l’utilisation d’une fonction dite Lyapunov-

Krasovskii seront proposées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

Stabilisation des systèmes à retard décrits par des

modèles T-S en présence de saturation d’actionneur

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, la stabilisation quadratique et non quadratique des modèles T-S à retard et avec

saturation d’actionneurs via des fonctions de Lyapunov-Krasovskii (LKF) sont considérées. Comme

cela a été évoquée dans le chapitre 1, la stabilisation des modèles T-S à retard se fait a travers

deux approches différentes, la stabilisation indépendante du retard, et la stabilisation dépendante

du retard. L’utilisation de l’approche indépendante permet d’établir des conditions de stabilisation

ne dépend pas du retard [Ting, 2008] [Wu et al., 2010] [Fridman, 2014] [Yoneyama, 2007], et par

conséquence, elles sont conservatives, Ce qu’est motivé les chercheurs à proposer d’autre solution

basant sur le critère dépendante du retard [Zeng et al., 2014] [Kwon et al., 2016] [Bourahala et al.,

2017] [Mahmoudabadi et al., 2017] [Yang and Tong, 2015] [Lian et al., 2017] . Ainsi la tendance

aujourd’hui est vers l’élargissement d’intervalle du retard le plus possible [Selvaraj et al., 2017].

Néanmoins, il apparâıt que la source du conservatisme ne vient pas seulement de l’indépendamment

de retard, mais aussi de la forme de la partie quadratique de la fonction LKF. Dans ce sens, un

nouveau travail a proposé des conditions de stabilité des modèles T-S à retard dépend du retard et

aussi des dérivées temporelles des fonctionnes d’appartenance [Wang and Lam, 2018]. Inspiré des

travaux de [Wang and Lam, 2017] [Wang and Lam, 2018], nous avons proposé des nouvelles condi-

tions de stabilisation LMIs pour les modèles T-S à retard se basant sur les fonctions de Lyapunov

polyquadratiques via l’approche indépendante et l’approche dépendent du retard. Ce chapitre est

organisé comme suit : Dans un premier temps, nous allons présenter quelques définitions et no-

tions mathématiques se servant à bien comprendre la suite de ce chapitre. En suite, la stabilisation

indépendante et dépendante du retard seront traitées pour les techniques de commande PDC et

SOF. Néanmoins, celles-ci ne prend pas en considération la source de conservatisme lié à la partie

quadratique de la fonction LKF. De ce fait, une méthode inspirée des travaux de [Wang and Lam,

2018] sera mise en œuvre pour l’amélioration des résultats existants.
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4.2 Préliminaires

Pour l’amélioration des résultats précédente sur la stabilisation des modèles T-S à retard soumis à

la saturation d’actionneur [Ting, 2008] [Gassara et al., 2012], nous nous sommes également intéressés

dans ce chapitre à la détermination des nouvelles conditions LMI pour la stabilisation des modèles

T-S à retard et avec saturation d’actionneurs en se basant sur les deux approches dépendante et

indépendante du retard.

4.2.1 Types des modèles T-S à retard

Selon le signal soumis au retard, les modèles T-S retardés se divisent en trois types :

4.2.1.1 Modèles T-S à retard en état

La dynamique globale dans ce cas s’écrit sous la forme suivante : ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ (t)) +Bisat (u (t)))

x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ̄ , 0]
(4.1)

où x (t− τ (t)) représente l’état retardée, φ (t) est le vecteur des conditions initiales, τ (t) représente

le retard variable qui peut être inconnu.

4.2.1.2 Modèle T-S à retard en entrée

Dans ce cas, la dynamique globale devienne :

ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Bisat (u (t)) +Bτisat (u (t− τ (t)))) (4.2)

avec, u (t− τ (t)) représente l’entrée retardée.

4.2.1.3 Modèles T-S à retard en entrée et en état

Le modèle globale dans ce cas devient :

 ẋ (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ (t)) +Bisat (u (t)) +Bτisat (u (t− τ (t))))

x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ̄ , 0]
(4.3)

Remarque 4.1. Nous allons considérer ici que les modèles T-S à retard en état. Pour le cas

général, le lecteur intéressé peut se référer aux travaux de [Chen et al., 2009] [Saravanakumar

et al., 2017] [Gu et al., 2003].

Supposition 4.1. Le retard ici est considéré variable dans le temps et vérifié la condition suivante :

0 ≤ τ ≤ τ̄ , τ̇ (t) ≤ η, η ≥ 0
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4.2.2 Objective et motivation

Motivé par le fait que moins des travaux sont intéressés par la stabilisation des modèles T-S

soumis au retard et saturation d’actionneur en même temps [Ting, 2008] [Gassara et al., 2012] [Zhao

and Gao, 2011], etc. Dans ce qui suit, une approche basée sur des LKF avec des termes non-

quadratiques a été proposée pour améliorer les résultats obtenus précédemment dans ce contexte.

Dans notre travail, on considère un système à retard décrit par des modèles T-S soumis à la

saturation d’actionneur et aux perturbations externe sous forme :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ (t)) +Biσ (u (t)) +Bwiw (t))

z (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (C1ix (t) +Diσ (u (t)) +Dwiw (t))

x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ̄ , 0] , i ∈ Ir

(4.4)

où, x (t) ∈ Rn est le vecteur d’état, σ (u (t)) ∈ Rm est l’entrée de contrôle saturée, w (t) est les

perturbations externe, et ζi (ς (t)) sont les fonctions d’appartenance, φ (t) sont les valeurs initiales,

Ai, Aτi , Bi, Bwi, C1i, Di, et Dwi sont des matrices connues. Avec σ (u (t)) = sat (u (t)) est

donnée dans (1.79).

4.2.3 Outils théoriques

Dans cette section, nous allons présenter quelques notions utiles pour la détermination des

conditions de stabilisation le long de ce chapitre.

Formule de Newton-Leibniz : Selon Newton-Leibniz, une fonction avec retard peut être écrite

sous la forme suivante :

x (t− τ) = x (t)−
t�

t−τ

ẋ (s)ds (4.5)

Lemme 4.1. [Guerra et al., 2006] Pour toute matrice R < 0, et une matrice donnée X, tel que

XTRX < 0, alors ∃λ ∈ R+ tel que :

XTRX ≤ −2λX − λ2X−1 (4.6)

4.3 Stabilisation indépendante du retard

4.3.1 Stabilisation quadratique via l’approche indépendante du retard

Dans un premier temps, on va rappeler la stabilisation via la commande PDC par l’approche

indépendante du retard. En considérant le modèle T-S à retard en état sans perturbation externe

suivant : ẋ (t) =
r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

ζi (ς (t)) ζj (ς (t))αs
(
Aix (t) +Aτix (t− τ (t)) +Bi

(
EsKj + ĒsHj

)
x (t)

)
x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ̄ , 0]

(4.7)
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avec Es est défini dans (1.79). La loi de commande dans ce cas s’écrite de même forme que

précédemment :

u (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t))Kix (t) (4.8)

Donc, l’objectif ici est de déterminer les gains garantissant la stabilité du système en boucle fermée

(4.7). Dans ce contexte, le système (4.7) est asymptotiquement stable si la dérivée de LFK suivante

est inférieur à 0 :

V (t) = xT (t)Px (t) +

t�

t−τ

xT (s)Πx (s) ds (4.9)

Théorème 4.1. le système T-S en boucle fermée (4.7) est asymptotiquement stable, s’il existe une

matrice symétrique définie positive Q, une matrice positive S, des matrices Fj ∈ Rm×n, Zj ∈ Rm×n
tel que les LMIs suivantes sont satisfaites :[

(AiQ+BiEsFj +BiEsZj) + (∗) + S AτiQ

∗ − (1− η)S

]
< 0, i ∈ Ir, j ∈ Ir, s ∈ I2m (4.10)

[
ū2
i zji
∗ Q

]
≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir (4.11)

avec Kj = FjQ
−1

Démonstration

Considérons la fonction LKF (4.9), le système (4.7) est asymptotiquement stable si V̇ (t) < 0, alors :

V̇ (t) = ẋT (t)Px (t) + xT (t)Pẋ (t) + xT (t) Πx (t)− (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ) < 0 (4.12)

Remplaçant ẋ (t) dans (4.12), on aura

V̇ (t) = xT (t)
(
ATζ P +

(
EζKζ + ĒζHζ

)T
BT
ζ P + (∗) + Π

)
x (t) + xT (t− τ)PATτζx (t) +

xT (t)PAτζx (t− τ)− (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ)
(4.13)

et on peut écrit

V̇ (t) = x̄T (t) Āζζ x̄ (t) (4.14)

avec :

Āζζ =

[
ATζ P +

(
EζKζ + ĒζHζ

)
BT
ζ P + (∗) + Π ∗

ATτζP − (1− τ̇) Π

]
multipliant à gauche et à droit par diag (Q,Q) où Q = P−1, Ā devienne[

(AiQ+BiEsFj +BiEsZj) + (∗) + S AτiQ

∗ − (1− τ̇)S

]
< 0 (4.15)

avec S = QΠQ La condition (4.11) est obtenu de la même façon que (2.45).

Remarque 4.2. La synthèse de la commande SOF dans ce cas se fait de la même façon que la
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commande PDC avec remplacement de la commande par :

u (t) =
r∑
i=1

ζi (z)KiCx (t) (4.16)

La détermination des conditions LMI dans ce cas repose soit sur la minimisation d’un variable

supplémentaire (voir les chapitres précédents), ou par l’approche descripteur.

Remarque 4.3. Les travaux présentés dans ce chapitre se basant sur une loi de commande sa-

turante et une représentation polytopique de la non linéarité de saturation. Dans le cadre de la

synthèse d’une commande contrainte, les LMIs peuvent être obtenues en tenant compte la définition

d’une loi de commande contrainte (2.8) et en suivant les mêmes étapes indiqués dans ce chapitre.

Remarque 4.4. La commande PDC quadratique synthétisée est pour les modèles T-S à retard

sans présence des perturbations externe w (t) = 0. Le cas où w (t) 6= 0, sera traité au prochaines

sections.

4.3.2 Stabilisation non quadratique via l’approche indépendante du retard

Dans ce partie, on va présenter des nouvelles conditions de stabilisation des modèles T-S a retard

basant sur le critère indépendante. La contribution envisagé dans cette section consiste à élaborer

des conditions LMI indépendant du retard mais sont dépendent de dérivée des fonctions d’activation

pour réduire le conservatisme. Pour atteindre cet objectif, on définit une nouvelle fonction LKF

comme suit :

V (t) = xT (t)Pζx (t) +

t�

t−τ

xT (s)Πx (s) ds (4.17)

avec : Pζ =

(
r∑
i=1

ζi (t)Pi

)−1

est une candidate de Lyapunov non quadratique.

4.3.2.1 3.2.1. Stabilisation par la commande PDC

En tenant compte le système en boucle fermée (4.4) sans perturbations externes. La détermination

des gains de la commande (4.8) repose sur l’utilisation de la fonction LKF (4.17). Les conditions

de stabilisation obtenues sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 4.2. [Nasri et al., 2019a] Pour tout k = 1, ..., r− 1; ζ̇k (t) ≥ Φk, le système en boucle

fermée (4.7) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices Q` = QT` > 0, S > 0, des matrices

Fj ∈ Rm×n, Zj ∈ Rm×n telles que les LMI suivantes sont satisfaites : (AiQ` +BiEsFj +BiEsZj) + (∗) + S −
r−1∑
k=1

Φk (Qk −Qr) AτiQ`

∗ − (1− η)S

 < 0 (4.18)

i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m[
ū2i
ρ zji
∗ Q`

]
≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (4.19)
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Qk −Qr ≥ 0 (4.20)

avec Kj = FjQ
−1
ζ , Q−1

ζ =

(
r∑
i=1

ζi (t)Qi

)−1

Démonstration

Nous considérons la fonction de LKF (4.17), le système (4.7) est asymptotiquement stable si

V̇ (t) < 0,

V̇ (t) = ẋT (t)Pζx (t) + xT (t)Pζ ẋ (t) + xT (t) Ṗζx (t) + xT (t) Πx (t)

+ (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ) < 0
(4.21)

En remplaçant ẋ (t) dans (4.21), on aura :

V̇ (t) = xT (t)
(
ATζ Pζ +

(
EζKζ + ĒζHζ

)T
BT
ζ Pζ + (∗) + Π + Ṗζ

)
x (t)

+xT (t− τ)PζA
T
τζ
x (t) + xT (t)PζAτζx (t− τ)− (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ)

(4.22)

et on peut écrire

V̇ (t) = x̄T (t) Āζζζ x̄ (t) (4.23)

avec : Āζζζ =

[
ATζ Pζ +

(
EζKζ + ĒζHζ

)
BT
ζ Pζ + (∗) + Π + Ṗζ ∗

ATτζPζ − (1− τ̇) Π

]
En multipliant à gauche et à droit par diag (Qζ , Qζ), Ā devienne :

∆ζζζζ =

[
(AζQζ +BζEζFζ +BζEζZζ) + (∗) + S − Q̇ζ AτζQζ

∗ − (1− τ̇)S

]
< 0 (4.24)

avec : S = QζΠQζ Selon [Bouarar et al., 2010], Q̇ζ peut être approchée par :

Q̇ζ ≥
r−1∑
k=1

Φk (Qk −Qr) (4.25)

donc, ∆ζζζζ est satisfaite si ∆ij`s < 0.

La condition (4.19) est obtenue de la même façon que (3.10).

4.3.2.2 Stabilisation H∞ non quadratique par la commande PDC indépendante du

retard

Dans cette section, on considère la classe de systèmes T-S retardé avec perturbation externe

et saturation d’actionneur définie dans (4.4). En prenant le critère H∞ défini dans (1.58), les

conditions de stabilisation du système (4.4), sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 4.3. Pour tout k = 1, ..., r − 1, ζ̇k (ς (t)) ≥ Φk, le système en boucle fermée (4.4), est

asymptotiquement stable avec un taux d’atténuation des perturbations γ. S’il existe des matrices

Q` = QT` > 0, S = ST > 0, et des matrices Fj ∈ Rm×n, Zj ∈ Rm×n, telles que les LMIs suivantes

sont satisfaites :
∆ij`s < 0

i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir , s ∈ I2m
(4.26)
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[
ū2i
ρ zji
∗ Q`

]
≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir (4.27)

Qk −Qr ≥ 0 (4.28)

avec :

∆ij`s =


∆ (1, 1)

Q`A
T
τi

BT
wi

C1iQ` +Di

(
EsFj + ĒsZj

)
∗ ∗ ∗

− (1− η)S ∗ ∗
0 −γ2I ∗
0 Dwi −I


∆ (1, 1) =

(
AiQ` +BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗) + S −

r−1∑
k=1

Φk (Qk −Qr)

Kj = FjQ
−1
ζ , Qζ =

r∑
i=1

ζi (ς (t))Qi

Démonstration

Par l’utilisation du critère H∞ et la fonction LKF définie dans (4.17), le système en boucle fermée

(4.4) est asymptotiquement stable si :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (4.29)

La dérive de la fonction LKF (4.17) est donnée par :

V̇ (t) = ẋT (t)Pζx (t) + xT (t)Pζ ẋ (t) + xT (t) Ṗζx (t) + xT (t) Πx (t)

− (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ)
(4.30)

Utilisant (4.8) et (4.4), on peut écrire

V̇ (t) = xT (t)
((
ATζ Pζ +

(
EζKζ + ĒζHζ

)
BT
ζ Pζ

)
+ (∗) + Ṗζ + Π

)
x (t)

+ xT (t− τ)PζA
T
τζ
x (t) + xT (t)PζAτζx (t− τ)− (1− τ̇)xT (t− τ) Πx (t− τ)

(4.31)

Sous forme compacte

V̇ (t) = x̄T (t) Āζζζ x̄ (t) (4.32)

avec :

Āζζζ =

 (ATζ Pζ +
(
EζKζ + ĒζHζ

)
BT
ζ Pζ

)
+ (∗) + Π + Ṗζ ∗

ATτζPζ − (1− η) Π

,

nous appliquons le critère H∞, on obtient :

V̇ (t) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) =

[
x̄ (t)

w (t)

]T
Γζ

[
x̄ (t)

w (t)

]
< 0 (4.33)

où : Γζ =


(
ATζ Pζ +

(
EζKζ + ĒζHζ

)
BT
ζ Pζ

)
+ (∗) + Π + Ṗζ

ATτζPζ

BT
wζ
Pζ

C1ζ +Dζ

(
EζKζ + ĒζHζ

)
∗ ∗ ∗

− (1− η) Π ∗ ∗
0 −γI ∗
0 Dwζ −I
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Multipliant à gauche et à droit par ∆ = diag (Qζ , Qζ , I, I) avec le changement de variable : Qζ =

P−1
ζ , Fj = KjQζ , Zj = HjQζ , S = QζΠQζ on arrive à :

∆Γζ∆ =
(
AζQζ +BζEζFζ +BζĒζZζ

)
+ (∗) + S +Qζ

•︷︸︸︷
Q−1
ζ Qζ

QζA
T
τζ

BT
wζ

C1ζQζ +Dζ

(
EζFζ + ĒζZζ

)
∗ ∗ ∗

− (1− η)S ∗ ∗
0 −γ2I ∗
0 Dwζ −I

 < 0

(4.34)

Comme nous avons dit précédemment, Qζ

•︷ ︸︸ ︷
Qζ
−1Qζ = −Q̇ζ , ça nous conduit à

Q̇ζ ≥
r−1∑
k=1

Φk (Qk −Qr) (4.35)

En utilisant cette approximation avec l’inégalité (4.34), la condition (4.26) est obtenue. La condition

(4.27) est obtenue de la même façon que (4.19).

Exemple 4.1. Stabilisation en profondeur d’un robot sous-marin

Nombreuses études ont été développé diverses stratégies de contrôle de la profondeur des véhicules

sous-marin telles que : contrôleur de mode coulissant [Guzmán et al., 2018], contrôleur flou [Ma

et al., 2018], contrôleur adaptatif [Tabataba’i-Nasab and Moosavian, 2019], etc. Parmi les stratégies

de contrôle de profondeur, les approches basées sur les modèles de Takagi-Sugeno ont été largement

utilisées [Zhang et al., 2016] [Silvestre and Pascoal, 2007], que ce soit, (PDC) ou (SOF). Le but

de cette section est de valider les lois de commande proposées dans cette partie en tenant compte

des différentes contraintes relatives au domaine des engins sous-marin : le retard, la saturation

d’actionneur, et les perturbations externes.

Figure 4.1: References de UUV.
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Le système de coordonnées fixe du corps et le système de coordonnées de la terre sont illustrés à

la figure 4.1, où, x, y, z, sont la position cartésienne de l’UUV, et φ, θ, ψ sont l’altitude du véhicule

par rapport au système de coordonnées terrestre fixe. ϑ, v, w sont les vitesses de la poussée, le

balancement, et le soulèvement. p, q, r sont les vitesses angulaires (roulis, tangage, lacet).

Sur la base des travaux de [Zhang et al., 2016], le modèle mathématique du système de contrôle

de profondeur peut être simplifié comme suit :

m
[
ẇ − ϑq − xGq̇ − zGq2

]
= Zq̇ q̇ + Zẇẇ + Zϑqϑq + Zϑwϑw +

(
W̄ −B0

)
cos (θ) + Zϑϑϑ

2δs (4.36)

Iyy +m [xG (ϑq − ẇ) + zGwq] = Mq̇ q̇ +Mẇẇ +Mϑqϑq +Mϑwϑw −
(
xGW̄ − xBB0

)
cos (θ)−(

zGW̄ − zBB0

)
sin (θ) +Mϑϑϑ

2δs
(4.37)

ż = w cos (θ)− ϑ sin (θ)

θ̇ = q
(4.38)

où (xG, yG, zG) et (xB, yB, zB) sont les centres de gravité et la flottabilité. Iyy, Z{.}, M{.} sont les

paramètres constants de l’UUV, B0 est la flottabilité de l’UUV, W̄ est le poids de l’UUV, ϑ est la

vitesse de l’UUV, δsest l’angle d’hydroplane.

Maintenant, on définit l’erreur entre la profondeur et sa valeur désirée comme suit :

ze = zd − z (4.39)

Avec zd est la valeur de profondeur souhaitée. Supposant maintenant que :

• (xG, yG, zG) = (xB, yB, zB) = 0

• L’effet de w sur la profondeur est négligeable

• sin (θ) = θ, cos (θ) = 1

Ainsi, nous pouvons donner le modèle mathématique du système de contrôle de profondeur comme

suit : 
że (t) = ϑ (t) θ (t)

θ̇ (t) = θ (t)

q̇ (t) = a (t) q (t) + b (t) δs (t)

(4.40)

avec : a (t) =
Mϑqϑ(t)
Iyy−Mq̇

, b (t) = Mϑϑϑ
2(t)

Iyy−Mq̇

posant x =
[
ze θ q

]T
alors

ẋ (t) = A (t)x (t) +B (t) δs (t) (4.41)

où A (t) =

 0 ϑ (t) 0

0 0 1

0 0 a (t)

 , B (t) =

 0

0

b (t)


Pour introduire le retard, en prenant le modèle retardé de NCS (Network Control Systems ) dans

[Lihua et al., 2008], le modèle mathématique de contrôle de profondeur avec retard peut être exprimé
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comme suit [Zhang et al., 2016] :{
ẋ (t) = Ãx (t) + Ãτx (t− τ) +Bδs (t) +Bww (t)

x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ, 0]
(4.42)

où Ã = βA (t) et Ãτ = (1− β)A (t), et β est le coefficient constant du système de contrôle de

profondeur, W (t) est les perturbation externes, et φ (t) est le vecteur des valeurs initiales.

Le système (4.42) peut être décrire par un modèle T-S comme suit :
ẋ (t) =

4∑
i=1

ζi (ς (t))
(
Ãix (t) + Ãτix (t− τ) + Bsat (δs (t)) +Bww (t))

y (t) = Cx (t)

z (t) = C1x (t)

(4.43)

où ζi (ς (t)) sont les fonctions d’appartenance définies comme suit :

nous avons,

V1 min ≤ ϑ (t) = V1 ≤ V1 max

V2 min ≤ ϑ2 (t) = V2 ≤ V2 max

(4.44)

En utilisant l’approche du secteur non linéaire, on obtient :

F11 =
V1 − V1 min

V1 max − V1 min
, F12 = 1− F11, F21 =

V2 − V2 min

V2 max − V2 min
, F22 = 1− F21 (4.45)

Par conséquence, les fonctions d’appartenances seront

ζ1 = F11F21, ζ2 = F11F22, ζ3 = F12F21, ζ4 = F12F22 (4.46)

avec :

Ã1 =

 0 βV1 max 0

0 0 1

0 0 β
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 max

 ; Ã2 =

 0 βV1 max 0

0 0 1

0 0 β
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 max

 ;

Ã3 =

 0 βV1 min 0

0 0 1

0 0 β
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 min

 ; Ã4 =

 0 βV1 min 0

0 0 1

0 0 β
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 min

 ;

B1 =

 0

0
Mϑϑ

Iyy−Mq̇
V2 max

 ; B2 =

 0

0
Mϑϑ

Iyy−Mq̇
V2 min

 ;

B3 =

 0

0
Mϑϑ

Iyy−Mq̇
V2 max

 ; B4 =

 0

0
Mϑϑ

Iyy−Mq̇
V2 min

 ;
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Ãτ1 =

 0 (1− β)V1 max 0

0 0 1

0 0 (1− β)
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 max

 ;

Ãτ2 =

 0 (1− β)V1 max 0

0 0 1

0 0 (1− β)
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 max

 ;

Ãτ3 =

 0 (1− β)V1 min 0

0 0 1

0 0 (1− β)
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 min

 ;

Ãτ4 =

 0 (1− β)V1 min 0

0 0 1

0 0 (1− β)
Mϑq

Iyy−Mq̇
V1 min


Appliquant les résultats du théorème 4.3, avec les données suivantes : La profondeur souhaitée

a été choisie à -5, β = 0.2, φ =
[

1 0.1 0.2
]
, le signal d’entrée (l’angle d’hydroplane) est

supposée limitée entre (-0.6 rad) et (0.6 rad), les paramètres sont donnés dans [Zhang et al., 2016].

La résolution des conditions de stabilisation dans théorème 4.3 par MATLAB LMI Toolbox, nous

donne :

Tableau 4.1: Paramètres du contrôleur PDC non quadratique indépendante

Q1 =

 1.6633 − 1.0037 1.4282
−1.0037 0.8293 − 1.7818
1.4282 − 1.7818 5.1649

 , Q2 =

 1.2313 − 0.5539 0.6288
−0.5539 0.3264 − 0.5269
0.6288 − 0.5269 1.1283

 ,
Q3 =

 1.1796 − 1.0190 0.9322
−1.0190 1.2685 − 1.9412
0.9322 − 1.9412 4.1856

 , Q4 =

 0.8378 − 0.3129 0.0522
−0.3129 0.2405 − 0.1472
0.0522 − 0.1472 0.3496

 ,
F1 = F2 = F3 = F4 = [−0.0607 0.0850 24.3951] ,
γ = 1.1348.

Les perturbations externes sont choisies de la forme ϕ (t) = 0.5 sin
(

10
π t
)

+ 0.3 sin
(

6
π t
)

Les résultats obtenus sont illustrés à la figure 4.2 (a) Pour l’entrée de commande, à figure 4.2

(b) pour la profondeur z (t), à la figure 4.2 (c) pour l’angle de tangage et à la figure 4.2 (d) pour

la vitesse angulaire.

Les 4.2 (a) à (d) montrent que l’approche proposée garantit la stabilisation en profondeur du

UUV malgré la présence de la saturation d’actionneur, le retard et les perturbations externes.

4.3.2.3 Stabilisation par la commande SOF

Considérons la classe des systèmes flous avec saturation d’actionneur, retard variable dans le

temps et perturbations externes :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) [Aix (t) +Aτix (t− τ) + Biσ (t) +Bwiw (t)]

y (t) =
r∑
i=1

ζi (ς (t)) [Cix (t) +Diσ (t) +Gwiw (t)]

x (t) = φ (t) , t ∈ [−τ, 0]

(4.47)
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Figure 4.2: Réponses du système : (a). signal d’entré saturé. (b). profondeur. (c) Le signal d’angle
de tangage. (d). la vitesse angulair.

où w (t) est les perturbation externe, Ai, Aτi , Bi, Bwi, Ci, Di, et Gwi sont des matrices

connues.

Pour éviter l’apparition de chevauchements de termes entre les matrices d’espace à états et celles

du contrôleur, ce qui conduit à des conditions LMI non strictes. Une approche par descripteur a

été utilisée pour réécrire le système en boucle fermée (4.47), avec l’utilisation de la représentation

polytopique de la saturation (1.79).

Pour réécrire le système (4.47) sous forme de descripteur, la représentation suivante est exploitée :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Aix (t) +Aτix (t− τ) + Biσ (t) +Bwiw (t))

0ẏ (t) = −y (t) +
r∑
i=1

ζi (ς (t)) (Cix (t) +Diσ (t) +Gwiw (t))

0σ̇ (t) = −σ (t) + sat (u (t))

(4.48)

La loi de commande dans ce cas est de forme non-PDC SOF :

u (t) =

(
r∑
i=1

ζi (ς (t))Ki

)(
r∑
i=1

ζi (ς (t)) Ψi
5

)−1

y (t) (4.49)
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De (4.48) et (4.49), le système augmenté est défini comme suit :

Ξ̃̃̇x (t) = Ãζζζ x̃ (t) + Ãτζ x̃ (t− τ) + B̃wζw̃ (t) (4.50)

où : Ξ̃ =

 I 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Ãζζζ =


Aζζζ 0 Bζ

Cζ −I Dζ

EζHζ (EζKζ)
(

Ψζ
5

)−1
−I

 , x̃ (t) =

 x (t)

y (t)

σ (t)

 ,

Ãτζ =

 Aτζ 0 0

0 0 0

0 0 0

 B̃w =

 Bwζ

Gwζ
0


r∑
j=1

ζj (ς (t))Kj = Kζ ,
r∑
i=1

ζj (ς (t))Ai = Aζ ,
r∑
i=1

ζj (ς (t))Aτi = Aτζ ,
r∑
i=1

ζj (ς (t))Bi = Bζ ,

r∑
i=1

ζj (ς (t))Ci = Cζ ,
r∑
i=1

ζj (ς (t))Di = Dζ ,
2m∑
s=1

ηs (ζ (t))Es = Eζ ,
r∑
i=1

ζj (ς (t))Ψi
5 = Ψζ

5.

Dans le cas où les perturbations externes sont nulles, les conditions de stabilisation sont résumées

dans le théorème suivant :

Théorème 4.4. Considérant pour tout k = 1...r−1, Φk limites inférieures de ζ̇k (ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

,

alors pour un scalaire positif donné ρ, le système flou T-S retardé (4.47) avec W (t) = 0 est, asymp-

totiquement stable via la loi de commande SOF non quadratique (4.49), s’il existe des matrices

symétrique définie positive Ψ`
1, des matrices définies positives Ψ`

5, S1, S2, S3, , des matrices Ψ`
7,

Ψ`
8, Ψ`

9, Kj , et Zj , de sorte que les conditions LMIs suivantes soient satisfis :

∆ij`s =

[
Υij`s ∗
Λi` −(1− η)S̃

]
< 0 i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m (4.51)

[
ū2i
ρ zji
∗ Ψ`

1

]
≥ 0

i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir
(4.52)

Ψk
1 −Ψr

1 ≥ 0 (4.53)

où :

Υij`s =

 Υij`s (1, 1) ∗ ∗
Υij`s (2, 1) −Ψ`T

5 −Ψ`
5 +DΨ`

8 ∗
Υij`s (3, 1) Ψ`T

9 Di
T + EsKj −Ψ`

8 −Ψ`T
9 −Ψ`

9


Υij`s (1, 1) = Ψ`T

1 ATi +AiΨ
`
1 +BiΨ

`
7 + Ψ`T

7 BT
i + S1 −

r−1∑
k=1

Φk

(
Ψk

1 −Ψr
1

)
Υij`s (2, 1) = Ψ`T

8 BT
i + CiΨ

`
1 +DiΨ

`
7

Υij`s (3, 1) = EsZj + Ψ`T
9 BT

i −Ψ`
7

S̃ =

 S1 0 0

0 S2 0

0 0 S3

 , S1 = ΨζT
1 Π1Ψζ

1, S2 = ΨζT
5 Π2Ψζ

5, S3 = ΨζT
9 Π3Ψζ

9

Λi` = Ω (2, 2) Ãτi
Zj = HjΨ

`
1

ρ = 1 + γ2κ2
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Démonstration

Définissons la fonction de Lyapunov-Krasovskii comme :

υ (t) = x̃T (t) Ξ̃
(

Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t) +

t�

t−τ

x̃ (s)Π̃x̃ (s) ds (4.54)

avec : Π̃ =

 Π1 0 0

0 0 0

0 0 0


le système (4.47) est stable si V̇ (t) < 0, autrement dit :

˙̃x
T

(t) Ξ̃
(

Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t) + x̃T (t) Ξ̃

(
Ψ̃ζ

)−1
˙̃x (t) + x̃T (t) Ξ̃

•︷ ︸︸ ︷(
Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t)

+ x̃T (t) Π̃x̃ (t)− (1− τ̇) x̃T (t− τ) Π̃x̃ (t− τ) < 0

(4.55)

On considère maintenant le terme
∑

= x̃T (t− τ)Rx̃ (t− τ) ≥ 0, avec : R =

 0 0 0

0 Π2 0

0 0 Π3

,

si ((4.55) +
∑

) < 0, alors l’inégalité (4.55) est vérifiée. Donc, on peut écrire :

˙̃x
T

(t) Ξ̃
(

Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t) + x̃T (t) Ξ̃

(
Ψ̃ζ

)−1
˙̃x (t) + x̃T (t) Ξ̃

•︷ ︸︸ ︷(
Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t) + x̃T (t) Π̃x̃ (t)

− (1− τ̇) x̃T (t− τ)
(

Π̃ +R
)
x̃ (t− τ) < 0

(4.56)

Elle est connue pour les systèmes de descripteurs que :

Ξ̃
(

Ψ̃ζ

)−1
=
(

Ψ̃ζ

)−T
Ξ̃ > 0 (4.57)

en multipliant à gauche et à droite par Ψ̃T
ζ et Ψ̃ζ on aura :

Ψ̃T
ζ Ξ̃ = Ξ̃Ψ̃ζ > 0 (4.58)

Nous choisissons Ψ̃ζ comme : Ψ̃ζ =

 Ψζ
1 0 0

0 Ψζ
5 0

Ψζ
7 Ψζ

8 Ψζ
9


avec :

Ψζ
1 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))Ψi
1 > 0, Ψζ

5 =
r∑
j=1

ζj (ς (t))Ψi
5 > 0,

Ψζ
7 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))Ψi
7, Ψζ

8 =
r∑
j=1

ζj (ς (t))Ψi
8,

Ψζ
9 =

r∑
j=1

ζj (ς (t))Ψi
9

Cela donne :
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υ̇ (t) = x̄T Āx̄ (4.59)

avec : Ā =

 ÃTζζζ

(
Ψ̃ζ

)−1
+
(

Ψ̃ζ

)−1
Ãζζζ + Ξ̃

•︷ ︸︸ ︷(
Ψ̃ζ

)−1
+Π̃ ∗

ÃTτζ

(
Ψ̃ζ

)−1
−(1− η)R̃

 , x̄ =

[
x̃

x̃ (t− τ)

]

où : R̃ = Π̃ +R, α ≤ 1− τ̇
Par conséquence, le système en boucle fermée est stable si Ā < 0.

Multiplions par ΩT =

[
Ψ̃T
ζ 0

0 diag
(

Ψ̃T
ζ (1, 1) , Ψ̃T

ζ (2, 2) , Ψ̃T
ζ (3, 3)

) ] à gauche et

Ω =

[
Ψ̃ζ 0

0 diag
(

Ψ̃ζ (1, 1) , Ψ̃ζ (2, 2) , Ψ̃ζ (3, 3)
) ] à droite, puisque Ψ̃T

ζ Ξ̃ = Ξ̃Ψ̃ζ > 0, on aura :

 Ψ̃T
ζ Ã

T
ζζζ + ÃζζζΨ̃ζ + Ξ̃Ψ̃ζ

•︷ ︸︸ ︷(
Ψ̃ζ

)−1
Ψ̃ζ + Ψ̃T

ζ Π̃Ψ̃ζ ∗
Ω (2, 2) ÃTτζ −(1− η)S̃

 < 0 (4.60)

C’est bien connu que :

Ψ̃ζ

•︷ ︸︸ ︷(
Ψ̃ζ

)−1
Ψ̃ζ = −̇̃Ψζ

Ainsi, l’équation précédente peut être décrite comme suit :

Ā =

[
Υζζζζ ∗

Ω (2, 2) ÃTτ −(1− η)S̃

]
< 0 (4.61)

Υζζζζ =

 Υζζζζ (1, 1) ∗ ∗
Υζζζζ (2, 1) −ΨζT

5 −Ψζ
5 +DζΨ

ζ
8 ∗

Υζζζζ (3, 1) ΨζT
9 Dζ

T + EζKζ −Ψζ
8 −ΨζT

9 −Ψζ
9


Υζζζζ (1, 1) = ΨζT

1 ATζ +AζΨ
ζ
1 +BζΨ

ζ
7 + ΨζT

7 BT
ζ + Ψζ

1Π1Ψζ
1 − Ψ̇ζ

1

Υζζζζ (2, 1) = ΨζT
8 BT

ζ + CζΨ
ζ
1 +DζΨ

ζ
7

Υζζζζ (3, 1) = EζHζΨ
ζ
1 + ΨζT

9 BT
ζ −Ψζ

7

La dérivée de Ψζ
1 peut-être limitée comme :

Ψ̇ζ
1 ≥

r−1∑
k=1

Φk

(
Ψk

1 −Ψr
1

)
(4.62)

avec Φk est la limite inférieure de ζ̇ (ς (t)), et
(
Ψk

1 −Ψr
1

)
≥ 0, alors, l’inégalité (4.55) est satisfaite

si :

Āij`s =

[
Υij`s ∗

Ω (2, 2) ÃTτi −(1− η)S̃

]
< 0 (4.63)

LMI (4.52) peut être obtenue comme suit :
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Définissons les surfaces comme suit :

ε0 (x) =

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣υ (0) +

0�

−τ

x (s) Π̃x (s) ds ≤ 1

 (4.64)

ε
(
Ẽ(Ψζ)

−1, ρ
)

=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣xT (t)
(
Ẽ(Ψζ)

−1
)−1

x (t) ≤ ρ, ρ � 1

}
(4.65)

si LMI (4.51) est vérifié, donc : ∀T > 0, υ (T ) ≤ υ (0) ≤ 1, En outre : x̃T (t) Ξ̃
(

Ψ̃ζ

)−1
x̃ (t) ≤

1−
t�

t−τ
x̃ (s)Π̃x̃ (s) ds ≤ ρ, alors ε

(
Ẽ(Ψζ)

−1, ρ
)

est un ensemble d’attraction invariant.

En utilisant le Lemme 2.1, l’ellipsöıde ε
(
ẼΨ−1

ζ , ρ
)
⊂ ℵ (Hj) si :

(
˜
hji

)T(Ẽ(Ψζ)
−1

ρ

)−1 (
˜
hji

)
≤ ū2

i (4.66)

par conséquence :
ū2
i

ρ
−
(
hji

)T
Ψζ

1

(
hji

)
≥ 0 (4.67)

En utilisant le complément de Schur, on obtient :[
ū2i
ρ hj

i

∗
(
Ψ`

1

)−1

]
≥ 0 (4.68)

Par la multiplication gauche et droite par

[
I 0

0 Ψj
1

]
, on aura :

[
ū2i
ρ zji
∗ Ψ`

1

]
≥ 0 (4.69)

avec zji est l’ième élément de Zj .

Ceci complète la démonstration.

4.3.2.4 Stabilisation H∞ par la commande NON-PDC SOF

Dans le cas où la perturbation externe W (t) 6= 0, l’utilisation du critère H∞ est indispensable.

En effet, cette partie se concentre sur l’extension des résultats du théorème 4.4 au système (4.47)

avec perturbations externes. L’objectif principal est d’établir des conditions d’optimisation LMI

qui conduit à déterminer les gains de contrôle garantissant la stabilité asymptotique du système en

boucle fermée avec minimisation de l’effet de perturbation externe sur le signal de sortie.

Considérons le critère H∞ :

Σ = υ̇ (t) + yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (4.70)
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où υ̇ (t) est la dérivée de la fonction de Lyapunov définie en (4.54).

Pour tout x̃ (0) ∈ ε0, ∀T > 0 :
T�
0

Σdt =
T�
0

υ̇ (t) + yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) dt ≺ 0, alors :

1. si w (t) = 0,alors υ̇ (t) < −yT (t) y (t) ≤ 0

2. si w (t) 6= 0, tel que ‖w(t)‖22 < κ2, alors : υ (T ) ≤ υ (0) + γ2
∞�
0

wT (t)w (t) dt ≤ 1 + γ2κ2,

ensuite : pour ρ = 1 + γ2κ2, ε
(
Ẽ(Ψζ)

−1, ρ
)

est le domaine d’attraction.

Et si T →∞,
∞�
0

yT (t) y (t)dt < γ2
∞�
0

(
wT (t)w (t)

)
dt+υ (0) dans les conditions initiales nulles,

‖y(t)‖22 < γ2 ‖w(t)‖22 , alors, en présence de perturbations, le système présente un niveau

d’atténuation de perturbation γ.

Théorème 4.5. [Nasri et al., 2020] Pour tout k = 1...r − 1, Φk limites inférieures de ζ̇k

(ς (t))
(

Φk ≤ ζ̇k (ς (t))
)

et un scalaire positif donné ρ, alors le système flou T-S retardé (4.47)

est asymptotiquement stable via la loi de commande SOF non quadratique (4.49), avec un taux

d’atténuation des perturbation γ, s’il existe des matrices symétrique définie positive Ψ`
1, des ma-

trices définies positives Ψ`
5, S1, S2, S3, , des matrices Ψ`

7, Ψ`
8, Ψ`

9, Kj , et Zj , de sorte que les

conditions LMIs suivantes soient satisfis :

∆ij`s < 0, i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m (4.71)[
ū2i
ρ zji
∗ Ψ`

1

]
≥ 0, i ∈ Im, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, (4.72)

Ψk
1 −Ψr

1 ≥ 0 (4.73)

avec :

∆ij`s =


[
Āij`s

]  0 ∗
∗ ∗
0 0


[

0 Ψ`
5 0

BT
wi GTwi 0

] [
−I 0

0 −γ2I

]
 , ρ = 1 + γ2κ2

Et Āij`s est définie dans théorème 4.4.

Démonstration : En utilisant le critère H∞, le système en boucle fermée (4.47) est stable si

υ̇ (t) + yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (4.74)

Dans le cas où w (t) 6= 0, l’équation (4.47) peut être réécrit comme suit :

x̄T Āx̄+ x̃(Ψζ)
−1Bwζw (t) + wT (t)Bwζ

T (Ψζ)
−1x̃

+ yT (t) y (t)− γ2wT (t)w (t) < 0
(4.75)

En utilisant la représentation augmentée, le terme yT (t) y (t) peut être exprimé comme :

yT (t) y (t) = x̄T Q̄x̄ (4.76)
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avec : Q̄ =


0 0 0

0 I 0

0 0 0

033

033 033


Ensuite, l’inégalité (4.75) est satisfaite si :[

Āζζζζ + Q̄ ∗
B̄wζ

T
Ω−1 −γ2I

]
< 0 (4.77)

avec Āζζζζ , Ω sont définies dans la démonstration du Théorème 4.4, et B̄T
wζ =

[
B̃T
wζ 0

]
multiplions par

[
ΩT 0

0 I

]
à gauche et

[
Ω 0

0 I

]
à droite on aura :

[
∆ζζζζ + ΩT Q̄Ω ∗

B̄T
wζ

−γ2I

]
< 0 (4.78)

Par le complément de Schur, l’inégalité (4.71) est produite. LMI (4.72) s’obtient en suivant la même

procédure que pour la démonstration du Théorème 4.4.

Ceci complète la preuve.

Exemple 4.2. Nous considérons ici un exemple numérique pour illustrer l’efficacité du schéma de

contrôle SOF non PDC saturé proposé en présence d’un retard d’état. Considérons le système flou

T-S (4.47) avec les paramètres associés donnés par [Selvaraj et al., 2017] : A1 =

[
−1 1

1 0.5

]
, A2 =[

−2 0

1 −0.1

]
, Aτ1 = 0.1A1, Aτ2 = 0.1A2,

B1 = B2 =

[
1

1

]
, Bw1 = Bw2 =

[
1

0

]
, GW1 = GW2 = 1, C1 = C2 =

[
1 0

]
où les fonctions d’appartenance sont définies comme suit : µ1 (x (t)) = sin2 (x1 (t)) , µ2 (x (t)) =

cos2 (x1 (t)) De plus, la perturbation externe est choisie comme W (t) = 0.1 sin (t). Contrairement

à [Selvaraj et al., 2017], le niveau limite de saturation est ū = 5. De plus, en résolvant les LMI

dans le théorème 2 à l’aide de la bôıte à outils MATLAB LMI pour l’atténuation des perturbations

γ = 1.0005, on peut obtenir les gains de contrôle comme suit :

Tableau 4.2: Paramètres du contrôleur SOF non quadratique indépendante

Ψ1
1=

[
136.5543 134.6010
134.6010 4.8097× 107

]
,Ψ2

1=

[
71.4013 71.0669
71.0669 4.7975× 107

]
Ψ1

5 = 1.0134, Ψ2
5 = 1.0001, K1= −108.4706, K2= −55.6263

En utilisant les gains de contrôle ci-dessus, les trajectoires d’état de notre système avec des

valeurs initiales à x (0) =
[

3 2
]T

sont représentés sur les figures 4.3 (a) et (b), l’entrée de

contrôle sur la figure 4.3 (c), et la dérivée de la première fonction d’appartenance sur la figure 4.3

(d), cette dernière nous permet de vérifier la limite inférieure de ζ̇k (ς (t)) où il est supposé -5.
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À partir des figures 4.3, nous pouvons observer que les réponses des états convergents vers zéro.

Cela signifie que l’approche de contrôle proposée tolère effectivement l’existence d’un retard, d’une

saturation de l’actionneur et d’une perturbation externe.
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Figure 4.3: Réponses du système : (a). trajectoire de l’état x1(t) . (b). trajectoire de l’état x2(t).
(c) trajectoire d’entrée saturée . (d). trajectoire de la dérivée de la fonction d’appar-
tenance. (e) trajectoire des états pour un retard variable. (f) retard variable.
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4.4 Conditions de stabilisation dépendantes du retard

Le critère “retard-dépendant” conduit vers des conditions de stabilisation plus relâchés que ceux

“retard-indépendant” particulièrement quand la taille du retard est petite. De ce fait, beaucoup

d’articles traitant les conditions de stabilisation du retard-dépendant ont été présentées ces dernières

années [Li et al., 2009a] [Gassara et al., 2014] [Gassara et al., 2012] [Zeng et al., 2014] [Bourahala

et al., 2017] [Mahmoudabadi et al., 2017] via des différentes techniques et méthodes de synthèse

de contrôleurs pour les modèles T-S telles que les matrices de pondérations libre [Souza et al.,

2014], l’inégalité de Moon [Moon et al., 2001], l’inégalité intégrale de Jensen [Kim, 2016] [Trinh

and Hien, 2015], et l’approche de décomposition du retard [An and Wen, 2011] [Yang and Tong,

2015] . Donc le défi est d’élargir l’intervalle du retard le plus possible. Pour les Modèles T-S avec

saturation d’actionneur, on distingue quelque travaux sur le critère indépendante [Ting, 2008] [Nasri

et al., 2019a] [Nasri et al., 2020], et d’autre sur l’approche dépendante avec H∞ [Gassara et al.,

2012] [Selvaraj et al., 2017]. Cependant, la source du conservatisme dans les conditions LMIs ne

vient pas seulement de l’indépendance du retard mais aussi de la forme quadratique de la fonction

de LKF. Cette problématique nous a motivé de proposer des conditions LMI dépend aussi des

dérivée des fonctions d’appartenance via des fonctions LKF non quadratique.

4.4.1 Conditions de stabilisation dépendantes du retard et indépendante des dérivées

des fonctions d’appartenance

Prenant l‘exemple de [Gassara et al., 2012], où les auteurs ont proposé des nouveaux conditions

de stabilisation quadratiques pour les modèles T-S soumit à la saturation d’actionneur. Ces résultats

sont basés sur la suivante FLK :

V (t) = V1 + V2 + V3 = xT (t)Px (t) +

t�

t−τ(t)

xT (α)Sx (α) dα+

0�

t−τ̄

t�

δ

ẋT (s)Θẋ (s) dsdδ (4.79)

Le théorème suivant résume les conditions proposés par [Gassara et al., 2012] :

Théorème 4.6. Pour des scalaires positifs donnés λ, ρ, τ̄ > 0, η ≥ 0, tel que : τ (t) ∈[
0 τ̄

]
avec τ̇ (t) ≤ η, le système flou T-S retardé (4.4) est asymptotiquement stable via la

loi de PDC (4.8), s’il existe une matrice symétrique positive Q > 0, des matrices S̃ > 0, Θ̃ >

0, Ỹi, T̃i, Fj , Zj , et X̃ij avec X̃ii symétrique, tel que les LMIs suivantes sont satisfaites :

Γ̃ijs + Γ̃jis ≤ X̃ijs + X̃T
ijs, i ∈ Ir, j ∈ Ir, s ∈ I2m (4.80)

X̃11s · · · X̃1rs

...
. . .

...

X̃T
1rs · · · X̃rrs

 ≤ 0 (4.81)

[
1
ρ zji
∗ Q

]
≥ 0 i ∈ Im, j ∈ Ir (4.82)

Où :
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Γ̃ijs =


Υ̃ijs θ̃Tijs W̃ T

i ŨTijs

∗ − 1
τ̄

(
−2λQ+ λ2Θ̃

)
0 0

∗ ∗ − 1
τ̄ Θ̃ 0

∗ ∗ ∗ −I


Υ̃ijs =

 Υ̃ijs (1, 1) AτiQ− Ỹi + T̃ Ti Bwi
∗ − (1− η) S̃ − T̃i − T̃ Ti 0

∗ ∗ −γ2I


Υ̃ijs (1, 1) =

((
AiQ+BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗)

)
+ S̃ + Ỹi + Ỹ T

i

θ̃ijs =
[
AiQ+BiEsFj +BiĒsZj AτiQ Bwi

]
W̃i =

[
Ỹ T
i T̃ Ti 0

]
Ũi =

[
CiQ+DiEsFj +DiĒsZj 0 0

]
Dans ce cas :
Kj = FjQ

−1

Hj = ZjQ
−1

Démonstration : voir [Gassara et al., 2012].

4.4.2 Conditions de stabilisation dépendantes du retard et dépendantes des dérivées

des fonctions d’appartenance

Dans ce travail, nous considérons le problème de la synthèse du contrôleur PDC pour les modèles

T-S à retard variable en présence de la saturation d’actionneur et des perturbations externe. Dans ce

contexte, le contrôleur considéré est une amélioration des résultats obtenus précédemment [Gassara

et al., 2012], via une fonction LKF non-quadratique. Par conséquence, l’amélioration des conditions

de stabilisation LMI en termes de conservatisme.

Dans notre travail, nous adoptons le modèle T-S à retard variable en état donné par (4.4).

Dans ce cas, on considère que w (t) 6= 0. On choisit une LKF non quadratique comme suit :

V2 + V3 = xT (t)Pζx (t) +

t�

t−τ(t)

xT (α)Sx (α) dα+

0�

t−τ̄

t�

δ

ẋT (s)Θẋ (s) dsdδ (4.83)

où : Pζ =

(
r∑
i=1

ζi (t)Pi

)−1

Le théorème suivant résume les conditions de stabilisation obtenus :

Théorème 4.7. Considérons pour tout k = 1...r − 1, Φk limites inférieures de

ζ̇k (ς (t))
(
φk ≤ ζ̇k (ς (t))

)
, alors pour des scalaires positif donnés λ, ρ, τ̄ > 0, η ≥ 0, tel que

τ (t) ∈
[

0 τ̄
]

avec τ̇ (t) ≤ η, le système flou T-S retardé (4.4) avec perturbations externe

est asymptotiquement stable via la loi de commande PDC (4.8), avec un taux d’atténuation des

perturbation γ, s’il existe des matrices symétriques positives Q` > 0, des matrices S̃ > 0, Θ̃ >

0, Ỹi, T̃i, Fj , Zj , et X̃ij`s avec X̃iii symétrique, telles que les LMIs suivantes sont satisfaites :

Γ̃ij`s + Γ̃ji`s ≤ X̃ij`s + X̃T
ij`s, i ∈ Ir, j ∈ Ir, ` ∈ Ir, s ∈ I2m (4.84)
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X̃111s · · · X̃1rrs

...
. . .

...

X̃T
1rrs · · · X̃rrrs

 ≤ 0 (4.85)

[
ū2

ρ zji
∗ Q`

]
≥ 0 (4.86)

Qk −Qr ≥ 0 (4.87)

Où :

Γ̃ij`s =


Υ̃ij`s θ̃Tij`s W̃ T

i ŨTij`s

∗ − 1
τ̄

(
−2λQt + λ2Θ̃

)
0 0

∗ ∗ − 1
τ̄ Θ̃ 0

∗ ∗ ∗ −I

 ∂

Υ̃ij`s =

 Υ̃ij`s (1, 1) AτiQ` − Ỹi + T̃ Ti Bwi
∗ − (1− η) S̃ − T̃i − T̃ Ti 0

∗ ∗ −γ2I


Υ̃ij`s (1, 1) =

((
AiQ` +BiEsFj +BiĒsZj

)
+ (∗)

)
+ S̃ + Ỹi + Ỹ T

i −
r−1∑
k=1

φk (Qk −Qr)

θ̃ij`s =
[
AiQ` +BiEsFj +BiĒsZj AτiQ` Bwi

]
W̃i =

[
Ỹ T
i T̃ Ti 0

]
Ũi =

[
CiQ` +DiEsFj +DiĒsZj 0 0

]
Dans ce cas :
Kj = FjQ

−1
ζ

Hj = ZjQ
−1
ζ

Démonstration : Le système en boucle fermée (4.4) est stable si : V̇ (t) < 0

On considère la fonction de Lyapunov-Krasovskii (4.84), sa dérivée par rapport au temps sera :

V̇1 (t) = ẋT (t)Pζx (t) + xT (t)Pζ ẋ (t) + ẋT (t) Ṗζx (t)

= xT (t)
(
ATζ Pζ +

(
EζKζ + ĒζHζ

)T
BT
ζ Pζ + (∗) + Ṗζ

)
x (t) + xT (t− τ)ATτζPζx (t)

+ x (t)PζAτζx (t− τ)

(4.88)

V̇2 (t) = xT (t)Sx (t)− (1− τ̇)xT (t− τ)Sx (t− τ) (4.89)

V̇3 (t) = τ̄ ẋT (t) Θẋ (t)−
t�

t−τ

ẋT (s)Θẋ (s) ds (4.90)
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Prenant en compte la formule de Newton-Leibniz (4.5), on obtient :

V̇ (x (t)) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) ≤ 2xT (t)Pζ
(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))
x (t)

+2xT (t)PζAτ ζx (t− τ (t)) + 2xT (t)PζBwζw (t) + xT (t)Sx (t)

− (1− β)x(t− τ (t))TSx (t− τ (t)) + τ̄ ẋT (t) Θẋ (t)−
t�

t−τ
ẋT (s)Θẋ (s) ds

+2
[
xT (t)Y (t) + xT (t− τ (t))T (t)

] [
x (t)− x (t− τ (t))−

t�
t−τ(t)

ẋ (s) ds

]
+zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t)

(4.91)

avec :

Y (t) =
r∑
i=1

ζiYi, T (t) =
r∑
i=1

ζiTi

Considérant maintenant : ω (t) =
[
xT (t) xT (t− τ (t)) wT (t)

]T
, par conéquence :

V̇ (x (t)) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) ≤ ωT (t)
[
Υ̃ (t) + UT (t)U (t) + τ̄wT (t) Θ−1w (t)

]
ω (t)−

t�
t−τ(t)

[
ωT (t)wT (t) + ẋT (s) Θ

]
Θ−1

[
ωT (t)wT (t) + ẋT (s) Θ

]T
ds

(4.92)

où :
W (t) =

[
Y T (t) T T (t) 0

]
U (t) =

[
Ci 0 0

]
Υ̃ζ =

 Υ̃ζ (1, 1) Υ̃ζ (1, 2) Υ̃ζ (1, 3)

∗ − (1− τ̇)S − Tζ − T Tζ + τ̄ATτζΘAτζ τ̄ATτζΘBwζ

∗ ∗ −γ2I + τ̄BT
wζ

ΘBwζ


Υ̃t (1, 1) = Pζ

(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))
+
(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))T
Pζ+

S + Yζ + Y T
ζ + τ̄

(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))T
Θ
(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))
Υ̃ζ (1, 2) = PζAτζ − Yζ + T Tζ + τ̄

(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))T
ΘAτζ

Υ̃ζ (1, 3) = PζBwζ + τ̄
(
Aζ +Bζ

(
EζKζ + ĒζHζ

))T
ΘBwζ

Prenant : Γζ =


Υ θTζ Θ W T

ζ UTζ
∗ − 1

τ̄Θ 0 0

∗ ∗ − 1
τ̄Θ 0

∗ ∗ ∗ −I


θijs =

[
Ai +Bi

(
EsKj + ĒsHj

)
Aτi Bwi

]
Υijs =

 Υijs (1, 1) PtAτi − Yi + T Ti PBwi
∗ − (1− τ̇)S − Ti − T Ti 0

∗ ∗ −γ2I


Υijs (1, 1) = Pζ

(
Ai +Bi

(
EsKj + ĒsHj

))
+
(
Ai +Bi

(
EsKj + ĒsHj

))T
Pζ + Ṗζ + S + Yi + Y T

i

appliquant le compliment de Schur Υ̃ + UTζ Uζ + τ̄W T
ζ Θ−1Wζ < 0 est équivalent à :
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Γζ =
r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

µiµjαsΓijs = 1
2

r∑
i=1

r∑
j=1

2m∑
s=1

µiµjαs (Γijs + Γjis)

≤ 1
2

r∑
i=1

r∑
j=1

µiµj

(
Xij +XT

ij

)

= [µ1I, . . . , µrI]


X11 · · · X1r

...
. . .

...

XT
1r · · · Xrr



µ1I

...

µrI


(4.93)

Ceci implique que :

V̇ (x (t)) + zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t) < 0 (4.94)

Pour transformer nos résultats en LMI on considère que Qζ = (Pζ)
−1. Multipliant Γijs à gauche et à

droite par diag
[
Qζ Qζ I Qζζ Qζ I

]
, et par le changement du variable : Fj = KjQζ , Zj =

HjQζ , S̃ = QζSQζ , Θ̃ = QζΘQζ , T̃i = QζTiQζ , Ỹi = QζYiQζ , on obtient :

Γ̃ij`s =


Υ̃ij`s θ̃Tij`sQζ

−1Θ̃ W̃ T
ij`s ŨTij`s

∗ − 1
τ̄ Θ̃ 0 0

∗ ∗ − 1
τ̄ Θ̃ 0

∗ ∗ ∗ −I

 (4.95)

Notons que QζṖζQζ = −Q̇ζ , ainsi on peut écrit : Q̇ζ ≥
r−1∑
k=1

φk (Qk −Qr)

Pré et post multipliant Γ̃ij`s par diag
[
I I I QζΘ̃

−1 I I
]

et leur transposée, on obtient :


Υ̃ij`s θ̃Tij`s W̃ T

i ŨTij`s
∗ − 1

τ̄QζΘ
−1Qζ 0 0

∗ ∗ − 1
τ̄ Θ̃ 0

∗ ∗ ∗ −I

 (4.96)

Utilisant le Lemme 4.1, il existe un scalaire λ > 0, tel que :

−QζΘ̃−1Qζ ≤ −2λQζ + λ2Θ̃ (4.97)

Prenant maintenant : P̃ζ = diag
[
I I I QζΘ̃

−1 I I
]
diag

[
Qζ Qζ I Qζ Qζ I

]
et X̃ij = P̃XijP̃

T on obtient (4.84).

L‘inégalité (4.86) s’obtenu de la même façon que (4.19).

Ceci complète la démonstration.

Exemple 4.3.

Pour montrer l’efficacité de l’approche non quadratique proposée dans cette section par rapport
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à l’approche quadratique, on considère la stabilisation du modèle T-S à retard suivant :
ẋ (t) =

r∑
i=1

ζi [Aix (t) +Aτix (t− τ (t)) +Bisat (u (t)) +Bwiw (t)]

z (t) =
r∑
i=1

ζi [Cix (t)]
(4.98)

Avec

A1 =

[
0 0.6

0 1

]
, A2 =

[
1 0

1 0

]
, Aτ1 =

[
0.5 0.9

0 2

]
, Aτ2 =

[
0.9 0

1 1.6

]
,

B1 = B2 =

[
1

1

]
, C1 = C2 =

[
0.9 0

]
,

Bw1 = Bw2 =

[
0

1

]
, D1 = 0.008, D2 = 0.006.

la Figure 4.4 montre les champs de faisabilité obtenus par le Théorème 4.6 (quadratique), et le

Théorème 4.7 (non quadratique) pour η ∈
[

0 3
]

et τ̄ ∈
[

0 2.5
]
.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

1

2

3

η

τ̄

Figure 4.4: Comparaison des domaines de faisabilité des théorème 4.6 et 4.7.

Exemple 4.4. Soit l’exemple d’un système chaotique [Souza et al., 2009] (Système Rossler)

défini comme suit :
ẋ1 (t) = −x2 (t)− x3 (t) + αx1 (t− d (t))

ẋ2 (t) = x1 (t) + β1x2 (t)

ẋ3 (t) = β2 + (x1 (t)− η)x3 (t) + u (t)

(4.99)

avec :
α = 0.5, β1 = β2 = 0.2, η = 5.7

τ (t) = 3 + 0.25 sin (2t) + sin (t)
Ce système peut être approximé par deux règles floues avec les matrices d’espace d’état suivantes :
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A1 =

 0 −1 −1

1 β1 0

0 0 −κ

 , A2 =

 0 −1 −1

1 β1 0

0 0 −κ

 , Aτi =

 α 0 0

0 0 0

0 0 0

 , Bi =

 0

0

1

 , Bwi =

 0

0

1


où : κ = 6.3

Les fonctions d’appartenances sont données par :

ζ1 (t) = 0.5 (1 + (η − x1 (t) /κ))

ζ2 (t) = 1− ζ1 (t)
(4.100)

Supposant que le signal de commande est saturé entre -10 et 10, utilisant Matlab LMI toolbox,

la résolution des conditions LMI du théorème nous donne :

Tableau 4.3: Paramètres du contrôleur PDC non quadratique dépendante

Q1 =

 0.1034 − 0.0469 0.1994
−0.0469 0.1141 − 0.1001
0.1994 − 0.1001 0.5815

 , Q2 =

 0.1030 − 0.0470 0.1991
−0.0470 0.1134 − 0.0999
0.1991 − 0.0999 0.5806

 ,
F1 = [0.9897 − 0.6715 2.3062] , F2 = [ −1.5211 0.5885 − 5.0151]
γ = 2.1555

En prenant un retard variable dans le temps τ (t) = 3 + 0.25 (sin (2t) + sin (t)), et des conditions

initiales à x1 (0) = 2.5, x2 (0) = 0.2, x3 (0) = 0.15, à la base des valeurs précédentes, Les résultats

obtenus sont présenter dans les figures 4.5 suivantes, où figure 4.5 (a), représente le signal de

commande. Les figures 4.5 (b), (c), (d) sont réservé aux états du système x1, x2, x3 respectivement.

La figure 4.5 (e), illustre la variation de la dérivée de la première fonction d‘appartenance ou on

peut obtenir la borne inférieure de cette dérivée. La figure 4.5 (f) donne la variation du retard.

Selon les figures précédentes, on observe que les conditions de stabilisation présentés dans

théorème 4.7, donne des réponses qui convergent asymptotiquement vers zéro malgré la présence

du retard variable et de la saturation d’actionneur.

4.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes intéressés par la stabilisation des modèles T-S à

retard soumis à la saturation d’actionneur et perturbations externe. Sur la base des fonctions LKF

avec termes non quadratiques, de nouvelles conditions LMIs moins conservatives ont été fournies.

Dans une première partie, la stabilisation par l’approche indépendante du retard a été évoquée,

pour le cas quadratique, et pour le cas non quadratiques. Cette dernière à pour objective de réduire

le conservatisme dans les conditions de stabilisation LMI obtenues dans le cas quadratique. En effet,

la stabilisation indépendante non quadratique a été faite pour la commande PDC et la commande

NON-PDC SOF. La deuxième partie de chapitre traite la stabilisation de tels modèles via l’approche

dépendante du retard. Dans ce contexte, les conditions de stabilisation H∞ par la commande PDC

quadratique et non quadratique via une nouvelle LKF en présence de saturation d’actionneur

sont proposées. Enfin, des exemples d’application sont faits pour montrer l’efficacité des approches
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Figure 4.5: Réponses du système : (a). trajectoire de l’entrée saturée . (b). trajectoire de l’état
x1(t). (c) trajectoire de l’état x2(t) . (d). trajectoire de l’état x3(t). (e). dérivée de
ζ1 (t). (f). variation du retard τ (t).

développées.
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Dans cette thèse, nous sommes intéressés à la stabilisation en boucle fermée des systèmes non-

linéaires décrits par des modèles T-S en présence de la saturation d’actionneurs et perturbation

externes. Puis, le problème d’existence du retard est pris en considération et de nouvelles conditions

de stabilisation sont proposées sous forme des LMIs. Durant ces dernières années, la plus part des

résultats de la littérature traitant la stabilisation des systèmes représentés par des modèles T-S

soumis à la saturation d’actionneur ont été obtenus via une fonction de Lyapunov quadratique.

Cependant, peu des travaux portent sur la conception de lois de commande pour les modèles T-

S continus en présence de saturation via les fonctions non quadratiques. Ces observations nous

ont conduit à proposer des travaux basés sur l’approche non quadratique pour les modèles T-S

en présence de la saturation afin de réduire le conservatisme des conditions LMIs. Nos résultats

sont principalement appuyés sur la fonction de Lyapunov polyquadratique partageant la même

structure de fonctions d’activation que le modèle T-S utilisé, les approche LMIs et le critère H∞
. Parallèlement au développement des commandes avec contraintes sur l’entrée, dans ce travail, la

présence de retard est prise en compte par les approches indépendante et dépendante du retard.

Nos contributions s’articulent principalement autour de trois axes suivants :

• La synthèse d’une commande robuste pour les systèmes non linéaires soumis à une saturation

non symétrique d’actionneurs.

• La proposition des nouvelles conditions de stabilisation non quadratiques sous forme LMIs

pour la synthèse de différentes lois de commande par retour d’état non linéaire et retour de

sortie non linéaire via l’approche descripteur pour les modèles T-S continus.

• L’utilisation de la candidate de Lyapunov non quadratique pour dériver les conditions de

stabilisation LMI pour la synthèse des commandes PDC, non-PDC SOF pour les systèmes

retardés.

Dans le cadre de cette thèse, au premier lieu, des conditions de stabilisation en poursuite de tra-

jectoire des modèles T-S soumis à une saturation non symétrique d’actionneur et des perturbations

externes via critère H∞ sont proposées. Ces résultats sont validés à travers une application sur la

commande en poursuite du point maximum de puissance pour un système PV. En deuxième lieu,

et afin de réduire le conservatisme des résultats issus de la forme quadratique, nous avons abordé la

stabilisation des modèles T-S soumis à la saturation d’actionneur via la fonction de Lyapunov non
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quadratique et la commande NON-PDCSOF. Ce développement nous donne des conditions de sta-

bilisation dépendante des dérivées des fonctions d’appartenances. En troisième lieu, des nouvelles

conditions de stabilisation non quadratiques en termes LMIs basées sur la forme T-S descripteur

sont proposées. Enfin, quelques résultats précédents sont étendus à la stabilisation des modèles

T-S à retard soumis à la saturation d’actionneur. Dans ce sens, de nouveaux résultats ont été

établis à travers des LKF non quadratiques. Des exemples de simulation ont démontré l’avantage

et l’applicabilité des approches proposés.

Dans la poursuite des travaux proposés dans cette thèse, plusieurs problèmes qui méritent d’être

pris en considération et ouvre la voie à de nombreuses perspectives :

• La prise en considération de variables de décision non mesurables. Dans ce manuscrit, les

variables de décision sont considérées mesurables. Une hypothèse pas toujours confirmée.

S’affranchir de ce défi peut être une bonne extension de ce travail.

• La prise en considération d’autre type de saturation tel que la saturation des capteurs, la

saturation imbriquée, etc. dans la conception des lois de commande. Ainsi que la prise en

comptes des retards en entrée et/ou en état.

• Développer l’extension des approches proposées pour prendre en compte des défauts d’ac-

tionneurs et/ou de capteur.

• L’utilisation d’autres types de modélisation de l’effet de saturation comme la modélisation

par zone morte et par secteur non linéaire.

• l’implimentation des approches dévelopées dans cette thèse sur des systèmes réels.
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Annexe A :

Analyse convexe et inégalité matricielle

A.1 Analyse convexe

A.1.1 Introduction

La convexité d’un problème d’optimisation présente deux avantages principaux : le temps de

calcul est raisonnable, et le résultat obtenu correspond au seul minimum global de la fonction de

coût à optimiser, il n’y a pas de minimum local. La convexité est une notion à la fois ensembliste

et fonctionnelle, comme illustré ci-dessous :

A.1.1.1 Ensemble convexe

considérons un ensemble E ⊂ Rn, E est un ensemble convexe si et seulement si :

∀λ ∈ [0, 1] ⊂ R,∀ (x1, x2) ∈ E2, λx1 + (1− λ)x2 ∈ E (A.1)

A.1.1.2 Fonction convexe

Considérons une fonction f : E ⊂ Rn → R, avec E un ensemble convexe, alors f est convexe si

et seulement si :

∀λ ∈ [0, 1] ⊂ R,∀ (x1, x2) ∈ E2, f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ) f (x2) (A.2)

Par conséquent, le problème d’optimisation convexe est décrit comme suit : min
x∈E

f ((x)) où E est

un ensemble convexe et f une fonction convexe.
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A.2 Inégalités Matricielles Linéaires(LMI)

A.2.1 Définition d’une LMI

Une Inégalité Matricielle Linéaire est une contrainte du type :

F (x) = A0 +
n∑
i=1

Aixi < 0 (A.3)

où (x1, ..., xn)T ∈ Rn est un vecteur de n scalaires inconnus (variables de décision) et A0, A1, ..., An,

sont des matrices symétriques données appartenant à Rnm (< 0) indique que la matrice F (x) est

définie négative.

Il existe aussi des LMI non strictes de la forme F (x) ≤ 0, où signifie que la matrice F (x) est semi

définie négative.

Les contraintes A (x) > 0 et A (x) < B (x) sont des cas particuliers de (A.3) puisqu’elles peuvent

être écrites comme : −A (x) < 0 et A (x)−B (x) < 0.

Plusieurs LMI sous la forme : A1 (x) , ..., An (x) < 0 peuvent se regrouper en une seule LMI :

F (x) = diag (A1 (x) , ..., An (x) < 0.

L’ensemble C défini par C = Rn/A (x) < 0 est un ensembl convexe. Par conséquent une contrainte

LMI est une contrainte convexe.

A.2.2 Problèmes génériques LMI

Il existe trois principaux types de problèmes d’optimisation qui peuvent être exprimés à l’aide

de LMI :

A.2.2.1 Problème de faisabilité

Ici c’est à propos de la recherche de vecteurs x ∈ C ⊂ Rn tel que F (x) > 0. Le problème est

faisable si C 6= 0, il existe un ensemble non vide des x vérifiant l’inégalité F (x) > 0.

A.2.2.2 Problème de minimisation d’un objectif linéaire

Ici, On cherche à minimiser un objectif linéaire sous contraintes LMI :

minCTx

x ∈ Rm/F (x) > 0
(A.4)

où CT est donnée.
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A.2.2.3 Problème de valeur propre (EVP : Eigen-Value Problem)

Il s’agit de minimiser La valeur propre maximale d’une matrice symétrique sous des contraintes

de type LMI :

minλ{
λI −A (x) > 0

B (x) > 0

(A.5)

où les matrices A (x), B (x) sont symétriques et linéaires par rapport à la variable x.

A.2.2.4 Problème de valeurs propres généralisées (General EVP)

Dans ce cas, l’objective est de minimiser la plus grande valeur propre généralisée d’une paire de

matrices, dépendant linéairement de la variable x sous conditions LMIs. Ce défi est exprimé comme

suit :

minλ{
λB (x)−A (x) > 0

B (x) > 0, A (x) > 0

(A.6)

A.2.3 Complément de Schur

Le complément de Schur est un outil très couramment utilisé dans la linéarisation des inégalités

matricielles, en effet, il permet dans certain cas de transformer des contraintes non linéaires sous

forme LMI . Soit Q (x) = Q(x)T ∈ Rnn, R (x) = R(x)T ∈ Rnm, et S (x) ∈ Rnp des matrices affines

en x, les inégalités suivantes sont équivalentes [Morere, 2001] :{
Q (x) > 0

R (x)− S (x)Q(x)−1S(x)T > 0
(A.7)

{
R (x) > 0

Q (x)− S (x)R(x)−1S(x)T > 0
(A.8)

[
Q (x) S (x)

S(x)T R (x)

]
> 0 (A.9)
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Autre méthode de modélisation de l’effet de saturation

B.1 Modélisation à travers des régions de saturation

Soit un vecteur ζ ∈ Rn ou chaque composante ζi pour i = 1, . . . ,m peut prendre les valeurs -1,

0 ou 1 selon que l’état de la composante de la commande est saturée (aux limites supérieure où

inférieure) ou non saturée. au dessous, nous vous rappelons brièvement ce type de modélisation, les

lecteurs intéressés peuvent se référer à [Jomas da Silva 1997]. Soit :

ζi =


1 si ui > ūi

0 si − ui ≤ ui ≤ ūi
−1 si ui ≤ −ui

(B.1)

Chaque vecteur ζ représente la combinaison possible entre les entrées saturées et non saturées.

3m vecteurs ζ peuvent être construit pour chacun de ces vecteurs, que l’on note ζj , j = 1, . . . , 3m

le vecteur d’état x appartient à une zone bien définie dans Rn qui sera nommée région de saturation.

Exemple B.1 : Soit un système à deux entrées (u1 (t) = K1x (t) , u2 (t) = K2x (t)) tel que, la

première entrée atteinte la saturation ū1 à l’instant t, et la deuxième n’est pas saturée. Cela cor-

respond à un vecteur ζ = [ 1 0 ]T et on a :

x(t) ∈ S(R, d)
∆
=

x ∈ Rn;

 −K1

K2

−K2

 x ≤
 −ū1

ū2

u2


 (B.2)

S(R, d) est la région de saturation liée au vecteur ζ = [ 1 0 ]T .

Cas générale :

Soient ζj , j = 1, . . . , 3m, le vecteur associé à une région polyédrale du type :

S(Rj, dj) = {x ∈ Rn; Rjx ≤ dj} (B.3)
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dj ∈ Rlj est un vecteur formé à partir des composantes de ūi,−ūi, ui, ou − ui et Rj ∈ Rljn est

une matrice composée à partir des lignes de K et −K .

B.2 Modélisation de la saturation dans chaque région

Exemple B.2 : Prenons l’exemple précédent ou on avait ζ = [ 1 0 ]T

sat(u) =

[
ū1

K2x

]
=

[
0 0

0 1

]
Kx+

[
ū1

0

]
(B.4)

l’équation (B.4) est équalente à :

sat(u) = diag

([
1

1

]
−
[

1

0

])
Kx+

[
ū1

0

]
(B.5)

Cas générale :

sat(u) = diag (Im − |ζj |) Kx+ u (ξ) (B.6)

où

ui (ζj) =


ūi si ζij = 1

0 si ζij = 0

−ui si ζij = −1

, j = 1, . . . , 3m, eti = 1, . . . ,m (B.7)

B.3 Modélisation par non-linéarité de secteur

Cette méthode consiste à traiter la saturation comme une fonction linéaire par morceaux définie

par :(1.70). Cependant, en théorie, il est plus intéressant d’utiliser la fonction de zone morte.

L’expression de la fonction de zone morte est :

ψ(ui) =


ui − ūi si ui > ūi

0 si ui ≤ ui ≤ ūi pour i = 1, . . . ,

ui + ui si ui ≤ −ui
m (B.8)

Remarque B.1 : Dans le domaine de fonctionnement linéaire la zone morte est nulle , ce qui

permet de déterminer facilement la dynamique du système nominal. La saturation donnée par

(1.70) est convertie en zone morte comme suit :

sat(ui) = ui − ψ(ui) (B.9)

Condition du secteur :

Soit l’ensemble

ϕ = {(α, β) /− ui ≤ αi − βi ≤ ūi} ,∀i ∈ Im (B.10)
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La condition du secteur est donnée à travers le lemme suivant :

Lemme B.1 : [da Silva Jr and Tarbouriech, 2006] Soit ψ (.) un opérateur non linéaire constitué

de fonctions normalisées de type zone morte.

Si (α, β) ∈ ϕ alors ψ(α)T .W.[ψ (α)− β] ≤ 0 (B.11)

où W est une matrice diagonale définie positive.

B.4 Modélisation par les modèles Takagi-Sugeno :

Cette méthode se trouve dans [Bezzaoucha, 2013].

Soit le signal de commande saturé suivant :

sat (u (t)) =


u (t) si ≤ u (t) ≤ ū
ū si u (t) > ū

u si u (t) > u

(B.12)

Considérons maintenant le vecteur d’entrée u (t) ∈ Rnu , tel que :

u (t) =
[
u1 (t) · · · un (t)

]T
(B.13)

avec saturation :

usat (t) =
[
usat1 (t) · · · usatn (t)

]T
(B.14)

Compte tenu de (B.12), chaque composant du vecteur usat (t) peut se ré-écrire comme suit :

usat,j (t) =
3∑
i=1

ζji (uj (t))
(
λjiuj (t) + γji

)
, j = 1, . . . , nu (B.15)

avec :
λj1 = 0

λj2 = 1

λj3 = 0

,


γj1 = uj

γj2 = 0

γj3 = ūj
et les fonctions d’activation suivantes :

ζj1 (uj (t)) =
1−sign(uj(t)−uj)

2

ζj2 (uj (t)) =
sign(uj(t)−uj)−sign(uj(t)−ūj)

2

ζj3 (uj (t)) =
1+sign(uj(t)−ūj)

2

(B.16)

A partir de (B.13) et (B.14) on ré-écrit alors le vecteur d’entrée u (t) ∈ Rnu soumis à la saturation

sous la forme :
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usat (t) =



3∑
i=1

ζ1
i (u1 (t))

(
λ1
iu1 (t) + γ1

i

)
...

3∑
i=1

ζ`i (u` (t))
(
λ`iu` (t) + γ`i

)
...

3∑
i=1

ζnui (unu (t)) (λni unu (t) + γnui )


(B.17)

Basons sur la propriété de somme convexe, on peut ré-écrire (B.17) afin de faire apparâıtre des

fonctions d’activation communes à toutes les composantes du vecteur d’entrées :

usat (t) =



3∑
i=1

ζ1
i (t)

(
λ1
iu1 (t) + γ1

i

)( nu∏
k=2

3∑
j=1

ζkj (t)

)
...

3∑
i=1

ζ`i (t)
(
λ`iu` (t) + γ`i

)nu∏
=1
6=`

3∑
j=1

ζkj (t)


...

3∑
i=1

ζnui (t) (λni unu (t) + γnui )

(
nu−1∏
k=2

3∑
j=1

ζkj (t)

)


(B.18)

Par conséquence on arrive à 3nu sous-modèles, pour nu entrées de commande. Finalement, l’équation

(B.18) peut s’exprimer sous la forme suivante :

usat (t) =

3nu∑
i=1

ζsati (t) (Λiu (t) + Υi) (B.19)

ou les fonctions d’activation globales ζsati (t), ainsi que les matrices Λi ∈ Rnunu , et les vecteurs

Υi ∈ Rnu1, sont définies comme suit :
ζsati (t) =

nu∏
j=1

ζj
σji

(uj (t))

Λi = diag
(
λ1
σ1
i
, . . . , λnu

σnui

)
Υi =

[
γ1
σ1
i
· · · γnu

σnui

] (B.20)

Les indices σji (i = 1 . . . 3nu , j = 1 . . . nu) égaux à 1, 2 ou 3, indiquant quelle partition de la jième

entrée
(
ζj1 , ζ

j
2 , ou ζ

j
3

)
est considérée dans le iième sous-modèle.

La relation entre le iième sous-modèle et les indices σji est donnée par l’expression suivante :

i = 3nu−1σ1
i + 3nu−2σ2

i + . . .+ 30σnui −
(
31 + 32 + . . .+ 3nu−1

)
(B.21)

Inversement, on peut trouver les indices σji en fonction du numéro i du sous-modèle, les quantités((
σ1
i − 1

)
, . . . , (σnui − 1)

)
correspondent à (i− 1) exprimé en base 3.
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Démonstration des conditions de stabilité dépendentes

du retard

C.1 Démonstration du théorème 1.19

Prenons la fonction LKF (1.99), pour tout X =

[
X11 X12

∗ X22

]
≥ 0, on peut écrit :

τ̄ ηT1 (t)Xη1 (t)−
t�

t−τ(t)

ηT1 (s)Xη1 (s)ds ≥ 0 (C.1)

où : η1 (t) =
[
xT (t) , xT (t− τ (t))

]T
Selon Newton-Leibnitz on peut écrit :

x (t− τ (t)) = x (t)−
t�

t−τ(t)

ẋ (s) ds (C.2)

Pour toutes matrices de dimension appropriées N1, N2 on peut écrit :

2
[
xT (t)N1 + xT (t− τ (t))N2

] x (t)−
t�

t−τ(t)

ẋ (s) ds− x (t− τ (t))

 = 0 (C.3)
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Calculons la dérivée de la fonction LKF (1.99), et par ajout de (C.2) et (C.3), on aura :

V̇ (x) = xT (t)
[
PAi +ATi P

]
x (t) + 2xT (t)PAτix (t− τ (t)) + xT (t)Qx (t)

− (1− τ̇ (t))xT (t− τ (t))Qx (t− τ (t)) + τ̄ ẋT (t)Zẋ (t)−
t�

t−τ(t)

ẋT (s)Zẋ (s)ds ≤

xT (t)
[
PAi +ATi P

]
x (t) + 2xT (t)PAτix (t− τ (t)) + xT (t)Qx (t)

− (1− β)xT (t− τ (t))Qx (t− τ (t)) + τ̄ ẋT (t)Zẋ (t)−
t�

t−τ(t)

ẋT (s)Zẋ (s)ds

+2
[
xT (t)N1 + xT (t− τ (t))N2

] [
x (t)−

t�
t−τ(t)

ẋ (s) ds− x (t− τ (t))

]
+ τ̄ ηT1 (t)Xη1 (t)

−
t�

t−τ(t)

ηT1 (s)Xη1 (s) ds = ηT1 (t) Eη1 (t)−
t�

t−τ(t)

ηT2 (t, s)ϕη2 (t, s) ds

(C.4)

avec :
η2 (t, s) =

[
xT (t) , xT (t− τ (t)) , ẋT (s)

]T
,

E =

[
Φ11 + τ̄ATi ZAi Φ12 + τ̄ATi ZAτi

∗ Φ22 + τ̄ATτiZAτi

]
où : Φ11, Φ12, Φ22, sont définies dans (1.100). Si E < 0 et ϕ ≥ 0, alors V̇ (x) ≤ −ε‖x (t)‖2 pour

tout assez petit ε > 0, lequel assure la stabilité asymptotique du système (1.96). L’équation (1.100)

est obtenue via E < 0 et le compliment de Schur. Ceci complète la démonstration.

C.2 Démonstration du théorème 1.20

Rappelons la FLK (1.102) :

V (t) = V1 (t) + V2 (t) + V3 (t) + V4 (t) (C.5)

avec :
V1 (t) = x̃TPζ x̃

V2 (t) =
t�

t−τ2

t�
0

ẋTRζ ẋdsdθ

V3 (t) =
t�

t−τ
xTQζxds

V4 (t) =
t�

t−τ2
xTSζxds

x̃ =

[
xT

t�
t−τ

xTds
t�

t−τ2
xTds

]T
, Pζ =

r∑
i=1

ζi (ς (t))Pi =

 P1ζ P2ζ P3ζ

P T2ζ P4ζ P5ζ

P T3ζ P T5ζ P T6ζ


Le calcule de sa dérivée se fait comme suit :
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V̇1 (x) = 2̇̃x
T

(t)Pζ x̃ (t) + x̃T (t) Ṗζ x̃ (t)

V̇2 (x) = τ2ẋ
T (t)Rζ ẋ (t)−

t�
t−τ2

ẋT (s)Rζ ẋ (s) ds+
t�

t−τ2

t�
θ

ẋT (s) Ṙζ ẋ (s) dsdθ

V̇3 (x) = xT (t)Qζx (t)− (1− τ̇)xT (t− τ (t))Qζx (t− τ (t)) +
t�

t−τ(t)

xT (t)Qζx (t) ds

V̇3 (x) = xT (t)Sζx (t)− xT (t− τ2)Sζx (t− τ2) +
t�

t−τ2
xT (t) Ṡζx (t) ds

(C.6)

Par la suite on peut écrit V̇ (x) sous la forme suivante :

V̇ (x) = ξTΦξ −
t�

t−τ2

ẋT (s)Rζ ẋ (s) ds+ Ψ (C.7)

ou :

ξ =



x (t)

x (t− τ (t))

x (t− τ2)

1
τ(t)

t�
t−τ(t)

x (s) ds

1
τ2−τ(t)

t−τ(t)�
t−τ2

x (s) ds



T

, Φ =


Φ11 Φ12 −P3ζ Φ14 Φ15

∗ Φ22 0 Φ11 Φ11

∗ ∗ −Sζ −τP T5ζ Φ11

∗ ∗ ∗ 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0


Φ11 = ((P1ζAζ + P2ζ) + (∗)) + Sζ +Qζ + τ2Aζ

TRζAζ

Φ12 = P1ζAτζ − (1− τ̇ (t))P2ζ + (1− τ̇ (t))P3ζ + τ2A
T
ζ RζAτζ

Φ14 = τATζ P2ζ + τP4ζ

Φ15 = (τ2 − τ)ATζ P3ζ + (τ2 − τ)P5ζ

Φ22 = − (1− τ̇ (t))Qζ + τ2A
T
τζRζAτζ

Φ24 = τATτζP2ζ − τ (1− τ̇ (t))P4ζ + τ (1− τ̇ (t))P T5ζ
Φ25 = (τ2 − τ)ATζ P3ζ − (τ2 − τ) (1− τ̇ (t)) (P5ζ − P6ζ)

Φ35 = − (τ2 − τ)P6ζ

Ψ = x̃T Ṗζ x̃+
t�

t−τ
xT (s) Q̇ζx (s)ds+

t�
t−τ

xT (s)Ṡζx (s) ds+
t�

t−τ

t�
θ

ẋT (s)Ṙζ ẋ (s) dsdθ

A cause de la contrainte (1.103), on aura :

V̇ (x) ≤ ξTΦξ −
t�

t−τ2

ẋT (s)Rζ ẋ (s) ds (C.8)

Le terme

(
−

t�
t−τ2

ẋT (s)Rζ ẋ (s) ds

)
peut être remplacer comme dans [Seuret and Gouaisbaut,

2013].

Pour plus de détaille sur l’algorithme utilisé pour déterminer le retard maximum veuillez revenir

au [Wang and Lam, 2018].
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Ceci complète la démonstration.
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[da Silva Jr and Tarbouriech, 2006] da Silva Jr, J. G. and Tarbouriech, S. (2006). Anti-windup

design with guaranteed regions of stability for discrete-time linear systems. Systems & Control

Letters, 55(3) :184–192.

[Dahmani et al., 2013] Dahmani, H., Chadli, M., Rabhi, A., and El Hajjaji, A. (2013). Road curva-

ture estimation for vehicle lane departure detection using a robust Takagi–Sugeno fuzzy observer.

Vehicle System Dynamics, 51(5) :581–599.

[Dang et al., 2017] Dang, Q. V., Vermeiren, L., Dequidt, A., and Dambrine, M. (2017). Robust

stabilizing controller design for Takagi-Sugeno fuzzy descriptor systems under state constraints

and actuator saturation. Fuzzy Sets and Systems, 329 :77–90.

[Dash et al., 2003] Dash, S., Rengaswamy, R., and Venkatasubramanian, V. (2003). Fuzzy-logic

based trend classification for fault diagnosis of chemical processes. Computers & Chemical En-

gineering, 27(3) :347–362.

[De Larminat, 1993] De Larminat, P. (1993). Automatique : commande des systèmes linéaires.
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Abstract : The research presented in this thesis focuses on the stabilization of systems described by
Takagi-Sugeno models in the presence of actuator saturation and external disturbances. Approaches
based on a quadratic Lyapunov function are first developed. These allow the synthesis of PDC (Dis-
tributed Parallel Compensation), SOF (Static Output Feedback), and SOF descriptor control laws by
resolution of a set of LMIs (Linear Linear Inequalities) constraints. The results of these first approaches
, remain pessimistic with respect to all of the solutions available to the problem of synthesizing control
laws. In order to reduce this conservatism, new approaches based on a non-quadratic Lyapunov func-
tion are proposed. On the other hand, time delay is another source of instability and performance
degradation. The use of a so-called Lyapunov-Krasovskii function (LKF) allowed us the synthesis of
a PDC and SOF control laws and improve them in terms of conservatism via a new non-quadratic LKF.

Key words : Nonlinear systems, Takagi-Sugeno models, LMI, H∞ Criterion, Actuator saturation,
Time Delay systems, Non quadratic Lyapunov functions.

Résumé : Les travaux de recherche présentés dans cette thèse portent sur la stabilisation des systèmes
décrit par des modèles de Takagi-Sugeno en présence de la saturation d’actionneur et aux perturba-
tions externes. Des approches basées sur une fonction quadratique de Lyapunov ont tout d’abord été
développées. Celles-ci permettent la synthèse des lois de commande PDC (Compensation Parallèle
Distribuée), SOF (Retour de Sortie Statique), et SOF descripteur par la résolution d’un ensemble de
contraintes LMIs (Inégalités Linéaires Matricielles). Les résultats de ces premières approches restent
toutefois pessimistes vis-à-vis de l’ensemble des solutions accessibles au problème de synthèse de lois
de commande. Afin de réduire ce conservatisme, de nouvelles approches basées sur une fonction candi-
date polyquadratique de Lyapunov sont proposées. D’autre part, le retard représente une autre source
d’instabilité et de dégradation des performances. L’utilisation d’une fonction dite Lyapunov-Krasovskii
(LKF ), nous a permis la synthèse des lois de commandes PDC et SOF et les améliorer en terme de
conservatisme via une nouvelle LKF non quadratique.

Mots clés : Systèmes non linéaires, Modèles Takagi-Sugeno, LMI, Critère H∞ , Saturation d’action-
neur , Systèmes à retard, Fonctions de Lyapunov non quadratiques.
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