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Introduction

La mécanique quantique constitue un outil trés important pour interpréter plusieurs phé-
nomeénes physiques. Généralement, un systéme quantique est décrit par des opérateurs qui
agissent sur un espace vectoriel de Hilbert muni d’'un produit scalaire définit positif. La dy-
namique d’un systéme quantique est décrit par un opérateur linéaire appelé Hamiltonien qui
régit 'évolution de ce systéme via I’équation de Schrodinger. Ainsi, on peut obtenir les états du
systéme physique et les niveaux d’énergie. Les manuels standards de la mécanique quantique,
dans leurs majorités, discutent exclusivement les propriétés des systemes quantiques ou 1’Ha-
miltonien est indépendant du temps. Cependant, en réalité, les systémes physiques sont soumis
a des interactions des milieux extérieures qui seront modélisées par des parameétres intervenant
dans I’Hamiltonien du systéeme. Dans de nombreuses situations pratiques, ces parameétres sont
dépendants du temps [1, 2, 3|. L’étude de ces systémes est trés difficile & traiter, et dans la
majorité des cas, que se soi classique ou quantique, on aura recours a des approximations,
parmi lesquelles, I’approximation adiabatique. L'un des aspects les plus intéressants, concer-
nant I'approximation adiabatique, d’un systéme physique dépendant du temps est : la phase
géométrique quantique de Berry [4] et I'angle géométrique classique de Hannay [5].

Si un systéme est décrit par un Hamiltonien H (X (¢)) dépendant d’un ensemble de pa-
rameétres X = (X, Xy, ...X,,) vari lentement en fonction du temps, le théoreme adiabatique
stipule que [6] : « si le systéme se trouve a linstant initial dans un état propre ¥ (X(ty)) de
H(X(tg)), il passe au temps t1 dans U'état propre 1 (X(t1)), a un facteur de phase prés, de
H(X(t1)) qui s’en déduit par continuité ». Berry a montré que cette phase est la somme de
deux termes dans I'un est dynamique relatif a ’'Hamiltonien du systéme et l'autre de nature
géométrique ou phase de Berry. En terme plus claire, I’évolué d’un état propre reste état propre
a un facteur de phase pres.

Plusieurs auteurs [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] ont montrés que les résultats de approximation

adiabatique peuvent étre obtenu a partir de la théorie des invariants de Lewis-Riesenfeld [14].
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Cette théorie représente une alternative pour la résolution de ’équation de Schrédinger lorsque
I’Hamiltonien du systéme est explicitement dépendant du temps.

L’objectif primordial de ce travail est de traiter l'oscillateur harmonique inversé indépen-
dant du temps via la théorie des invariants dépendant du temps. Nous montrons que les solutions
obtenus a l'aide de la théorie des invariants Hermitiens ne sont rien d’autre que les états co-
hérents obtenus par Bagrov et al [15] par U'intermédiaire des invariants non Hermitiens qui a
notre avis n’est pas conforme a la théorie des invariants de Lewis-Riesenfeld [14].

Pour permettre a enrichir cette thése, on a étudié le comportement classique du champ de
Yang-Mills sous ’hypothése d’une évolution adiabatique des parameétres dépendants temps.

Le travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre introduit la théorie des invariants et le lien entre les fonctions propres de
ces invariants et la solution de I’équation de Schrodinger. Comme applications de cette théorie
on rappelle les exemples de 'oscillateur harmonique avec fréquence variable, de ’oscillateur har-
monique généralisé ainsi que 'oscillateur harmonique avec masse et fréquence variables & deux
dimensions en présence de l'effet Aharonov-Bohm. Enfin on mentionnera quelques exemples
utilisant les invariants linéaires.

Le deuxiéme chapitre s’intéresse aux états cohérents, leurs propriétés et leurs évolutions au
cours du temps. Ce chapitre, est d’une grande importance capitale pour notre travail.

Le troisiéme chapitre, qui constitue le but de cette thése, attaque le probléme de ’oscillateur
inversé. On dérive I'invariant linéaire et Hermitien de ce systéme puis on résout I’équation aux
valeurs propres de 'invariant. Enfin, on calcule la phase puis on déduit les fonctions d’ondes sous
forme d’un paquet d’ondes Gaussien qui s’obtiennent par ’action, sur le vide, de 'opérateur
unitaire de déplacement D(z,t) utilisé pour construire les états cohérents.

Le quatriéeme chapitre s’intéresse a l’angle de Hannay pour le champ de Yang-Mills. Le
fait que I’équation d’évolution classique pour le champ de Yang-Mills est celle d’une particule
confinée dans un potentiel quartique, nous permet d’étudier ’angle de Hannay de ce systéme.

Une conclusion couronne ce travail.



Chapitre 1

Théorie des invariants

La théorie des invariants a été introduite pour la premiére fois par Lewis et Riesenfeld pour
résoudre les problémes de 1'oscillateur harmonique avec fréquence dépendante du temps et celui
d’une particule dans un champ électromagnétique dépendant du temps [14]. Dans ce chapitre,
on exposera la théorie des invariants de Lewis Riesenfeld avec application pour un oscillateur
harmonique, oscillateur harmonique généralisé et oscillateur harmonique & deux dimensions

dépendants du temps en présence de leffet Aharonov Bohm [16].

1.1 Solution de L’équation de Schrédinger

La théorie des invariants, ou théorie de Lewis-Riesenfeld, & été d’'un grand apport pour
I’obtention de la solution des systémes dépendant du temps. Cette théorie consiste a relier
les états propres de 'opérateur invariant hermitien & la solution de I’équation de Schrédinger

décrite par un Hamiltonien H(t) dépendant explicitement du temps

) = H(1) ). (1)

ou lopérateur invariant [(t) vérifie ’équation de Von-Neuman
arw _ o1, 1
dt ot ih

Nous constatons que I'action de 'invariant sur un vecteur d’état |¢)) solution de I’équation

[I(t), H(t)] = 0. (1.2)

de Schrodinger (1.1) est aussi solution de 'équation Schrodinger suivante

O (1)) = H() (1)), (1.3)
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Supposons que l'opérateur invariant I(¢) admet un ensemble d’états propres ‘%\,k>

I(t) |90A,k> = A |90>\,k> ) (1-4)

qui lui correspondent des valeurs propres A, ou k représente tous les autres nombres quantiques
nécessaire spécifiant les états propres de I(t) (car cet opérateur peut avoir un spectre dégénéré).

Ces fonctions propres sont supposées orthonormées

<<PA',k/ (pA,k> = On 20 k- (1.5)

En vertu de I’hermiticité de I(t), les valeurs propres A sont réelles et indépendantes du

temps, en effet, la dérivée par rapport au temps de I’équation (1.4) donne

ol 0 o\ 0
ot loak) + I& loar) = o loar) + )\a k) (1.6)

multiplions ensuite & gauche par <go ,\7k,|, on aura

O\ ol
ot <90,\,k| En |S0A,k'>- (1.7)

La valeur moyenne de (1.2) dans les états s’écrit

. ol
ih <<P>J,k' n ‘%\,k> + (N =) <<P,\’,k' H |S0,\,k> =0, (1.8)

qui implique que pour X' = \
ol
<<PA,k| ot |80A,kf> =0, (1.9)

d’ott on déduit que les valeurs propres sont constantes (indépendante du temps).
Le fait que les valeurs propres A sont constantes permet de faire le lien entre les états
propres de I(t) et les solutions de I’équation de Schrodinger, en effet I’équation (1.6) multiplié

donne

a gauche par <<P>J,k’

ol
= loai), (1.10)

, 0
(A=) <<P>J,k;' ot ‘%\,k> = <<P>J,k'

qui, pour X # \, permet d’écrire ’équation (1.8) sous la forme suivante

. 0
Zh<90,\',/c/| ot ‘¢A,k> = <<PX,kf H }@A,k>' (1~11)
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On aurait pu déduire immédiatement que les fonctions propres |gp N k> sont des solutions de
I’équation de Schrodinger si A = \'. Cela pourrait étre le cas si on utilisera le fait que les phases
des états stationnaires ne sont pas fixées. En effet, on peut donc trés bien multiplier ‘(,0/\7,6> par

un facteur de phase dépendant du temps :

[or k), = exp [ian(t)] [orn) (1.12)

ol a,(t) est une fonction réelle du temps arbitrairement choisie. Ces ‘gp/\,k>a sont aussi des
états propres orthonormés de () associés aux valeurs propres A. Si on choisit bien les phases
axi(t), Péquation (1.11) sera vérifiee pour A = X' et donc Pobjectif sera atteint. Il faut juste

avoir le choix des phase aj(t) tel que

dov L0
hékk/% = <g0)\7k/| (zhat - H) ‘(p/\’k>. (1.13)

Ce choix montre que ’équation (1.11) pour !gp/\,k>a est vérifice pour A = )\’ et les élément

non diagonaux (¢, /| (ih2 — H) |y ) sont identiquement nuls. Pour k = k', la phase cvy(t)

vérifie I’équation :

da 0
h d;’“ = {(oaz] (’hat ~ H) ENSY (1.14)

La solution de I’équation de Schrodinger s’écrit comme une combinaison linéaire des états
propres

) = Carexp [iank(t)] [or x(t)) | (1.15)

1.2 Oscillateur harmonique avec fréquence variable

L’oscillateur harmonique dépendant du temps (OHDT) présente un grand intérét en méca-
nique quantique [14, 17, 18, 19, 20, 21]. La théorie des invariants est une méthode puissante pour
étudier ce systéme, car il peut étre traité d’'une maniére exacte et offres plusieurs applications
dans la description des systémes physiques.

L’Hamiltonien décrivant 1’oscillateur harmonique avec fréquence dépendant du temps est

2
1
H(t) = f—M+§Mw2(t)q2 , (1.16)

ou ¢ et p vérifient la relation de commutation [q, p] = ih. M la masse et la fréquence w(t) est

une fonction réelle dépendante du temps.
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Remarquons que ’Hamiltonien H (¢) (1.16) s’écrit sous la forme suivante [17][18]

H(t) = J\14T1 + Mw?(t)Ts, (1.17)

ou les opérateurs T} = %p2, T, = %(qp + pq = %{p, q} et T3 = %q2 vérifient les relations de

commutations
[Ty, Ts) = —2ihTy, [Ts, T3] = —2ihTs3, [T, T3] = —ihTs. (1.18)

On exprime l'invariant I(¢) sur la méme base,

I(t) =) BMT, 1=1,2,3, (1.19)

ou 3,(t) sont des fonctions dépendantes du temps a déterminer
La substitution de H(t) (1.16) et I(¢) (1.19) dans I’équation de Von-Neuman (1.2) conduit

a un systéme d’équations linéaires simples du premier ordre pour les coefficients [,

: 2

ﬁ1 = _Mﬁ2 )

. 1

By = MW%ﬁl - Mﬁga (1.20)
63 = 2MW252 9

en posant 3; = p?, ce systéme se découple facilement,

62 = _Mpp7
1 ,
By = 5 (L M%),

Ainsi, I'invariant s’écrit sous la forme

1 , 1 .
I(t)= 5{/)2192 — Mpp (pq + qp) + e (1+ M?p%p?) qQ}, (1.21)
ou p vérifié I'’équation auxiliaire
bhwtp= (1.22)
p+wip= M2 .

Il nous reste a déterminer les fonctions propres de I (t)

I(t) |¢n) = An|@n) - (1.23)
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_iMp 2
2hp q

En utilisant la transformations unitaire ¢, = U~'¢, ( U(t) = exp [ }) et le change-
ment de variable o = g, cette équation aux valeurs propres prend la forme d’une équation de
P

Schrodinger stationnaire
[ R 9*  o?

C’est une équation de Schrodinger indépendante du temps d’un oscillateur harmonique de

masse et fréquence égales a un. La solution est bien connue [19]
I 2 12
g 2
o)=|—F—=| exp|—2|H. ||+ ] o], 1.25
outo) = | o] e [(h) ] (1.25)

mmmzjﬁgw. (1.26)

1
Le facteur —— a été introduit pour garantir la condition de normalisation

VI

ou

[
[orwndania= [ o0 e @)dr =1 (1.27)
Les valeurs propres sont données par
1

et H, étant les polynémes d’Hermites d’ordre n. En regroupant les résultats intermédiaires

ci-dessus, on obtient les fonction propres de I ()

oot~ L] [ 5 Craig) 7w [G) ()] oo

Sachant que la phase «,,(t) est donnée par

hio(t) = (onla 0] (i = 1) onta.). (130

et en utilisant ¢, (q,t) = #U Ly, (o), ainsi que I’équation auxiliaire por éliminer w? de 1'Ha-

miltonien on obtient la phase

1

an (t) = — <n + > Ot ]\jtpz (1.31)
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D’ou I’évolué v,,, solution de I’équation de Schrodinger, est

wiat) = [ fex (s Y (ne ) [ ]
i n!2mp\/mwh P17 on p Mp? 1 2) Jo Mp?

() )

ainsi, la solution générale de ’équation de Schrodinger est

1

1 2 iM ([ i 5y 1\ [* at
U (q,t) = I — S (e _ -
@0 ch [n!2”p\/7rh_ eXp[ 2h <p+Mp2>q Z<n+2>/o M p?

[0 ()]

1.3 L’oscillateur harmonique généralisé

On se propose de résoudre ’équation de Schrodinger associée a l'oscillateur harmonique

généralisé dépendant du temps [22]

H(t) = [Z{)p* +Y (t) (pg +aqp) + X () ¢°], (1.34)

N | —

ol ¢ et p sont les coordonnées canonique, X (t),Y (t) et Z (t) sont des fonctions arbitraires
(dépendantes du temps).

L’invariant associé a ce systéme a été construit par Morales [23] dans le but d’étudier la
phase de Berry non adiabatique associée, puis une discussion approfondie a été donnée par Gao,
Xu et Qian [7] pour construire les états cohérents. L’importance de l'oscillateur harmonique
généralisée a été souligné par plusieurs auteurs dans divers contextes [24],[25], [26] et [27].

Pour la construction d’un invariant du systéme décrit par I’hamiltonien dépendant du temps
(1.34), reprenon la méme démarche du paragraphe précédent, c’est-a-dire écrire I'invariant sur

la base {11, 15,15}
I(t) =Y u (DT, (1-32)

et utilisant 1’équation de Von-Neuman (1.2) pour enfin aboutir aux équations différentielles



1.3 L’oscillateur harmonique généralisé

14

dépendantes du temps que doit vérifiées les inconnue g,

fin = 2pY = 2457

fto = X — psZ,
fr3 = 201X = 2p13Y"

qui se découplent en posant p; = p? oil p est la solution de I’équation auxiliaire

Z Z : Z?
h— XZ-Y)+2Y-Y|p="2
p=h+|( )+ p=i
et
MZPZY—/)P
2 Z 3
1 P2 —pp\’

Ainsi, I'invariant s’écrit sous la forme

1 p*Y — pp 1
I(t)=—- { 22 2 PP -

() |

Pour obtenir les fonctions propres de I (t), considérons la transformation unitaire

o, (¢.t) =Ug, (q,1),

avec

v
UpU" = p—< P p>q

Yop—p Yo—p\
Up’Ut = p2—< 7 )(pq+qp)+( 7 >q2

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

Cette transformation unitaire peuvent d’écrire I’équation aux valeurs propres comme suit

I'en (q,t) = Moy, (g,1),

(1.40)
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ou

1 1
I'=UIU* = §{p2p2 + p2q2}. (1.41)

Si on définit la nouvelle variable o = %, on peut écrire ’équation aux valeurs propres

(1.41)comme suit

= et 5 | #a(0) =M () (142)
o B, (6:t) = ——p, (0) (1.43)

Le facteur ,/p est introduit dans '’équation (1.43) pour garantir la condition de normalisa-
tion

/ﬁmﬁ%@ﬁ@:/%wmAdw:L

La solution de I’équation (1.42) [19] est
IR 1 [(1)
= |— | exp|-Z | H, | (2) o, 1.44
#u(9) [n!%/ﬁ} p{ 25} (ﬁ> (4

ou N, =nh (n + %) , et H, le polynome d’Hermite d’ordre n. Alors

[N

¢mm=wg%m

o[l L% DA @) 0w

Maintenant, il nous reste a trouver la phase a,(t). Pour cela on utilise (1.14),

N [=

do, 0

1 g0y -
1 .. 0 1
= @l Ut =0 (G204 Y (ot ap) + X)) Ul o)
dOén . 1 . 0 +
h dt ;(@n (U)UhU&U

. . 2 .

P Yp—»p Yp—p
Zp2+(qp+qp)+Z< ) q2—2Y()q2+Xq2

p Zp Zp

_<;

) |00 ()
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O+ _ i (Yp=p\ L]0 i (Yp=pY ,
UatV" = eXp[zh( Zp )q ot “Plan\ zp )1

- 2h Z2p? 1
daoy, 1 Z 1
he ;(sﬁn( ) —274612—521?2% (0))
1 Z (1 ,, )
= = 5 (5 ) lea )
day, 1 Z1
h T ;<90n\ - FWW
day M2
dt h p?

on trouve

ay, (t) = — <n + ;) /Ot pZth’. (1.46)

Enfin, on utilise I’équation (1.15) et (1.45), on trouve la solution de 1’équation de Schro-
1

o'

1.4 Oscillateur harmonique dépendent du temps en pré-

dinger suivante

N[
0]
]
ko)
|
[\
:r‘®
7N
b.<
Nb
x| |
R
|
bw‘®
~

x H,

sence de ’effet AB

Les exemples précédent qui ont été traités & une dimension. Généralisons 1’étude aux sys-
témes bidimensionnels ( 2D) tels que les oscillateurs harmoniques dépendant du temps a 2D en
présence d’'un champ magnétique qui ont fait 'objet d’étude détaillé 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
35]. 11 est commode de rappeller I'utilisation de la théorie des invariants qui a fait 'objet de
mon mémoire de Magister [16]. L’effet Aharonov-Bohm est un effet de déplacement des franges
d’interférence di au potentiel vecteur d’'un champ magnétique localisé dans une région infini-
ment petite de 'espace. Il suscite toujours un intérét considérable avec son application dans le

divers branche de la physique [36, 37, 38, 39, 40, 41, 42].
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Nous considérons un oscillateur harmonique bidimensionnel avec masse et fréquence dépen-
dantes du temps confinées au plan (x,y) en présence de l'effet AB [43]. L’équation de Shrodinger
est donnée par

(p—eA)’

e 1 2(4),.2
zhadJ = [2]\/[@) + §M(t)w (t)r ] P, (1.48)

ou A est le potentiel vecteur. Le champ magnétique B, associé a l'effet AB, est supposé per-

pendiculaire au plan et confiné a un filament de rayon tendant vers zéro de sorte que le flux

v=—e¢ /OO B(r)rdr, (1.49)

est fini et non nul. Cependant, le champ magnétique B doit étre de la forme [37, 38]

eB(r) = —%5(7’). (1.50)
Le potentiel A est donc
eA = —%uw. (1.51)

L’équation (1.48) en coordonnées polaires s’écrit

1

o , 1

r? 4

h? 1
2 2 2,2
i (p¢ — — 4+ 2vup, +v )} + §Mw r ,} 1. (1.52)

. . 0 1 0
ou p, = —ih or + o et p, = —zh%
En suivant la démarche précédente a savoir celle de 1'oscillateur harmonique, il suffit d’iden-

tifier les générateurs

v 1 2 1 2 h2 2
TI = Q{pr+7ﬂ2<p¢—4+2ypw—l—l/ ,

1

T2 = i(prr"i_rpr)?
1

T3 = 57’2,

qui vérifient les relations de commutations suivantes

[TIV, TQ] - —QZhTIV, [TQ, Tg] - —ZZth, [le, Tg] - —ZhTQ (153)
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L’Hamiltonien H(t) s’écrit comme une combinaison linéaire des générateurs 7; (I = 1,2, 3)

H(t) = Ml<t)Tf + MEWA(t) T, (1.54)

et I'invariant I(¢) s’écrit sur la méme base sous la forme
1
[(t) = p*T{ — MppT + e (1+ M2p*p?) T, (1.55)

ou p vérifié I’équation auxiliaire

.M, ) 1

Pour résoudre I’équation aux valeurs propres de I'invariant

I, (ra 2 t) = AP, (7'7 s t) ) (1'57)

considérons la transformation unitaire dépendante du temps

tMp
U(t) = ——T: 1.58
0= e |-537m] (158)
tel que
O (oo t) =U""gp, (r01), (1.59)
I'équation (1.57) se transforme en
I'¢p, (r,t) = A, (r,0,1), (1.60)
ou l'invariant I’ est donné par
|
I'=UIU" = p°T} + ?Tg. (1.61)

L’équation aux valeurs propres s’écrit

1 1 2 2 2 2 2
- [—h2p2 <a + ) +2 (—h28 " +21/p@+u2) + T—Q
p

o = Anm®, 1.62
2 or  2r 00> 4 O m O (1.62)

faisons le changement de variable £ = f, I'équation (1.62) devient
P

1 , (10 0 1[5 v 0 2 2
o | \eactae T \or T Pha w2 = 1.
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ou
, 1
¢n,m (’I“, ¥, t) = ;Xn,m (gv 30) : (164)
Les solutions de cette derniére équation peuvent étre factorisées comme suit
Xn,m (57 SD) = fn,m (5) eimSO? (165)
cela conduit a
P 19 (m+D"\ (2w &
Z 42 N W > m (£) = 0. 1.66
Les solutions de I'Eq. (1.66) sont données par [43]
_ 52 ‘m+5| v 52 .
Xn m(f) @) - An,m €Xp |—5% 5 h 1F1 —n,|m + -+ 17 - | €XPp [ngp] ) (167)
’ 2h h h
avec valeurs propres constantes
P (2n + ‘m + %‘ + 1) n=0,1,2,. et m=0,41,+2, .. (1.68)

Pour calculer la phase, il suffit de substituer I’ Hamiltonien du systéme ainsi que les fonctions

propres (1.64)dans I’équation (1.14), qui donne

o [ 10 1[0 vo v
. _ / i I —_—— — | == 2~ —
ha (t) <¢n,m ’ U{Zhat + 2M |ia7n2 + ror T r2 (8%02 Tl ha@ h2>‘|
Lo o o\ |
—§M(U r }U |¢n,m>'

Sachant que

o ., _ (iMp oY\
U(%U Pnm = ( hp rt 0r> Pnm

>,
VoV %—(

Mp  M?p? 2iM ¢ 0?
iMp _ M°p” 5 2iMp 0 0" o
hp h2p? hp ~Or = Or? '
et

) Mp Mp M p? )
U*UJF / — 2 2 2 -~ / )
ot Onm <Z2hpr +Z2hpr ZthQT * ot Onm

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)
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L’équation (1.69) devient

. _ @ 2 Mp , Mp® 2, 0
hae(t) = (Qm | {zh <22h r +22hpr Z2h r +(9t
h? <iMp M?p? 2+2@‘Mp 0 82)

om or

hp B h2p2r hp T@r—'—ﬁ

LRL(Mp 0N R vo 22
2M r \_ hp " or 2M 12 \ Op? ! hdp  h?

1
—§Mw2r2} | ¢, ) (1.73)
et se simplifie en
. 0 Mp  Mp\ ,
hee (t O | 1PN, — +— |
®) ’{ ot 2( P )
L2 0 P
hp “or T or
ZMp _i_ﬁi 82 + 2zﬁ _12
hp 7"(97“ 2M r2 \ 0p? hop  h?
a2
ZMw P | ) (1.74)

En utilisant I’équation auxiliaire (1.56), il vient

, , ) 1, R [iMp 2Mp & O
- 942 1.
he (¢) (G | { ot 2Mp4r + 2M ( hp * hp "or * or? (175)

+L2 iMp+la _|_h72i 8724_7,258 _f }|¢’ >
2M \ hp  ror 2M 12 \ Op? hdp  h? mme

Faisons le changement des variables { = 7, ce qui implique que qb/n’m (ryp,t) = %@n,m (&, )

9 ) pe D , . . . .
et 5 — 5 — ;5 ¢ aprés des simplifications simples, nous obtenons

’ [, !
ha (t) = <¢n,m | _W | ¢”am>’

finalement, la phase s’écrit

t dt/

Les solutions exactes de ’équation de Schrodinger (1.48) en coordonnées polaires sont
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données par

An,m lM ) Z 9 . 14 t dtl
Vo (1,0, 1) = p exp {% (pp—ir M) r ] exp l—z <2n—|— ‘m+ ﬁ‘ + 1) /0 M(t')PJ

2
s rlm+ L Ry (—n, (m v %) ¥, %) exp [ime], (1.77)

et qui se réécrivent en fonction des polynomes de Laguerre [44] sous la forme suivante

Yo (10 1) = 22 ey | A 1Y) 2 —i (2n+| +V‘+1)/tdt,
n,m T’ 907 - p eXp 2h pp M r exp ? n m h 0 M(tl)p2
n!l (}m+%‘+1) L|nm+%]
I (lm+%+1+n)

s plm | exp [ime] (1.78)

ot A,,,, sont des constantes reliées aux conditions initiales.

En absence de leffet AB v = 0, la solution (1.78) est réduite a la solution de oscillateur
harmonique dépendant du temps a 2D. D’autre part, nous pouvons faire une observation inté-
ressante, si le flux magnétique est quantifié, c’est-a-dire % =nombre entier, les fonctions d’ondes
(1.78) coincident exactement avec la solution de oscillateur harmonique dépendant du temps a

2D.

1.5 Les invariants linéaires

Sachant que les invariants quadratique (p?, ¢%, pq, qp) déterminés dans les paragraphes pré-
cédentes peuvent étre obtenus a partir d'un produit de deux invariants linéaires en p et ¢, cela
a conduit plusieurs auteurs [45],[46], [47], [48],[49],[15], [50].... & étudier les exemples précédents
en utilisant des invariant linéaires. A titre d’exemple, Dodonov et al [48] ont construit des états
cohérents pour un oscillateur dans un champ électrique linéaire dépendant du temps au moyen

des invariants linéaires non Hermitiens similaires a étant un opérateur annihilation

A0 = 5 |etw - et~ [ r@yteie| (1.79)

ou €(t) vérifie ’équation classique

€+ wie = 0. (1.80)
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et f(t) étant le champ électrique appliqué avec la condition supplémentaire ée* — "¢ = 2i pour

que la relation de commutation [A(t), AT (t)] = 1 soit vérifié. Ainsi, les états cohérents v, (g, t)

it V2 e,
2€q+€aq 26& 2

J

1 2
la” — —q
€

wa (Q7t) = Wexp

€9 1,2 « I i o
SR il B o IO A |
465 4]5|+\/§(6+65> 2/m(56>dt},

ou d(t) = —i [ f(¥')e(t')dt’, sont état propre de opérateur A(t).

S’inspirant des travaux de Dodonov [48] , Bagrov [15] et al ont repris les invariants linéaires

non Hermitiens

121(7') = f(r)a+ g(r)at + o(7). (1.81)

pour construire les états cohérents de la particule libre [49], 'oscillateur inversé [15] et 1'oscil-
lateur généralisé [50]. Dans le cas de l'oscillateur inversé, Bagrov et al [15] ont introduit des
opérateurs de création et d’annihilation de telle sorte que ces derniers sont des invariants non

Hermitients (1.81)ou

f(r) = c¢1cosh27 + icysinh 27,

g(T) = cgpcosh2r —icysinh 27, (1) = 3.

Is ont aussi supposé que cs = 0 et |¢;|* — |c|* = 1 pour que [A(T),A+(T)i| = 1. A T’aide

de ces opérateurs et ces contraintes, ils ont construire les états cohérents

1f+g< \/§Z>2+f*+9*22 2]

1 2
k= il P 2r-g\" 14y f+g 2 2| (152



Chapitre 2

Les états cohérents

Au début de la mécanique quantique, en 1926, Schrodinger [51](prix Nobel de Physique
1933) était intéressé par I’étude des états quantiques qui décrivent le comportement classique
de 'opérateur position d’un systéme quantique. Il a introduit un systéme de fonctions d’onde
non-orthonormée pour décrire des paquets d’ondes pour les oscillateurs harmonique quantiques.

Dans les années soixantes, Glauber a repris les traveaux de Schrodinger et a montré que
les états cohérents de 1'oscillateur harmonique obtenu & partir de ’action de I'opérateur dépla-
cement sur le vide. Cet états cohérents aussi sont des états propres d’opérateur annihilation.
Il a montré aussi que les états cohérents sont appropriés a décrire quantiquement un faisceau
laser cohérent.

La notion d’états cohérents est enracinée en mécanique quantique. Le terme «cohérent>,
introduit par Glauber [52], [53] (prix Nobel de Physique 2005) provient de l'optique quantique
(un rayonnement cohérent, sources d’émission de fagon cohérente, etc...). Glauber est consi-
déré comme 'un des fondateurs de la théorie des états cohérents, avec Klauder [54],[55],[56]et
Sudarshan [57], dans le cadre de la description des faisceaux de lumiére cohérente émis par
des lasers en optique quantique. Depuis lors, les états cohérents ont été utilisés presque dans
toutes les branches le la physique quantique (optique quantique, la physique de ’état nucléaires,

atomiques et solides, I’électrodynamique quantique ... ).
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2.1 L’oscillateur harmonique

Les premiers exemples d’états cohérents découverts par Schrodinger sont ceux de 1’oscil-
lateur harmonique. Ce dernier systéme est considéré comme étant le prototype des modéles
physiques intégrables. Les états cohérents |z) associés a ce systéme ont fait 'objet de beaucoup
d’études et leurs propriétés ont été fréquemment utilisés comme modéle de base, servant de
généralisation pour d’autres systémes. Ces états |z) sont paramétrisés par un nombre complexe
z et sont définis de fagon a retrouver la solution classique.

L’oscillateur harmonique est un systéme d’une grande importance en mécanique classique
et quantique, car il décrit les petites oscillations de systémes physiques autour d’une position
d’équilibre stable. Pour fixer les idées, et afin de prendre ’exemple simple d’un mouvement
a une dimension, examinons le cas des vibrations d’une molécule diatomique dont les deux
noyaux ont des masses m; et ms. On prend pour axe des x la droite joignant les deux noyaux
et on note x = x1 — x5 la coordonnée de la particule relative. A 1’équilibre, les deux noyaux se
trouvent & une distance x = xy. En physique classique, I’Hamiltonien de la particule relative
peut s’écrit

p* 1

h = % -+ imaﬂqz, (21)

oum = myms/ (my + my) est la masse réduite et ¢ = x—x¢. La quantification de ce Hamiltonien
(2.1) obtenue avec les postulats de la quantification canonique, ¢ — §¢,p — p = —iha% est

[G,p] = ih (dans le représentation position) nous donne I’'Hamiltonien quantique

P 1 2 ~92
H="—4+"m . 2.2
2m+2 v ( )

Il est utile de définir des quantités sans dimensions, en introduirant les opérateurs Q et P
mw 1

)=1/—-G et P= p avec |Q,P| =il . 2.3
Q=174 N [Q ] (2.3)

Nous allons construire les vecteurs propres de H dans I’éspace de Fock. Au lieu de tra-

vailler avec des opérateurs § et p, il est plus approprié d’introduire les opérateurs d’annihilation

(destruction) a et création a® défini par

o = \/15(@—1—2'1:3 (2.4)
ot = \2(@—@'15 , (2.5)
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ces opérateurs vérifient les relations de commutation
la,a*] =1, [a,1]=[a",I] =0. (2.6)

Ces relations de commutation signifient que les opérateurs a, a™t, I (respectivement, Q,P,I )
sont des générateurs d’une algebre de Lie, dite algébre de Heisenberg- Weyl. L’Hamiltonien (2.2)

peut s’écrire sous la forme suivante
y o1 1

ou l'opérateur N = aa™ est opérateur nombre de particules vérifient les relations de commu-
tation suivantes
[N, aﬂ =at, [N,a] = —a. (2.8)
Il est évident que les états propres de 'opérateur N sont également des états propres de
loscillateur harmonique. En effet, si 'on peut définir un ensemble complet des états propres
|n) (|n) est un element de 'espace de Fock ), forment une base de I'espace de Hilbert, de telle
sorte que

N [n) = nln), (2.9)
et 'action des opérateurs création a™* et annihilation a sur I’état |n) sont respectivement
atn) = Vn+1ln+1), (2.10)
aln)y = /n|n—1), (2.11)
alors, ces états sont également des états propres de I’'Hamiltonien
1
H|n) = hw(n + 5) Iny = E, |n), (2.12)

ou les valeurs propres n sont des nombres entiers (n = 0, 1,2, ...). Des équations (2.10) ,(2.11),
on peut exprimer les vecteurs |n) en fonction de I’état fondamental (état du vide) |0)
(a®)"

n!

In) = 10), (2.13)

ces états ainsi obtenues vérifient la condition d’orthogonalité et forment un ensemble complet

(n|n') = 6p, > _|n)(n| =1 (2.14)
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Dans le but de déterminer la forme explicite des fonctions donde ,, (Q) = (@ |n). Multi-

plions I’équation (2.13) & gauche par le bra (Q)| et en remplagant a™ par son expression (2.5),

on obtient les fonctions d’onde

0, (@) = (23m>é o-o] w@, 215

2
o, Y, (Q) = riem % , ’état fondamental est une gaussienne correspondante & un état cohérent
particulier car c’est aussi un état propre H. Les fonctions d’onde 1, ()) sont orthogonales pour

n # n’ et normalisées & lunité en raison de (n| n') = d,,. Les fonctions (2.15) sont reliées aux

1 /1 @
wn (Q) = 7]_7% 2Tn!e 2 Hn(@)? (216)

La fonction propre fondamental 1, (q) (I’état de vide) donne pour expression de la proba-

polynémes de Hermite H,,(Q)

bilité de présence de la particule oscillante dans son état fondamental

mw_M2
n 4

W’o (Q)|2 = h

Cette expression est représentée par une courbe de Gauss ; la probabilité de présence maxi-
male se situe en sa position d’équilibre, ¢ = 0. Lorsqu’on considére des états 1), (¢) correspon-
dant & des niveaux d’énergie de plus en plus élevés, la fréquence des oscillations s’accroit. On

constate alors que les maxima de probabilité de présence se situent au voisinage des positions

extrémes d’oscillation.

la protalalish ds préssnce de La particuls | )"
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2.2 Définition et propriétés des états cohérents

Les états cohérents de l'oscillateur harmonique, ou états semi-classiques, sont des états
quantiques remarquables ol les valeurs moyennes des opérateurs position et impulsion sont
proches des valeurs classiques de la position et de I'impulsion. Dans la littérature, il existe
plusieurs approches qui permettent de construire ces états cohérents [58, 59, 60, 61, 62, 63, 64,
65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72].

L’algebre de l'oscillateur harmonique (algébre de Weyl-Heisenberg) est engendré par trois
opérateurs linéaires, & savoir, un opérateur d’annihilation a, un opérateur de création a™ et un
opérateur nombre de particules N = aa™ satisfaisant aux relations de commutations (2.6) et
(2.8).

Parmi ces approches, on peut définir les états cohérents habituels comme des états propres

de 'opérateur annihilation de l'oscillateur harmonique
alz) = z|z), (2.17)

ol z est un parametre complexe. Les vecteurs propres (2.13) de opérateur nombre de particules
N (ou de 'Hamiltonien (2.7)) peuvent étre utilisés pour écrire les états cohérents sur la base

des états propres de 'oscillateur harmonique

) = Dl =3 0 m 7).

= 0]z Zf'” (2.18)

ou le coefficient (0 |z) peut étre fixé par la condition de normalisation

(=27 = 0]z |Zn' (0] e =1
n=0

_lz?

= (0]z)=¢ 2. (2.19)

Alors, I'état cohérent de 'oscillateur harmonique

o0 TL

(2.20)

|n =e
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ces états cohérents peuvent étre généré a partir du vide |0) par 'action d’un opérateur unitaire

D (z) = exp (za™ — z%a). (2.21)
En effet,
= d 30 O gy 2 g (2.22)
N — n! N ’ ’

qui se met sous une forme plus élégante grace a la relation e=*"¢ |0) = |0)

|z) = e_gez‘ﬁe_z*“

0),
|z) = exp(za’ —2%a)|0) =D (2)]0). (2.23)

On peut définir c’est états cohérents comme des états qui minimise la relation d’incertitude

de Heisenberg

. . h
(Ag) (Ap) = 5, (2.24)
ou
Aé = <(j2> - <(j>2’
Ap = (%) — (D),
tel que
q = N (a+a") (2.25)
2mw ’
R o hmw
p = 1 (a - a) 5 (2'26)

en effet, les valeurs moyennes des opérateurs position ¢ et impulsion p dans les états |z) donnent

(@ = (zlqlz) = \/ERe 2, (2.27)

By = (2|p|2) = V2hmwIm 2. (2.28)

et les fluctuations correspondantes

h hmw
Aj=\—, Ap=4/—— 2.29
q Omw’ p 9 ( )
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le produit

AGAp = Z (2.30)

est minimale. En ce sens, les états cohérents se rapprochent aux trajectoires classiques, d’otu le
nom d’états quasi-classiques.

Bien connu également est la propriété des ces états formant une base surcompléte

//C“D‘e";‘“mm (2] = 1. (2.31)

Dans cette base un état |z’) a pour coefficients
(2 ]2') = exp (—’22‘2 - ’Zf + z*z') # 0, (2.32)
ce qui signifie que les états cohérents |z) et |z’) ne sont pas mutuellement orthogonaux et le
module au carré du produit (z |2’) représente la mesure de la distance entre les deux états
cohérents.

L’opérateur déplacement D (z) a les propriétés suivantes :

D) = 1
DY (z) = D(-2)=D"(z)
[a,D ()] = 2D (z)
Dt (2)aD(2) = a+z
D (2)a*D(z) = at+2"
)

D (z1) D (z) = eilm(‘zlzg)D(zlezQ)

Cette derniére propriété permet de montrer simplement que : si un oscillateur harmonique
initialement dans son état fondamental est couplé pendant un intervalle de temps [tq,%s] a
une force classique F(t), il se trouvera pour ¢ > t5 dans un état cohérent déterminé par la
transformée de Fourier F(w) de F(t)

Fw) = / ’ R (t)dt (2.33)

t1

Ayant définit les états cohérents de 'oscillateur harmonique, dans le chapitre suivant, nous
définirons des paquets d’ondes Gaussiennes de 'oscillateur inversé. Ces paquets d’ondes ont les

mémes propriétés que les états cohérents



Chapitre 3

L’oscillateur harmonique inversé

3.1 Introduction

En mécanique quantique, un nombre restreint de systéme peut étre résolu exactement.
Parmi ces systémes 1'oscillateur inversé (inverted oscillaor), qui est un systéme dont le potentiel
exerce une force répulsive sur la particule et il est soluble du point de vue classique et quantique.
Cet oscillateur peut étre obtenu en changeant la fréquence angulaire de 'oscillateur harmonique
w par iw. Plus d’'une décennie, cet oscillateur inversé a suscité un intérét remarquable en
physique [15], [73]-[79]. Une propriété importante est que les fonctions d’ondes de 1’oscillateur
inversé n’oscillent pas au cours du temps et leurs propriétés physiques sont trés différentes de
ceux de l'oscillateur harmonique. Il est bien établi que les solutions classiques de l'oscillateur
inversé dans 'espace de phase divergent exponentiellement [74]. Le spectre d’énergie n’est pas
discret. Vu que le systéme est non borné inférieurement, 1’énergie du point zéro n’existe pas
dans ce systéme [74].

L’oscillateur inversé peut étre utilisé pour décrire des phénomeénes physiques tels que de
'interaction d’une onde lumineuse des solitons avec la matiére [80], le modele du champ sca-
laire dans I’expansion de 'univers [81], les phénomeénes de super fluorescence [82], le modéle
cosmologique avec un potentiel négatif [83] etc....

Barton [73] a étudié leffet tunnel et la durée de s¢jour de 1'équilibre instable de la posi-
tion du paquet d’onde de l'oscillateur inversé. Stimulée par ces études nous définissons dans

ce chapitre, en utilisant la théorie Hermitienne des invariants, un paquet d’onde gaussien de
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loscillateur inversé qui reproduit 1’évolution classique au niveau quantique et qui est obtenu
par 'action de 'opérateur déplacement sur un état fondamental. Contrairement & ceux obtenus
dans la référence [15] par la méthode des invariants non Hermitiens. La méthode utilisée par
Bagrov et all [15] induit beaucoup de contraintes, nous analysons, dans le présent chapitre,
le comportement temporel des paquets d’ondes déplacées par certain parameétres définissant
I'invariant et I’état cohérent. Lorsque on utilise un invariant Hermitien on se débarrasse de tous

ces contraintes ce qui fait ’originalité de ce travail.

3.2 Dérivation d’un invariant linéaire
L’oscillateur inversé est décrit par I'Hamiltonien

2
p Lo 9o

H - —— — = . .]_
e UL (3.1)

On doit donc, résoudre de 'équation de Schrodinger associée a I’'Hamiltonien (3.1)

mgtqu(q, t) = HV(q1). (3.2)

Les équations classiques du mouvement associées a ce systéme sont données par les équa-

tions d’Hamilton :

_9H _»p
7= op  m’
OH 9
= —— =nuw
P aq q,
dont les solutions sont :
g = Acoshwt+ Bsinhwt, (3.3)
p = mw(Asinhwt + Bcoshwt), (3.4)

ol A et B sont des constantes réelles arbitraires.
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Figure 1 : Le comportement temporel de la solution classique ¢ exprimée dans 1’équation

(3.3). On a utilis¢ A =2et B="5/w [84].
Introduisant 1'opérateur invariant /(t) hermitien et linéaire en ¢ et p

I(t) = a(t)p+ B(t)q + (1),

(3.5)

ot af(t), B (t) et y(t) sont des coefficients réels dépendant du temps qui seront déterminés par

la suite. L’opérateur invariant /(t) devrait satisfait a I’équation de Liouville-Von Neumann

dl oI 1
E—EvL%[I,H]_O.

(3.6)

En insérant les équations (3.1) et (3.5) dans ’équation (3.6), on obtient un systéme d’équa-

tions différentielles linéaires du premier ordre pour les coefficients «(t), 5 (t) et v(t)

Les solutions générales de ces équations différentielles sont données par

a(t) = apcoshwt + Bo. sinh wt,
mw

B(t) = —agmwsinhwt — [, coshwt,

1) = 0,

ol v, Byet 7, sont des constantes réelles arbitraires. L'invariant I(t) = I7(¢) s’écrit

I(t) = |agcoshwt + Fo. sinhwt | p + [—apmw sinhwt — 5, cosh wt] ¢ + 7,.
mw

(3.7)

(3.8)
(3.9)
(3.10)

(3.11)
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Dans la littérature [15],[79], 7, est une constante arbitraire, qui a été choisi égale a zéro.
Ce choix ne conduit pas & 1’état cohérent. Dans tous ce qui suivra 7, # 0.

Intéressons nous a ’équation aux valeurs propres

I(t)py (q,t) = Apy (g, 1), (3.12)

pour déterminer les fonctions propres ¢, (g, t) et les valeurs propres A. Pour simplifier la réso-

lution de cette équation, considérons la transformation unitaire suivante

o)\ (g,t) = Ugpy (g, 1), (3.13)

ou l'opérateur unitaire U est donnée par

i By
U=exp|—— , 3.14
p [%O&q} (3.14)
ayant les les propriétées suivantes
ugut = g,
UpU*t = p— écj.
a

Dans se cas, 'invariant se transforme en
I'=UIU" = ap + v,. (3.15)

Par conséquent, il est plus simple de résoudre ’équation aux valeurs propres pour l'invariant

transformé (3.15).

3.3 Solution de ’équation de Schrédinger

L’équation aux valeurs propres du systéme transformé, I'(t)¢) (¢,t) = A\ (q,t) s’écrit

0 A Yo ,
- —_— pr— -1
L‘?q + iha iha] P (a,1) =0, (3.16)

dont la solution est

iA—
o\ (g,t) = exp {h %q} : (3.17)
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En utilisant I’équation (3.13), nous déduisons les états propres de l'opérateur invariant [

#x (1) = exp l; (A ;%q - 2@612)] : (3.18)

Selon la théorie des invariants [14], la différence entre les états propres de U'invariant ¢, et

les solutions de l’équation de Schrodinger 1, est seulement la multiplication d'un facteur de
phase exp|id,(t)]. On peut écrire les solutions de 1’équation de Schrodinger pour 'Hamiltonien

(3.1) sous la forme

Yy (q,t) = exp [i0A(2)] ¢x (¢, 1), (3.19)

2mhoyg

ou le facteur 1/v/2mhag est une constante de normalisation.
En substituant I’équation (3.19) dans I’équation de Schrodinger ihdv, (q,t) /Ot—H,(q,t) =
0, on obtient la phase §y(t) [85],[86] et [87]

wise) = [ a (el [ing, — 1] o). (3.20)

En injectant I’'Hamiltonien (3.1) et les états propres (3.18) dans la derniére équation

, , 0 1 , A 1 A ,
(o =in [ X (oal o low) = 5 [ X orl P low) + gmet® [ aX (eallex)

on obtient

o for (5 S e (05
K2 A0 a8\ L [(N=-%\ B.]
o | [(‘m)‘mK )]
—l—;mwzcjg/d)\’ exp [; (A ;A qﬂ ,

aprés un calcul facile, on trouve

qui intégre par rapport au temps, donne §,(t)

(SA(t) = (5)\(0) _ ()\Q_mf;io) /0 QQdZ—T) +4ln z((é)) (3.21)
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Pour plus de commodité, on peut choisir d,(0) = 0. Finalement, les fonctions d’onde 1, (g, t)

solutions de I’équation de Schrodinger du systéme sont données par

1 [ (A— 70)2 dr
@) = 2rha (t) P [_Z/O 2mha? (1) ]

(A=Y B
X exp [h( - Oq—z&q2)] (3.22)

Notons que ces solutions correspondent a des ondes planes. Il est facile de remarquer que

la valeur moyenne de ¢ dans l'état (3.22) diverge [88] :

+oo
(@), = V3 (q,1) gy (g, 1) dg

A

1

+o00
= dqg — o0. 2
2mha (1) [ oo (828

La raison de cette divergence est que les états quantiques (3.22) sont exprimées en fonction
des ondes planes. Les solutions quantiques d’ondes localisées seront définie, dans la section

suivante, en construisant un paquet d’onde Gaussien qui renormalise la divergence de (q).

3.4 Les états cohérents Généralisées

La solution général de ’équation de Schrodinger en terme de paquet d’ondes localisées peut
étre obtenu par une combinaison linéaire des solutions données par ’équation (3.22)

Vg = [ g0 (324

ol g (A\) est une fonction poids qui détermine I’état du systéme d’une telle maniére que V¥ (g, t)

sera de carré sommable (intégrable). Le choix de la fonction poids ¢ (A) sous forme d’une

g() = \/ﬁ exp [~a (A — I)?] exp [—;ZZ ()\ - 1720)] , (3.25)

ou a, aget Iy sont des constantes réelles positives, conduit & un paquet d’onde gaussien. Pour

gaussienne

le cas ou Iy = 0 et ag = 0, ce choix se réduit a celui des références [79] et [75]. Substituant les
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équations (3.22) et (3.25) dans I’équation (3.24), on trouve

o v [ beoion [ (- 2)
oo Bt s 2

pour calculer I'intégrale de cette derniére équation, effectuons le changement de variable A\ —

A + Iy, on obtient la solution sous forme d’un paquet d’onde Gaussien normalisée

va _ ! (Vo — [0)2 -
ha (t) V21 (a +1 fo 2mha2(‘r)> /0 2mha? (T)d ]

ol il )

0= (22— fy i) ]
- 4h2a? (1) <a +1 fo Wcﬁ)

V(g,t) =

exp

X exp (3.26)

\

Cette fonction d’onde joue un role essentiel dans la description quantique de 1'oscillateur
inversé et peut étre utilisé pour étudier diverses propriétés quantiques du systéme. Par exemple,
on peut calculer les valeurs moyennes des variables canoniques et leurs carrés.

Par définition, la valeur moyenne d’un opérateur arbitraire O est

(0) — / T (q,1)OU(q, 1)dq. (3.27)

Pour le cas des variables canoniques q et p, les valeurs moyennes de ¢ et p dans 1'état W (¢, t)

peuvent étre facilement calculées en utilisant I’équation ci-dessus

(@ =./m@%%wmw%w@

—00

a /w alg—a (- f; ety "
)"

. qexp § — . 9
2rha? (t) (a2 + [ 0 2mhe?() h 2h*a? (7) (@2 + [ 0 #ﬁ%ﬂ )

pour évaluer l'intégrale, faisons le changement de variable ¢ — g+ « () (?7?, — (f %g;(o d7'> qui
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donne

0 = J — N S ki) )

o) t _ _[
X/ <q+a(t) (ag_ %2 0d7’)>exp — ‘ N4 dg,
—00 Qp o Mo (T) 27202 (7_) ( t dr } )
()

2
as + [ 0 2mha?

finalement, on trouve

_ % _Yo—h
W =al (2 - br), (3:28)
ou
| m
L) = /0 a2(7')dT a oo + madw cothwt” (3:29)

La valeur moyenne de p dans le paquet d’onde ¥(q, t)

) = / W (g, )p(g. )dg

—00

) Jnaz(t) <a2+[§,§f;r>
. ((%Io)ﬁ(t) 2i{a= o) (i‘é%iﬁmﬂ})

donne
(p) = —72&)10 — B (t) (Zi’) - %m_jor(t)> . (3.30)

De la méme maniére, on peut calculer les valeurs moyennes des opérateurs ¢? et p* dans le

paquet d’onde ¥(q,t)

(@) =g+ [ + (500 ] , (3.31)
O N ) I



3.4 Les états cohérents Généralisées

38

Il est utile de calculer les variances Aq et Ap

()]

Bp = [0) — 12 = [(?ﬁgm ~oming) + (@0

La relation l'incertitude de Heisenberg est vérifiée, car

1/2 _ ha (t)

Ag = [(¢*) — (q)%] Ja

1/2

57 1/2

ce qui est représenté dans la figure.2

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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Figure. 2 : L’évolution temporelle de Ag (A), Ap (B) et le produit AgAp (C) pour différentes
valeurs de w. La ligne continue rouge pour w — 0.0, la ligne bleue en pointillés pour w = 2.5,
et la ligne pointillée verte pour w = 5.0. Nous avons utilisé ag =1, B, =1, 7o = 1, Iy = 5,

a=1,a0=2,m=1,et h =1 [84].
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Les figures :2 (A) et 2 (B) montrent que Aq et Ap augmentent en fonction du temps. Par
conséquent, le produit AgAp augmente aussi, ce qui est montré sur la figure.2 (C). Le cas de la
particule libre peut étre obtenu a partir de nous résultats lorsque on suppose w = 0. Les figures
2 (A),2 (B)et 2 (C) montre dans ce cas la (w = 0) que l'incertitude Ag augmente linéairement
au cours du temps et Ap reste toujours constant. Par conséquent, le produit AgAp dans le cas
de la particule libre augmente linéairement avec le temps. Ces résultats sont en accord avec
ceux de la Référence [89].

Le paquet d’onde ¥(q,t) peut s’exprimer en fonction de (q) et (p) en utilisant le fait que

~ o —h) = et ) HEE) ), (3.36)
"=l a {a)
o ma? (1) o alt) (3:37)

Ainsi nous pouvons réécrire la solution général de 'équation de Schrodinger (3.26) comme

suit

o - ha (t) QA%E;JM) exp {_2171 (<p> (@) + 7&30)]

i l a—1 ;W‘h 2
<op |1 9] exp{— (hfa ) 2t e ) 4 (0 } (3.39)

Dans la limite w — 0, la fonction d’onde (3.38) se réduit a celle d’une particule libre

hox (t) (a—ifot#%) i i
. _ mha* (T v 07")/0
\ijree particle (Qv t) \/%AC]Q xp |: 2h (<p> <q> * CVOBO):|

i i a—1 otde 2
<o [ (0ha] exp {— (m‘i e ) o) } (3:)

qui est en accord avec les résultats de la référence [89].

Le remplacement de «(t), 5 (t) et () par leurs valeurs respectivement (3.8) , (3.9) et (3.10)
dans les équations (3.28) et (3.30) montre que les valeurs moyennes de ¢ et p suivent le mouve-

ment classique

<q> = Quq = qg cosh wt + (aO/BO — Y% —+ ]0) sinh wt, (340)

QoMmw

(p) = pa=mw |agsinhwt + (aoBy — 7o + Io) coshwt| , (3.41)

Qomw
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ol qq et pq sont respectivement la position et I'impulsion classique.

Etant donné que le mouvement classique été reproduit a ’aide du paquet d’onde gaussien,
on peut leur attribué le nom des états cohérents généralisé. Les questions qui se posent :

i) est ce que ces états peuvent étre obtenu a partir de l'action de 1'opérateur déplacement
sur I’état fondamental ?

ii) Sont ils des états propre d’un opérateur d’annihilation ?

La reponse a la premiére question est oui car, on note que I’expression de la fonction d’onde

U(q,t) (3.38) s’obtient a partir de I’application de 'opérateur déplacement D(z,t)

1
D(z,t) = exp {h ((p) g — () p)] , (3.42)
dont les propriétés sont
DY(z,1)gD(z,t) = q+{a) =g+ qa, (3.43)
DY(z,t)pD(z,t) = p+(p) =p+ pa, (3.44)

sur I'état du vide Wq(q,t) correspondent & une particule au repos (p) = 0 et a lorigine (q) =0

Wo (q,t) = ¥ (¢, ) [g)=0, (n)=0; (3.45)
D(z, )W (q.8) = U (¢, 1) (3.46)

Concernant la deuxiéme question, la réponse est évidente car ces paquets d’ondes gaussiens
sont des états propres de I'opérateur annihilation
~ 1 )0t . 1 ia () T(t) \ .
A(t) = — t - ho (t —"

Enfin, la densité de probabilité est le module au carré de la fonction d’onde (3.38)

o ha(t) | (0 A N - (@)
vl  V2maAg? < +</0 2mha2(r))> p{ 2 (Ag)? } (3:47)

2
sachant que Ag = ha—\/(at) a? + ( fg Wbde) , la densité de probabilité (3.47) se simplifié

considérablement et n’est rien d’autre qu'une gaussienne de largeur ( l'écart-type) Ag et de

variance (Aq)?

(g, )" = \/%Aq exp (—W) . (3.48)
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Evidement cette équation montre qu’a l'instant initiale un paquet d’onde gaussien reste
gaussien au cours du temps. La densité de probabilité |¥(q, zf)|2 est représentée dans les figures

3et4d
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Figure. 3 : I’évolution temporelle de la densité de probabilité | (g, t)|” : (A) pour w — 0,0 ,
(B) pour w = 2,5, et (C) pour w = 5,0. On a fixé les constantes g = 1, Sy =1, 7, = 1,
In=5,a=1,a0=2, m=1,et h =1 [84].
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Figure. 4 : La méme chose que la figure 3, sauf qu’on a prendre ag = —12 .
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Les figures 3 et 4 montrent que le paquet d’ondes se déplace dans la direction positive
(figures 3)ou négative (figures 4) de g & savoir les conditions initiales. Nous pouvons dire pour

w # 0 que la vitesse du paquet d’ondes augmente au cours du temps.



Chapitre 4

Angle de Hannay pour le champ de
Yang-Mills

Un modeéle cosmologique est une représentation mathématique de 'univers qui cherche a
expliquer les raisons de son aspect actuel, et a décrire son évolution au cours du temps. Divers
modeles cosmologiques gouvernés par des champs homogeénes (invariant par translation) et iso-
tropes (invariant par rotation) en présence de la gravitation deviennent un sujet de recherche
trés intéressant en cosmologie. Traditionnellement, la plupart des modeéles acceptés sont modé-
lisés par un ou plusieurs champs scalaires. Du point de vue de la relativité générale, la théorie
des champs de jauge non abéliens de la gravitation peut étre considérée comme la généralisation
de la théorie Einstein-Maxwell.

Une classe des modeéles non linéaires avec des champs de jauge non-abéliens suggérés par
Gal’tsov et ses collaborateurs [90, 91, 92, 93, 94|, étudiés diverses généralisations notamment ;
I’expansion de 'univers, des hautes corrections de la courbure d’espace, des champs de Higgs et
la constante cosmologique. Des études approfondies sur le champ de jauge de YM ou Einstein-
Yang-Mills (EYM) ont été réalisées dans le but d’expliquer l'origine de l'inflation cosmique
[93].

Cai et Papini [95] ont montré qu’une généralisation covariante de la phase de Berry qui est
reliée a 'angle de Hannay conduit a générer des champs de jauge non-abélien selon la méthode
adoptée par Wilczek et Zee [96] tenant compte des approximations non-relativistes. En fait, ce

formalisme covariant est non seulement acceptable, mais de plus il est conforme avec la théorie
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deYang-Mills [95] . En plus, Cai et Papini [97] ont généralisé cette théorie a des systémes non
linéaires. Les champs de Yang-Mills sont des champs vectoriels qui obéissent a 'invariance de
jauge locale SU(2). Une caractéristique particuliére des champs de Yang-Mills est qu’ils sont
décrits par des oscillateurs quartiques [90].

La théorie de Yang-Mills classique est hautement non linéaire et les équations de Yang-
Mills qui lui sont associées sont tres difficiles a résoudre de fagon exacte en dehors de cas
particuliers. Pour simplifier I’analyse du systéme, on suppose que les paramétres dépendent
lentement du temps donc le systéme évolue adiabatiquement. Cette théorie adiabatique nous
permet d’étudier ’évolution classique de 'oscillateur quartique et ainsi d’introduire la notion

d’angle géométrique ou angle de Hannay.

4.1 Angle de Hannay

Le théoréme adiabatique en mécanique classique [98] stipule qu’au cours d’un change-
ment adiabatique des parameétres d’'un Hamiltonien intégrable les variables d’action I restent
constantes et les variables angulaires conjuguées 6 évoluent avec des vitesses 6(t) égales aux
fréquences instantanées associées & ’'Hamiltonien au méme instant plus une contribution géo-
métrique qui ne dépend que du circuit suivi dans 'espace des parametres [5],[99],[100].

Pour simplifier, considérons un systéme a une dimension décrit par I’Hamiltonien H(q, p, X(%))
caractérisé par les parameétre X (t) lentement variables en fonction du temps.

Soit S(q, I,X(t)) une fonction génératrice de la transformation canonique (q,p) — (I,0)

ou
oS 08
=— etfh=—. 4.1
P 0q © ol (4.1)
La dynamique des nouvelles variables I et 6 est régie par le nouvel Hamiltonien
- 08
H(I,0,X(t))=H(I,X(t))+ e (4.2)
Pour exprimer — dans les variables I et 6, Berry [99] introduit la fonction &

ot

&(1,0,X) = S[q(1,6,X),1,X], ou X(t) = X(t+T)
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alors, ’'Hamiltonien (4.2) s’écrit

H(I,0,X(t) = H(I,X(t))+)'(<t)86%’)g’x)
= 1 x )+ %0 [ P2EEEON g x ) MEIED 0

L’hypothése adiabatique consiste & remplacer les membres de droite des deux équations de
Hamilton B ~
0H . OH

I==3¢ < =51

par leurs moyennes sur la trajectoire d’action I de I’'Hamiltonien H(q, p, X) (la moyenne d’une
grandeur f(g,p,X) étant définie par f(1,X) = = OQW dof(q(1,0,X),p(I,0,X),X))
La premiére équation donne le théoreme adiabatique standard I = 0. La seconde donne la

vitesse angulaire somme d’une partie dynamique

. O0H (I,X)
=7 — u(I.X 4.4
Ip = =0 (1X) (14)
et d’une partie géométrique,
Aoy = -2 5,90 x (4.5)
= "artPox '

Pour bien illustrer la notion d’angle de Hannay, on se propose d’étudier I’exemple de 1’os-
cillateur harmonique généralisé & une dimension [99]
1 .
H(t) = [X () ¢® +2Y (t)ap + Z (1) p°] = 10, (4.6)

o § = VXZ —Y? (XZ > Y?) est la fréquence instantanée. En effectuant la transformation

canonique aux variables action-angle (I, 6)

q(1,0,X(t)) = \/?0059, (4.7)

27 [V 0
p([707X(t)) = — ? (Z COSQ —+ E Sln@) . (48)

Le nouvel Hamiltonien

05 (q(1,6,X(t)),I,X(t))

H(1,0,X(t)) = H (I,0,X(t)) + 51 (4.9)
L’angle de Hannay définie par (4.5) conduit a
1 . XdZ —ZdY
Ay =—p————. 4.10
"= JIX T v (4.10)

Ce calcul va étre utilisé dans la suite.
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4.2 Condensates de Yang-Mills

On ne prétent pas d’écrire le modéle de Yang-Mills en cosmologie mais on utilise les résultats
obtenus dans la littérature pour décrire I’évolution adiabatique des équations du mouvement du
champ de Higgs dans la jauge de Yang-Mills. L’action classique qui décrit le modéle d’Einstein-
Yang-Mills-Higgs en théorie des jauges associée a une symétrie brisé en présence d’'un champ
Yang-Mills peut étre exprimée en fonction de o« = My /(g Mp)) et § = My /My, ol g constante
de couplage, Mp;, Mw sont respectivement, la masse de Planck et la masse du boson W, et
My étant la masse de Higgs. Gal'tsov et Davydov [90] ont proposé un modele décrivant les

équations des champ scalaires de Higgs ¢ et de Yang-Mills f sous la forme

i 3H(0 = 5 el + [0 = (a* — o) (2.11)
F+HOF = =51+ 10 = s (P = DS, (112)

ou le parameétre de Hubble H () est dépend du temps et décrit le taux d’expansion de 'univers
a un instant donné, a(t) est un facteur d’échelle qui apparait dans les métriques de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW)[90].

D’apres [90], les équations (4.11) et (4.12) dans des cas particuliers ont des solutions non
triviales telles que [90]

_\/gﬁ_\/g o o a2_4(1_f)
~ gevy 1TV s | (413)

dans I'équation (4.11) se réduit a

f

G+ 3H(t)q+ W (t)g = -5, (4.14)

ou

2 3 [(VBB—V3 2_ 2 2
w<t>_2a2(t) <\/§5+\/§+1> pas. (4.15)

Remarquons que I’équation (4.14) décrit la dynamique d’un oscillateur quartique dépendant
du temps dont I’Hamiltonien [90]
1
H = 5 [e—BfH(t)dtPQ + w2(t)€3fH(t)dtq2

23263 HBdtgA], (4.16)



4.2 Condensates de Yang-Mills 50

A partir des équations de Hamilton on déduit que

. OH -3 [H(t)dt
= = 4.17
p q-e?)fH(t)dt’ (4.18)

et en termes d’une nouvelle variable () définie comme

Q = gez JHO

I"'Hamiltonien (4.16) s’écrit

H(P,Q,t) = ;PQ + ZH(t)PQ + ;cﬂ (t) Q2

+62Q4€_3IH(t/)dtl- (419)

Dans le cas particulier, ot les paramétres H (t),w?(t) et 3% sont donnés respectivement par
2\(t)/3, w3, et v/4, "'Hamiltonien (4.19) se réduit a celui définit par 1’équation (30) dans la
référence [101]

1 1 N e
o (P.Q) = S P+ APQ + JwiQ? + (e AW QL, (4.20)

et qui correspond & I’Hamiltonien de l'oscillateur quartique amorti.

D’apres les équations de Hamilton
Q= 0H/OP =P + 2HQ, P=—0H/0Q =— ‘;’HP — WP (t)Q — 432 BT HWW 3 (4.91)
on obtient I’équation classique du mouvement
Q+ (92 — gH) Q + 4323/ HEA ()3 — (4.22)

dont la forme est un peu compliquée et O? = w?(t) — §H?(t). Sur la base de la description
mathématique associée aux condensates de Yang-Mills présentés ci-dessous, les propriétés de

phase des champs de Yang-Mills et ’angle de Hannay seront étudiées dans la suite.
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4.3 Evolution des champs de Yang-Mills

Dans le but d’étudier d’évolution temporel des champs de YM, nous introduisons la variable

complexe Z et son conjugué complexe Z tel que
Q v (3
Z = — Q- = |=H P 4.2
s [0 o (G r)]. (4.23)

_ Q 1 (3
Z = — — | =H Pll. 4.24
2{Q+Q(2 Q-+ )} (4.24)
D’une maniére équivalente, () et P peuvent s’écrirent comme suit

Q = NIy (Zz+2), (4.25)
Q- 3H _ iQ+3H
= 7 Z — 20 Z. (4.26)

D’apreés les équations de Hamilton (4.21)

= 27— Z+§H

3
3

alors '
7= L zv )+ |io-2u|z-|io+lu|z+2u(z42) - 2
20 2 2 2 ’

qui se simplifie en

Z = 2% (Z+2)+iQZ —iQZ - Z. (4.27)

D’autre part, la deuxiéme équation de Hamilton (4.21) permet d’écrire

z‘Q—gHZ (iQ—%H)QZ zQ—gHZ._ ¢Q+gHZ+ (iQ+%H)QZ_ zQ+gHZ

— +
V29 20/20) V29 V29 201/20) V29
3 [iQ—3H  iQ+3H_ 1 _ na [ 1 17
= —"H 27— 27| — ) —— (Z + Z) — 423/ HWd { Z+Z]
2 V29 V20 ( )\/29 ( ) =48 V20 ( )
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donc,
Z
31 3 3 N\l @ 4B | .3
= - _HI||(iQ-H)Z-(iQ+=H)Z| - Z+2)— e HOW —_ (7 7
22i02 KZ 2 ) (Z 3 ) } s L7 = 50¢ 2 (4 +7)
(0-31) 1 Go-gme, 0w, 1 (0+imo
2iQ) 2iQ) 20 2iQ) 2iQ) 20
iQ+3H | Q _ .
— 2 Z+2)+iQZ —i0Z —Z
s |2q F ) T
finalement, on trouve
: 4ip3? Nt _
Z =iQZ + 4252 e /O (7.4 7)?
2 2
a2t a2 (4.28)

Cette équation peut étre résolue perturbativement en utilisant la transformation canonique
4 la forme normale [102] si on suppose que le systéme est faiblement non-linéaire [(43*/w?)Q?
< 1] et que les parametres H, w, et 3 varient adiabatiquement. Dans ces conditions, on introduit

alors la transformation proche de 'identité
Z = u+ ou, (4.29)

ou § est suffisamment petit pour que u > du. Alors, 'équation (4.28) peut étre réécrite en

fonction des nouvelles variables u et @

i+ 6T 4 01
+ 02
= A)(u—kéu)4—i§26—?fH“Wﬁ’[@L+-u)4—(6u—+6u)]2
i} s QO-%H i}
— — _ 2 — 2 —
X [(u+a)+ (0U + ou)] 50 (u+5u)+72ﬂ (a+ ou),
d’ou

i+ 6T + 01

= i(Q—Zig)ujLi (Q—ig) ou
. 02
e IO (g 0 2 (u 4 7) (574 5u)] [(u+ ) + (57 + u)]

O-3g ,

_|_
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Comme ((511 + (_5u)2 < 1, on aura

. 02
w=1iYu-+1i1You+ ZQﬁ2€—3fH(t’)dt’ (u + a)2
O
2€)
X (@ + ou) — 01 — 0. (4.30)

x[(1+30) u+ (14 38)a] +

avec Y =) — %. Le conjugué complexe de 1’équation ci-dessus nous donne

. - B N
U= —iYu—iYou— e 3T HO (4 4 5)?

02
x [(1+38)u+ (14 30) u]
Q+30 L
+ZQQ (u+ 0u) — du — b (4.31)

On peut éliminer le terme non-linéaire résonant proportionnel a @ dans I’équation (4.30)
pour la nouvelle variable u. En effet, injectant 1’expression de u définit par I'équation (4.31)

dans I’équation (4.30)
92
uw=1iYu-+ ﬁe‘”mtl)dt/ (u+ @)
Q-3%g
2792 (u + 5u)

. 92
— 00 + 20Y 61 + Zée‘?’fH(t')dt'é (u+ @)

X [(1+30) u+ (14 30)a] +

X [(1430)u+ (1+430)u] — Zéau. (4.32)

Or, dans le cas ot § et son conjugué complexe ¢ sont de la forme

SH +iQ . 2H—iQ
2 2
fr == . 4'
) 102 0 102 (4.33)
L’équation (4.32) se simplifie
22
U =1iYu-+ ZQBQeSfH(t/)dt/ (u+ @)
X [(14+0+30)u+ (1+46)a]. (4.34)
Le premier terme dans l'équation (4.32), iYu = Z(Q — %) u contient déja I'angle de

Hannay de l'oscillateur généralisé linéaire, ou 2 la fréquence instantanée et une contribution
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geometrlque qul est ’angle de Hannay. Pour d’obtenir la correction non linéaire on introduit

un second changement de variable proche de l'identitée [101] tel que
u =+ av® + pvi® + y0°, (4.35)

ol «, p,et v sont des coefficients réels dépendants du temps. En insérant (4.35) dans 'équation

(4.34), on obtient pour v I’équation

(14 3a0® + p0®) © = iY (v + av® + pvv” + 77°)

92
+Z£2 e 3S AW () L 5)?[(14 6 + 30) (v
+av® + pvo® + 49°) + (1 + 46) (v + av®

+pov* +0*)] = (2pv + 370°) U — @w®

— o — A0, (4.36)
dont le conjugué complexe est

v (1 + 3a0® + pv®) = —iY (0 + av®
22
] ’
—{—p@vQ + ,sz) _ £2€3fH(t )dt

X[ (1406 +36) (04 av® + pvv® +4v°)

I(U—F@)Q

+ (1 + 45) (v + av® + pvo® + 7173) ]

—0 (2p0 + 3y0*) — av® — pov® — A, (4.37)

réinjectant v définit par I’équation (4.37) dans (4.36), on obtient

O+ av® + puv® + A°

iy S s 1 4o (54 5)) %

02
2
+2a@Y+e3fH vy 10 (1+5+35)}

Nap 3i3° 3@52

+|2ipY + 73/ HL 02

(1 +35+5)]

- -
+4irY + Z(f?e—?’f HE) (1 4 44) } 7. (4.38)

Pour que I'équation (4.37) ne contient plus des termes non résonants (cubiques), on peut
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choisir les équations différentielles telles que les coefficients de la transformation «, p et + sont :

92
& = 20iY + 1526—” HOA (1 465 4 36) (4.39)
L 3i8° s p myar ;
p = 2ipY + e © (1+35+9), (4.40)
i /
§=4inY + e e 3 HWA (1 4 45) (4.41)
alors, ’équation (4.38) se réduit a
325 o3 H(t)dt! N2
0 =1iYv+ —— [1+2(6+6)] v*0. (4.42)

Cette formule sera utilisée dans la section suivante pour étudier les propriétés de phase du

champ de Yang-Mills et I'angle de Hannay correspondant.

4.4 Angle de Hannay pour le champ de Yang-Mills

On sait que le champ deYM est un champ de jauge. Alors, du point de vue théorique la
discussion d’existence d’un angle de Hannay non nul dans I’évolution du champ de YM est

nécessaire [92, 96]. En écrivant v sous la forme

v = Aez JH ;O (4.43)

?

nous pouvons confirmer & partir de I’équation (4.42) que les équations de 'amplitude A et

I’angle © sont

A+ 2HA +iAO =Y A+ 35622 [1+2(0+0)] 4% (4.44)
A+ §HA — A6 = —iYVA - S;f [1+2(6+0)] 4 (4.45)

ou la somme de (4.44) et (4.45) est
A+3HA=0. (4.46)

D’autre part, la soustraction de ’équation (4.45) de I’équation (4.44) nous donne
36° 2
O = Y+W[l+2(5+5)],4. (4.47)
L’équation (4.46) montre qu’il est possible de calculer la forme explicite de A(t) a condition
que H(t) soit connue. Si A(t) est connue I’équation (4.47) nous donne O et par conséquent, on

peut identifier la solution compléte de v (4.43). Comme on a
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y
- 3H
§+06= ﬁ (4.48)

I’équation (4.47) peut étre réécrit sous la forme

. 33 3H 65
@_Q<1+Q3 )—49(1 0 ) (4.49)

Sachant que A = Age3 o H4t' golution de I'équation (4.46), ’équation (4.49) devient

3 SH t /
6-0- 15+ gf (1 292) Agetlo f1 (4.50)

En particulier, pour t suffisamment petit et sous I’hypothése du changement adiabatique

des parameétres H et 3 (€8 Jo Hat' ~ 1 4 6 fot Hdt'), on peut exprimer © sous la forme

0=0 1+352 1+6/tHdt’ A? _3H 1+ 5 62 1+6/tHdt’ A2
- Q3 0 40 0 0

N % 2 _ﬁ 65 2
a1 8) 2 (105 ). o

ol B =[(1+3 f(f Hdt") est un parameétre renormalisé. Le premier terme est la partie dynamique

ou bien

renormalisée de la fréquence €). Le second terme est un élément géométrique. Ainsi, 'angle de

AOu(t) = — /t t j[é ( 6953 A2> dt. (4.52)

Les figures (1-4) représentent I’évolution au cours du temps de I’équation (4.52) et leurs

Hannay est obtenue

dérivées par rapport au temps. Pour le choix de ty = 1, nous avons pris H = a(t)/a(t) avec

a(t) = (t/ag)™ ou ag et a; sont des constantes.
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o 1
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Figure. 1 : La variation de ’angle de Hannay au cours du temps et leurs dérivées par rapport

au temps pour différentes valeurs de ag. Nous avons utilisé a; =1, Ag =1, a=1,et § = 1.

3.0+ "
—_— _.,r.,"{q}; a =100 ff:.",,..
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| wik Uk 8.=1.10 i
apd [l a,=1.00 y
dlae, (1L & =1.05

' 1 === == (1t @,=1.10 ;/gﬁ r

Figure. 2 : La variation de I’angle de Hannay au cours du temps et leurs dérivées par rapport

au temps pour différentes valeurs de a;. Nous avons utilisé ag = 10, Ag =1, a=1,et = 1.
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Figure. 3 : La variation de ’angle de Hannay au cours du temps et leurs dérivées par rapport

au temps pour différentes valeurs de o. Nous avons utilisé ag = 10, a; =1, Ag =1, et § = 1.
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Figure. 4 : La variation de I’angle de Hannay au cours du temps et leurs dérivées par rapport

au temps pour différentes valeurs de 5. Nous avons utilisé ag = 10, a; =1, Ag =1, et a = 1.
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Sur ces figures, on voit que 'angle d’Hannay augmente lentement au début, mais il devient
progressivement plus rapide au cours du temps. Il s’agit d’un écart par un angle supplémentaire
émergeant dans un systéme classique le long de la variation adiabatique des parameétres. La
figure 1 montre que I'angle de Hannay au cours du temps devient faible lorsque ay augmente.
D’autre part, a partir des Figures. 2-4, on peut conclure que ’accumulation de I’angle de Hannay
devient important lorsque les paramétres tels que aq, a et 5 augmentent.

Le décalage d’angle de Hannay donné dans 1'équation (4.52) fournit un terrain fertile pour

des applications en cosmologie tel que 1’évolution de 1'univers.



Conclusion

Dans cette thése nous avons défini les états cohérents de 'oscillateur inversé. Ces états
ont une forme gaussienne et évoluent tout en restant gaussien. Ces paquets gaussiens sont
obtenus, en considérant la combinaison des fonctions propres d’un invariant linéaire hermitien.
Ces paquets d’onde vérifient toutes les propriétés relatives aux états cohérents de 1’oscillateur
harmonique. Enfin, nous estimons que les états cohérents de l'oscillateur inversé peuvent étre
introduits dans les cours de la mécanique quantique fondamentale car :

i) ils reproduisent I’évolution classique.

ii) sont fonctions propres de I'opérateur annihilation A.

iii) s’obtiennent & partir de l'action de D(z,t) = exp [ ({(p) ¢ — (¢)p)] sur la fonction
d’états fondamental Vg (q,t) = ¥ (¢,1) |(g)=0, (p)=0-

iv) ne minimisent pas le principe d’incertitude de Heisenberg AgAp.

D’autre part, on a montré que I'angle de Hannay a un role dans la compréhension concep-
tuelle de plusieurs problémes cosmologiques et peut en fait étre utilisé comme un moyen supplé-
mentaire pour 'inflation cosmique. On peut prétendre que 1’observation de I'angle de Hannay

peut servir de démonstration pour la validité de cette théorie cosmologique.
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A Gaussian wave packet of the inverted oscillator is investigated using the invariant operator
method together with the unitary transformation method. A simple wave packet directly derived
from the eigenstates of the invariant operator of the system corresponds to a plane wave that
is fully delocalized. However, we can construct a weighted wave packet in terms of such plane
waves, which corresponds to a Gaussian wave. This wave packet is associated with the general-
ized coherent state, which can be crucially utilized for investigating the classical limit of quantum
wave mechanics. Various quantum properties of the system, such as fluctuations of the canon-
ical variables, the uncertainty product, and the motion of the wave packet or quantum particle,
are analyzed by means of this wave packet. We have confirmed that the time behavior of such a
wave packet is very similar to the counterpart classical state. The wave packet runs away from
the origin in the positive or negative direction in the 1D coordinate depending on the condition
of the initial state. We have confirmed that this wave packet not only moves acceleratively but
also spreads out during its propagation.

Subject Index A10, A60

1. Introduction

Quantum solutions can only be exactly derived for a very few of the numerous mechanical systems.
The inverted oscillator, the potential of which exerts a repulsive force on the particle, belongs to a
rare type of system that is solvable from both the classical and quantum-mechanical points of view.
This oscillator can be obtained by changing the normal angular frequency of the simple harmonic
oscillator to a purely imaginary one: w — iw. For more than a decade, the quantum characteristics
of the inverted oscillator have attracted noticeable interest from the theoretical physics community
and there have been many associated reports [ 1-9]. The wave packets of the inverted oscillator do not
oscillate over time and their physical properties are very different from those of the simple harmonic
oscillator. It is well known that the classical solutions of the inverted oscillator in phase space diverge
exponentially over time. The energy spectrum of the inverted oscillator is not discrete but continuous,
like a free particle. Moreover, zero-point energy does not exist in this system [1] because the system
is unbound.

© The Author(s) 2016. Published by Oxford University Press on behalf of the Physical Society of Japan.
This is an Open Access article distributed under the terms of the Creative Commons Attribution License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/),
which permits unrestricted reuse, distribution, and reproduction in any medium, provided the original work is properly cited.
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As well as the ordinary harmonic oscillator, the inverted oscillator can also be applied to various
physical systems. For example, it can be used to describe the physical mechanism of matter-wave
bright solitons [10], a particular scalar field model in the inflationary universe [11], superfluores-
cence phenomena [12], and a cosmological model with a negative potential [13]. Tunneling effects
and sojourn time in the unstable equilibrium position for the wave packet in the inverted oscillator
have been studied by Barton [2]. Combescure and Combescure proposed a method for evaluating the
quantum fidelity of the inverted oscillator with a singular perturbation, which is an important concept
in the field of quantum computation and quantum chaos [14]. The factorization method with super-
symmetric quantum mechanics is used by Bermudez and Fernandez in order to study the general
algebraic structure of the inverted oscillator [15].

Stimulated by these trends in this research field, we analyze, in this paper, the time behavior of
displaced wave packets accompanying the generalized coherent state (GCS) for the inverted oscil-
lator. Because the wave packets of the inverted oscillator are unbound, its mathematical treatment is
somewhat difficult and cumbersome. Hence, it is necessary to find mathematical tools that can be
potentially applicable to this situation. A convenient mathematical tool for solving the Schrodinger
equation in this case is the invariant operator method [16]. There are linear and quadratic invariants
for a dynamical system.

We argue that the general solutions of the Schrodinger equation for the inverted oscillator can be
derived by utilizing a linear Hermitian invariant operator (LHIO). In this work, we reexamine and
interpret the general solution of the Schrodinger equation for the inverted oscillator on the basis
of the Lewis—Riesenfeld framework [16]. Not only for a free particle [17] but also for the inverted
oscillator [5], Bagrov et al. proposed non-Hermitian time-dependent linear invariants expressed in
terms of momentum p and position operator g. We shall show that the general quantum solutions of
the inverted oscillator can be formulated through the use of the LHIO instead of such non-Hermitian
linear invariants. Notice that the previously adopted methods for the procedure of obtaining quantum
solutions lead to “a constraint which is that the non-Hermiticity assumption should be taken in order
to get physical solutions of the system” (see, e.g., Refs. [5,17]). However, this assumption is actually
unnecessary.

In the context of the quantum inverted harmonic oscillator, the eigenstates of the time-dependent
linear Hermitian invariant are associated with the plane wave solutions of the system and are not
normalizable. The plane waves relevant to such states are fully delocalized. However, it is customary
to expand any normalizable solutions of a time-dependent Schrodinger equation for an unbound
system in terms of plane waves, using the Fourier transform. This means that we can build general
quantum solutions that correspond to localized wave packets through the manipulation of the plane
wave solutions. Gaussian wave packets, known as typically localized wave packets, are the simplest
examples of coherent states. The well known coherent states for the case of the simple harmonic
oscillator are those that were originally obtained by Schrodinger [18]. The expectation values of
the position and momentum operators for such Gaussian wave packets are the same as those of the
corresponding classical solutions.

The LHIO that we will employ in this work is useful for studying coherent states for diverse dynami-
cal systems [19-21]. The Schrodinger solutions of the inverted oscillator can be represented in terms
of the eigenstates of the LHIO. This is the reason why the LHIO plays an important role in this
research. In order to simplify the eigenvalue equation of the original LHIO, we will use a unitary
transformation method by introducing a suitable unitary operator. This may help us to derive the
eigenstates of the invariant operator and the corresponding wave functions.
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Meanwhile, a GCS may also be derived by utilizing other kinds of invariant operators. For instance,
Bagrov et al. have introduced a non-Hermitian linear invariant operator in order to obtain GCSs of
the inverted oscillator considering the separability property of the Hilbert space [5]. Notice that the
method of Bagrov et al. requires the imposition of several constraints on the parameters. However,
our method, based on LHIO, does not require such constraints.

2. The linear invariant and its unitary transformation

In order to analyze the quantum motion of the inverted oscillator, the solution of the Schrodinger
equation, ihdW(q, t)/dt — HW (g, t) = 0, is necessary. For this system, the Hamiltonian is given by

2
P 1 2.2
H=+— - : 1
o T 3M@d (1)
From Hamiltonian dynamics, we can easily verify that the classical solution for this system is given by
q = Acoshwt + B sinhwt, ()
p = mw(Asinhwt + B coshwt), (3)

where A and B are arbitrary real constants. In the subsequent sections, we will analyze the quantum
motion of the wave packet and examine whether the trajectory of the packet follows this classi-
cal one given in Eq. (2). The conventional procedure for obtaining quantum solutions based on the
Schrédinger equation leads to plane wave solutions that cannot be normalized. The plane wave solu-
tion is in general delocalized at a position. For this reason, we cannot describe the Gaussian wave
packet of the system from such a plane wave solution, because the Gaussian wave packet corresponds
to the coherent state for a localized wave.

Hence, it is necessary to employ an alternate method in order to investigate the time behavior of the
Gaussian wave packet for the system. Invariant operator methods based on LHIO are useful in this
case, because the eigenstates for the LHIO enable us to derive the GCS for a localized wave packet,
as mentioned in Sect. 1. We suppose that there exists a linear Hermitian invariant operator / (¢) for
the system, which has the form

1(t) =a(t)p + ()g + v (1), “

where a (1), B(t), and y (¢) are time-dependent coefficients that will be determined afterwards. From
the definition of the invariant operator, / (¢) should satisfy the Liouville—von Neumann equation as

d—1=8—1+i[1,H]=0. 5)
dt 0ot ih

By inserting Egs. (1) and (4) into Eq. (5), we obtain first-order linear differential equations for the
coefficients such that

B

«=-2, p=—-amew’, y=0. (6)
m
The general solutions of these equations are given by
a(t) = ap cosh wt + & sinh wt, 7
mw
B(t) = —agmw sinh wt — By cosh wt, (8)
y () =0, ©)

where «g, o, and yg are arbitrary real constants. Now, we can confirm that Eq. (4) with Egs. (7)—(9)
are the LHIO of the system. Notice that this operator is a Hermitian, I = I, as we initially supposed.
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The eigenstates @, (¢, t) of the LHIO are the solutions of the equation

I(t)(ﬂk(q,f) :)“Pk(q,t), (10)

where X is an eigenvalue that does not depend on time. To facilitate the evaluation of this equation,
let us consider a unitary transformation of the form

¢,(q,1) =Ups(q, 1), (11)

where the unitary operator U is given by

U =exp |:—2l—h §q2i|. (12)

Then, the invariant in the transformed system is evaluated as
I'=UIU" = ap + yp. (13)

This formula is much simpler than the original invariant operator given in Eq. (4). Hence, it is
better to solve the eigenvalue equation in the transformed system rather than solving the original
one, Eq. (10). In the next section, we will derive the eigenstate ¢} of I’ in the transformed system.
Once ¢; is derived, its inverse transformation gives the eigenstate ¢;, of 7, which belongs to the orig-
inal system (untransformed system). By utilizing ¢, , we can further derive the wave function of the
GCS.

3. Preliminary quantum solution

Notice that the eigenvalue equation (10) can be mapped into that of the transformed system,
') (g, 1) = A} (g, t). Using Eq. (13), this can be rewritten as

ad A Y0 ,
—t— - ,t) =0. 14
[aq+iha l.ha}m(q ) (14)
We can easily show that the solutions of Eq. (14) are of the form
I A=
¢, (q,1) = exp [ﬁ q]. (15)
o

Using the inverse of Eq. (11), we can see that the eigenstates of / () with the eigenvalue X are given by

o
@i(g, 1) = exp [7%( ayoq—%qz)]- (16)

Because the difference between the eigenstates ¢, and the Schrodinger solutions ¥, is only a multi-
plication of a phase factor exp[id, (t)] according to the invariant operator theory [16], we can write
the solutions of the Schrédinger equation for the Hamiltonian, Eq. (1), as

Vilg, 1) = (17)

1
\/ﬁexp [i6: (D] wi(g, 1),

where the factor 1/4/2m hag is a normalization constant.
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On the other hand, by substituting Eq. (17) into the Schrodinger equation ihdy, (g, t)/0t —
H(q,t) = 0, we have [22-24]

hé; (1) = /dk’ <(p;g [lh% — H} |(pk>. (18)

A little evaluation after the substitution of the Hamiltonian, Eq. (1), and the eigenstates, Eq. (16),
into this equation results in

) ih B 1 (A —y)?
hon() = _% E B 2mh a? ’

(19)

Then, from the integration with respect to time, we obtain the phase §, () as

B A=) [ dr . @
8;.(1) = 8,(0) — s /Oaz(r)+zln 20" (20)

In the evaluation of the last term in this equation, we have used the first relation in Eq. (6).

For convenience, let us choose 8, (0) = 0. Then, the physical orthogonal wave functions v, (g, t),
which are the solutions of the Schrodinger equation for the system, are given by

1 [T —y0)*dr i(A—w B ,
b = o 1 [ S [ (20 22)]

Notice that these Schrodinger solutions correspond to those of the plane waves. They describe delo-
calized wave packets that cannot be normalized in a general way. Localized quantum wave solutions
will be evaluated in the next section on the basis of these wave solutions.

4. Generalized coherent state

The general Schrodinger state for a localized wave packet can be described by a linear combination
of the solutions given in Eq. (21):

Wig. 1) = / ¢V (. D, 22)

—0o0

where g(A) is a weight function that determines the state of the system in such a way that W(q, t)
can be square integrable. Any suitable choice of g(}) yields a conventional solution as the Gaussian
wave-packet function. Let us now choose the weight function as a Gaussian form too:

_ [2/a 5 i ag Iy
g(A) = T exp [—a(k — 1p) ]exp [_ﬁa_o (A — 3>], (23)
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where a, ag, and Iy are positive real constants. For a simple case with I = 0 and a¢g = 0, this reduces
to that in Refs. [3] and [4]. Substituting Eqs. (21) and (23) into Eq. (22) and accomplishing the
integration after changing the integration variable A — A + Iy without loss of generality, we obtain
the normalized Gaussian solution as

' N2
W(g.1) = Va Mdr}

exp | —i

ha(1)v/ 21 (a—l—zfo mez(r)) |: o 2mha’(t)

X ex [_i@a_O]ex {i[_yo—lo 0 2“
P72 Qo ar a ! 2a(t)q

oo )] 24
42a(0) (a +ify 2mm2(f)d1> : o)

X exp

This wave function plays a central role in the quantum mechanics of the inverted oscillator and can be
used to investigate various quantum properties of the system. For instance, we can derive expectation
values of canonical variables and their squares (see Appendix A).

Itis well known that the position uncertainty can be derived from Ag = /(¢2) — (¢). Then, using
Egs. (A2) and (A5) in Appendix A, we have

hoe (1) ro\2]"
Ag = 2 — , 25
1 Ja |:a + (th) i| 3)
where I'(¢) is defined in Eq. (A4) in Appendix A. By noting that «(¢) is given in Eq. (7), the time
function I"(¢) in this equation can be evaluated as

| m
r(z)zfo 2= . . (26)

aoBo + magw coth wt

Similarly, from Egs. (A3) and (A6), we also have the momentum uncertainty such that

Bl (281 re \? V2
=5[( Aq——) +<Aq>—2] . (27)

ho (1) 2mahAq

By multiplying Egs. (25) and (27), the uncertainty product for canonical variables is given by

1/2
2ﬂ(t) YOS

This is always larger than /4/2 which is the quantum-mechanically allowed minimum value for the
uncertainty product. We have plotted the uncertainty product, as well as Ag and Ap, as a function of
time in Fig. 1 for several different values of w. From Fig. 1(A), we see that Aq always increases with
time provided that it moves. From Fig. 1(B), we can confirm that Ap also increases with time. As a
consequence, the uncertainty product increases. This phenomenon is interesting if we think that the
uncertainty product of the normal oscillator is constant.
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Fig. 1. Time evolution of the uncertainty Ag (A) and Ap (B), and the corresponding uncertainty product
Ag Ap (C) for different values of w. The values of w are @ — 0.0 for the solid red line, @ = 2.5 for the dashed
blue line, and w = 5.0 for the dotted green line. We haveused g =1, 8o =1, o =1, lh =5,a = 1,ayp = 2,

m=1,and h = 1.

For the case of a free particle (w = 0), Ag increases linearly with time while Ap is always constant.
Hence, the uncertainty product of a free particle increases linearly with time. These analyses for
o = 0 are totally in agreement with the results of Ref. [25].
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In terms of Ag obtained here, we have the following obvious relations:

— (v — Io) = a(){p) + B(1){q),

ao

t
— 1
/Vo 0 _
0 ma’(t)

Qo
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Then, by making use of these relations, we can rewrite the general Schrodinger state (Eq. (24)) as

follows
ha(t) (a —i fot —thLZZ(r)) ; Yodo
Y(g,t) = - L
(g.1) Tma(hg)? eXp[ o <<p> (q) + ” )}

. rt 1
ipo 47! Jo Smrarm
h2a(t) 4a(Aq)?

X exp |:% (p)q:| exp { — lq — (9)1* ¢. (31)

If we set @ — 0, the system converts to a free particle. In the case of a free particle, the quantity
Iy, where Iy = agpBp, can be written as

Iy —a@®){p) — B){q) = 1o + (Olo - @t) 0 Bo <ao - —t>
m /) og

maoy
= 0. (32)

For this case, Eq. (31) reduces to the wave solution of a free particle, which is

Wtree particle (g,1) =

e dt
e ® (a1 s ) exp [_L (<p> (@) + ﬂ)]
V2ma(Ag)> 2h aofo

. et 1
i ﬁ(t) a_lfo 2mha2(7:)dt
h20(t) da(Aq)?

X exp [%(p)q] exp § — lq — (@)1

(33)

This coincides with the results of Ref. [25].

5. Time evolution of the Gaussian wave packet

From the absolute square of Eq. (31), we derive the probability density of the displaced wave packet
in the form

|W(q, 1) =

. 2
(g —{q) ) (34)

1
—F¢&X
V21 Aq p( 2(Aq)?

Because this equation is a Gaussian form, we can readily conclude that W (g, ¢) is the Gaussian
wave packet. This packet is displaced as much as (g) from the origin and spreads as the packet
propagates because Agq increases in time, as shown in Fig. 1. We can analyze the time behavior of
this packet from its density plot, given in Fig. 2. The wave packet in this figure moves in the positive
g direction. We can confirm that the speed of the wave-packet-propagation accelerates over time,
provided that @ £ 0. From a comparison of this figure with Fig. 3 which shows the corresponding
classical solutions, we see that the centroid of the wave packet follows the counterpart classical
trajectory. This result is natural if we think that |W(q, r)|? is represented in terms of (g), which is
expected to follow the classical solution. Figure 4 is the same as Fig. 2, but with a somewhat different
choice of the parameter ag. In this case, the wave packet or particle moves in the negative g direction
with different initial conditions.

8/14

910z ‘2 aunr uo 1s9nb Aq /610°sfeuuno [paojxo-deid;/:dny woly papeojumod


http://ptep.oxfordjournals.org/

PTEP 2016, 063A01 M. Maamache et al.

0 0.1 0.2 0.3 0.4
t

Fig. 2. The time evolution of the probability density |¥ (g, ¢)|*> with @ — 0.0 for (A), @ = 2.5 for (B), and
w=5.0for (C). Wehaveusedag=1,0=1, =1,y =5a=1,a0 =2,m = 1,and h = 1. This figure
is a density plot produced using the Mathematica program (Wolfram Research) [26] with the choice of the
command “PlotRange — {0, 0.3}”.
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T T T —T— —T— T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
t

Fig. 3. The time behavior of the classical solution g given in Eq. (2) with w — 0.0 for the solid red line,
w = 2.5 for the dashed blue line, and w = 5.0 for the dotted green line. We have used A = 2 and B = 5/w.

If we use the integral formula given in Eq. (26), we can easily confirm from Egs. (A2) and (A3) in
Appendix A that the analytic forms of (¢) and (p) can be rewritten such that

1
(q) = [aoome coshwt + (apBo — yo + Io) sinh ot ], (35)
apme
1
(p) = —[aoaoma) sinhwr + (apfo — vo + lo) cosh a)t]. (36)
(o44]

By rescaling the coefficients as ag = A and (apfo — yo + lo)/(xomw) = B, we see that the above
equations become the same as those of the classical solutions given in Egs. (2) and (3), respectively.
Hence, the centroids of the quantum trajectories for the canonical variables are exactly the same as
those of the classical ones. Based on these consequences for the inverted oscillator, we can deduce
precise physical meanings associated with Eq. (34). Although the most probable trajectory of the
wave packet is a classical one, it does not always follow it because of the uncertainty of Ag. If Ag
is large, it is difficult to predict the position of the quantum particle at a certain instant. While it is
known that the Gaussian wave packet for a harmonic oscillator oscillates back and forth [19,27],
this packet does not oscillate. For a wave packet that initially stays at a certain position with p = 0
typically runs away from the origin at a later time.

It is well known that the introduction of annihilation operator and its Hermitian conjugate operator
(creation operator) is very useful when we investigate the quantum features of the simple harmonic
oscillator. There also exist such annihilation and creation operators for the inverted oscillator. For
detailed method of constructing the annihilation operator for the inverted oscillator and of obtaining
its corresponding eigenvalue z, you can refer to Ref. [5]. The coherent state which is associated
with the Gaussian wave packet can be represented in terms of z. In order to investigate the time
behavior of the Gaussian wave packet derived in the previous section in more detail, we introduce
the displacement unitary operator D(z, t), which is

D(z.1) = exp [;—i«pm - <q>p>]. (37)
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o

0.1 0.2 0.3 0.

B

o

0.1 0.2 0.3 0.

-y

Fig. 4. The same as Fig. 2, but using a different value of ay. (Here, ap = —12.)

By means of this operator, we can convert coordinate and momentum operators so that they are
displaced as

D'(z,)qD(z,) = ¢ + (q) = ¢ + qa. (38)
D'(z,t)pD(z,t) = p+ (p) = p + pa, 39)
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where g, and p are the classical coordinate and momentum, respectively. We can construct the
GCSs as follows:

I Z|2 00 7"

D(z, 1)Wo(q, 1) = exp 5 Yn(q, 1), (40)
n=0 \/17

where W, (¢q, t) are nth-order Fock-state wave functions [5]. It is interesting to note that the gen-

eral expression of the Gaussian wave W(qg, 1) (Eq. (31)) corresponds to the standard coherent state

obtained by applying the displacement operator, D(z, t), to the ground state, Wo(q, ¢). Notice that

Wy(q, t) corresponds to a particle at rest, (p) = 0, at the origin, (g) = 0:

Wo(g, 1) = ¥ (g, 1)]g)=0,(p)=0- (41)
Now we can easily confirm that the wave function given in Eq. (31) can be rewritten as follows:
V(g, 1) = D(z,1)¥o(q, 1). (42)

Hence, the GCS associated with the quantum motion of the inverted oscillator can be obtained by
displacing the ground-state wave packet.

6. Conclusion

The quantum characteristics of the Gaussian wave packet for the inverted oscillator have been
studied with emphasis on its time behavior. For this purpose, we used the invariant operator and
unitary transformation methods. The linear invariant operator of the system was constructed from
the Liouville-von Neumann equation. The eigenstates ¢; (g, t) of the invariant operator were evalu-
ated using the unitary transformation method and are given in Eq. (16). Schrédinger solutions of the
system have been derived by making use of the eigenstates ¢, (¢, ). The simple Schrédinger solu-
tions ¥, (g, t) given in Eq. (21) are represented in terms of the eigenstates ¢; (g, t). From Eq. (17),
we see that the only difference between v, (¢, t) and ¢, (¢, t) is that ¥, (¢, t) has a phase factor while
¢1.(q, t) does not. Notice that ¥, (¢, t) is the plane wave. While the solutions 1, (¢, t) are associated
with a delocalized wave packet, the Schrodinger solution W (g, #) weighted by g(), Eq. (31), corre-
sponds to a Gaussian wave packet that is localized. The wave function W(g, ¢) is in fact the GCS of
the system

To investigate the quantum characteristics of W (q, t), we have introduced the displacement oper-
ator D(z, t). It is shown that the wave function W(g, r) can also be obtained by displacing the
ground-state wave function Wy (x, t) with D(z, t). The properties of this Gaussian wave packet are
very similar to the classical ones. The trajectory of the centroid of the wave packet is exactly the
same as the classical trajectory. Note that W (x, ¢) is displaced as much as (g) from the origin and
runs away from the origin in a positive ¢ or negative ¢ direction depending on the initial condition.
Moreover, from Fig. 1(A), we can confirm that the width Ag of W(g, t) spreads over time. For a
simple case with the condition w — 0, the wave packet reduces to that of a free particle and our
corresponding results coincide with the previous research into a free-particle wave packet given in
Ref. [25].
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Appendix A.

In this appendix, we derive the expectation values of the canonical variables g and p and their squares.
The expectation value of an arbitrary operator O can be evaluated from

(0) = (Y0 |0¥Q)), (AD)

where |V (2)) is the wave function whose configuration representation is given in Eq. (24). For the
case of ¢ and p, the expectation values in the state W (g, t) are easily evaluated using the above
equation as

a  yo—1Io
(q) =a() (— - F(f)), (A2)
Qo m
Yo — o ap  yo—1Io
(p)=— - | —— @) ), (A3)
(1) o m
where
|
re)=| ——dr. A4
(1) /O 200 (A4)
In a similar way, the square of the canonical variables can also be evaluated as
2o’ (1 r\ — 1 ?
) =T O 2y (DO oy (0= Do) (A5)
a 2mh o m

2 BOT@) B0

2y __
(P7) = (p) 2maa(t)  o?(t)

2 2
R T2(r) ] 1 A6)

Ag)? + | — .
(Aq) +[4 t lom2a? | (ag)?

We can see that < pz) is represented in terms of the variance of g, which is defined in the form
Aq = [(g%) — (g)*1"/?. For more details of Ag, see Eq. (25).
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Abstract: Hannay’s angle is a classical analogue of the “geometrical phase factor” found by Berry in his research on
the quantum adiabatic theorem. This classical analogue is defined if closed curves of constant action variables return
to the same curves in phase space after an adaibatic evolution. Adiabatic evolution of Yang-Mills cosmology, which
is described by a time-dependent quartic oscillator, is investigated. Phase properties of the Yang-Mills fields are
analyzed and the corresponding Hannay’s angle is derived from a rigorous evaluation. The obtained Hannay’s angle
shift is represented in terms of several observable parameters associated with such an angle shift. The time evolution of
Hannay’s angle in Yang-Mills cosmology is examined from an illustration plotted on the basis of numerical evaluation,
and its physical nature is addressed. Hannay’s angle, together with its quantum counterpart Berry’s phase, plays a
pivotal role in conceptual understanding of several cosmological problems and indeed can be used as a supplementary

probe for cosmic inflation.

Keywords: Yang-Mills cosmology, Hannay angle, time-dependent quartic Hamiltnian, inflation

PACS: 03.65.Vf; 04.20.Cv; 03.50.-z

1 Introduction

After the advent of the inflation paradigm for the ex-
panding universe, various cosmological models that are
governed by homogeneous and isotropic fields in addition
to gravity have become an active research topic in cos-
mology. While most traditionally accepted fields for such
a paradigm are a single or several multiple scalar fields,
a large number of cosmological models employ sophisti-
cated cosmological theories based on reliable candidates
for dark energy, which is responsible for the inflation.
A class of potential theories of cosmology is those as-
sociated with non-minimally coupled Yang-Mills (YM)
fields, suggested by Gal’tsov and his collaborators [1-5].
Extensive studies on YM or Einstein-Yang-Mills (EYM)
cosmology has been carried out for the last two decades
and longer, partly motivated by its suitability for ex-
plaining the origin of the current stage of accelerated
inflation [4].

The aim of this paper is to analyze analytical descrip-
tion of YM condensates in cosmology. In particular, we
investigate cosmic evolution of YM fields and find the
cosmological Hannay’s angle, which seems to shed light

Received 16 December 2016, Revised 14 January 2017

DOI: 10.1088/1674-1137/41/6/065103

on the process of cosmological evolution. Let us recall
briefly Hannay’s angle, which is, for some Hamiltonians,
a slight modification of the old classical adiabatic theo-
rem which makes statements only for integrable Hamilto-
nian systems expressed in an action-angle variable (I,6).
It says that, in adiabatic evolution, the action variable
1 (t,)—f(t)) is adiabatic invariant, while the angle can be
calculated by solving for the instantaneous frequency of
OH(I,X ()
. ol

the action variable I(¢, X (t)) implies that the evolution
of the angle variables can be determined by making a
time-dependent canonical transformation of the phase
space variables to action-angle variables. Transforma-
tion to action-angle variables can be fulfilled by the gen-
erating function

the system G(t,)_f(t)) = . The existence of

S(.1, X () = / “agpe LX),

where p=0905/0q and § =95 /JI. Hannay discovered, for
some Hamiltonians, that an extra geometric shift Af, in
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the angle variable 6 that is conjugate to the action vari-
able I, can be determined from

o [t/asae, X\
AQ_W/O <T>dt, (2)

where ( ) denotes the average over 6 at a fixed time.

Cai and Papini [6] showed that a covariant gener-
alization of Berry’s phase which is connected to Han-
nay’s angle leads to generating non-Abelian gauge fields
in the manner adopted by Wilczek and Zee [7] with
non-relativistic approximations. In fact, such covariant
formalism is not only very acceptable but also natu-
rally accompanies the theory of YM fields [6]. More-
over, through their further study, Cai and Papini [§]
extended the theory of such covariant generalization to
non-linearly evolving systems. Yang-Mills fields are vec-
tor fields that obey local gauge invariance. We can use
them to solve the isotropy problem via an SU(2) YM
configuration. A special feature of the YM cosmologies
driven by SU(2) gauge fields is that they are described
by quartic oscillators [1] that are composed of a time-
dependent quadratic plus quartic Hamiltonian. In the
YM cosmology description with this potential, the con-
formal invariance for the quadratic action of YM fields is
conserved without introducing a mass scale [4], enabling
us to solve the problem of vector inflation.

The time-dependent Hamiltonian and the corre-
sponding Langrangian for the quartic oscillator that de-
scribes the SU(2) YM field will be constructed from the
basic equation for the Higgs scalar. To facilitate the anal-
ysis of the system, we assume that the system evolves
adiabatically in time, i.e., the parameters of the sys-
tem are slowly varying. This assumption is mostly taken
for granted in actual mathematical tasks that are con-
sidered to tackle dynamical systems with computational
schemes. The treatment of the time-dependent quartic
oscillator may be not an easy task because of the time
dependence of the parameters as well as the presence
of the quartic term in the Hamiltonian [9]. To simplify
the problem, we perform a canonical transformation that
preserves the form of the Hamiltonian equations. Based
on this transformation, the time evolution of the sys-
tem will be investigated on the basis of a perturbative
way [10]. Phase properties of the system and Hannay’s
angle [11] will be derived and their physical natures will
be addressed. Hannay’s angle is the classical counter-
part of the additional quantum phase known as Berry’s
phase [12-15]. Among the many areas in which Han-
nay’s angle and Berry’s phase play important roles, cos-
mology [6,8,16-23] and celestial mechanics [24, 25] have
been actively investigated so far in connection with them.
Hannay’s angle (or Berry’s phase) can be applied in ex-
tracting useful information associated with the theoret-
ical interpretation of observational aspects of inflation-

ary perturbations, such as the dynamical evolution of
the quantum fluctuations [16], vacuum instability [17],
the symmetry breaking of cosmological time [18], and
energy conservation in a gravity-scalar system [19].

2 Yang-Mills condensates

One recently suggested potential candidate for the
dark energy component is the YM condensate [26-29).
The introduction of the YM gauge boson condensate in
Robertson-Walker spacetime is adequate to explain the
advent of an inflationary expansion after the Planck time
in the early universe [30]. The inflation of the Universe
in the early epoch has been verified by the recent analysis
of observational data carried out by a research group at
the Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics using
the astronomical instrument BICEP2 (for details refer to
their announcement on March 17, 2014, and Ref. [31]).
They have discovered a faint but distinctive twisting
component (B-mode waves) in the polarization of CMB
radiation, which originated from primordial gravitational
waves. Such a signal is regarded as the imprint of large-
scale primordial cosmic inflation. However, the validity
of the experimental results and the relevant cosmolog-
ical consequences became controversial afterwards and
they should be reconfirmed by further observations by,
for example, the Keck Array [32].

Einstein-Yang-Mills-Higgs action in the gauge theory
associated with spontaneous symmetry breaking with
a SU(2) YM field can be described in terms of a =
My /(gMp)) and = My /My, where Mp, is the Planck
mass, My is the W-boson mass, and My is the Higgs
mass. Gal’tsov and Davydov [1, 2] suggested the equa-
tion for the Higgs scalar ¢ in YM cosmology as

A OB oD (3)

G+3H(t)g= 202(1)

where H(t) is the Hubble parameter, a(t) is the scale
factor that appears in the FRW metrics, and f(¢) is a
dimensionless single scalar function.

We suppose that the Higgs field varies much faster
than the YM field during some stage of cosmological evo-
lution [1, 2, 33, 34]. This allows a separate description
of the Higgs field via the quartic time-dependent oscil-
lator model described in terms of adiabatically varying
parameters. According to this, we consider a universe
that yields a non-trivial steady state with the parame-

ter [1]
_VB3-V3 (4)
V8B+V3

which satisfies the equations for fields associated with the
YM and Higgs scalar functions. Now, Eq. (3) becomes

f

G+3H(t)q+w(t)g=—F¢, (5)
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where

()= V85-+/3
~ 2a2(t) \ VBB+V3

According to the value of 3, there are stable and unstable
directions of cosmic evolution from a fixed point in the
phase space [1]. We are interested in the points which
are stable against small perturbations. The translation
of the long quasistable states may terminate during the
period of inflation. The time behavior of solutions of Eq.
(5) is essentially characterized by the parameters « and 3
in this case. The evolution of the scale factor would then
be mainly dominated by the Higgs potential, inducing a
slow-roll regime.

Notice that Eq. (5) is a kind of time-dependent quar-
tic oscillator equation. The Hamiltonian for this oscilla-
tor can be represented in the form

+ 1) — %’ (6)

H= % [efsf H(t)dth +w2 (t)egf H(t)dtq2
+2ﬂ263j‘H(t)dtq } . (7)

This Hamiltonian is important for treating YM conden-
sates in cosmology [1]. From Hamilton’s equation

oH
1= — —¢~ f H(t)dt
=, =° P, (8)

the canonical momentum of the system becomes
p= qe?)f H(t)dt' (9)

From a fundamental relation for the Lagrangian, £ =pg—
‘H, we obtain

1, .
L= TN —w?(t)g* —26%"]. (10)

In terms of a new variable ) that is defined as

Q= qe%fH(t,)dt,, the Lagrangian can be rewritten such
that

£(Q.0.1) =5 [ ~3H(1)QQ- 92 (1) Q?

_252673_['H(t')dt'Q4], (11)
where 9
2 (t):w2(t)—ZH2(t). (12)

The corresponding Hamiltonian in the transformed sys-
tem is given by

H(P,Q,t) = PQ~L(Q,Q,1). (13)
Considering P =8L/dQ, we have

Q:P+2H(t)Q. (14)

Then, the Hamiltonian is represented to be
1 3 1
H(P,Q,t)= 5lﬂ+ 5H(t)PQ+ §w2 () Q*
+,62Q4673'[H(tl)dtl, (15)

For a particular case where the parameters are given by
H(t) =2X(t)/3, w?(t) = wg, and 3 =v/4, the Hamilto-
nian reduces to that in Eq. (30) of Ref. [10]:

1 1 (e ag
Hp (P,Q) = §P2+)\PQ+§w§Q2+%e’SJ 1) 1 (16)

which corresponds to the Hamiltonian of the damped
quartic oscillator.

Since the description of the YM field in this model
yields the general quartic oscillator Hamiltonian, Eq.
(15), which is characterized by general time-dependent
parameters, a careful mathematical treatment is neces-
sary for a rigorous analysis of the system. From Hamil-
ton’s equations

Q=0H/0P, P=-0H/dQ, (17)
we obtain the classical equation of motion as

Q-+ (92 N gH > Q+apre /()W Qs =0, (18)
which is a somewhat complicated form. The concept of
effective YM condensate naturally allows a solution of
the coincidence problem in the dark energy model of a
flat expanding universe [27-29]. Based on the mathemat-
ical description associated with YM condensates given
here, the phase properties of YM fields and the relevant
Hannay’s angle shift will be investigated in the subse-

quent sections.

3 Time evolution of the Yang-Mills fields

To know how the Universe evolved from the early
epoch to today, it is necessary to study the time evolu-
tion of the Universe regarding its constituent fields and
matters. To study the time behavior of the YM fields,
we introduce a complex variable Z and its complex con-
jugate Z such that

Z_\/g{Q—%<gHQ+P)}, (19)
Z:@[Q+%(%HQ+P>] (20)

Equivalently, @ and P can be read as

1 _

=—(2+2), 21

Q=75 (2+2) (21)
0-3m  i0+lm

p=—2 7 2 7 (22)

V282
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From the first of the Hamilton’s equations given in
Eq. (17), we have

5=

Z+2)+iRZ —i0N7 7.
55 (2+7)

(23)

The evaluation of the second Hamilton’s equation, Eq.
(17), leads to

(24)

This equation can be solved perturbatively using its
canonical reduction to a normal form, provided that the
system is weakly nonlinear [(46%/w?)@? < 1] in addi-
tion to the supposition that the parameters, H, w, and
0B, vary adiabatically, i.e., slowly in time. The previous
supposition that the Higgs field varies much faster than
the YM one during some stage of cosmological evolution
allows us to assume that the system is weakly nonlinear.
Thus Eq. (24) can be solved perturbatively using its
canonical reduction to normal form. Under these con-
ditions, let us take advantage of the following near to
identity transformation

Z =u+a, (25)

where ¢ is sufficiently small so that u > du. Then, Eq.
(24) can be rewritten in terms of u and @ as

32
U= YUY ST e () (4 1 )2

92
) Q—%H
x[(1+36)u+(1+36)ﬁ]+T

X (4 0u) — 0 — b (26)

where Y = 2— gH/(Q.Q) Using the complex conjugate

of the above equation:

132
i = —iYa—iYdu— %&”H(t )4 (u4-m)?

x [(1438)u+ (1430) u]
0+ 20

+——2 (u+6u)—odu—oi,

50 (27)

we can eliminate @ in Eq. (26). Then, Eq. (26) becomes

32
a=iYu+iYéu+ }%e*””(t’)‘“’ (u+1)°
i 02
< [(1430) wt (1+30)u] + —5 53— (u+u)
. 32 . ’ ’
—Su+iYéu+ %e*” H(E)I 5 (4 +7)
o4y
< [(L430)a+ (1430)u] - —5—0u.  (28)

Now, for the case that § and its complex conjugate have
the form

gﬂ+m _ gﬂ_m
=T T I (29)
Eq. (28) becomes
A2
u=1iYu+ }%efsf}[(t Jat (u+1a)?
X [(1+6+30) u+(1+44)u] . (30)

For further study of the nonlinear correction, it is
necessary to introduce a second change of the variable,
which is near to identity, such that [10]

u=v+av®+ pvo® +v0°, (31)

where «, p, and v are time-dependent coefficients that
are real. By inserting this in Eq. (30), the equation for
the new variable v can be obtained as

(1+3av® + pv*) ¥
=iY (v+av® + pvv* + %)
5 s (4 )2 (1464 38) (v
02
+av® + pvo® +40%) + (1 +46) (v + av®
+pv? +90°)] = (2pv + 3y0%) U —

—pvv? — A5,
Using the complex conjugate of this equation:

0 (14 3a0® + pv?)
=—iY (v +av®
— 2 g i8? -3 [ H(t')at’ N2
+pov’ + v )—?e (v+0)

2
X[ (146+36) (0+av® + pov® +40°)
+ (1446) (v+on® + pvo* +72%) |

—0 (2p0+ 37v?) — av® — pov® —Av®, (33)

065103-4



Chinese Physics C  Vol. 41, No. 6 (2017) 065103

we can eliminate v in Eq. (32). Then. Eq. (32) yields

v+avf+mm2+1#
=i+ B 9 (14 (54.8) o
4|20ty emara()ar 5 1+5+35]
+ 2ipY+e*3fH( e 2 315 (1+35—|—5)}vv
+ 417Y+ gz 31‘H(“)€‘“(1+45)}v3. (34)

Hence, we can confirm that, according to the nonlinear
change of variable u [Eq. (31)], the expression @ given in
Eq. (30) can be converted in terms of the new variable
v as Eq. (34), where the time derivatives of «, p, and v
hold the equations

i3? =3/ H(t')dt

6=20iY + e "(1+6+33),  (35)
2

p= 2le+30€ ¢ () (143545),  (36)

F=4ivY + 52 73fH(t/)dt/(1+46). (37)

Then, Eq. (34) becomes

3if3? o3/ H(t')at
02

This formula will be used in the next section to inves-
tigate phase properties of the YM field and the corre-
sponding Hannay’s angle.

b=iVo+ 2 "14+2(6+8)] %0 (38)

4 Phase properties: Hannay’s angle

Phase properties of the adiabatically evolving YM
field with time-dependent paramaters of the Hamilto-
nian will be investigated in this section. The discussion
of the non-vanishing Hannay’s angle in the evolution of
the YM field is necessary from a theoretical point of view
mainly because of its gauge-theoretical structure [2, 7).
By setting

v=Ae?/ H(t/)dt/ei@, (39)

we can confirm from the use of Eq. (38) that the equa-
tions for the amplitude A and the angle © are read

. . 2
A—i-gHA—HAG):iYA—F 396

[1+2(6+0)] A%, (40)

By adding this equation with its complex conjugate,
which is

.3 L ) 3132
A+§HA—1A9——1YA— 12

[1+2(6+0)] A%, (41)

we have

A+3HA=0. (42)

The subtraction of Eq. (41) from Eq. (40) gives

2
=Y+ 50 —[142(6+0)] A°. (43)
It is possible to obtain an explicit form of A(¢) from Eq.
(42) provided that H(t) is known. Consequently, if A(t)
is known, we can also obtain © from Eq. (43). In this
way, we can identify a complete solution of v given in

Eq. (39).
Because 3
L
6+5=29w (44)

the derivative of the angle given in Eq. (43) can be

rewritten as

- 352 ,\ 3H 632 ,
@_Q<1+—A) 49(1+—A) (45)

If we consider the fact that Eq. (42) implies that A is
given by A= Aye?/o #4¥' this equation becomes

3H 3432 3H ¢
6= ”‘@*ﬁ(l‘mg)%e%“’ (46)

In particular, for the limit that ¢ is sufficiently small,
we can express @, under the assumption of the adiabatic
change of the parameters H and (3, in the form

é_9<1+3—52Ag> 3H<1+6—62Ag>, (47)

23 402 23

where B is a renormalized parameter of the form B =
t

Ié] (1—|—3/ Hdt’). The second term in Eq. (47) is the
0

time-dependent geometric one, i.e., Hannay’s part of e,
whereas the first term is the dynamical part. Thus, Han-
nay’s angle is obtained to be

GH(t):—/O ilrz{ (1+6—52A2> dt+65(0),  (48)

where Oy (0) is the initial Hannay’s angle. If we think
that it is difficult to know the amount of @y (0), the dif-
ference in Hannay’s angle between arbitrary two times
to and t (o <t) may be more useful:

A@H(t):—/t %( 662A2> (49)

The appearance of this angle holonomy is of purely ge-
ometrical origin. Figures 1-4 represent simple time evo-
lutions of Eq. (49) and their time derivatives where we
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have taken H = a(t)/a(t) and a(t) = (t/ae)**. Here, ag
and a; are constants. In these figures, Hannay’s angle
slowly increases at first, but its increment becomes grad-
ually faster as time goes by. This is an extra angle shift
emerging via the angle variables in a classical system
along adiabatic or non-adiabatic changes of the parame-
ters through a closed path in the parameter space. Fig-
ure 1 shows that the accumulation of Hannay’s angle over
time becomes small as a, increases. On the other hand,
from Figs. 2-4, we can conclude that the accumulation
of Hannay’s angle becomes large as the parameters such
as a;, a, and (8 increase. From the time derivatives of
Hannay’s angle in the figures, we can confirm the exact
ratio of the increment of geometric angle per unit time.

3.0r
| [ A0n(D);a,=1.00
25k — A@”(t);aU:l.OS
— AOy(1);ap=1.10
CRN I == d[AGL(N]/dt;ay=1.00
g 20r |- d[AG(D)]/dt;ay=1.05
- o - d[AOy()]/dt;ag=1.10
> 15
g I
g
T 1.0
0.5
0.0 —— I rEELe
1 1 1 1 I 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Fig. 1. (color online) Hannay’s angle shifts for sev-

eral different values of ap and their time deriva-
tives represented as a function of ¢. This is plotted
on the basis of numerical evaluation of Eq. (49)
with the choice of to = 1, where all values are
taken to be dimensionless for the sake of conve-
nience (This convention will also be applied to all
the subsequent figures.). The values we used here
area1 =1, Ao=1,a=1,and 8=1.

3.0r
| [——AGL(1);a,=1.00
55k |——AGu(0:a,=1.05
2T Ay (1);a,=1.10
o Tl d[AGy(1)]/dt;a,=1.00 /]
g 207 o d[AGL()]/dt;a,=1.05
R O d[AG(1)]/dt;a,=1.10
z 15
=] | '
g ’///
T 1.0
0.5
0.0F
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Fig. 2. (color online) Hannay’s angle shifts for sev-

eral different values of a; and their time deriva-
tives represented as a function of ¢. The values we
used here are ap =10, Ag=1, a=1, and g=1.

3.0r
| —2A6,(0);6-1.0
25F | ABy(1);=1.1
| |[—— ABu();p=1.2 /
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2 20r | d[AGy(1)]/dt;p=1.1 ;
- g d[AGL(N]/de;f=1.2
> 15 ;
£ I
g
T 1.0
0.5
oo "
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Fig. 3. (color online) Hannay’s angle shifts for sev-
eral different values of o and their time derivatives
represented as a function of t. The values we used
here are ap =10, a1 =1, Ap=1, and =1.
3.0r
L |—— ABOy(9);=1.0
55k [ AGu(0:p=1.1
L | AGu(n);p=12
L] e d[AOy(H)]/dt; =1.0
2 20 e d[AGx(H]/dr;p=1.1 y
P o — d[AGu(D)]/dt;=1.2 Y 5
z 1.5F y
= I .
g y
T 1.0
0.5
(.0 [Pt RRET
1 1 1 1 I 1 I 1 1 1
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t
Fig. 4. (color online) Hannay’s angle shifts for sev-

eral different values of 3 and their time derivatives
represented as a function of ¢. The values we used
here are ap =10, a1 =1, Ap=1, and a=1.

Through a comparative study via the first order ap-
proximation of perturbation theory [10], we can easily
confirm that the damped quartic oscillator is canonically
equivalent to this generalized quartic oscillator with a
renormalized parameter B Hence, both systems have
an identical Hannay’s angle. The Hannay’s angle shift
given in Eq. (49) provides fertile ground for applications
in analyzing the evolution of the Universe.

Because the amount of phase shift originating from
Hannay’s angle is in general very small compared to the
dynamical phase shift, the detection of Hannay’s angle
may be a somewhat cumbersome task and requires high
precision measurements or observations [35]. A simple
observation of Hannay’s angle is possible for an ellipi-
cally orbiting object in celestial mechanics by averaging
initial angles of the motion over the torus [35-38]. Such
measurability of Hannay’s angle can be extended to more
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general and complicated systems, such as circular three-
body gravitational systems [24, 25, 39], non-Abellian
gauge fields systems [40], interacting many-particle bo-
son systems [41], and systems undergoing noncyclic evo-
lution [42]. In cosmology associated with the theory de-
veloped here, the evolution of Hannay’s angle given in
Eq. (49) is represented in terms of observable parame-
ters. One can claim that the observation of Hannay’s an-
gle can serve as a demonstration of the validity of a given
cosmological theory. This is the physical significance of
analyzing the cosmological Hannay’s angle regarding its
theoretical and observational aspects.

5 Conclusion

The time behavior of YM cosmology has been inves-
tigated under the adiabatic evolution of time-dependent
parameters. Novel features of phase transition in the
early epoch can be explained by YM condensates which
accompany the description of dark energy responsible
for the inflation of the Universe. A rigorous evaluation
leads the equation for the YM field to that of a parti-
cle confined in the quartic potential. Although the usual
YM action is conformally invariant, YM fields associated
with a vector field for inflation violate conformal invari-
ance [3]. The phase properties of the system were ana-
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Abstract:

This work is made of two parts; In the first one we
have determine the linear and Hermitian invariant of
the inverted oscillator then solving the eigenvalues
equation and calculating the phase as well as the
solution of the Schrédinger equation of the system.
This solution in the form of a Gaussian wave packet
allows us to define the coherent states of the
inverted oscillator. These coherent states reproduce
the classical evolution, they are eigenstates of the
annihilation operator and they are obtained by
applying the displacement operator to the ground
state.

In the second part, we used the fact that the
evolution equation of the Yang-Mills field is that of
a particle confined in a quartic potential. The
adiabatic evolution alows us to study the classical
evolution of the quartic oscillator and introduce the

notion geometric angle of this system.
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