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 الملخص

 وكثيرات الحدود باستخدام تقنية الأعدادبحساب الدوال المولدة العادية لبعض  منهت ،الأطروحةه ذفي ه   

 بدوفان غوصيانأعداد اجل الحصول على دوال مولدة جديدة لجداءات وهذا منالتوابع التناظرية 

كثيرات الحدود المركبة بمتغيرين فيبوناتشي  وايضا مع الاعدادوغوصيان بال بدوفان مع يعض 

الدوال التناظرية دو عدة متغيرات مع بعض  لجداءاتكذلك للحصول على دوال مولدة جديدة  ،ولوكاس

  بانواعها الأربع. الحدود المتعامدة لتشيبيشاف أيضا كثيراتو الأعداد

اعداد غوصيان بدوفان وغوصيان بال  ،الدوال المولدة ،التناظريةلدوال المولدة ا :الكلمات المفتاحية

كثيرات الحدود المتعامدة لتشيبيشاف. ،كثيرات الحدود المركبة بمتغيرين فيبوناتشي و لوكاس ،بدوفان  

 

Abstract 

  In this thesis, we looked at calculation of the ordinary generating functions of  some 

numbers and polynomials using the concept of symmetric functions . First, we give new 

product generating functions of the Gaussian numbers of Padovan,  Pell-Padovan with the 

numbers:  k-Fibonacci, k-Pell, k-Jacobsthal and the complex bivariate polynomials of 

Fibonacci and Lucas. Next, we also find new generating functions of  the products of the 

numbers : k-Lucas, k-Mersenne and symmetric function in several variables as well as 

Chebychev orthogonal  polynomials. 

Key Words : Symmetric functions, generating functions, Gaussian padovan and Gaussian 

pell-padovan numbers, bivariate Fibonacci and Lucas polynomials, Chebychev polynomials. 

   

Résumé 

  Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés aux calculs des fonctions génératrices 

ordinaires de certains nombres et polynômes en utilisant le concept des fonctions 

symétriques. D’abord, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices de produits 

des nombres Gaussians de Padovan, Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-

Jacobsthal et les polynômes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas. Ensuite, nous 

trouvons également des nouvelles fonctions génératrices de produits des fonctions 

symétriques à plusieurs variables avec certains nombres : k-Lucas, k-Mersenne ainsi que des 

polynômes orthogonaux de Chebychev des quatre types. 

Mots clés: Fonctions symétriques, fonctions génératrices, nombres Gaussiens de Padovan et 

Pell-Padovan, polynômes bivariés  complexes de Fibonacci et Lucas, polynômes de 

chebychev. 
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Notations
N : l�ensemble des nombres entiers naturels positifs

R : l�ensemble des nombres réels

C : l�ensemble des nombres complexes

fe1; e2; e3; :::; eng : un alphabet

@xi;xi+1f : la di¤érence divisée de f

�ke1e2 : l�opérateur symétrique

Fk;n : les nombres de k-Fibonacci

Fk;�n : les nombres de k-Fibonacci d�indice négatif

Lk;n : les nombres de k-Lucas

Lk;�n : les nombres de k-Lucas d�indice négatif

Pk;n : les nombres de k-Pell

Pk;�n : les nombres de k-Pell d�indice négatif

Jk;n : les nombres de k-Jacobsthal

Mk;n : les nombres de k-Mersenne

Mk;�n : les nombres de k-Mersenne d�indice négatif

T
(4)
n : les nombres de Tetranacci

GPn : les nombres Gaussiens de Padovan

GRn : les nombres Gaussiens de Pell-Padovan

Un (x) : les polynômes de Chebychev de deuxième espèce

Tn (x) : les polynômes de Chebychev de premier espèce

Vn (x) : les polynômes de Chebychev de troisième espèce

Wn (x) : les polynômes de Chebychev de quatrième espèce

Fn (x) : les polynômes de Fibonacci

Ln (x) : les polynômes de Lucas

Pn (x) : les polynômes de Pell

Jn (x) : les polynômes de Jacobsthal

Fn (x; y) : les polynômes bivaries complexes de Fibonacci

Ln (x; y) : les polynômes bivaries complexes de Lucas



Introduction
En mathématique et notamment en analyse et en combinatoire, une fonction génératrice est

une série formelle dont les coe¢ cients codent une suite (an)n2N de nombres ( ou plus générale-

ment de polynômes, etc...) ; on dit que la série est associée à la suite. Ces séries furent introduites

par Abrahan de Moivre en 1730, pour obtenir des formules explicites des suites dé�nies par

récurrence linéaire. Il existe plusieurs sortes de fonctions génératrices, comme les fonctions gé-

nératrices ordinaires, exponentielles, de lambert, de Drichlet, etc. On peut associer à toute suite

une fonction génératrice de chaque type, mais la facilité de manipulation de la fonction dépent

considérablement de la nature de la suite associée. Ces suites se rencontrent dans des domaines

divers : par exemple en analyse combinatoire dans les problèmes de denombrement, en biologie

dans le cadre de la dynamique des populations, en informatique dans l�analyse des algorithmes

et même en macroéconomie.

Les plus célèbres suites de nombres existaient depuis très longtemps et qui sont récurrents

d�ordre deux à savoir les suites des nombres de Fibonacci Fn, Lucas Ln, Pell Pn, Jacobs-

thal Jn, Jacobsthal-Lucas jn, Mersenne Mn, etc... Par exemple Fn, de Fibonacci qui est une

suite de nombres entiers ou chaque terme est la somme des deux termes qui le précèdent.

Elle commence généralement par les termes 0 et 1 (resp. 1 et 1) et ses premiers termes sont

0; 1; 1; 2; 3; ::: (resp. 1; 1; 2; 3; 5; :::) :

Leonardo Fibonacci est le premier qui a introduit cette suite qui décrit la croissance d�une

population de Lapins. Dans son Liber Abaci ( livre de calcul ), publié en 1202, principalement

consacré aux calculs commerciaux, il a¢ ne et résout des problèmes algébriques déjà rencontrés

dans l�oeuvre du mathématicien AL Khwarizmi. Plusieurs auteurs ont étudie les nombres de

Fibonacci par exemple Hoggatt dans [44]; Vorobiov dans [77], Marques dans [51] et Shattuck dans

[69]. Ils peuvent généraliser aussi les suites de Fibonacci aux suites de Tribonacci, Tetranacci,

Pentanacci, etc...n-step Fibonacci dé�nies par des relations de récurrences analogues, pour plus

d�information voir [75], [78], [74], etc...

D�autre part, il ya aussi des suites de nombres Gaussiens qui sont des nombres complexes dont

la partie réelle et imaginaire sont deux des entiers par exemple les nombres Gaussiens d�ordre deux

de Fibonacci GFn; Pell GPn; Lucas GLn, Jacobsthal GJn; Jacobsthal-Lucas Gjn:::etc. En 2017;



dans [76] D. Tasci a étudie les nombres Gaussiens d�ordre trois de Padovan GPn, Pell-Padovan

GRn et a présenté les formules de Binets, les fonctions génératrices et quelques propriétés de

ces nombres. Dans [5] Mustafa Asci et Esref Gurel ont dé�ni les polynômes bivaries complexes

de Fibonacci et Lucas, ils ont aussi déterminé les fonctions génératrices ordinaires ainsi que les

formules de Binets et les dérivées partielles de ces polynômes.

Les fonctions génératrices des nombres de Fibonacci et les polynômes de Chebychev de deux

espèces ont été déterminé par plusieurs chercheurs, par exemple : en 1994, D. Foata [40] a utilisé

des techniques combinatoires a�n de donner des fonctions génératrices des produits de nombres

de Fibonacci
1P
n=0

F 2nz
n, ainsi que les produits des polynômes de Chebychev des deux espèces. Les

séries
1P
n=0

FnTn (x) z
n;

1P
n=0

FnUn (x) z
n;

1P
n=0

Un (x)Tn (x) z
n

sont des exemples des séries obtenues. En 2004, A. Lascoux dans [47] a trouvé un autre résultat

qui est l�identité de Ramanujan par la méthode des di¤érences divisées et aussi l�auteur T.

Mansour dans [49] a déterminé les fonctions génératrices des nombres de Lucas, Pell, Pell-Lucas

par les suites de Horadam�s.

L�opérateur symétrique �0a1a2 a été dé�ni par M. Paul en 1951 puis A. Lascaux et A. Abder-

rezzak ont dé�ni l�opérateur �ka1a2en 1991 et il n�a été utilisé qu�en 2013 par A. Boussayoud et

M. Kerada dans [12] où cet opérateur a été appliqué à la série formelle inversible
1P
n=0

ena
n
1z
n qui

leur a permis de récupérer de nombreuses identités et des fonctions génératrices en utilisant le

concept des fonctions symétriques.

En 2014; dans [13], M. Kerada et A. Boussayoud ont récupéré les fonctions génératrices

obtenues par D. Foata et A. Lascaux en appliquant l�opérateur �ka1a2 à la série formelle inversible
1P
n=0

Sn (�A) en1zn.

En 2018; A. Boussayoud, M. Chelgham et S. Boughaba dans [21] ont appliqué la di¤érence

divésée @a1a2 à la série
1P
n=0

Sn (E) a
n+k
1 zn avec E un alphabet de cardinal deux, ils ont obtenu

les fonctions génératrices des produits des nombres de Fibonacci et Pell avec les nombres de

Mersenne, en plus les fonctions génératrices des produits des nombres de Mersenne avec les

polynômes de chebychev du premier et second types.

En 2019; les auteurs dans [7] ont calculé les fonctions génératrices des produits de la fonction
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symétrique à plusieurs variables et les nombres de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell; k-Jacobsthal

d�indice négatif.

Notre objectif dans cette thèse est d�obtenir de nouveaux résultats sur les fonctions géné-

ratrices des produits de certains nombres et polynômes orthogonaux, en appliquant l�opérateur

symétrique �ka1a2 à la série formelle inversible
1P
n=0

Sn (E) a
n
1z
n où E un alphabet de cardinal trois

ou quatre et en utilisant les fonctions symétriques qui forment l�objet central dans ce travail.

Ce travail comporte principalement quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons les outils et notions préliminaires nécessaires à la

compréhension des chapitres suivants, nous donnons tout d�abord quelques rappels sur les séries

formelles, les relations de récurrences de certains nombres et polynômes et aussi des résultats

auxiliaires sur les fonctions génératrices et ses applications sur les suites dé�nies par récurrences

linéaires d�ordre deux, trois et quatre. A� la �n nous introduisons les fonctions symétriques

élémentaires et complètes ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre, nous donnons des nouvelles fonctions génératrices des nombres

de Tetranacci généralisés et nous récupérons aussi des fonctions génératrices des nombres de

Fibonacci généralisés, Tribonacci généralisés et certains polynômes.

Dans le troisième chapitre, nous présentons des nouveaux résultats sur les fonctions généra-

trices de produits des nombres Gaussiens de Padovan GPn, Pell-Padovan GRn avec des nombres

ainsi que des polynômes bivariés complexes comme suit

1P
n=0

GPnFk;nz
n;

1P
n=0

GPnPk;nz
n;

1P
n=0

GPnJk;nz
n;

1P
n=0

GPnMk;nz
n;

1P
n=0

GPnFn (x; y) ;
1P
n=0

GPnLn (x; y) ;

1P
n=0

GRnFk;nz
n;

1P
n=0

GRnPk;nz
n;

1P
n=0

GRnJk;nz
n;

1P
n=0

GRnMk;nz
n;

1P
n=0

GRnFn (x; y) ;
1P
n=0

GRnLn (x; y) :

Ce chapitre fait l�objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, B. Aloui, M. Kerada, Gaussian Padovan, Gaussian Pell-Padovan

numbers and new generating functions with some numbers and polynomials, Journal of informa-

tion and optimization sciences, (43)-16 pages(2022).

Le chapitre quatre est consacré aux nouveaux théorèmes, ces derniers sont basés sur l�action

de l�opérateur symétrique �1p1p2à la série
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n cela nous permet de donner
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une autre approche pour le produit de la fonction symétrique à plusieurs variables et les nombres

(k-Fibonacci Fk;n, k-Lucas Lk;n, k-Pell Pk;n; k-Jacobsthal Jk;n, k-Mersenne Mk;n) ainsi que des

polynômes orthogonaux par exemple

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fk;nz
n;

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Pk;nz
n;

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) Jk;nz
n;

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Un (x) z
n;

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Tn (x) z
n;

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Vn (x) z
n:

Comme application, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres de Tetranacci T (4)n avec des nombres : k-Pell Pk;n; k-Jacobsthal Jk;n, k-Mersenne Mk;n

et aussi des polynômes de Pell, Jacobsthal comme suit

1P
n=0

T (4)n Pk;nz
n;

1P
n=0

T (4)n Jk;nz
n;

1P
n=0

T (4)n Mk;nz
n;

1P
n=0

T (4)n Pn (x) z
n;

1P
n=0

T (4)n Jn (x) z
n:

Ce chapitre fait l�objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, A. Abderrezzek , M. Kerada, complete and elementary symme-

tric functions in several variables and orthogonal polynomials, nonlinear studies, 29(1), 329-346,

2022.

Nous terminerons cette thèse par une conclusion générale et une liste bibliographie.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

A�n de rendre facile la compréhension de cette thèse, nous avons rappelé quelques dé�nitions

et théorèmes de base concernant les séries formelles, les relations de récurrences linéaires, les

fonctions génératrices et les fonctions symétriques qui seront utilisées fréquemment au long de

ce travail. Les références utilisées dans ce chapitre sont [1], [5], [18], [36], [44].

1.1 Séries formelles

1.1.1 Dé�nition, opérations

Soit K un corps commutaif (K = R ou C) :

Dé�nition 1.1 Les éléments de l�ensemble K [[Z]] =
� 1P
n=0

anz
n; an 2 K

�
s�appellent les séries

formelles à coe¢ cients dans K. Pour n 2 N; zn s�appelle le monôme de degré n et an est son

coe¢ cient.

Dé�nition 1.2 Soient u (z) =
1P
n=0

anz
n et v (z) =

1P
n=0

bnz
n deux séries formelles. On peut dé�nir

les opérations comme suite

1. La somme

u (z) + v (z) =
1P
n=0

(an + bn) z
n:

2. Le produit

u (z)� v (z) =
1P
n=0

(
nP
k=0

akbn�k)z
n:

3. Multiplication par un scalaire

�u (z) =
1P
n=0

�anz
n:

4. Dérivation

u0 (z) =
1P
n=0

(n+ 1) an+1z
n:

5. Intégration R
u (z) =

1P
n=0

an
zn+1

n+ 1
:

9



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.1.2 Inverse d�une série formelle

Dé�nition 1.3 On dit que la série
P1

n=0 bnz
n est l�inverse de la série

P1
n=0 anz

n si

� 1P
n=0

anz
n

�
:

� 1P
n=0

bnz
n

�
= 1:

Proposition 1.1 Une série formelle
1P
n=0

anz
n est inversible si et seulement si a0 6= 0:

Preuve: Soit
P1

n=0 bnz
n est l�inverse de la série

P1
n=0 anz

n telle que

� 1P
n=0

anz
n

�
:

� 1P
n=0

bnz
n

�
= 1

1P
n=0

�
nP
k=0

akbn�k

�
zn = 1

a0b0 +
1P
n=1

�
nP
k=0

akbn�k

�
zn = 1;

par identi�cation ; on trouve

a0b0 = 1;

et
1P
n=1

�
nP
k=0

akbn�k

�
zn = 0;

ce qui donne le coe¢ cient a0 non nul.

Réciproquement, si a0 est non nul, alors le système triangulaire d�équations8>>>>>><>>>>>>:

a0b0 = 1

a1b0 + a0b1 = 0
...

anb0 + an�1b1 + :::+ a0bn = 0

;

a une unique solution.

Exemple 1.1 .

1. La série
P1

n=0 z
n est inversible et d�inverse 1� z:

10
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2. La série
P1

n=0 (�1)
n zn est inversible et d�inverse 1 + z:

3. La série
P1

n=0
zn

n!
est inversible et son inverse

1P
n=0

(�1)n zn
n!
:

1.2 Relations de récurrences linéaires homogènes

Dé�nition 1.4 Une relation de récurrence est dite linéaire homogène d�ordre k à coe¢ cients

constants ; si elle est de la forme

un + d1un�1 + d2un�2 + :::+ dkun�k = 0; (1.1)

ou d1, d2; ...,dk 2 K et dk 6= 0:

Remarque 1.1 .

1. un = 0 est une solution de l�équation (1:1) ; elle s�appelle solution triviale.

2. un = zn est solution de l�équation (1:1) avec un 6= 0 ; véri�e

zn + d1z
n�1 + d2z

k�2 + :::+ dkz
n�k = 0;

si n = k ; on trouve

zk + d1z
k�1 + d2z

k�2 + :::+ dk = 0;

cette dernière équation est l�équation caractéristique.

Dé�nition 1.5 Le polynôme caractéristique est donné par

P (z) = zk + d1z
k�1 + d2z

k�2 + :::+ dk:

Théorème 1.1 Soit d1; d2; :::; dk des nombres réels et dk non nul. Supposons que le polynôme

caractéristique P admet k racines distinctes z1; z2; :::; zk; alors un est une solution générale de

la relation de récurrence si et seulement si

un = c1z
n
1 + c2z

n
2 + :::+ ckz

n
k ;

11
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avec c1; c2; :::; ck des constantes réelles.

Proposition 1.2 (Dépendance des conditions initials)

Soit �0; �1; �2; :::; �n�1 n scalaires. Il existe une unique solution un telle que ui = �i pour

i = 0; 1; :::; n� 1:

Remarque 1.2 La relation de récurrence et les conditions initials déterminant la solution de

façon unique.

Exemple 1.2 Soit la relation de récurrence de la suite de Fibonacci8<: Fn = Fn�1 + Fn�2; n � 2

F0 = 0; F1 = 1
;

son équation caractéristique est

z2 � z � 1 = 0;

qui a pour racines simples avec � = 5

z1 =
1 +

p
5

2
; z2 =

1�
p
5

2
:

La solution générale est donnée par

Fn = c1z
n
1 + c2z

n
2 ;

autrement dit

Fn = c1

 
1 +

p
5

2

!n
+ c2

 
1�

p
5

2

!n
;

les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme suit8<: F0 = c1 + c2 = 0

F1 = c1z1 + c2z2 = 1
;

en résolvant ce systhème à deux équations et deux inconnues, on obtient : c1 = 1p
5
; c2 =

�1p
5
:

12
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En �n, on écrit Fn comme suit

Fn =
1p
5

" 
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n#
:

1.2.1 Relations de récurrences d�ordre deux de certains nombres

Dé�nition 1.6 [58] La suite de Fibonacci généralisée (Un)n2N est dé�nie par8<: Un = aUn�1 + bUn�2; n � 2

U0 = �; U1 = �
;

avec a; �; � 2 Z; b 2 Z�:

Le tableau ci-dessous donne des relations de récurrences de certains nombres :k-Fibonacci,

k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne.

Les valeurs de a; b; �; � Les suites Relations de récurrences

a = k; b = � = 1; � = 1 k-Fibonacci

8<: Fk;n = kFk;n�1 + Fk;n�2; n � 2

Fk;0 = 0; Fk;1 = 1

a = � = k; b = 1; � = 2 k-Lucas

8<: Lk;n = kLk;n�1 + Lk;n�2; n � 2

Lk;0 = 2; Lk;1 = k

a = 2; b = k; � = 0; � = 1 k-Pell

8<: Pk;n = 2Pk;n�1 + kPk;n�2; n � 2

Pk;0 = 0; Pk;1 = 1

a = k; b = 2; � = 0; � = 1 k-Jacobsthal

8<: Jk;n = kJk;n�1 + 2Jk;n�2; n � 2

Jk;0 = 0; Jk;1 = 1

a = 3k; b = �2; � = 0; � = 1 k-Mersenne

8<: Mk;n = 3kMk;n�1 � 2Mk;n�2; n � 2

Mk;0 = 0; Mk;1 = 1

Table 1.1. Relations de récurrences de certains nombres.

13
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Si l�on pose k = 1; le tableau ci-dessous devient

Les valeurs de a; b; �; � Les suites Relations de récurrences

a = 1; b = � = 1; � = 1 Fibonacci

8<: Fn = Fn�1 + Fn�2; n � 2

F0 = 0; F1 = 1

a = � = 1; b = 1; � = 2 Lucas

8<: Ln = Ln�1 + Ln�2; n � 2

L0 = 2; L1 = 1

a = 2; b = 1; � = 0; � = 1 Pell

8<: Pn = 2Pn�1 + Pn�2; n � 2

P0 = 0; P1 = 1

a = 1; b = 2; � = 0; � = 1 Jacobsthal

8<: Jn = Jn�1 + 2Jn�2; n � 2

J0 = 0; J1 = 1

a = 3; b = �2; � = 0; � = 1 Mersenne

8<: Mn = 3Mn�1 � 2Mn�2; n � 2

M0 = 0; M1 = 1

Table 1.2. Relations de récurrences de certains nombres classiques.

1.2.2 Relations de récurrences d�ordre trois de certains nombres Gaus-

siens

Dé�nition 1.7 [70] La suite de Tribonacci généralisée fVngn2N est dé�nie par la relation de

récurrence suivante : 8<: Vn = rVn�1 + sVn�2 + tVn�3; n � 3

V0 = a; V1 = b; V2 = c
;

avec a; b; c 2 C et r; s 2 N; t 2 N�:

Exemple 1.3 .

1. Pour r = 0; s = t = 1; a = 1; b = 1 + i; c = 1 + i, nous obtenons la suite des nombres

Gaussiens de Padovan 8<: GPn = GPn�2 +GPn�3; n � 3

GP0 = 1; GP1 = 1 + i; GP2 = 1 + i
:

2. Pour r = 0; s = 2; t = 1; a = 1� i; b = 1 + i; c = 1 + i, nous obtenons la suite des nombres

14
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Gaussiens de Pell-Padovan8<: GRn = 2GRn�2 +GRn�3; n � 3

GR0 = 1� i; GR1 = 1 + i; GR2 = 1 + i
:

1.2.3 Relations de récurrences de certains polynômes orthogonaux

Dans cette partie, on dé�nie les polynômes de Chebychev des quatre types ainsi que les

polynômes de Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal et les polynômes bivariés complexes de Fibonacci

et Lucas.

Dé�nition 1.8 Une suite de polynômes orthogonaux est une suite in�nie de polynômes P0 (x) ; P1 (x) ; :::à

coe¢ cients réels, dans laquelle chaque Pn (x) est de degré n, et telle que les polynômes de la suite

sont orthogonaux deux à deux pour un produit sclaire de fonctions donné.

Théorème 1.2 [32] Soit (Pn (x))n2N une suite de polynômes normalisée

Pn (x) = x
n + an�1x

n�1 + an�2x
n�2 + an�3x

n�3 + :::

alors (Pn (x))n2N une suite de polynômes orthogonaux normalisée si et seulement si�il existe

deux suites de nombres complexes (�n)n2N et (�n)n2N véri�ant la relation de récurrence suivante :8<: Pn+1 (x) = (x� �n)Pn (x)� �nPn�1 (x) ; n � 0

P�1 (x) = 0; P0 (x) = 1
:

Proposition 1.3 [32] (Favadar�s) Toute suite de polynômes (Pn (x))n2N de relation de récur-

rence d�ordre deux est une suite de polynômes orthogonaux.

Dé�nition 1.9 On dé�nit la fonction Tn par

Tn (cos �) = cos (n�) ; � 2 [0; �] ; n 2 N;

si x 2 [�1; 1] ; alors on a

Tn (x) = cos (n (arccos x)) :

15
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Proposition 1.4 Les polynômes de Chebychev de première espèce sont dé�nis par la relation de

récurrence suivante : 8>>><>>>:
T0 (x) = 1

T1 (x) = x

Tn+2 (x) = 2xTn+1 (x)� Tn (x) ; n � 0

:

Preuve: Il su¢ t de prouver que

Tn (x) + Tn+2 (x) = 2xTn+1 (x) :

Pour � 2 [0; �] ; n 2 N; on a

cos (n�) + cos ((n+ 2) �) = cos ((n+ 1) �) cos � + sin ((n+ 1) �) sin �

+cos ((n+ 1) �) cos � � sin ((n+ 1) �) sin �

= 2 cos ((n+ 1) �) cos �;

de la dé�nition 1:8, on a

8� 2 [0; �] Tn (cos �) + Tn+2 (cos �) = 2Tn+1 (cos �) cos (�) ;

comme x = cos �; alors

8x 2 [�1; 1] Tn (x) + Tn+2 (x) = 2xTn+1 (x) :

Dé�nition 1.10 On dé�nit la fonction Un par

sin �:Un (cos �) = sin ((n+ 1) �) ; � 2 [0; �] ; n 2 N;

16
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si x 2 [�1; 1] ; alors on a

Un (x) =
sin ((n+ 1) (arccos x))p

1� x2
:

Proposition 1.5 [52] Les polynômes de Chebychev de deuxième espèce sont dé�nis par la rela-

tion de récurrence suivante :8>>><>>>:
U0 (x) = 1

U1 (x) = 2x

Un+2 (x) = 2xUn+1 (x)� Un (x) ; n � 0

:

Preuve: La preuve est similaire que la proposition 1:2.

Dé�nition 1.11 On dé�nit la fonction Vn par

Vn (x) =
cos
�
n+ 1

2

�
�

cos
�
1
2
�
� ; � 2 [0; �]

avec x = cos � et x 2 [�1; 1] :

Proposition 1.6 [36] Les polynômes de Chebychev de troisième espèce sont dé�nis par la rela-

tion de récurrence suivante :8<: Vn+2 (x) = 2xVn+1 (x)� Vn (x) ; n � 0

V0 (x) = 1; V1 (x) = 2x� 1
:

Preuve: Il su¢ t de prouver que

Vn (x) + Vn+2 (x) = 2xVn+1 (x)

Pour � 2 [0; �] ; n 2 N; on a

Vn (x) + Vn+2 (x) =
cos
�
n+ 1

2

�
�

cos
�
1
2
�
� +

cos
�
n+ 5

2

�
�

cos
�
1
2
�
�

17
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=
cos
�
n+ 3

2

�
� cos � � sin

�
n+ 3

2

�
� sin �

cos
�
1
2
�
�

+
cos
�
n+ 3

2

�
� cos � + sin

�
n+ 3

2

�
� sin �

cos
�
1
2
�
�

=
2 cos

�
n+ 3

2

�
� cos �

cos
�
1
2
�
�

= 2xVn+1 (x) :

Dé�nition 1.12 On dé�nit la fonction Wn par

Wn (x) =
sin
�
n+ 1

2

�
�

sin
�
1
2
�
� ; � 2 [0; �]

avec x = cos � et x 2 [�1; 1] :

Proposition 1.7 [36] Les polynômes de Chebychev de quatrième espèce sont dé�nis par la rela-

tion de récurrence suivante8<: Wn+2 (x) = 2xWn+1 (x)�Wn (x) ; n � 0

W0 (x) = 1;W1 (x) = 2x+ 1
:

Preuve: La preuve est similaire que la proposition 1:4:

Le tableau ci-dessous donne des relations de récurrences de certains polynômes.

Suite de Polynôme Relation de récurrence

Fibonacci

8<: Fn (x) = xFn�1 (x) + Fn�2 (x) ; n � 2

F0 (x) = 1; F1 (x) = x

Lucas

8<: Ln (x) = xLn�1 (x) + Ln�2 (x) ; n � 2

L0 (x) = 2; L1 (x) = x
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Pell

8<: Pn (x) = 2xPn�1 (x) + Pn�2 (x) ; n � 2

P0 (x) = 0; P1 (x) = 1

Jacobsthal

8<: Jn (x) = Jn�1 (x) + 2xJn�2 (x) ; n � 2

J0 (x) = 0; J1 (x) = 1

Table 1.3 .Relations de récurrences de certain polynômes

Dé�nition 1.13 [5] Les polynômes bivariés complexes de Fibonacci sont dé�nis par la relation

de récurrence suivante :8<: Fn (x; y) = ixFn�1 (x; y) + Fn�2 (x; y) ; n � 2

F0 (x; y) = 0; F1 (x; y) = 1

Dé�nition 1.14 [5] Les polynômes bivariés complexes de Lucas sont dé�nis par la relation de

récurrence suivante : 8<: Ln (x; y) = ixLn�1 (x; y) + Ln�2 (x; y) ; n � 2

L0 (x; y) = 2; L1 (x; y) = ix
:

1.3 Fonctions génératrices ordinaires

Dé�nition 1.15 Soit (un)n�0 une suite de nombres ; on appelle fonction génératrice ordinaire

de la suite (un)n�0 la fonction

g (z) =
1P
n=0

unz
n:

Proposition 1.8 [19] Soit g (z) une fonction génératrice de la suite (an) et h (z) une fonction

génératrice de la suite (bn), alors

1. g (z)h (z) fonction génératrice de la suite (anb0 + an�1b1 + :::+ a1bn�1 + a0bn) :

2. c1g (z) + c2h (z) fonction génératrice de la suite (c1an + c2bn)n�0 :

3. (1� z) g (z) fonction génératrice de la suite (an � an�1)n�0 :

4. ng (z) fonction génératrice de la suite (nan)n�0 :

5. g(z)
1�z fonction génératrice de la suite (a0 + a1 + :::+ an) :
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1.3.1 Fonctions génératrices de certains nombres

Le but de ce paragraphe est de calculer des fonctions génératrices des suites dé�nies par les

relations de récurrences d�ordre deux, trois et quatre.

Théorème 1.3 La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée (Un)n2N est donnée

par

g (z) =
�+ (� � p�) z
1� az � bz2 :

Preuve: Soit

g (z) =
1P
n=0

unz
n;

la fonction génératrice de la suite (Un)n�0 :

D�autre part,

g (z) = U0 + U1z +
P
n�2

Unz
n

= U0 + U1z +
P
n�2

(pUn�1 + qUn�2) z
n

= U0 + U1z + p
P
n�2

Un�1z
n + q

P
n�2

Un�2z
n

= U0 + U1z + pz
P
n�0

(Unz
n � U0) + qz2

P
n�0

Unz
n

= �+ �z + pz
P
n�0

Unz
n � p�z + qz2

P
n�0

Unz
n

= �+ (� � a�) z + azg (z) + bz2g (z) ;

alors, nous trouve

g (z) =
�+ (� � a�) z
1� az � bz2 :

D�aprés le théorème précédent, nous déduisons des fonctions génératrices de certains nombres.

Valeurs de p; q; �; � Coe¢ cients de zn Fonctions génératrices

p = k; q = � = 1; � = 1 Fk;n
1

1�kz�z2

p = � = k; q = 1; � = 2 Lk;n
2�kz

1�kz�z2
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p = 2; q = k; � = 0; � = 1 Pk;n
z

1�2z�kz2

p = k; q = 2; � = 0; � = 1 Jk;n
z

1�kz�2z2

p = 3k; q = �2; � = 0; � = 1 Mk;n
z

1�3kz+2z2

Table 1.4. Fonctions génératrices de certains nombres.

Si k = 1; le tableau ci-dessous devient

Valeurs de p; q; �; � Coe¢ cients de zn Fonctions génératrices

p = 1; q = � = 1; � = 1 Fn
1

1�z�z2

p = � = 1; q = 1; � = 2 Ln
2�z

1�z�z2

p = 2; q = 1; � = 0; � = 1 Pn
z

1�2z�z2

p = 1; q = 2; � = 0; � = 1 Jn
z

1�z�2z2

p = 3; q = �2; � = 0; � = 1 Mn
z

1�3z+2z2

Table 1.5 Fonctions génératrices de certains nombres classiques.

Proposition 1.9 La fonction génératrice des nombres Gaussiens de Padovan est donnée par

g (z) =
1 + (1 + i) z + iz2

1� z2 � z3 :

Preuve: Par dé�nition, on a

g (z) =
1P
n=0

GPnz
n

= GP0 +GP1 +GP2 +
1P
n=3

GPnz
n

= GP0 +GP1 +GP2 +
1P
n=3

GPn�2z
n +

1P
n=3

GPn�3z
n

=
�
1� z2

�
GP0 +GP1 +GP2 + z

2
1P
n=3

GPnz
n + z3

1P
n=3

GPnz
n

=
�
1� z2

�
GP0 +GP1 +GP2 + z

2G (z) + z3G (z) ;
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mais comme GP0 = 1; GP1 = GP2 = 1 + i, alors

g (z) =
1 + (1 + i) z + iz2

1� z2 � z3 :

Proposition 1.10 La fonction génératrice des nombres Gaussiens de Pell-Padovan est donnée

par

g (z) =
(1 + i) + (1 + i) z + (�1 + 3i) z2

1� 2z2 � z3 :

Preuve: La preuve est similaire à celle de la proposition 1:7:

Théorème 1.4 Soit la suite (wn)n�0 dé�nie par la relation de récurrence d�ordre quatre sui-

vante : 8<: wn = r1wn�1 + r2wn�2 + r3wn�3 + r4wn�4; n � 4

w0 = a; w1 = b; w2 = c; w3 = d
;

avec r1; r2; r3 2 R; r4 2 R� et a; b; c; d 2 C: Alors, la fonction génératrice associée à (wn)n�0
est donnée par

g (z) =
a+ (b� r1a) z + (c� r1b� r2a) z2 + (d� r1c� r2b� r3a) z4

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
:

Preuve: On a

g (z) =
1P
n=0

wnz
n

= w0 + w1z + w2z
2 + w3z

3 +
1P
n=4

wnz
n

= w0 + w1z + w2z
2 + w3z

3 +
1P
n=4

(r1wn�1 + r2wn�2 + r3wn�3 + r4wn�4) z
n

= w0 + w1z + w2z
2 + w3z

3 + r1
1P
n=4

wn�1z
n + r2

1P
n=4

wn�2z
n + r3

1P
n=4

wn�3z
n

+r4
1P
n=4

wn�4z
n
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= a+ bz + cz2 + dz3 + zr1
1P
n=4

wn�1z
n�1 + z2r2

1P
n=4

wn�2z
n�2 + z3r3

1P
n=4

wn�3z
n�3

+z4r4
1P
n=4

wn�4z
n�4

= a+ bz + cz2 + dz3 + zr1

� 1P
n=4

wnz
n � a� bz � cz2

�
+ z2r2

� 1P
n=0

wnz
n � a� bz

�
+z3r3

� 1P
n=0

wnz
n � a

�
+ z4r4

1P
n=0

wn

= a+ (b� r1a) z + (c� r1b� r2a) z2 + (d� r1c� r2b� r3a) z3

+
�
r1z + r2z

2 + r3z
3 + r4z

4
� 1P
n=4

wnz
n

= a+ (b� r1a) z + (c� r1b� r2a) z2 + (d� r1c� r2b� r3a) z3

+
�
r1z + r2z

2 + r3z
3 + r4z

4
�
g (z) ;

donc,

g (z) =
a+ (b� r1a) z + (c� r1b� r2a) z2 + (d� r1c� r2b� r3a) z4

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
:

1.3.2 Fonctions génératrices de certains polynômes orthogonaux

Théorème 1.5 Soit (Pn)n�0 la suite des polynômes orthogonaux dé�nie par la relation de ré-

currence suivante : 8<: Pn (x) = pxPn�1 (x) + qPn�2 (x) ; n � 2

P0 (x) = �; P1 (x) = �x+ �
;

avec q 2 R�; p; �; �; � 2 R:

La fonction génératrice associée à (Pn)n�0 est donnée par

g (z) =
�+ ((� � p�)x+ �) z

1� pxz � qz2 :

Preuve: On a

g (z) =
1P
n=0

Pn (x) z
n
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= P0 (x) + P1 (x) z +
1P
n=2

Pn (x) z
n

= �+ �xz + �z +
1P
n=2

(pxPn�1 (x) + qPn�2 (x)) z
n

= �+ �xz + �z + px
1P
n=2

Pn�1 (x) z
n + q

1P
n=2

Pn�2 (x) z
n

= �+ �xz + �z + pxz
1P
n=1

Pn (x) z
n + qz2

1P
n=0

Pn (x) z
n

= �+ �xz + �z + pxz

� 1P
n=0

Pn (x) z
n � �

�
+ qz2

1P
n=0

Pn (x) z
n

= �+ �xz + �z � p�xz + pxzg (z) + qz2g (z) ;

et par suit �
1� pxz � qz2

�
g (z) = �+ ((� � p�)x+ �) z;

or

g (z) =
�+ ((� � p�)x+ �) z

1� pxz � qz2 :

Nous déduisons des fonctions génératrices de certains polynômes.

Les valeurs de p; q; �; �; � Les coe¢ cients de zn Fonctions génératrices

p = 2; q = �1; � = 1; � = 1; � = 0 Tn (x)
1�xz

1�2xz+z2

p = 2; q = �1; � = 1; � = 1; � = 0 Un (x)
1

1�2xz+z2

p = 2; q = �1; � = 1; � = 2; � = �1 Vn (x)
1�z

1�2xz+z2

p = 2; q = �1; � = 1; � = 2; � = 1 Wn (x)
1+z

1�2xz+z2

p = 1; q = 1; � = 1; � = 1; � = 0 Fn (x)
1

1�xz+z2

p = 1; q = 1; � = 2; � = 1; � = 0 Ln (x)
2�xz

1�xz�z2

p = 2; q = 1; � = 0; � = 0; � = 1 Pn (x)
z

1�2xz�z2

Table 1.6. Fonctions génératrices de certains polynômes.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1.4 Fonctions symétriques

Nous donnons ici un aperçu de quelques notions de bases et certaines propriétés de ces

fonctions.

Dé�nition 1.16 Soit f : Kn ! K une fonction en n variables. On dit que f est symétrique si

pour tout permutation � de l�ensemble d�indices f1; 2; :::; ng l�égalité suivante est véri�ée

f (x1; x2; :::; xn) = f
�
x�(1); x�(2); :::; x�(n)

�
:

Autrement dit, une fonction de plusieurs variables est symétrique si sa valeur ne change pas

quand on permute les variables.

1.4.1 Fonctions symétriques élémentaires

Dé�nition 1.17 On appelle k-ième fonction symétrique élémentaire la fonction dé�nit par

e
(n)
k = ek (�1; �2; :::; �n) =

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n ; 0 � k � n;

avec i1; i2; :::; in = 0 ou 1:

Exemple 1.4 Pour une équation de degré 3 (n = 3; les racines : �1; �2; �3) ; on a

e
(3)
k = ek (�1; �2; �3) =

8>>>>>><>>>>>>:

e0 = 1

e1 = �1 + �2 + �3

e2 = �1�2 + �1�3 + �2�3

e3 = �1�2�3

:

Proposition 1.11 Soit e(n)k la fonction symétrique élémentaire, on a

1: e
(n+1)
k = �n+1e

(n)
k�1 + e

(n)
k ;

2: e
(n)
k = �ne

(n�1)
k�1 + �n�1e

(n�2)
k + :::+ �n�ie

(n�i�1)
k�1 + :::+ �ke

(k�1)
k :
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Preuve: 1. De la dé�nition de la fonction symétrique élémentaire, on a

�n+1e
(n)
k�1 + e

(n)
k = �n+1

� P
i1+i2+:::+in=k�1

�i11 �
i2
2 :::�

in
n

�
+

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n

=
P

i1+i2+:::+in=k�1
�i11 �

i2
2 :::�

in
n �n+1 +

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

0
n+1

=
P

i1+i2+:::+in+1=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

1
n+1 +

P
i1+i2+:::+in+0=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

0
n+1

=
P

i1+i2+:::+in+1=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

in+1
n+1

= e
(n+1)
k :

2. De la formule 1, on écrit e(n)k comme suit

e
(n)
k = �ne

(n�1)
k�1 + e

(n�1)
k

= �ne
(n�1)
k�1 + �n�1e

(n�2)
k�1 + e

(n�2)
k

= �ne
(n�1)
k�1 + �n�1e

(n�2)
k�1 + �n�2e

(n�3)
k�1 + e

(n�3)
k

= �ne
(n�1)
k�1 + �n�1e

(n�2)
k�1 + �n�2e

(n�3)
k�1 + e

(n�3)
k + :::+ �n�ie

(n�i�1)
k�1 + :::+ �ke

(k�1)
k�1 :

ce qui achève la preuve.

Proposition 1.12 Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également dé�nir comme les

coe¢ cients du développement en série formelle

E (z) =
1P
k=0

e
(n)
k z

k =
nQ
i=1

(1 + �iz) ;

avec ek (�1; �2; :::; �n) = 0 pour k > n:

Preuve: Par récurrence

On a
1P
k=0

e
(n)
k z

k =
nQ
i=1

(1 + �iz) :
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Alors pour n = 2, on trouve

2Q
i=1

(1 + �iz) = (1 + �1z) (1 + �2z)

= 1 + (�1 + �2) z + �1�2z
2

= e0 + e1z + e2z
2

=
2P
k=0

ekz
k:

Supposons que
1P
k=0

e
(n)
k z

k =
nQ
i=1

(1 + �iz) ;

et montrons que
1P
k=0

e
(n+1)
k zk =

n+1Q
i=1

(1 + �iz) :

On a

n+1Q
i=1

(1 + �iz) = (1 + �n+1z)
nQ
i=1

(1 + �iz)

= (1 + �n+1z)
nP
k=0

ekz
k

=
nP
k=0

ekz
k + �n+1

nP
k=0

ekz
k+1

=
nP
k=0

ekz
k + �n+1

n+1P
k=0

ek�1z
k

=
1P
k=0

e
(n)
k z

k + �n+1
1P
k=0

e
(n+1)
k�1 z

k

=
P
k�0

�
e
(n)
k + �n+1e

(n+1)
k�1

�
zk

=
P
k�0
e
(n+1)
k zk

=
n+1P
k=0

e
(n)
k z

k:
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1.4.2 Fonctions symétriques complètes

Dé�nition 1.18 On appelle k-ième fonction symétrique complètes la fonction dé�nit par

h
(n)
k = hk (�1; �2; :::; �n) =

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n ;

avec i1; i2; :::; in � 0:

Exemple 1.5 Pour une équation de degré 3 (n = 3; les racines : �1; �2; �3) ; on a

h
(3)
k = hk (�1; �2; �3) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

h0 = 1

h1 = �1 + �2 + �3

h2 = �
2
1 + �

2
2 + �

2
3 + �1�2 + �1�3 + �2�3

h3 = �
3
1 + �

3
2 + �

3
3 + �

2
1�2 + �

2
1�3 + �

2
2�1 + �

2
2�3 + �

2
3�1 + �

2
3�2 + �1�2�3

...

Proposition 1.13 Soit h(n)k la fonction symétrique complète, on a

1. h(n+1)k = �n+1h
(n+1)
k�1 + h

(n)
k ;

2: h
(n+1)
k = �kn+1 + �

k�1
n+1h

(n)
1 + �k�2n+1h

(n)
2 + �k�3n+1h

(n)
3 + :::+ �n+1h

(n)
k�1 + h

(n)
k .

Preuve: 1. En vertu de la dé�nition de la fonction symétrique complète, on a

�n+1h
(n+1)
k�1 + h

(n)
k = �n+1 �

P
i1+i2+:::+in+1=k�1

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

in+1
n +

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n

=
P

i1+i2+:::+in+1=k�1
�i11 �

i2
2 :::�

in
n �

in+1
n �1n+1 +

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

0
n+1

=
P

i1+i2+:::+in+1=k�1+1=k
�i11 �

i2
2 :::�

in
n �

in+1
n �1n+1 +

P
i1+i2+:::+in+0=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

0
n+1

=
P

i1+i2+:::+in+1=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

in+1
n �1n+1 +

P
i1+i2+:::+in+0=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

0
n+1;

comme in+1 � 0; alors in+1 + 1 � 1: Supposons i0n+1 = in+1 + 1 ou i0n+1 = 0; donc i0n+1 � 0;

et par suite

�n+1h
(n+1)
k�1 + h

(n)
k =

P
i1+i2+:::+i0n+1=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n �

i0n+1
n
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= h
(n+1)
k :

2. De la première égalité; on écrit h(n+1)k comme suit

h
(n+1)
k = �n+1h

(n+1)
k�1 + h

(n)
k

= �n+1

�
�n+1h

(n+1)
k�2 + h

(n)
k�1

�
+ h

(n)
k

= �2n+1h
(n+1)
k�2 + �n+1h

(n)
k�1 + h

(n)
k

= �3n+1h
(n+1)
k�3 + �2n+1h

(n+1)
k�2 + �n+1h

(n)
k�1 + h

(n)
k

= �in+1h
(n+1)
k�i + �i�1n+1h

(n+1)
k�(i�1) + :::+ �

2
n+1h

(n+1)
k�2 + �n+1h

(n)
k�1 + h

(n)
k

= �kn+1 + �
k�1
n+1h

(n)
1 + �k�2n+1h

(n)
2 + �k�3n+1h

(n)
3 :+ :::+ �n+1h

(n)
k�1 + h

(n)
k ;

d�où le résultat.

Proposition 1.14 On peut également se dé�nir les k-ième fonctions complètes comme les coef-

�cients du développement en série formelle

H (z) =
1P
k=0

h
(n)
k z

k =
Q
i�1
(1� �iz)�1 :

Preuve: Par récurrence

On a

h
(n)
k = hk (�1; �2; :::; �n) =

P
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n ;

alors, pour n = 2; on trouve

1P
k=0

h
(2)
k z

k = h
(2)
0 + h

(2)
1 z + h

(2)
2 z

2 + ::::

= 1 + (�1 + �2) z +
�
�21 + �1�2 + �

2
2

�
z2 + :::

=
�
1 + �1z + �

2
1z
2 + :::

� �
1 + �2z + �

2
2z
2 + :::

�
=

1P
k=0

(�1z)
k �

1P
k=0

(�2z)
k

=
1

(1� �1z) (1� �2z)
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=
1

2Q
i=1

(1� �iz)
:

Supposons que
1P
k=0

h
(n)
k z

k =
Q
i�1
(1� �iz)�1 ;

et montrons que
1P
k=0

h
(n+1)
k zk =

Q
i�1
(1� �iz)�1 ;

on a

h
(n+1)
k = �n+1h

(n+1)
k�1 + h

(n)
k ;

alors,

1P
k=0

h
(n+1)
k zk = �n+1

1P
k=0

h
(n+1)
k�1 z

k +
1P
k=0

h
(n)
k z

k

= �n+1
1P
k=1

h
(n+1)
k�1 z

k +
1P
k=0

h
(n)
k z

k

= �n+1z
1P
k=0

h
(n+1)
k�1 z

k +
1P
k=0

h
(n)
k z

k

= �n+1z
n+1Q
i=1

(1� �iz)�1 +
nQ
i=1

(1� �iz)�1

=
�n+1z + (1� �n+1z)Qn+1

i=0 (1� �iz)

=
1Qn+1

i=0 (1� �iz)
;

d�où le résultat.

Proposition 1.15 Soient E (z) et H (z) deux fonctions symétriques élémentaire et complète

respectivement, alors on a

E (�z)�H (z) = 1:

Preuve: Par dé�nition, on a

E (�z) =
1P
k=0

e
(n)
k (�z)k =

nQ
i=1

(1� �iz) ;
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et

H (z) =
1P
k=0

hkz
k =

Q
i�1
(1� �iz)�1 ;

donc,

E (�z)�H (z) = 1:

1.4.3 Quelques propriétés des fonctions symétriques

Dé�nition 1.19 Soit l�alphabet E = fe1; e2g ; on dé�nit la fonction symétrique Sn qui lui est

associée par

Sn (E) = Sn (e1 + e2) =
en+11 � en+12

e1 � e2
;

avec

S0 (E) = h
(2)
0 = 1

S1 (E) = h
(2)
1 = e1 + e2

S2 (E) = h
(2)
2 = e21 + e

2
2 + e1e2

...

Sn (E) = h(2)n

et Sn (E) = 0 pour n < 0:

Dé�nition 1.20 Etant donnés deux alphabets A et B, on note Sn (A�B) les coe¢ cients de la

série rationnelle Q
b2B

(1� zb)Q
a2A

(1� za) =
1P
n=0

Sn (A�B) zn:

Remarque 1.3 Si A = ;; alors

Q
b2B

(1� zb) =
1P
n=0

Sn (�B) zn:
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Proposition 1.16 Supposons que A = ; ou B = ; , on obtient

1P
n=0

Sn (A�B) zn =
1P
n=0

Sn (A) z
n �

1P
n=0

Sn (�B) zn:

Remarque 1.4 Si A = B; alors

1P
n=0

Sn (A) z
n =

1
1P
n=0

Sn (�A) zn
:

Lemme 1.1 Soit A = fxg et B = fb1; b2; :::; bng deux alphabets, on a

Sn+k (x�B) = xkSn (x�B) ;8k 2 N:

Proposition 1.17 Soit A = fxg et B = fb1; b2; :::; bng deux alphabets, on aQ
b2B

(1� zb)

(1� zx) = 1 + :::+ zn�1Sn�1 (x�B) + zn
Sn (x�B)
(1� zx) :

Preuve: De la dé�nition 1:23; on aQ
b2B

(1� zb)

(1� zx) =
1P
n=0

Sn (x�B) zn

= 1 + :::+ Sn�1 (x�B) zn�1 + Sn (x�B) zn + Sn+1 (x�B) zn+1 + :::

= 1 + :::+ Sn�1 (x�B) zn�1 + zn (Sn (x�B) + Sn+1 (x�B) z + :::) ;

en utilisant le fait que Sn+k (x�B) = xkSn (x�B) ;8k 2 N; on obtientQ
b2B

(1� zb)

(1� zx) = 1 + :::+ Sn�1 (x�B) zn�1 + zn (Sn (x�B) + xSn (x�B) z + :::)

= 1 + :::+ Sn�1 (x�B) zn�1 + znSn (x�B)
�
1 + xz + x2z2 + :::

�
;

mais comme
1

1� xz = 1 + xz + x
2z2 + :::;
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alors Q
b2B

(1� zb)

(1� zx) = 1 + :::+ Sn�1 (x�B) zn�1 +
znSn (x�B)
1� xz :

Proposition 1.18 Soit A = fxg, on a

Sn (x�B) = xnS0 (�B) + xn�1S1 (�B) + :::+ Sn (�B) :

Preuve: On a

Sn (x�B) =
nP
k=0

Sn�k (x)Sk (�B)

=
nP
k=0

xn�kSk (�B)

= xnS0 (�B) + xn�1S1 (�B) + :::+ Sn (�B) :

Remarque 1.5 En particulier, lorsque B = fb; b; :::; bg ; on a Sn (x� nb) = (x� b)n :
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Chapitre 2. Construction de certains nombres et polynômes par des fonctions
symétriques

Dans ce chapitre, nous donnons des nouvelles fonctions génératrices des nombres de Tetra-

nacci généralisés et nous récupérons aussi des fonctions génératrices des nombres de Fibonacci

généralisés, Tribonacci généralisés et certains polynômes.

2.1 Notations et dé�nitions

Rappelons d�abord la formule de l�opérateur symétrique qui est valide dans la suite.

Dé�nition 2.1 Soit A = fa1; a2g un alphabet, nous dé�nissons l�opérateur symétrique �ka1a2 par

�ka1a2f(a1) =
ak1f (a1)� ak2f (a2)

a1 � a2
; k 2 N: (2.1)

Remarque 2.1 Si f (a) = a; alors la formule (2:1) s�écrit comme suit

�ka1a2f(a1) =
ak+11 � ak+12

a1 � a2
= Sk (a1 + a2) :

2.2 Résultat principal

Théorème 2.1 Etant donnés deux alphabets E = fe1; e2; e3; e4g et A = fa1; a2g ; alors

+1X
n=0

Sn(E)Sn(a1 + a2)z
n =

0@ 1� a1a2S2(�E)z2 � a1a2 (a1 + a2)S3(�E)z3

�a1a2
�
(a1 + a2)

2 � a1a2
�
S4(�E)z4

1A
Q
e2E

(1� a1ez)
Q
e2E

(1� a2ez)
: (2.2)

Preuve: Soit f (a1z) =
1P
n=0

Sn (E) a
n
1z
n, alors le premier membre de la formule (2:2) s�écrit

�1a1a2

� 1P
n=0

Sn (E) a
n
1z
n

�
=

1P
n=0

Sn (E) a
n+1
1 zn �

1P
n=0

Sn (E) a
n+1
2 zn

a1 � a2

=
1P
n=0

Sn (E)
an+11 � an+12

a1 � a2
zn

=
1P
n=0

Sn (E)Sn (a1 + a2) z
n;
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mais comme f (a1z) = 1Q
e2E

(1�a1ez)
, alors le deuxième membre de la formule (2:2) s�écrit

�1a1a2

0@ 1Q
e2E

(1� a1ez)

1A =

a1Q
e2E

(1�a1ez)
� a2Q

e2E
(1�a2ez)

a1 � a2

=

a1
Q
e2E

(1� a2ez)� a2
Q
e2E

(1� a1ez)

(a1 � a2)
Q
e2E

(1� a1ez)
Q
e2E

(1� a2ez)

=

1P
n=0

Sn (�E) a1an2zn �
1P
n=0

Sn (�E) a2an1zn

(a1 � a2)
Q
e2E

(1� a1ez)
Q
e2E

(1� a2ez)

=

1� a1a2
1P
n=1

Sn (�E) a
n�1
1 �an�12

a1�a2 znQ
e2E

(1� a1ez)
Q
e2E

(1� a2ez)

=

0@ 1� a1a2S2 (�E) z � a1a2 (a1 + a2)S3 (�E) z3

�a1a2
�
(a1 + a2)

2 � a1a2
�
S4 (�E) z4

1A
Q
e2E

(1� a1ez)
Q
e2E

(1� a2ez)
;

d�où le résultat.

2.3 Fonctions génératrices des nombres de Tetranacci gé-

néralisés

Dé�nition 2.2 [74] La suite de Tetranacci généralisée fWngn2N est dé�nie par la relation de

récurrence suivante :8<: Wn = r1Wn�1 + r2Wn�2 + r3Wn�3 + r4Wn�4; n � 4

W0 = a;W1 = b;W2 = c;W3 = d
;

avec les conditions initials sont des nombres complexes (ou reélles ) et r1; r2; r3 2 R; r4 2 R�.
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Les cas spécials de fWngn2N sont représentés dans le tableau suivant :

Nombres de Tetranacci généralisée Relations de réccurences

Tetranacci

8<: T
(4)
n = T

(4)
n�1 + T

(4)
n�2 + T

(4)
n�3 + T

(4)
n�4; n � 4

T
(4)
0 = 0; T

(4)
1 = 1; T

(4)
2 = 1; T

(4)
3 = 2

Tetranacci-Lucas

8<: R
(4)
n = R

(4)
n�1 +R

(4)
n�2 +R

(4)
n�3 +R

(4)
n�3; n � 4

R
(4)
0 = 4; R

(4)
1 = 1; R

(4)
2 = 3; R

(4)
3 = 7

Gaussiens de Tetranacci

8<: GT
(4)
n = GT

(4)
n�1 +GT

(4)
n�2 +GT

(4)
n�3 +GT

(4)
n�4; n � 4

GT
(4)
0 = 0; GT

(4)
1 = 1; GT

(4)
2 = 1 + i; GT

(4)
3 = 2 + i

Gaussiens de Tetranacci-Lucas

8<: GR
(4)
n = GR

(4)
n�1 +GR

(4)
n�2 +GR

(4)
n�3 +GR

(4)
n�3; n � 4

GR
(4)
0 = 4� i; GR(4)1 = 1 + 4i; GR

(4)
2 = 3 + i; GR

(4)
3 = 7 + 3i

Pell d�ordre quatre

8<: P
(4)
n = 2P

(4)
n�1 + P

(4)
n�2 + P

(4)
n�3 + P

(4)
n�4; n � 4

P
(4)
0 = 0; P

(4)
1 = 1; P

(4)
2 = 2; P

(4)
3 = 5

Pell-Lucas d�ordre quatre

8<: Q
(4)
n = 2Q

(4)
n�1 +Q

(4)
n�2 +Q

(4)
n�3 +Q

(4)
n�4; n � 4

Q
(4)
0 = 4; Q

(4)
1 = 2; Q

(4)
2 = 6; Q

(4)
3 = 17

Pell modi�és d�ordre quatre

8<: E
(4)
n = 2E

(4)
n�1 + E

(4)
n�2 + E

(4)
n�3 + E

(4)
n�4; n � 4

E
(4)
0 = 0; E

(4)
1 = 1; E

(4)
2 = 1; E

(4)
3 = 3

4-premiers

8<: Gn = 2Gn�1 + 3Gn�2 + 5Gn�3 + 7Gn�4; n � 4

G0 = 0; G1 = 0; G2 = 1; G3 = 2

Lucas 4-premiers

8<: Hn = 2Hn�1 + 3Hn�2 + 5Hn�3 + 7Hn�4; n � 4

H0 = 4; H1 = 2; H2 = 10; H3 = 41

4-premiers modi�és

8<: En = 2En�1 + 3En�2 + 5En�3 + 7En�4; n � 4

E0 = 0; E1 = 0; E2 = 1; E3 = 1

Table 2.1. Les cas spécials des nombres de Tetranacci généralisés.

Dans le cas spécial E = fe1; e2; e3; e4g et A = f1; 0g le théorème 2:1 prend la forme

Corollaire 2.1 Etant donné un alphabet E = fe1; e2; e3; e4g ; on a

+1X
n=0

Sn(E)z
n =

1

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) (1� e4z)
: (2.3)
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D�aprés la formule (2:3) ; on a

+1X
n=0

Sn�1(E)z
n =

z

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) (1� e4z)
; (2.4)

+1X
n=0

Sn�2(E)z
n =

z2

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) (1� e4z)
; (2.5)

et
+1X
n=0

Sn�3(E)z
n =

z3

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) (1� e4z)
; (2.6)

avec

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) (1� e4z)

= 1� (e1 + e2 + e3 + e4) z + (e1e2 + e1e3 + e1e4 + e2e3 + e2e4 + e3e4) z2

� (e1e2e3 + e1e2e4 + e1e3e4 + e2e3e4) z3 + e1e2e3e4z4

= 1 + S1(�E)z + S2(�E)z2 + S3(�E)z3 + S4(�E)z4:

En posant

8>>>>>><>>>>>>:

S1 (�E) = �r1
S2 (�E) = �r2
S3(�E) = �r3
S4(�E) = �r4

; dans (2:3) ; (2:4) ; (2:5) et (2:6) ; on obtient

+1X
n=0

Sn(E)z
n =

1

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.7)

+1X
n=0

Sn�1(E)z
n =

z

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.8)

+1X
n=0

Sn�2(E)z
n =

z2

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.9)

+1X
n=0

Sn�3(E)z
n =

z3

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.10)
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respectivements.

En multipliant les équations (2:7) ; (2:8) ; (2:9) et (2:10) parW0;W1�r1W0;W2�r1W1�r2W0;

et W3 � r1W2 � r2W1 � r3W0 respectivements, on obtient

+1X
n=0

W0Sn(E)z
n =

W0

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.11)

+1X
n=0

(W1 � r1W0)Sn�1(E)z
n =

(W1 � r1W0) z

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.12)

+1X
n=0

(W2 � r1W1 � r2W0)Sn�2(E)z
n =

(W2 � r1W1 � r2W0) z
2

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
; (2.13)

+1X
n=0

(W3 � r1W2 � r2W1 � r3W0)Sn�3(E)z
n =

(W3 � r1W2 � r2W1 � r3W0) z
3

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
: (2.14)

En additionant les équations obtenues (2:11) ; (2:12) ; (2:13) et (2:14) ; alors on obtient la

proposition suivante :

Proposition 2.1 Pour n 2 N, la fonction génératrice de la suite de Tetranacci généralisée est

donnée par

+1X
n=0

Wnz
n =

W0 + (W1 � r1W0) z + (W2 � r1W1 � r2W0) z
2 + (W3 � r1W2 � r2W1 � r3W0) z

3

1� r1z � r2z2 � r3z3 � r4z4
:

De cette proposition, on peut conclure le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 Pour n 2 N,

Wn = W0Sn(E) + (W1 � r1W0)Sn�1(E) + (W2 � r1W1 � r2W0)Sn�2(E)

+ (W3 � r1W2 � r2W1 � r3W0)Sn�3(E):

On déduit alors, les corollaires suivants :

Corollaire 2.3 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Tetranacci est donnée
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par
+1X
n=0

T (4)n zn =
z

1� z � z2 � z3 � z4 ; avec T
(4)
n = Sn�1(E):

Corollaire 2.4 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Tetranacci-Lucas est

donnée par
+1X
n=0

R(4)n z
n =

4� 3z � 2z2 � z3
1� z � z2 � z3 � z4 ;

avec R(4)n = 4Sn(E)� 3Sn�1(E)� 2Sn�2(E)� Sn�3(E):

Corollaire 2.5 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Tetranacci

est donnée par

+1X
n=0

GT (4)n zn =
z + iz2

1� z � z2 � z3 � z4 ; avec GT
(4)
n = Sn�1(E) + iSn�2(E):

Corollaire 2.6 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Tetranacci-

Lucas est donnée par

+1X
n=0

GR(4)n z
n =

4� i� (3� 5i) z � (2 + 2i) z2 � (1 + i) z3
1� z � z2 � z3 � z4 ;

avec GR(4)n = (4� i)Sn(E)� (3� 5i)Sn�1(E)� (2 + 2i)Sn�2(E)� (1 + i)Sn�3(E):

Corollaire 2.7 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Pell d�ordre quatre est

donnée par
+1X
n=0

P (4)n zn =
z

1� 2z � z2 � z3 � z4 ; avec P
(4)
n = Sn�1(E):

Corollaire 2.8 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Pell-Lucas d�ordre

quatre est donnée par
+1X
n=0

Q(4)n z
n =

4� 6z � 2z2 � z3
1� 2z � z2 � z3 � z4 ;

avec Q(4)n = 4Sn(E)� 6Sn�1(E)� 2Sn�2(E)� Sn�3(E):
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Corollaire 2.9 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Pell modi�és d�ordre

quatre est donnée par

+1X
n=0

E(4)n z
n =

z � z2
1� 2z � z2 � z3 � z4 ; avec E

(4)
n = Sn�1(E)� Sn�2(E):

Corollaire 2.10 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de 4-premiers est donnée

par
+1X
n=0

Gnz
n =

z2

1� 2z � 3z2 � 5z3 � 7z4 ; avec Gn = Sn�2(E)

Corollaire 2.11 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de Lucas 4-premiers est

donnée par
+1X
n=0

Hnz
n =

4� 6z � 6z2 � 5z3
1� 2z � 3z2 � 5z3 � 7z4 ;

avec Hn = 4Sn(E)� 6Sn�1(E)� 6Sn�2(E)� 5Sn�3(E):

Corollaire 2.12 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres de 4-premiers modi�és

est donnée par
+1X
n=0

Enz
n =

z2 � z3
1� 2z � 3z2 � 5z3 � 7z4 ;

avec En = Sn�2(E)� Sn�3(E):

2.4 Fonctions génératrices des nombres de Fibonacci gé-

néralisés

En considérant la spécialisation E = fe1;�e2; 0; 0g et A = f1; 0g dans le théorème 2:1; on a

Corollaire 2.13 Soit E = fe1;�e2g un alphabet, on a

1P
n=0

Sn (e1 + [�e2]) zn =
1

1 + S1 (�E) z + S2 (�E) z2
: (2.15)
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Corollaire 2.14 Soit E = fe1;�e2g un alphabet, on a

1P
n=0

Sn�1 (e1 + [�e2]) zn =
z

1 + S1 (�E) z + S2 (�E) z2
: (2.16)

En posant S1 (�E) = �a et S2 (�E) = �b dans les formules (2:15) et (2:16) ; on trouve

1P
n=0

Sn (e1 + [�e2]) zn =
1

1� az � bz2 ; (2.17)

et
1P
n=0

Sn�1 (e1 + [�e2]) zn =
z

1� az � bz2 : (2.18)

En multipliant l�équation (2:17) par � et l�équation (2:18) par (� � a�) ; en additionnant les

résultats, on obtient

1P
n=0

(�Sn (e1 + [�e2]) + (� � a�)Sn�1 (e1 + [�e2])) zn =
�+ (� � a�) z
1� az � bz2 :

Ce qui nous donne la proposition suivante :

Proposition 2.2 [9] La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée est donnée par

1P
n=0

Unz
n =

�+ (� � a�) z
1� az � bz2 ; avec Un = �Sn (e1 + [�e2]) + (� � a�)Sn�1 (e1 + [�e2]) ; 8n 2 N:

D�aprés la proposition précédente, on conclut le tableau suivant :

a b � � Co¢ cients de zn Fonctions symétriques

k 1 1 1 F
k;n

Sn (e1 + [�e2])

k 1 2 k L
k;n

2Sn (e1 + [�e2])� kSn�1 (e1 + [�e2])

2 k 0 1 P
k;n

Sn�1 (e1 + [�e2])

k 2 0 1 J
k;n

Sn�1 (e1 + [�e2])

3k �2 0 1 M
k;n

Sn�1 (e1 + [�e2])

Table 2.2. Fonctions symétriques de certains nombres.
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2.5 Fonctions génératrices des nombres de Tribonacci gé-

néralisés

Dans le cas spécial E = fe1; e2; e3; 0g et A = f1; 0g le théorème 2:1 prend la forme :

Corollaire 2.15 Etant donné un alphabet E = fe1; e2; e3g ; on a

+1X
n=0

Sn(E)z
n =

1

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z)
: (2.19)

De cette formule, on a

+1X
n=0

Sn�1(E)z
n =

z

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z)
; (2.20)

et
+1X
n=0

Sn�2(E)z
n =

z2

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z)
; (2.21)

avec

(1� e1z) (1� e2z) (1� e3z) = 1� (e1 + e2 + e3) z + (e1e2 + e1e3 + e2e3) z2 � e1e2e3z3

= 1 + S1(�E)z + S2(�E)z2 + S3(�E)z3:

En posant

8>>><>>>:
S1(�E) = �r

S2(�E) = �s

S3(�E) = �t

dans (2:19) ; (2:20) et (2:21), on obtient

+1X
n=0

Sn(E)z
n =

1

1� rz � sz2 � tz3 ; (2.22)

+1X
n=0

Sn�1(E)z
n =

z

1� rz � sz2 � tz3 ; (2.23)
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+1X
n=0

Sn�2(E)z
n =

z2

1� rz � sz2 � tz3 ; (2.24)

respectivements.

En multipliant les équations (2:22) ; (2:23) et (2:24) par V0; V1� rV0; V2� rV1� sV0 respecti-

vements, on obtient
+1X
n=0

V0Sn(E)z
n =

V0
1� rz � sz2 � tz3 ; (2.25)

+1X
n=0

(V1 � rV0)Sn�1(E)zn =
(V1 � rV0) z

1� rz � sz2 � tz3 ; (2.26)

+1X
n=0

(V2 � rV1 � sV0)Sn�2(E)zn =
(V2 � rV1 � sV0) z2
1� rz � sz2 � tz3 ; (2.27)

En additionant les équations obtenues (2:25) ; (2:26) et (2:27), alors on obtient la proposition

suivante :

Proposition 2.3 Pour n 2 N, la fonction génératrice de la suite de Tribonacci généralisée est

donnée par
+1X
n=0

Vnz
n =

V0 + (V1 � rV0) z + (V2 � rV1 � sV0) z2
1� rz � sz2 � tz3 :

De cette proposition, on peut conclure le corollaire suivant :

Corollaire 2.16 Pour n 2 N;

Vn = V0Sn(E) + (V1 � rV0)Sn�1(E) + (V2 � rV1 � sV0)Sn�2(E):

On déduit les corollaires suivants :

Corollaire 2.17 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Padovan

est donnée par
+1X
n=0

GPnz
n =

1 + (1 + i) z + iz2

1� z2 � z3 ;

avec GPn = Sn(E) + (1 + i)Sn�1(E) + iSn�2(E):
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Corollaire 2.18 Pour tout n 2 N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan est donnée par

+1X
n=0

GRnz
n =

(1 + i) + (1 + i) z + (�1 + 3i) z2
1� 2z2 � z3 ;

avec GRn = (1 + i)Sn(E) + (1 + i)Sn�1(E) + (�1 + 3i)Sn�2(E):

2.6 Fonctions génératrices de certains polynômes ortho-

gonaux

Dé�nition 2.3 [54]La suite des polynômes généralisées (Gn (x))n2N est dé�nie par la relation

de récurrence d�ordre 2 suivante :8<: Gn (x) = (p0 + p1x)Gn�1 (x) + (q0 + q1x)Gn�2 (x)

G0 (x) = �0; G1 (x) = �0 + �1x
;

avec p0; p1; q1; �0; �0 2 C; q0 2 C�:

On distingue deux cas :

� Le premier cas : En multipliant l�équation (2:15) par �0 et l�équation (2:16) par (�0 � p0�0)+

(�1 � p1�0)x; en additionnant les résultats, et en posant

8<: S1 (�E) = � (p0 + p1x)

S2 (�E) = � (q0 + q1x)
; on

obtient

1P
n=0

(�0Sn (e1 + [�e2]) + ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x)Sn�1 (e1 + [�e2])) zn

=
�0 + [(�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x] z
1� (p0 + p1x) z � (q0 + q1x) z2

:

Proposition 2.4 8n 2 N; la fonction génératrice de la suite des polynômes généralisées est

donnée par
1P
n=0

Gn (x) z
n =

�0 + [(�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x] z
1� (p0 + p1x) z � (q0 + q1x) z2

;
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avec Gn (x) = �0Sn (e1 + [�e2]) + ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x)Sn�1 (e1 + [�e2]) :

De cette proposition, on déduit le tableau suivant :

�0 �0 �1 p0 p1 q0 q1 Coe¢ cients dezn Fonctions symétriques

1 0 1 0 1 1 0 Fn (x) Sn (e1 + [�e2])

2 0 1 0 1 1 0 Ln (x) 2Sn (e1 + [�e2])� xSn�1 (e1 + [�e2])

0 0 1 0 2 1 0 Pn (x) Sn�1 (e1 + [�e2])

0 1 0 1 0 0 2 Jn (x) Sn�1 (e1 + [�e2])

Table 2.3. Fonctions symétriques de certains polynômes

� Le deuxième cas : En remplaçant e1 par (2e1) et e2 par (�2e2) dans (2:15) et (2:16) ; on

obtient
1P
n=0

Sn (2e1 + [�2e2]) zn =
1

1� 2 (e1 � e2) z � 4e1e2z2
; (2.28)

et
1P
n=0

Sn�1 (2e1 + [�2e2]) zn =
z

1� 2 (e1 � e2) z � 4e1e2z2
: (2.29)

En multipliant l�équation (2:28) par �0 et l�équation (2:29) par ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x),

en additionant les résultats, on trouve

1P
n=0

(�0Sn (2e1 + [�2e2]) + ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x)Sn�1 (2e1 + [�2e2])) zn(2.30)

=
�0 + [(�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x] z

1� 2 (e1 � e2) z � 4e1e2z2
;

posons

8<: e1 � e2 = p0 + p1x

�4e1e2 = q0 + q1x
dans la formule (2:30) ; on obtient

1P
n=0

(�0Sn (2e1 + [�2e2]) + ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x)Sn�1 (2e1 + [�2e2])) zn

=
�0 + [(�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x] z
1� 2 (p0 + p1x) z + (q0 + q1x) z2

:

Ce qui nous donne la proposition suivante :
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Proposition 2.5 8n 2 N; la fonction génératrice de la suite des polynômes généralisées est

donnée par
1P
n=0

Gn (x) z
n =

�0 + [(�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x] z
1� 2 (p0 + p1x) z + (q0 + q1x) z2

;

avec Gn (x) = �0Sn (2e1 + [�2e2]) + ((�0 � p0�0) + (�1 � p1�0)x)Sn�1 (2e1 + [�2e2]) :

De cette proposition, on déduit le tableau suivant :

�0 �0 �1 p0 p1 q0 q1 Coe¢ cients de zn Fonctions symétriques

1 0 2 0 2 �1 0 Un (x) Sn (2e1 + [�2e2])

1 0 1 0 2 �1 0 Tn (x) Sn (2e1 + [�2e2])� xSn�1 (2e1 + [�2e2])

1 �1 2 0 2 �1 0 Vn (x) Sn (2e1 + [�2e2])� Sn�1 (2e1 + [�2e2])

1 1 2 0 2 �1 0 Wn (x) Sn (2e1 + [�2e2]) + Sn�1 (2e1 + [�2e2])

Table 2.4. Fonctions symétriques de polynômes de Chebychev
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Chapitre 3. Nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan et nouvelles fonctions
génératrices de certains nombres et polynômes

Ce chapitre comporte deux parties. La première partie consacrée à donner le théorème prin-

cipal et ses corollaires qui sont basés sur les fonctions symétriques. Dans la deuxième partie nous

déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,

Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des

polynômes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas. Ce chapitre fait l�objet de la publication

suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, B. Aloui, M. Kerada, Gaussian Padovan, Gaussian Pell-Padovan

numbers and new generating functions with some numbers and polynomials. Journal of informa-

tion and optimization sciences, 43, 1�16, 2022.

3.1 Résultats principaux

Théorème 3.1 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn(A)Sn+k(b1 + [�b2])zn =

+1P
n=0

Sn(�A)�k+1b1[�b2] (�b2)
n zn�

+1P
n=0

Sn(�A)bn1zn
��

+1P
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn
� : (3.1)

Preuve: L�action de l�opérateur �kb1[�b2] sur la série
+1X
n=0

Sn(A)b
n+1
1 zn nous donne le premier

membre de l�égalité (3:1) ; il vient

�kb1[�b2]f(b1z) = �kb1[�b2]

 
+1X
n=0

Sn(A)b
n+1
1 zn

!

=

bk1

+1X
n=0

Sn(A)b
n+1
1 zn � (�b2)k

+1X
n=0

Sn(A) (�b2)n+1 zn

b1 + b2

=

+1X
n=0

Sn(A)

 
bn+k+11 � (�b2)n+k+1

b1 + b2

!
zn

=
+1X
n=0

Sn(A)Sn+k(b1 + [�b2])zn; (3.2)
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d�autre part
+1X
n=0

Sn(A)b
n+1
1 zn =

b1
+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn
;

alors le deuxième membre de l�égalité (3:1) s�écrit

�kb1[�b2]

0BBBB@ b1
+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn

1CCCCA =

bk+11

+1X
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn � (�b2)k+1
+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn

(b1 + b2)

 
+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn
! 

+1X
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn
!

=

+1X
n=0

Sn(�A) b
k+1
1 (�b2)n�(�b2)k+1bn1

b1+b2
zn 

+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn
! 

+1X
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn
!

=

+1X
n=0

Sn(�A)�k+1b1[�b2] (�b2)
n zn 

+1X
n=0

Sn(�A)bn1zn
! 

+1X
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn
! ; (3.3)

l�égalité (3:1) résulte alors du fait que les deux sommes apparaissant dans (3:2) et (3:3) sont

égales. D�où

+1X
n=0

Sn(A)Sn+k(b1 + [�b2])zn =

+1P
n=0

Sn(�A)�k+1b1[�b2] (�b2)
n zn�

+1P
n=0

Sn(�A)bn1zn
��

+1P
n=0

Sn(�A) (�b2)n zn
� :

� En posant k = 0 dans l�égalité (3:1) ; on peut conclure les corollaires suivantes :

Corollaire 3.1 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn (A)Sn (b1 + [�b2]) zn =
1 + b1b2S2 (�A) z2 + b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
: (3.4)
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Corollaire 3.2 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn =
z + b1b2S2 (�A) z3 + b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
: (3.5)

� En posant k = 1 dans l�égalité (3:1) ; on peut conclure les corollaires suivantes :

Corollaire 3.3 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn (A)Sn+1 (b1 + [�b2]) zn =
(b1 � b2)� b1b2S1 (�A) z � b21b22S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
: (3.6)

Corollaire 3.4 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn�1 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn =
(b1 � b2) z � b1b2S1 (�A) z2 � b21b22S3 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
: (3.7)

Corollaire 3.5 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn =
(b1 � b2) z2 � b1b2S1 (�A) z3 � b21b22S3 (�A) z5Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
: (3.8)

Proposition 3.1 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn =
�S1 (�A) z � (b1 � b2)S2 (�A) z2 �

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
:

(3.9)

Preuve: On sait que

Sn�1 (b1 + [�b2]) =
bn1 � (�b2)

n

b1 + b2
;

il vient
+1X
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn =
+1X
n=0

Sn (A)
bn1 � (�b2)

n

b1 + b2
zn
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=
1

b1 + b2

 
+1X
n=0

Sn (A) b
n
1z
n �

+1X
n=0

Sn (A) (�b2)n zn
!

=
1

b1 + b2

0@ 1Q
a2A

(1� ab1z)
� 1Q

a2A
(1 + ab2z)

1A
=

1

b1 + b2

0@
Q
a2A

(1 + ab2z)�
Q
a2A

(1� ab1z)Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

1A

=
1

b1 + b2

0BB@
+1P
n=0

Sn (�A) (�b2)n zn �
+1P
n=0

Sn (�A) bn1znQ
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

1CCA

=

+1P
n=0

Sn (�A) (�b2)
n�bn1

b1+b2
znQ

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

=

�
3P
n=1

Sn (�A)Sn�1 (b1 + [�b2]) znQ
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

=
�S1 (�A) z � (b1 � b2)S2 (�A) z2 �

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
:

Proposition 3.2 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1;�b2g ; alors

+1X
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn =
�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
z2 � b1b2 (b1 � b2)S1 (�A) z3 + b21b22S2 (�A) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
:

(3.10)

Preuve: On a

Sn (b1 + [�b2]) =
bn+11 � (�b2)n+1

b1 + b2
;

alors
+1X
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn =
+1X
n=0

Sn�2 (A)
bn+11 � (�b2)n+1

b1 + b2
zn
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=
1

b1 + b2

 
+1X
n=0

Sn (A) b
n
1z
n �

+1X
n=0

Sn (A) (�b2)n zn
!

=
1

b1 + b2

 
b31z

2

+1X
n=0

Sn�2 (A) b
n�2
1 zn�2 � (�b2)3 z2

+1X
n=0

Sn�2 (A) (�b2)n�2 zn�2
!

=
1

b1 + b2

 
b31z

2

+1X
n=0

Sn (A) b
n
1z
n � (�b2)3 z2

+1X
n=0

Sn (A) (�b2)n zn
!

=
1

b1 + b2

0@ b31z
2Q

a2A
(1� ab1z)

� (�b2)3 z2Q
a2A

(1 + ab2z)

1A
=

1

b1 + b2

0B@b31z2
Q
a2A

(1 + ab2z)� (�b2)3 z2
Q
a2A

(1� ab1z)Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

1CA

=
1

b1 + b2

0BB@b
3
1z
2
+1P
n=0

Sn (�A) (�b2)n zn � (�b2)3 z2
+1P
n=0

Sn (�A) bn1znQ
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

1CCA

=

0BB@
3P
n=0

Sn (�A) b
3
1(�b2)

n�(�b2)3bn1
b1+b2

zn+2Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

1CCA
=

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
z2 � b1b2 (b1 � b2)S1 (�A) z3 + b21b22S2 (�A) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
;

d�où le résultat.

Remarque 3.1 On a

Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

= 1 + (b1 � b2)S1 (�A) z

+
�
(b1 � b2)2 S2 (�A)� b1b2

�
S21 (�A)� 2S2 (�A)

��
z2

+
�
(b1 � b2)3 S3 (�A) + b1b2 (b1 � b2) (3S3 (�A)� S1 (�A)S2 (�A))

�
z3

+
�
�b1b2 (b1 � b2)2 S1 (�A)S3 (�A) + b21b22

�
S22 (�A)� 2S1 (�A)S3 (�A)

��
z4

+b21b
2
2 (b1 � b2)S3 (�A)S2 (�A) z5 � S23 (�A) b31b32z6:
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3.2 Fonctions génératrices de produits de certains nombres

Dans cette section, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-Jacobsthal

et k-Mersenne.

Théorème 3.2 La fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Padovan et les

nombres de k-Fibonacci est donnée par

1P
n=0

GPnFk;nz
n =

1 + (1 + i) kz + ((k2 � 1) i� 1) z2 � kz3 + z4
1� (k2 + 2) z2 � k (k2 + 3) z3 + z4 + kz5 � z6 :

Preuve: Comme

Fk;n = Sn (b1 + [�b2]) ;

et

GPn = Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A) ;

on a pour tout n 2 N

1P
n=0

GPnFk;nz
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn

+i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn:

Des égalités (3:4) ; (3:7) et (3:10) ; on trouve

1P
n=0

GPnFk;nz
n =

1 + b1b2S2 (�A) z2 + b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z3Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

+ (1 + i)�
�S1 (�A) z � (b1 � b2)S2 (�A) z2 �

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+i�
�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
z2 � b1b2 (b1 � b2)S1 (�A) z3 + b21b22S2 (�A) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
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=

1� (1 + i)S1 (�A) z +
�
[b1b2 � (1 + i) (b1 � b2)]S2 (�A) + i

�
(b1 � b2)2 + b1b2

��
z2

+
��
b1b2 (b1 � b2)�

�
(b1 � b2)2 + b1b2

��
S3 (�A)� ib1b2 (b1 � b2)S1 (�A)

�
z3 + ib21b

2
2S2 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
:

On prend

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = k

b1:b2 = 1
, alors par un calcul simple, on obtient

1P
n=0

GPnFk;nz
n =

1 + (1 + i) kz + ((k2 � 1) i� 1) z2 � kz3 + z4
1� (k2 + 2) z2 � k (k2 + 3) z3 + z4 + kz5 � z6 :

Théorème 3.3 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pa-

dovan et les nombres de k-Pell est donnée par

1P
n=0

GPnPk;nz
n =

(1 + i) z + 2 (i+ 1) z2 + (4� ik) z3 � 2k (1 + i) z4 + ik2z5
1� (2k + 4) z2 � 2 (4 + 3k) z3 + k2z4 + 2k2z5 � k3z6

Preuve: On a Pk;n = Sn�1 (b+ [�b2]). On écrit alors

1P
n=0

GPnPk;nz
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1; [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:

De même manière que le théorème 3:2 et en utilisant les formules (3:5) ; (3:8) ; (3:9) avec les

conditions 8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = 2

b1:b2 = k
;

alors, on obtient le résultat.

Théorème 3.4 Pour tout entier naturel n; la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-
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siens de Padovan et les nombres de k-Jacobsthal est donnée par

1P
n=0

GPnJk;nz
n =

(1 + i) z + (i+ 1) kz2 � (k2 � 2i) z3 � 2k (1 + i) z4
1� (k2 + 4) z2 � k (k2 + 6) z3 + 4z4 + 4kz5 � 8z6 :

Preuve: On a Jk;n = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; on peut écrire

1P
n=0

GPnJk;nz
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:

En suit d�aprés (3:5) ; (3:8) ; (3:9) et en posant8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = k

b1:b2 = 2
;

on trouve le résultat.

Théorème 3.5 Pour tout entier naturel n; la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Padovan et les nombres de k-Mersenne est donnée par

1P
n=0

GPnMk;nz
n =

(1 + i) z + (3i+ 3) kz2 � (9k2 � 2i) z3 � 6k (1 + i) z4
1� (9k2 � 4) z2 + 3k (27k2 + 6) z3 + 4z4 + 12kz5 + 8z6 :

Preuve: On a Mk;n = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; on peut écrire

1P
n=0

GPnMk;nz
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:
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En remplaçant S1 (�A) = 0; S2 (�A) = S3 (�A) = �1; b1 � b2 = 3k; b1:b2 = �2 dans les

relations (3:5) ; (3:8) et (3:9) ; on obtient le résultat.

Théorème 3.6 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les nombres de k-Fibonacci est donnée par

1P
n=0

GRnFk;nz
n =

(1� i) + k (1 + i)� ((k2 + 3)� i (3k2 + 5)) z2 � k (1� i) z3 + (3� 5i) z4
1� 2 (2 + k2) z2 � k (k2 + 3) z3 + 4z4 + 2kz5 � z6 :

Preuve: Comme

Fk;n = Sn (b1 + [�b2]) ;

et

GRn = (1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + (3i� 1)Sn�2 (A) :

On a pour tout n 2 N

1P
n=0

GRnFk;nz
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + (3i� 1)Sn�2 (A))Sn (b1 + [�b2]) zn

= (1� i)
1P
n=0

Sn (A)Sn (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn

+(3i� 1)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn:

On prend

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �2

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = k

b1:b2 = 1
, dans les égalités (3:4) ; (3:7) et (3:10) ; alors

par un calcul simple, on obtient le résultat.

Théorème 3.7 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les nombres de k-Pell est donnée par

1P
n=0

GRnPk;nz
n =

(1 + i) z + 2 (i+ 1) z2 + (4� k � i (4 + 3k)) z3 � 2k (1 + i) z4 + k2 (3i� 1) z5
1� 4 (2 + k) z2 � 2 (4 + 3k) z3 + 4k2z4 + 4k2z5 � k3z6 :
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Preuve: On a Pk;n = Sn�1 (b1 + [�b2]). On écrit alors

1P
n=0

GRnPk;nz
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + (3i� 1)Sn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+(3i� 1)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:

En posant

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �2

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = k

b1:b2 = 2
dans (3:5) ; (3:8) et (3:9) ; on trouve le résul-

tat.

Théorème 3.8 Pour tout entier naturel n; la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Pell-Padovan et les nombres de k-Jacobsthal est donnée par

1P
n=0

GRnJk;nz
n =

(1 + i) z + k (1 + i) z2 + (k2 � 2� i (k2 + 6)) z3 � 2k (1 + i) z4 + 4 (3i� 1) z5
1� 2 (k2 + 4) z2 � k (k2 + 6) z3 + 16z4 + 8kz5 � 8z6 :

Preuve: On a Jk;n = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; alors, on peut écrire

1P
n=0

GRnJk;nz
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

= (1� i)
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+(3i� 1)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:

En remplaçant S1 (�A) = 0; S2 (�A) = �2; S3 (�A) = �1; b1 � b2 = k et b1:b2 = 2 dans les

formules (3:5) ; (3:8) et (3:9), on obtient le résultat.

Théorème 3.9 Pour tout entier naturel n; la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Pell-Padovan et les nombres de k-Mersenne est donnée par

1P
n=0

GRnMk;nz
n =

(1 + i) z + 3k (1 + i) z2 � (9k2 � 2 + i (9k2 + 6)) z3 � 6k (1 + i) z4 + 4 (3i� 1) z5
1� 2 (9k2 + 4) z2 � 3k (9k2 + 6) z3 + 16z4 + 24kz5 � 8z6 :
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Preuve: On a Mk;n = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; alors, on peut écrire

1P
n=0

GRnMk;nz
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

= (1� i)
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+(3i� 1)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn:

Des relations (3:5) ; (3:8) ; (3:9) et puisque S1 (�A) = 0; S2 (�A) = �2; S3 (�A) = �1; b1 �

b2 = 3k et b1b2 = �2, on trouve le résultat.

En posant k = 1, dans les théorèmes 3:2-3:9, on obtient des nouvelles fonctions génératrices

des produits des nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan avec certains nombres classiques

représentant dans le tableau suivant :

Coe¢ cient de zn Fonction génératrice

GPnFn
1+(1+i)z�z2�z3+z4
1�3z2�4z3+z4+z5�z6

GPnPn
(1+i)z+2(i+1)z2+(4�i)z3�2(1+i)z4+iz5

1�6z2�14z3+z4+2z5�z6

GPnJn
(1+i)z+(i+1)z2�(1�2i)z3�2(1+i)z4

1�5z2�7z3+4z4+4z5�8z6

GPnMn
(1+i)z+(3i+3)z2�(9�2i)z3�6(1+i)z4

1�5z2+99z3+4z4+12z5+8z6

GRnFn
(1�i)+(1+i)�(4�8i)z2+(1+i)z3�(3�5i)z4

1�6z2�4z3+4z4+2z5�z6

GRnPn
(1+i)z+2(i+1)z2+(3�7i)z3�2(1+i)z4+(3i�1)z5

1�12z2�14z3+4z4�4z5�z6

GRnJn
(1+i)z+(1+i)z2�(�1+7i)z3�2(1+i)z4+4(3i�1)z5

1�10z2�7z3+16z4+8z5�8z6

GRnMn
(1+i)z+3(2+i)z2�(11+4i)z3+6(1+i)z4+4iz5

1�26z2�45z3+16z4+24z5�8z6

Table 3.1. Fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,

Pell-Padovan avec certains nombres classiques
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3.3 Fonctions génératrices liées à certains polynômes bi-

variés complexes

Maintenant, dans cette section nous utilisons les théorèmes et les corollaires précédents pour

déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,

Pell-Padovan avec les polynômes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas.

Théorème 3.10 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de

Padovan et les polynômes bivariés complexes de Fibonacci est donnée par

1P
n=0

GPnFn (x; y) z
n =

(1 + i) z + (i� 1)xz2 � (iy + x2) z3 + (1� i)xyz4 + iy2z5
1 + (x2 � 2y) z2 + i (x3 � xy) z3 + y2z4 + ixy2z5 � y3z6 : (3.11)

Preuve: On a Fn (x; y) = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; alors

1P
n=0

GPnFn (x; y) z
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

=
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn;

on déduit des formules (3:5) ; (3:8) et (3:9) que

1P
n=0

GPnFn (x; y) z
n =

�S1 (�A) z � (b1 � b2)S2 (�A) z2 �
�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+ (1 + i)� z + b1b2S2 (�A) z
3 + b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+i� (b1 � b2) z
2 � b1b2S1 (�A) z3 � b21b22S3 (�A) z5Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
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=

(�S1 (�A) + (1 + i)) z + (i (b1 � b2)� (b1 � b2)S2 (�A)) z2

+
�
(1 + i) b1b2S2 (�A)� ib1b2S1 (�A)�

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A)

�
z3

+(1 + i) b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4 � ib21b22S3 (�A) z5Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
;

(3.12)

lorsque

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = ix

b1:b2 = y
, l�égalité (3:12) devient

1P
n=0

GPnFn (x; y) z
n =

(1 + i) z + (i� 1)xz2 � (iy + x2) z3 + (1� i)xyz4 + iy2z5
1 + (x2 � 2y) z2 + i (x3 � xy) z3 + y2z4 + ixy2z5 � y3z6 :

Théorème 3.11 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de

Padovan et les polynômes bivariés complexes de Lucas est donnée par

1P
n=0

GPnLn (x; y) z
n =

N (z)

1 + (x2 � 2y) z2 � i (xy � x3) z3 + y2z4 + ixy2z5 � y3z6 :

avec N (z) = 2 + (i� 1)xz + (x2 � 2y + i (2y � x2)) z2 � (xy � i (x3 � 3xy)) z3

+(2y2 � x2y � ix2y) z4 + xy2z5:

Preuve: Pour Ln (x; y) = 2Sn (b1 + [�b2])� ixSn�1 (b1 + [�b2]) ; on peut écrire

1P
n=0

GPnLn (x; y) z
n =

1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A)) (2Sn (b1 + [�b2])� ixSn�1 (b1 + [�b2])) zn

= 2
1P
n=0

Sn (A)Sn (b1 + [�b2]) zn + 2 (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn

+2i
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn

�ix
1P
n=0

(Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + iSn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn;
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en utilisant les formules (3:4) ; (3:7) ; (3:10) et (3:11) ; on obtient

1P
n=0

GPnLn (x; y) z
n = 2� 1 + b1b2S2 (�A) z

2 + (b1b2 (b1 � b2)S3 (�A)) z3Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

+2 (1 + i)� (b1 � b2) z � b1b2S1 (�A) z
2 � b21b22S3 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+2i�
�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
z2 � b1b2 (b1 � b2)S1 (�A) z3 + b21b22S2 (�A) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

�ix�

(�S1 (�A) + (1 + i)) z + (i (b1 � b2)� (b1 � b2)S2 (�A)) z2+�
b1b2S2 (�A)� b1b2S1 (�A)�

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A)

�
z3+

(1 + i) b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4 � ib21b22S3 (�A) z5Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

=

2 + 2 (1 + i) (b1 � b2) z +
�
b1b2 (S2 (�A)� 2 (1 + i)S1 (�A)) + 2i

�
(b1 � b2)2 + b1b2

��
z2

+2b1b2 (b1 � b2) (S3 (�A)� iS1 (�A)) z3 + 2b21b22 (� (1 + i)S3 (�A) + iS2 (�A)) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

�

i (�S1 (�A) + (1 + i))xz + i (i (b1 � b2)� (b1 � b2)S2 (�A))xz2

+i
�
b1b2S2 (�A)� b1b2S1 (�A)�

�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
S3 (�A)

�
xz3

+i (1 + i) b1b2 (b1 � b2)S3 (�A)xz4 + b21b22S3 (�A)xz5Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
;

en posant

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = ix

b1b2 = y
; alors on obtient le résultat.

Théorème 3.12 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les polynômes bivariés complexes de Fibonacci est donnée par

1P
n=0

GRnFn (x; y) z
n =

(1 + i) z + (i� 1)xz2 � (x2 + y + i (3y � x2)) z3 � (i� 1)xyz4 + (3i� 1) y2z5
1 + 2 (x2 � 2y) z2 � i (3xy � x3) z3 + 4y2z4 + 2ixy2z5 � y3z6 :

(3.13)
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Preuve: En écrivant Fn (x; y) = Sn�1 (b1 + [�b2]) ; il vient

1P
n=0

GRnFn (x; y) z
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + (3i� 1)Sn�2 (A))Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

= (1� i)
1P
n=0

Sn (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn + (1 + i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn

+(3i� 1)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn�1 (b1 + [�b2]) zn;

En utilisant les formules (3:5) ; (3:8) et (3:9), on obtient

1P
n=0

GRnFn (x; y) z
n =

((1 + i)� (1� i)S1 (�A)) z + (b1 � b2) ((3i� 1)� (1� i)S2 (�A)) z2+

� (3i� 1) b1b2S1 (�A) +
�
(1 + i) b1b2S2 (�A)� (1� i)

�
(b1 � b2)2 + b1b2

��
�S3 (�A) z3 + (1 + i) b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4 � (3i� 1) b21b22S3 (�A) z5Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)
;

comme

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1

S2 (�A) = �2

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = ix

b1:b2 = y
alors, on trouve le résultat.

Théorème 3.13 Pour n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les polynômes bivariés complexes de Lucas est donnée par

1P
n=0

GRnLn (x; y) z
n =

Q (z)

1 + 2 (x2 � 2y) z2 � i (3xy � x3) z3 + 4y2z4 + 2ixy2z5 � y3z6 :

avec Q (z) = (2� 2i)+(i� 1)xz�(�6y + 3x2 + i (10y � 5x2)) z2+(x3 � 5xy � i (xy � x3)) z3

+(6y2 � x2y � i (10y2 + x2y)) z4 + (3 + i)xy2z5:

Preuve: On a Ln (x; y) = 2Sn (b1 + [�b2])� ixSn�1 (b1 + [�b2]) ; donc

1P
n=0

GRnLn (x; y) z
n =

1P
n=0

((1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A) + (3i� 1)Sn�2 (A))

� (2Sn (b1 + [�b2])� ixSn�1 (b1 + [�b2])) zn
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= (2� 2i)
1P
n=0

Sn (A)Sn (b1 + [�b2]) zn + (2 + 2i)
1P
n=0

Sn�1 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn

+(6i� 2)
1P
n=0

Sn�2 (A)Sn (b1 + [�b2]) zn � ix
1P
n=0

(1� i)Sn (A) + (1 + i)Sn�1 (A)

+ (3i� 1)Sn�2 (A)� Sn�1 (b1 + [�b2]) zn;

on utilise les formules (3:4) ; (3:7) ; (3:10) et (3:13) ; il en résult que

1P
n=0

GRnLn (x; y) z
n

= (2� 2i)� 1 + b1b2S2 (�A) z
2 + b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z3Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+ (2 + 2i)� (b1 � b2) z � b1b2S1 (�A) z
2 � b21b22S3 (�A) z4Q

a2A
(1� ab1z)

Q
a2A

(1 + ab2z)

+ (6i� 2)�
�
(b1 � b2)2 + b1b2

�
z2 � b1b2 (b1 � b2)S1 (�A) z3 + b21b22S2 (�A) z4Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)

�ix�

((1 + i)� (1� i)S1 (�A)) z + (b1 � b2) ((3i� 1)� (1� i)S2 (�A)) z2�
� (3i� 1) b1b2S1 (�A) +

�
(1 + i) b1b2S2 (�A)� (1� i)

�
(b1 � b2)2 + b1b2

��
S3 (�A)

�
z3

+(1 + i) b1b2 (b1 � b2)S3 (�A) z4 � (3i� 1) b21b22S3 (�A) z5Q
a2A

(1� ab1z)
Q
a2A

(1 + ab2z)
;

puisque

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �2

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = ix

b1:b2 = y
; alors on obtient le résultat.
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Chapitre 4. Fonctions symétriques complètes et élémentaires à plusieurs variables
et polynômes orthogonaux

Ce chapitre est partagé en deux parties. Dans la première nous montrons l�action de l�opéra-

teur �1p1p2 sur la série
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n, qui nous permet d�obtenir des nouvelles fonctions

génératrices des produits de certains nombres et des polynômes orthogonaux avec les fonctions

symétriques à plusieurs variables.

Dans la deuxième partie, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits

des nombres de Tetranacci avec les nombres de k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des

polynômes de Pell et Jacobsthal. Ce chapitre fait l�objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A.Boussayoud, A. Abderrezzek, M. Kerada, complete and elementary symme-

tric functions in several variables and orthogonal polynomials. Nonlinear studies, 29(1), 329-346,

2022.

4.1 Notations et dé�nitions

Dé�nition 4.1 Soit f 2 Rn; on dé�nit la di¤érence divisée notée @xi;xi+1 par

@xi;xi+1(f) =
f(x1; � � � ; xi; xi+1; � � �xn)� f(x1; � � �xi�1; xi+1;xi; xi+2 � � �xn)

xi � xi+1
:

Proposition 4.1 Soit A = fp1; p2g un alphabet, Nous dé�nissons l�opérateur symétrique �kp1p2
par

�kp1p2f (p1) = hk�1 (p1; p2) f (p1) + p
k
2@p1;p2 (f) :

Preuve: Par dé�nition, on a

�kp1p2f(p1) =
pk1f (p1)� pk2f (p2)

p1 � p2

=
pk1f (p1)� pk2f (p2) + pk2f (p1)� pk2f (p1)

p1 � p2

=
pk1f (p1)� pk2f (p1)

p1 � p2
+
pk2f (p1)� pk2f (p2)

p1 � p2

=
pk1 � pk2
p1 � p2

f (p1) + p
k
2

f (p1)� f (p2)
p1 � p2

= hk�1 (p1; p2) f (p1) + p
k
2@p1;p2 (f) :
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Proposition 4.2 [7]Pour tout n 2 N, on a

1: Fk;�n = (�1)n+1 Fk;n
2: Pk;�n = (�1)n+1 Pk;n
3: Lk;�n = (�1)n Lk;n
4:Mk;�n =

�1
2n
Mk;n

5:Jk;�n =
(�1)n�1
2n

Jk;n

4.2 Résultats principaux

Théorème 4.1 Etant donnés deux alphabets P = fp1; p2g et A = fa1; a2; a3; a4g, alors on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; p2) z
n =

24 1� p1p2e(4)2 z2 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z3
�p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
: (4.1)

Preuve: Soient
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n et

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn deux séries telles

que
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn = 1:

Soit f (p1z) =
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n; alors le premier membre de la formule (4:1) s�écrit

�1p1p2f (p1z) =

p1
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n � p2

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
2z
n

p1 � p2

=

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n+1
1 zn �

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n+1
2 zn

p1 � p2

=
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)
pn+11 � pn+12

p1 � p2
zn

=
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; p2) z
n:
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d�autre part, comme f (p1z) = 1
1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn1 zn
; alors on a

@p2p2f (p1z) =
1

p1 � p2

0BB@ 1
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
� 1

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn

1CCA

= �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4)
pn1�p

n
2

p1�p2 z
n� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
�

= �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1 + p2) zn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
� ;

d�aprés la proposition 4:1; il vient

�1p1p2f (p1z) =

26666664
h0(p1+p2)

1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn1 zn
�

p2

1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)hn�1(p1+p2)zn 1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn1 zn
! 1P

n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn2 zn
!

37777775

=

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2) pn2 � p2hn�1 (p1; p2)] zn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
�

=

26666666664

e0 (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2)� p2h�1 (p1; p2)]�

e1 (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2) p2 � p2h0 (p1; p2)] z+

e2 (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2) p
2
2 � p2h1 (p1; p2)] z2

�e3 (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2) p32 � p2h2 (p1; p2)] z3+

e4 (a1; a2; a3; a4) [h0 (p1; p2) p
4
2 � p2h3 (p1; p2)] z4

37777777775
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
� :
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d�où

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; p2) z
n =

24 1� p1p2e(4)2 z2 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z3
�p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
:

Du théorème 4:1, on conclut la proposition suivante :

Proposition 4.3 Etant donnés deux alphabet P = fp1; p2g et A = fa1; a2; a3; a4g, alors on a

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; p2) z
n =

24 z � p1p2e(4)2 z3 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z4�
p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

5

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
: (4.2)

Preuve: En multipliant les deux membres de l�égalité (4:1) par z, on trouve

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; p2) z
n+1 = z �

24 1� p1p2e(4)2 z2 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z3
�p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)

=

24 z � p1p2e(4)2 z3 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z4
�p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

5

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
;

il en resulte que,

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1 + p2) z
n =

24 z � p1p2e(4)2 z3 + p1p2 (p1 + p2) e(4)3 z4�
p1p2

�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
4 z

5

35
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
:

69



Chapitre 4. Fonctions symétriques complètes et élémentaires à plusieurs variables
et polynômes orthogonaux

Théorème 4.2 Etant donnés deux alphabets P = fp1; p2g et A = fa1; a2; a3; a4g, alors on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; p2) z
n =

26664
e
(4)
1 z � (p1 + p2) e

(4)
2 z

2

+
�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
3 z

3

� (p1 + p2)
�
(p1 + p2)

2 � 2p1p2
�
e
(4)
4 z

4

37775
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
: (4.3)

Preuve: Soit f (p1z) =
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n; alors le premier membre de la formule

(4:3) s�écrit

@p1;p2

� 1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n

�

=

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
1z
n �

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) p
n
2z
n

p1 � p2
=

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)
pn1 � pn2
p1 � p2

zn

=
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; p2) z
n:

d�autre part, le deuxième membre de la formule (4:3) s�écrit

@p1;p2

0BB@ 1
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn

1CCA

=

1
1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn1 zn
� 1

1P
n=0

(�1)nen(a1;a2;a3;a4)pn2 zn

p1 � p2

=

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn �
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn

(p1 � p2)
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
�

= �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) p
n
1�pn2
p1�p2 z

n� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
�
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= �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1 + p2) zn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn1zn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2; a3; a4) pn2zn
�

= �

26664
e0 (a1; a2; a3; a4)h�1 (p1 + p2)� e1 (a1; a2; a3; a4)h0 (p1 + p2) z

+e2 (a1; a2; a3; a4)h1 (p1 + p2) z
2 � e3 (a1; a2; a3; a4)h2 (p1 + p2) z3

+e4 (a1; a2; a3; a4)h3 (p1 + p2) z
4

37775
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)

=

26664
e1 (a1; a2; a3; a4) z � (p1 + p2) e2 (a1; a2; a3; a4) z2

+
�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e3 (a1; a2; a3; a4) z

3

� (p1 + p2)
�
(p1 + p2)

2 � 2p1p2
�
e4 (a1; a2; a3; a4) z

4

37775
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
;

par conséquent,

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; p2) z
n =

26664
e
(4)
1 z � (p1 + p2) e

(4)
2 z

2

+
�
(p1 + p2)

2 � p1p2
�
e
(4)
3 z

3

� (p1 + p2)
�
(p1 + p2)

2 � 2p1p2
�
e
(4)
4 z

4

37775
4Q
i=1

(1� aip1z)
4Q
i=1

(1� aip2z)
:
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4.3 Fonctions génératrices du produit de certains nombres

et les fonctions symétriques à plusieurs variables

En remplaçant p2 par (�p2) dans (4:1), (4:2) et (4:3), on obtient

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn =

24 1 + p1p2e(4)2 z2 � p1p2 (p1 � p2) e(4)3 z3
+p1p2

�
(p1 � p2)2 + p1p2

�
e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� (p1 � p2) aiz � p1p2a2i z2)
; (4.4)

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =

24 z + p1p2e(4)2 z3 � p1p2 (p1 � p2) e(4)3 z4
+p1p2

�
(p1 � p2)2 + p1p2

�
e
(4)
4 z

5

35
4Q
i=1

(1� (p1 � p2) aiz � p1p2a2i z2)
; (4.5)

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =

26664
e
(4)
1 z � (p1 � p2) e

(4)
2 z

2

+
�
(p1 � p2)2 + p1p2

�
e
(4)
3 z

3

� (p1 � p2)
�
(p1 � p2)2 + 2p1p2

�
e
(4)
4 z

4

37775
4Q
i=1

(1� (p1 � p2) aiz � p1p2a2i z2)
: (4.6)

respectivements. On distingue quatre cas :

Le premier cas : En prenant

8<: p1 � p2 = k

p1:p2 = 1
; dans (4:4) ; on obtient

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn =
1 + e

(4)
2 z

2 � ke(4)3 z3 + (k2 + 1) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� kaiz � a2i z2)

=
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fk;nz
n;

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.3 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-
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Fibonacci et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fk;nz
n =

1 + e
(4)
2 z

2 � ke(4)3 z3 + (k2 + 1) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� kaiz � a2i z2)
:

Théorème 4.4 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Fibonacci d�indice négatif et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fk;�nz
n =

�1� e(4)2 z2 � ke
(4)
3 z

3 � (k2 + 1) e(4)4 z4
4Q
i=1

(1 + kaiz � a2i z2)
:

Preuve: Conséquence directe du théorème 4:3 et la proposition 4:2.

Théorème 4.5 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Lucas

et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Lk;nz
n =

24 2� ke(4)1 z + (2 + k2) e
(4)
2 z

2�

(k3 + 3k) e
(4)
3 z

3 + (2 + 4k2 + k4) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� kaiz � a2i z2)
:

Preuve: On sait que

Lk;n =
�
2 + k2

�
hn (p1; [�p2])� khn+1 (p1; [�p2]) ;

alors

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Lk;nz
n =

264 (2 + k2)
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2])

�k
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn+1 (p1; [�p2]) zn

375

=

264 2
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn

�k
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn

375
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=

264 2
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fk;nz
n

�k
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn

375 ;
par le théorème 4:3 et la formule (4:6) ; on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Lk;nz
n =

2666664
2+2e

(4)
2 z2�2ke(4)3 z3+2(k2+1)e(4)4 z4

4Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

�k e
(4)
1 z�ke(4)2 z2+(k2+1)e(4)3 z3�(k3+2k)e44z4

4Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

3777775

=

24 2� ke(4)1 z + (2 + k2) e
(4)
2 z

2�

(k3 + 3k) e
(4)
3 z

3 + (2 + 4k2 + k4) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� kaiz � a2i z2)
:

Théorème 4.6 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Lucas

d�indice négatif et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Lk;�nz
n =

24 2 + ke
(4)
1 z + (2 + k

2) e
(4)
2 z

2+

(k3 + 3k) e
(4)
3 z

3 + (2 + 4k2 + k4) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1 + kaiz � a2i z2)
:

Preuve: Conséquence directe du théorème 4:5 et la proposition 4:2..

Le deuxième cas : En posant p1 � p2 = 2 et p1:p2 = k dans (4:5); on obtient

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =
z + ke

(4)
2 z

3 � 2ke(4)3 z4 + k (k + 4) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� 2aiz � ka2i z2)

=
1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Pk;nz
n;

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.7 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Pell
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et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Pk;nz
n =

z + ke
(4)
2 z

3 � 2ke(4)3 z4 + k (k + 4) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� 2aiz + ka2i z2)
:

Théorème 4.8 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Pell

d�indice négatif et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Pk;�nz
n =

z + ke
(4)
2 z

3 � 2ke(4)3 z4 + k (k + 4) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1 + 2aiz + ka2i z
2)

:

Preuve: Conséquence directe du théorème 4:7 et la proposition 4:2..

Le troisième cas : En posant p1 � p2 = 3k et p1:p2 = �2 dans (4:5); on obtient

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =
z � 2e(4)2 z3 + 6ke

(4)
3 z

4 � (18k2 � 4) e(4)4 z5
4Q
i=1

(1� 3kaiz + 2a2i z2)

=
1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Mk;nz
n;

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.9 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Mersenne et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Mk;nz
n =

z � 2e(4)2 z3 + 6ke
(4)
3 z

4 � (18k2 � 4) e(4)4 z5
4Q
i=1

(1� 3kaiz + 2a2i z2)
:

Théorème 4.10 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Mersenne d�indice négatif et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Mk;�nz
n =

�1
2
z + 1

4
e
(4)
2 z

3 � 3k
8
e
(4)
3 z

4 +
(9k2�2)

16
e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

�
1� 3k

2
aiz +

1
2
a2i z

2
� :
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Preuve: Conséquence directe du théorème 4:9 et la proposition 4:2..

Le quatrième cas : En posant

8<: p1 � p2 = k

p1:p2 = 2
; dans (4:5) ; on obtient

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =
z + 2e

(4)
2 z

3 � 2ke(4)3 z4 + 2 (k2 + 2) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� kaiz � 2a2i z2)

=
1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4) Jk;nz
n;

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.11 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Jacobsthal et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4) Jk;nz
n =

z + 2e
(4)
2 z

3 � 2ke(4)3 z4 + 2 (k2 + 2) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� kaiz � 2a2i z2)
:

Théorème 4.12 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Jacobsthal d�indice négatif et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4) Jk;�nz
n =

z
2
+ e

(4)
2

z3

4
+ ke

(4)
3

z4

8
+ (k2 + 2) e

(4)
4

z5

16
4Q
i=1

�
1 + kai

z
2
� a2i z

2

2

� :

Preuve: Conséquence directe du théorème 4:11 et la proposition 4:2.

� Pour a4 = 0; on obtient le tableau suivant qui représente des fonctions génératrices du

produit de certains nombres et les fonctions symétriques à trois variables :

p1 � p2 p1p2 Coe¢ cient de zn Fonctions génératrices

k 1 hn (a1; a2; a3)Fk;n
1+e

(3)
2 z2�ke(3)3 z3

3Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

2 k hn�1 (a1; a2; a3)Pk;n
z+ke

(3)
2 z3�2ke(3)3 z4

3Q
i=1
(1�2aiz�ka2i z2)
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3k �2 hn�1 (a1; a2; a3)Mk;n
z�2e(3)2 z3+6ke

(3)
3 z4

3Q
i=1
(1�3kaiz+2a2i z2)

k 2 hn�1 (a1; a2; a3) Jk;n
z+2e

(3)
2 z3�2ke(3)3 z4

3Q
i=1
(1�kaiz�2a2i z2)

Table 4.1. Fonctions génératrices du produit de certains nombres et les fonctions symétriques

à trois variables.

� Pour a3 = a4 = 0; on obtient le tableau suivant

p1 � p2 p1:p2 Coe¢ cient of zn Fonctions génératrices

k 1 hn (a1; a2)Fk;n
1+e

(2)
2 z2

2Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

2 k hn�1 (a1; a2)Pk;n
z+ke

(2)
2 z3

2Q
i=1
(1�2aiz�ka2i z2)

k 1 hn (a1; a2)Lk;n
2�ke(2)1 z+(2�k2)e(2)2 z2

2Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

3k �2 hn�1 (a1; a2)Mk;n
z�2e(2)2 z3

2Q
i=1
(1�3aiz+2a2i z2)

k 2 hn�1 (a1; a2) Jk;n
z+2e

(2)
2 z3

2Q
i=1
(1�kaiz�2a2i z2)

Table 4.2. Fonctions génératrices du produit de certains nombres et les fonctions symétriques

à deux variables.

4.4 Fonctions génératrices du produit de certains poly-

nômes et les fonctions symétriques à plusieurs va-

riables

�Maintenant, en remplacant p2 par (�p2) dans (4:1), (4:2) et (4:3), on distingue trois cas :
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a) En posant

8<: p1 � p2 = x

p1:p2 = 1
dans (4:4), on obtient

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn =
1 + e

(4)
2 z

2 � xe(4)3 z3 + (x2 + 1) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� xaiz � a2i z2)
;

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.13 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Fibonacci et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fn (x) z
n =

1 + e
(4)
2 z

2 � xe(4)3 z3 + (x2 + 1) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� xaiz � a2i z2)
:

Théorème 4.14 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Lucas et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Ln (x) z
n =

24 2� xe(4)1 z + (2 + x2) e
(4)
2 z

2�

(3x+ x3) e
(4)
3 z

3 + (2 + 4x2 + x4) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� xaiz � a2i z2)
:

Preuve: Comme

Ln (x) =
�
2 + x2

�
hn (p1; [�p2])� xhn+1 (p1; [�p2]) ;

alors

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Ln (x) z
n =

264 (2 + x2)
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn

�x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn+1 (p1; [�p2]) zn

375
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=

264 (2 + x2)
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn�

x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) (xhn (p1; [�p2]) + hn�1 (p1; [�p2])) zn

375

=

264 2
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (p1; [�p2]) zn�

x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn

375

=

264 2
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Fn (x) z
n�

x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn

375 ;
d�aprés le théorème 4:13 et la formule (4:6), on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Ln (x) z
n =

2666664
2+2e

(4)
2 z2�2xe(4)3 z3+2(x2+1)e(4)4 z4

4Q
i=1
(1�xaiz�a2i z2)

�

x
e
(4)
1 z�xe(4)2 z2+(x2+1)e(4)3 z3�(x3+2x)e44z4

4Q
i=1
(1�kaiz�a2i z2)

3777775

=

24 2� xe(4)1 z + (2 + x2) e
(4)
2 z

2�

(3x+ x3) e
(4)
3 z

3 + (2 + 4x2 + x4) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� xaiz � a2i z2)
:

b) En posant

8<: p1 � p2 = 2x

p1 � p2 = 1
dans (4:5) ; on obtient

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =
z + e

(4)
2 z

3 � 2xe(4)3 z4 + (4x2 + 1) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� 2xaiz � a2i z2)
;

ce qui nous donne le théorème suivant :

Théorème 4.15 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de Pell
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et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)Pn (x) z
n =

z + e
(4)
2 z

3 � 2xe(4)3 z4 + (4x2 + 1) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� 2xaiz � a2i z2)
:

c) En posant

8<: p1:p2 = 2x

p1 � p2 = 1
dans (4:5) ; on obtient

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4)hn�1 (p1; [�p2]) zn =

24 z + 2xe(4)2 z3 � 2xe(4)3 z4+
2x (2x+ 1) e

(4)
4 z

5

35
4Q
i=1

(1� aiz � 2xa2i z2)
;

ce qui nous donne le théorème suivant :

Théorème 4.16 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Jacobsthal et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn�1 (a1; a2; a3; a4) Jn (x) z
n =

z + 2xe
(4)
2 z

3 � 2xe(4)3 z4 + 2x (2x+ 1) e
(4)
4 z

5

4Q
i=1

(1� aiz � 2xa2i z2)
:

� D�autre part, en remplaçant p1 par 2p1et p2 par (�2p2) dans (4:1) et (4:3), on obtient

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (2p1; [�2p2]) zn =
1� e(4)2 z2 + 2 (p1 � p2) e

(4)
3 z

3 �
�
4 (p1 � p2)2 � 1

�
e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� 2 (p1 � p2) aiz + a2i z2)
;

(4.7)

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn =

24 e(4)1 z � 2 (p1 � p2) e(4)2 z2 + �4 (p1 � p2)2 � 1� e(4)3 z3
�2 (p1 � p2)

�
4 (p1 � p2)2 � 2

�
e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� 2 (p1 � p2) aiz + a2i z2)
;

(4.8)

ce qui nous donne les théorèmes suivants :

Théorème 4.17 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de
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Chebychev de deuxième espèce et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Un (x) z
n =

1� e(4)2 z2 + 2xe
(4)
3 z

3 � (4x2 � 1) e(4)4 z4
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
; avec x = p1 � p2:

Théorème 4.18 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Chebychev de première espèce et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Tn (x) z
n =

24 1� xe(4)1 z + (2x2 � 1) e
(4)
2 z

2�

(4x3 � 3x) e(4)3 z3 + (8x4 � 8x2 + 1) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

Preuve: On sait que

Tn (x) = hn (2p1; [�2p2])� xhn�1 (2p1; [�2p2]) ;

alors

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Tn (x) z
n =

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (2p1; [�2p2]) zn

�x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375

=

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Un (x) z
n

�x
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375 ;
par le théorème 4:17 et la formule (4:8), on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Tn (x) z
n =

2666664
1�e(4)2 z2+2xe

(4)
3 z3�(4x2�1)e(4)4 z4

4Q
i=1
(1�2xaiz+a2i z2)

�x e
(4)
1 z�2xe(4)2 z2+(4x2�1)e(4)3 z3�2x(4x2�2)e(4)4 z4

4Q
i=1
(1�2xaiz+a2i z2)

3777775 ;
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un calcul simple nous donne

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Tn (x) z
n =

24 1� xe(4)1 z + (2x2 � 1) e
(4)
2 z

2�

(4x3 � 3x) e(4)3 z3 + (8x4 � 8x2 + 1) e
(4)
4 z

4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

Théorème 4.19 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Chebychev de troisième espèce et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Vn (x) z
n =

24 1� e(4)1 z + (2x� 1) e(4)2 z2 � (4x2 � 2x� 1) e(4)3 z3
+(1� 4x� 4x2 + 8x3) e(4)4 z4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

Preuve: On sait que

Vn (x) = hn (2p1 + [�2p2])� hn�1 (2p1 + [�2p2]) ; voir [25]

alors

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Vn (x) z
n =

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) (hn (2p1; [�2p2])� hn�1 (2p1; [�2p2])) zn

=

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (2p1; [�2p2]) zn

�
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375

=

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Un (x) z
n

�
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375 ;
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d�aprés le théorème 4:17 et la formule (4:8) ; on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Vn (x) z
n =

1� e(4)2 z2 + 2xe
(4)
3 z

3 � (4x2 � 1) e(4)4 z4
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)

�e
(4)
1 z � 2xe

(4)
2 z

2 + (4x2 � 1) e(4)3 z3 � 2x (4x2 � 2) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)

=

24 1� e(4)1 z + (2x� 1) e(4)2 z2 � (4x2 � 2x� 1) e(4)3 z3
+(1� 4x� 4x2 + 8x3) e(4)4 z4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

Théorème 4.20 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des polynômes de

Chebychev de quatrième espèce et les fonctions symétriques à plusieurs variables est donnée par

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Wn (x) z
n =

24 1 + e(4)1 z � (1 + 2x) e(4)2 z2 + (4x2 + 2x� 1) e(4)3 z3
� (8x3 + 4x2 � 4x� 1) e(4)4 z4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

Preuve: On sait que

Wn (x) = hn (2p1; [�2p2]) + hn�1 (2p1; [�2p2]) ; voir [25]

alors

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Wn (x) z
n =

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4) (hn (2p1; [�2p2]) + hn�1 (2p1; [�2p2])) zn

=

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn (2p1; [�2p2]) zn

+
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375
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=

264
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Un (x) z
n

+
1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)hn�1 (2p1; [�2p2]) zn

375 ;
d�aprés le théorème 4:17 et la formule (4:8), on a

1P
n=0

hn (a1; a2; a3; a4)Wn (x) z
n =

1� e(4)2 z2 + 2xe
(4)
3 z

3 � (4x2 � 1) e(4)4 z4
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)

+
e
(4)
1 z � 2xe

(4)
2 z

2 + (4x2 � 1) e(4)3 z3 � 2x (4x2 � 2) e
(4)
4 z

4

4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)

=

24 1 + e(4)1 z � (1 + 2x) e(4)2 z2 + (4x2 + 2x� 1) e(4)3 z3
� (8x3 + 4x2 � 4x� 1) e(4)4 z4

35
4Q
i=1

(1� 2xaiz + a2i z2)
:

� Posant a4 = 0, dans les théorèmes 4:13-4:17, on obtient le tableau suivant :

p1 � p2 p1:p2 Coe¢ cient de zn Fonctions génératrices

x 1 hn (a1; a2; a3)Fn (x)
1+e

(3)
2 z2�xe(3)3 z3

3Q
i=1
(1�xaiz�a2i z2)

2x 1 hn�1 (a1; a2; a3)Pn (x)
z+e

(3)
2 z3�2xe(3)3 z4

3Q
i=1
(1�2xaiz�a2i z2)

x 1 hn (a1; a2; a3)Ln (x)
2�xe(3)1 z+(x2+2)e(3)2 z2�(3x�x3)e(3)3 z3

3Q
i=1
(1�xaiz�a2i z2)

x �1
4

hn (a1; a2; a3)Un (x)
1+e

(3)
2 z2�2xe(3)3 z3

3Q
i=1
(1�2xaiz�a2i z2)

x �1
4

hn (a1; a2; a3)Tn (x)
1�xe(3)1 z�(2x2+1)e(3)2 z2�x(4x2+1)e(3)3 z3

4Q
i=1
(1�2xaiz+a2i z2)

Table 4.3. Fonctions génératrices du produit de certains polynômes et des fonctions

symétriques.
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� Pour a4 = a3 = 0; on obtient le tableau suivant qui représente des fonctions génératrices

du produit de certains polynômes et les fonctions symétriques à deux variables.

p1 � p2 p1 � p2 Coe¢ cient de zn Fonctions génératrices

x 1 hn (a1; a2)Fn (x)
1+e

(2)
2 z2

2Q
i=1
(1�xaiz�a2i z2)

2x 1 hn�1 (a1; a2)Pn (x)
z+e

(2)
2 z3

2Q
i=1
(1�2xaiz�a2i z2)

x 1 hn (a1; a2)Ln (x)
2�xe(2)1 z+(x2+2)e(2)2 z2

2Q
i=1
(1�xaiz�a2i z2)

:

x �1
4

hn (a1; a2)Un (x)
1+e

(2)
2 z2

2Q
i=1
(1�2xaiz�a2i z2)

x �1
4

hn (a1; a2)Tn (x)
1�xe(2)1 z�(2x2+1)e(2)2 z2

2Q
i=1
(1�2xaiz+a2i z2)

Table 4.4. Fonctions génératrices du produit de certains polynômes et les fonctions

symétriques à deux variables.

4.5 Applications

Dans cette section, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres de Tetranacci avec les nombres de k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des poly-

nômes de Pell et Jacobsthal.

4.5.1 Fonctions génératrices du produit des nombres de Tetranacci

et certains nombres

Dans les théorèmes précédents 4:7-4:11; prenons e(4)1 = e
(4)
3 = 1; e

(4)
2 = e

(4)
4 = �1; on trouve

les théorèmes suivants :

Théorème 4.21 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-
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nacci et k-Pell est donnée par

1P
n=0

T (4)n Pk;nz
n =

z � kz3 � 2kz4 � k (4 + k) z5
D1 (z)

;

avec D1 (z) = 1 � 2z � (3k + 4) z2 � 8 (k + 1) z3 � (3k2 + 20k + 16) z4 � 4k (k + 2) z5 +

k2 (k + 4) z6 � 2k3z7 + k4z8:

Théorème 4.22 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et k-Jacobsthal est donnée par

1P
n=0

T (4)n Jk;nz
n =

z � 2z3 � 2kz4 � 2 (k2 + 2) z5
D2 (z)

;

avec D2 (z) = 1 � kz � (k2 + 6) z2 � (k3 + 8k) z3 � (k4 + 10k2 + 12) z4 � 2k (k2 + 4) z5 +

4 (k2 + 2) z6 � 8kz7 + 16z8:

Théorème 4.23 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et k-Mersenne est donnée par

+1X
n=0

T (4)n Mk;nz
n =

z + 2z3 + 6kz4 + (18k2 � 4) z5
D3 (z)

;

avec D3 (z) = 1� 3kz � (9k2 � 6) z2 � (9k3 + 24k) z3 � (81k4 � 72k2) z4 � (27k3 � 12k) z5 +

(36k2 � 8) z6 + 24kz7 + 16z8:

� Le cas particulier k = 1 dans les théorèmes 4:20; 4:21 et 4:22, donnant des nouvelles

fonctions génératrices des produits des nombres de Tetranacci et certains nombres classiques

Coe¢ cient de zn Fonction génératrice

T
(4)
n Pn

z�z3�2z4�5z5
1�2z�7z2�16z3�39z4�12z5+5z6�2z7+z8

T
(4)
n Jn

z�2z3�2z4�6z5
1�z�7z2�9z3�23z4�10z5+12z6�8z7+16z8

T
(4)
n Mn

z+2z3+6z4+14z5

1�3z�3z2�33z3�9z4+15z5+28z6+24z7+16z8

Table 4.5. Fonctions génératrices des produits des nombres de Tetranacci et certains nombres

classiques.
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Chapitre 4. Fonctions symétriques complètes et élémentaires à plusieurs variables
et polynômes orthogonaux

4.5.2 Fonctions génératrices du produit des nombres de Tetranacci

avec certains polynômes

Par les théorèmes 4:15, 4:16; on déduit que pour e(4)1 = e
(4)
3 = 1; e

(4)
2 = e

(4)
4 = �1; les théorèmes

suivants :

Théorème 4.24 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et les polynômes de Pell est donnée par

1P
n=0

T (4)n Pn (x) z
n =

z � z3 + 2xz4 � (4x2 + 1) z5
D4 (z)

;

avec D4 (z) = 1�2xz� (4x2 + 3) z2�8x (x2 + 1) z3� (16x4 + 20x2 + 3) z4�4x (2x2 + 1) z5+

(4x2 + 1) z6 � 2xz7 + z8:

Théorème 4.25 Pour n 2 N; la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et les polynômes de Jacobsthal est donnée par

1P
n=0

T (4)n Jn (x) z
n =

z � 2xz3 � 2xz4 � 2x (2x+ 1) z5
D5 (z)

;

avec D5 (z) = 1 � z � (6x+ 1) z2 � (8x+ 1) z3 � (20x2 + 10x+ 1) z4 � 2x (4x+ 1) z5 +

4x2 (2x+ 1) z6 � 8x3z7 + 16x4z8:
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Conclusion générale
Ce travail est une étude d�un outil mathématique intervenant dans la théorie des fonctions

symétriques et ses applications dans le cadre des fonctions génératrices ordinaires. Ce qui consiste

d�abord, à introduire et étudier les notions fondamentales de cette théorie, et d�obtenir ainsi des

résultats généraux et un bagage mathématique utile dans di¤érents domaines.

Comme application, nous avons déterminé les fonctions génératrices ordinaires des produits de

certains nombres et polynômes orthogonaux. Les théorèmes proposés sont basés sur les fonctions

symétriques a�n de déduire des nouvelles fonctions génératrices, cette technique réussit toujours,

mais elle conduit souvent à des calculs assez longs.

Les travaux futurs seront autour de l�extension des éléments de l�alphabet et de généraliser

les résultats principaux, par exemple :

� En utilisant le théorème 4.1 et ses corollaires, nous pourrons obtenir de nouvelles fonctions

génératrices ordinaires des produits des nombres Gaussiens de Tetranacci avec certains

nombres et polynômes orthogonaux.

� En prenant un alphabet de cardinal 5, nous pourrons obtenir de nombreuses fonctions

génératrices ordinaires des produits des nombres de Pentanacci avec certains nombres et

polynômes orthogonaux.

� Les fonctions génératrices ordinaires des suites dé�nies par des relations de récurrences non

homogènes.

� Les fonctions génératrices ordinaires des polynômes d-orthogonaux.

� Les fonctions génératrices exponentielles de certains nombres et polynômes.
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