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Abstract

In this thesis, we looked at calculation of the ordinary generating functions of some
numbers and polynomials using the concept of symmetric functions . First, we give new
product generating functions of the Gaussian numbers of Padovan, Pell-Padovan with the
numbers: k-Fibonacci, k-Pell, k-Jacobsthal and the complex bivariate polynomials of
Fibonacci and Lucas. Next, we also find new generating functions of the products of the
numbers : k-Lucas, k-Mersenne and symmetric function in several variables as well as
Chebychev orthogonal polynomials.

Key Words : Symmetric functions, generating functions, Gaussian padovan and Gaussian
pell-padovan numbers, bivariate Fibonacci and Lucas polynomials, Chebychev polynomials.

Résumé

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés aux calculs des fonctions génératrices
ordinaires de certains nombres et polyndmes en utilisant le concept des fonctions
symétriques. D’abord, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices de produits
des nombres Gaussians de Padovan, Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-
Jacobsthal et les polynémes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas. Ensuite, nous
trouvons également des nouvelles fonctions génératrices de produits des fonctions
symétriques a plusieurs variables avec certains nombres : k-Lucas, k-Mersenne ainsi que des
polynémes orthogonaux de Chebychev des quatre types.

Mots clés: Fonctions symétriques, fonctions génératrices, nombres Gaussiens de Padovan et
Pell-Padovan, polynémes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas, polynédmes de
chebychev.
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Notations

N : ’ensemble des nombres entiers naturels positifs
R : 'ensemble des nombres réels

C : I'ensemble des nombres complexes

{e1, €9, €3, ...,€,} : un alphabet

Op; 2, f 1 la différence divisée de f

5’;62 : opérateur symétrique

F}., : les nombres de k-Fibonacci

F}._,, : les nombres de k-Fibonacci d’indice négatif
Ly, @ les nombres de k-Lucas

Ly, _y : les nombres de k-Lucas d’indice négatif
Py, ¢ les nombres de k-Pell

Py, _,, : les nombres de k-Pell d’indice négatif

Jin : les nombres de k-Jacobsthal

Mj, , : les nombres de k-Mersenne

Mj,._,, : les nombres de k-Mersenne d’indice négatif
TV : les nombres de Tetranacci

G P, : les nombres Gaussiens de Padovan

GR,, : les nombres Gaussiens de Pell-Padovan

Un (v

) : les polynomes de Chebychev de deuxiéme espéce
T, (z) : les polynomes de Chebychev de premier espéce
) :

Vy, () : les polyndémes de Chebychev de troisiéme espéce

= 3

» () @ les polynémes de Chebychev de quatriéme espéce

T

w () : les polynomes de Fibonacci

h

(

n (z) : les polynomes de Lucas
(x) : les polynomes de Pell

(x) : les polynomes de Jacobsthal

SR

(z,y) : les polyndmes bivaries complexes de Fibonacci
(

h

n (z,y) : les polynomes bivaries complexes de Lucas



Introduction

En mathématique et notamment en analyse et en combinatoire, une fonction génératrice est
une série formelle dont les coefficients codent une suite (ay,), . de nombres ( ou plus générale-
ment de polynomes, etc...) ; on dit que la série est associée a la suite. Ces séries furent introduites
par Abrahan de Moivre en 1730, pour obtenir des formules explicites des suites définies par
récurrence linéaire. Il existe plusieurs sortes de fonctions génératrices, comme les fonctions gé-
nératrices ordinaires, exponentielles, de lambert, de Drichlet, etc. On peut associer a toute suite
une fonction génératrice de chaque type, mais la facilité de manipulation de la fonction dépent
considérablement de la nature de la suite associée. Ces suites se rencontrent dans des domaines
divers : par exemple en analyse combinatoire dans les problemes de denombrement, en biologie
dans le cadre de la dynamique des populations, en informatique dans ’analyse des algorithmes
et méme en macroéconomie.

Les plus célebres suites de nombres existaient depuis trés longtemps et qui sont récurrents
d’ordre deux & savoir les suites des nombres de Fibonacci F,,, Lucas L,, Pell P,, Jacobs-
thal J,, Jacobsthal-Lucas j,, Mersenne M, etc... Par exemple F,,, de Fibonacci qui est une
suite de nombres entiers ou chaque terme est la somme des deux termes qui le précedent.
Elle commence généralement par les termes 0 et 1 (resp. 1 et 1) et ses premiers termes sont
0,1,1,2,3,... (resp. 1,1,2,3,5,...).

Leonardo Fibonacci est le premier qui a introduit cette suite qui décrit la croissance d’une
population de Lapins. Dans son Liber Abaci ( livre de calcul ), publié en 1202, principalement
consacré aux calculs commerciaux, il affine et résout des problémes algébriques déja rencontrés
dans I'oeuvre du mathématicien AL Khwarizmi. Plusieurs auteurs ont étudie les nombres de
Fibonacci par exemple Hoggatt dans [44], Vorobiov dans [77], Marques dans [51] et Shattuck dans
[69]. Ils peuvent généraliser aussi les suites de Fibonacci aux suites de Tribonacci, Tetranacci,
Pentanacci, etc...n-step Fibonacci définies par des relations de récurrences analogues, pour plus
d’information voir [75], [78], [74], etc...

D’autre part, il ya aussi des suites de nombres Gaussiens qui sont des nombres complexes dont
la partie réelle et imaginaire sont deux des entiers par exemple les nombres Gaussiens d’ordre deux

de Fibonacci GF,,, Pell GP,, Lucas GL,, Jacobsthal GJ,,, Jacobsthal-Lucas Gj,...etc. En 2017,



dans [76] D. Tasci a étudie les nombres Gaussiens d’ordre trois de Padovan G P,, Pell-Padovan
GR,, et a présenté les formules de Binets, les fonctions génératrices et quelques propriétés de
ces nombres. Dans [5] Mustafa Asci et Esref Gurel ont défini les polynomes bivaries complexes
de Fibonacci et Lucas, ils ont aussi déterminé les fonctions génératrices ordinaires ainsi que les
formules de Binets et les dérivées partielles de ces polyndémes.

Les fonctions génératrices des nombres de Fibonacci et les polynémes de Chebychev de deux
espéces ont été déterminé par plusieurs chercheurs, par exemple : en 1994, D. Foata [40] a utilisé
des techniques combinatoires afin de donner des fonctions génératrices des produits de nombres
de Fibonacci i F?2>", ainsi que les produits des polyndomes de Chebychev des deux espéces. Les
séries "

Yo BT, (z) 2", > F,U, (2) 2", Y] Uy (2) T, (z) 2"
n=0 n=0 n=0

sont des exemples des séries obtenues. En 2004, A. Lascoux dans [47] a trouvé un autre résultat
qui est l'identité de Ramanujan par la méthode des différences divisées et aussi I'auteur T.
Mansour dans [49] a déterminé les fonctions génératrices des nombres de Lucas, Pell, Pell-Lucas
par les suites de Horadam’s.

L’opérateur symétrique 0° La, & €té défini par M. Paul en 1951 puis A. Lascaux et A. Abder-
k

aiaz

rezzak ont défini opérateur J;, . en 1991 et il n’a été utilisé qu’en 2013 par A. Boussayoud et

M. Kerada dans [12] o cet opérateur a été appliqué a la série formelle inversible i epayz" qui
leur a permis de récupérer de nombreuses identités et des fonctions génératrices Z;lo utilisant le
concept des fonctions symétriques.

En 2014, dans [13], M. Kerada et A. Boussayoud ont récupéré les fonctions génératrices
obtenues par D. Foata et A. Lascaux en appliquant ’opérateur 6’;1@2 a la série formelle inversible
i Sn (—A)efz".

" En 2018, A. Boussayoud, M. Chelgham et S. Boughaba dans [21] ont appliqué la différence
divésée 0,,q, & la série i S, (E)a?™ 2" avec E un alphabet de cardinal deux, ils ont obtenu
les fonctions génératricgs: (Zies produits des nombres de Fibonacci et Pell avec les nombres de
Mersenne, en plus les fonctions génératrices des produits des nombres de Mersenne avec les

polynoémes de chebychev du premier et second types.

En 2019, les auteurs dans [7] ont calculé les fonctions génératrices des produits de la fonction



symétrique a plusieurs variables et les nombres de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthal
d’indice négatif.
Notre objectif dans cette thése est d’obtenir de nouveaux résultats sur les fonctions géné-

ratrices des produits de certains nombres et polyndémes orthogonaux, en appliquant 'opérateur
k

a1a, & la série formelle inversible ) S, (E) a}z" ot E un alphabet de cardinal trois

symétrique ¢
n=0
ou quatre et en utilisant les fonctions symétriques qui forment ’objet central dans ce travail.

Ce travail comporte principalement quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons les outils et notions préliminaires nécessaires a la
compréhension des chapitres suivants, nous donnons tout d’abord quelques rappels sur les séries
formelles, les relations de récurrences de certains nombres et polynomes et aussi des résultats
auxiliaires sur les fonctions génératrices et ses applications sur les suites définies par récurrences
linéaires d’ordre deux, trois et quatre. A’ la fin nous introduisons les fonctions symétriques
¢lémentaires et completes ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons des nouvelles fonctions génératrices des nombres
de Tetranacci généralisés et nous récupérons aussi des fonctions génératrices des nombres de
Fibonacci généralisés, Tribonacci généralisés et certains polynomes.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons des nouveaux résultats sur les fonctions généra-
trices de produits des nombres Gaussiens de Padovan GG P,,, Pell-Padovan G R,, avec des nombres

ainsi que des polyndmes bivariés complexes comme suit

Y. GPFypn2", Y, GP, Py 2", > GPyJpn2", Y GP My ,2", Y GP,F, (z,y), Y, GP,L, (z,y),
n=0

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 =
Y GR Fpn2", Y, GR P nz", > GRyJin2", >, GR My ,2", > GR,F, (z,y), >, GR,L, (x,y) .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Ce chapitre fait 'objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, B. Aloui, M. Kerada, Gaussian Padovan, Gaussian Pell-Padovan
numbers and new generating functions with some numbers and polynomials, Journal of informa-
tion and optimization sciences, (43)-16 pages(2022).

Le chapitre quatre est consacré aux nouveaux théorémes, ces derniers sont basés sur ’action

o0
de lopérateur symétrique 511)113221 la série > h, (a1,a9,a3,a4) py2" cela nous permet de donner
n=0



une autre approche pour le produit de la fonction symétrique a plusieurs variables et les nombres
(k-Fibonacci Fy,,, k-Lucas Ly, k-Pell Py ,, k-Jacobsthal J ,,, k-Mersenne My, ,,) ainsi que des

polynoémes orthogonaux par exemple

o0 o0 o0
Z Iy, (ah az, ag, a4) Fk,nzna Z b (Cbh asz, as, a4) Pk,nzn, Z hn (ah az, ag, a4) Jk,nzna
n=0 n=0 n=0
oo o (e.)
> ha(ar, a2, a3,a4) Uy (%) 27, 37 iy (a1, ag, az, aq) Ty () 27, 37 iy (a1, az, as, aq) Vi, () 2"
n=0 n=0 n=0
Comme application, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres de Tetranacci TTE4) avec des nombres : k-Pell Py, k-Jacobsthal Jj ,,, k-Mersenne M, ,,

et aussi des polynomes de Pell, Jacobsthal comme suit

S TPz, 3 T Tz, 3 T My 2", 3 TP, (2) 2", 32 T T, (x) 27
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Ce chapitre fait 'objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, A. Abderrezzek , M. Kerada, complete and elementary symme-
tric functions in several variables and orthogonal polynomials, nonlinear studies, 29(1), 329-346,
2022.

Nous terminerons cette thése par une conclusion générale et une liste bibliographie.
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Afin de rendre facile la compréhension de cette thése, nous avons rappelé quelques définitions
et théorémes de base concernant les séries formelles, les relations de récurrences linéaires, les
fonctions génératrices et les fonctions symétriques qui seront utilisées fréquemment au long de

ce travail. Les références utilisées dans ce chapitre sont [1], [5], [18], [36], [44].

1.1 Séries formelles

1.1.1 Définition, opérations

Soit K un corps commutaif (K =R ou C).

o)

Définition 1.1 Les éléments de l'ensemble K [[Z]] = { an2", an € K} s’appellent les séries
n=0

formelles & coefficients dans K. Pour n € N, 2" s’appelle le mondéme de degré n et a, est son

coefficient.

Définition 1.2 Soient u (z) = > a,2" etv(z) = > b,z" deuz séries formelles. On peut définir
n=0 n=0
les opérations comme suite

1. La somme

u(z)+v(z) = iﬂ (an + by) 2".

2. Le produit

3. Multiplication par un scalaire
M (z) = > Aaz".
n=0

4. Dérwation

u (2) = io: (n+1)ap 12"

n=0

5. Intégration

Zn+1

n+1

f“ (2) _goan



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.1.2 Inverse d’une série formelle

. sl . P ) n 5. s oo n oo
Définition 1.3 On dit que la série Y~ b,2" est l'inverse de la série Y~ a,2" si

(e.9]
Proposition 1.1 Une série formelle > a,z" est inversible si et seulement si ag # 0.
n=0

. Qs ) n ” - S n
Preuve: Soit )~ b,2" est I'inverse de la série ) > a,2" telle que

(Ea)- (S0) =1

0 \k=0
aoby + <Z akbn_k> 2t =1,
1 \k=0

M8
s £

3
I

8

n

par identification ; on trouve

aobo = 1,

et

Z (Z akbn—k) 2" = 07
n=1 \k=0

ce qui donne le coefficient ag non nul.

Réciproquement, si ag est non nul, alors le systeme triangulaire d’équations

p
aobo =1

a1b0 + aobl =0

L anbg + an_lbl + ...+ agbn =0
a une unique solution. m

Exemple 1.1 .

1. La série y ., 2" est inversible et d’inverse 1 — z.

10



Chapitre 1. Notions préliminaires

2. La série Y >, (—=1)" 2" est inversible et d’inverse 1 + z.

o0
L. n . . . n
3. La série Y~ o 25 est inversible et son inverse ) (—1)" %

n!
n=0

1.2 Relations de récurrences linéaires homogénes

Définition 1.4 Une relation de récurrence est dite linéaire homogéne d’ordre k a coefficients

constants ; si elle est de la forme
Uy, + dl’un,1 -+ dQ'LLn,Q + ...+ dkun,k = 0, (11)

ou dy, dg, ...,dp, € K et dj # 0.

Remarque 1.1 .
1. u, = 0 est une solution de l’équation (1.1) ; elle s’appelle solution triviale.

2. u, = 2" est solution de l’équation (1.1) avec u,, # 0 ; vérifie
2 di 2" 4 de T L d R =0,

stn =k ; on trouve

P di P dy T 4 d =0,

cette derniére équation est [’équation caractéristique.

Définition 1.5 Le polynome caractéristique est donné par
P(2) = 2"+ di2" t + dp2F 2 L+ dy

Théoréme 1.1 Soit dy,ds, ...,d, des nombres réels et d mon nul. Supposons que le polynéme
caractéristique P admet k racines distinctes zy, za, ..., 2k, alors u, est une solution générale de

la relation de récurrence si et seulement si

Up = €127 + Co2y + ... + 2y,

11



Chapitre 1. Notions préliminaires

avec ¢y, Co, ..., ¢, des constantes réelles.

Proposition 1.2 (Dépendance des conditions initials)

Soit ag, aq, o, ..., 1 1 scalaires. Il existe une unique solution w, telle que u; = a; pour

i=0,1,...,n—1.

Remarque 1.2 La relation de récurrence et les conditions initials déterminant la solution de

facon unique.
Exemple 1.2 Soit la relation de récurrence de la suite de Fibonacci

Fn:anl—i_anQaan
F(]:O,Flzl

son équation caractéristique est

2 —z—-1=0,

qui a pour racines simples avec A =5

La solution générale est donnée par

Fn = clz’f + CQZ;L,

o () ()
2 2

les constantes ¢y et co sont déterminées par les conditions initiales comme suit

autrement dit

F():Cl—I—CQZO

Fl = C121 + C29 = 1

en résolvant ce systhéme a deux équations et deux inconnues, on obtient : c; = \/Lg, Cp = .

12



Chapitre 1. Notions préliminaires

En fin, on écrit F,, comme suit

1

NG

F, =

() (5]

1.2.1 Relations de récurrences d’ordre deux de certains nombres

Définition 1.6 /58] La suite de Fibonacci généralisée (Uy), oy est définie par

Un = aUnfl + bUnf2yn > 2
U() = Q, U1 = 6
avec a, o, 3 € Z,b € 7.

Le tableau ci-dessous donne des relations de récurrences de certains nombres :k-Fibonacci,

k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne.

Les valeurs de a, b, a, 5 Les suites Relations de récurrences

Frp =kFypn1+ Frpo,n > 2
Fro=0, Fr1 =1

{ Liyn=kLgp—1+ Lgp2,n>2

a=kb=a=1,0=1 k-Fibonacci

a=p=kb=1La=2 k-Lucas
Lk70:27 Lk,lzk
Pip =2Pin1+kPypp_o,n > 2
a=2b=ka=0p=1 | kPell en = 2Pkt + kP2
Pk70:()a Pk,lz]-

Jk,n = k:Jk,n—l + 2<]k,n—2a n>2

a=kb=2,a=0,6=1 | k-Jacobsthal
Jeo =0, Jy1 =1

Mk:,n = 3kMk,n—l - 2Mk,n—27 n =2

a=3k,b=-2,aa=0,8=1| k-Mersenne
Mpo=0, M1 =1

Table 1.1. Relations de récurrences de certains nombres.

13
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Si 'on pose k = 1, le tableau ci-dessous devient

Les valeurs de a, b, «, 3 Les suites Relations de récurrences
Fn:anl—i_anQaan
a=1b=a=1,8=1 Fibonacci
FO == O, F1 =1
Lp=1Ln 1+ Lnf27n > 2
a=pF=1b=1a=2 Lucas
Lo=2 L1 =1
PnZQPn—1+Pn—27nZ2
a=2b=1a=0,=1 Pell
PO - O, P1 - ]_
Jn = Jn—l + 2<]n—2an > 2
a=1b0=2,aa=0,=1 Jacobsthal
JO - O, Jl =1

M, =3M,_, — 2Mn—2a n =2
MO - O7 Ml - 1

a=3b=-2a=0,=1 Mersenne

Table 1.2. Relations de récurrences de certains nombres classiques.

1.2.2 Relations de récurrences d’ordre trois de certains nombres Gaus-

siens

Définition 1.7 [70] La suite de Tribonacci généralisée {V, }, .y est définie par la relation de

récurrence suivante :
Vn = T’Vn,1 + SVn,Q + tVn,g, n 2 3

Ww=aVi=0bVo=c

avec a, b, ce Cetr, s e N, t € N*.

Exemple 1.3 .
1. Pourr =0,s =t =1,a = 1,0 = 1+1,¢c = 1414, nous obtenons la suite des nombres

Gaussiens de Padovan
GPn:GPn_2+GPn_3, ’flzg

GP():l, GP1:1+Z,GP2:1+Z '

2. Pourr=0,s=2t=1a=1—1,b=141,¢c= 141, nous obtenons la suite des nombres

14
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Gaussiens de Pell-Padovan

GRn = 2GRn_2+GRn_3, n Z 3
GRy=1—1i, GRy=1+4i,GRy=1+1i

1.2.3 Relations de récurrences de certains polyndémes orthogonaux

Dans cette partie, on définie les polyndmes de Chebychev des quatre types ainsi que les
polynomes de Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal et les polynémes bivariés complexes de Fibonacci

et Lucas.

Définition 1.8 Une suite de polynomes orthogonaux est une suite infinie de polynomes Py (x), Py (z),...a
coefficients réels, dans laquelle chaque P, (x) est de degré n, et telle que les polynémes de la suite

sont orthogonauz deur a deux pour un produit sclaire de fonctions donné.

Théoréme 1.2 [32] Soit (P, (x)),cy une suite de polynomes normalisée
Py () = 2" + @12+ 02"+ a2 4L

alors (P, (x)),,cn une suite de polynomes orthogonaux normalisée si et seulement si’il existe

deux suites de nombres complexes (o), oy €t (B,),en Vérifiant la relation de récurrence suivante :

PnJrl(x):($_an)Pn(x)_ﬂnPnfl(x)ﬂnZO
P(z)=0,P(z)=1 '

Proposition 1.3 [32] (Favadar’s) Toute suite de polynomes (P, (x)) de relation de récur-

neN

rence d’ordre deux est une suite de polyndmes orthogonauz.

Définition 1.9 On définit la fonction T, par
T, (cosf) = cos (nf), 0 € [0,7],n €N,

six € [—1,1], alors on a

T, (z) = cos (n (arccos x)) .

15
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Proposition 1.4 Les polynomes de Chebychev de premiére espéce sont définis par la relation de

récurrence suivante :

To(x) =1
Ti(z) ==
T2 () = 22T 41 () — T, () ,n >0

Preuve: 1l suffit de prouver que

T, (x) + T2 (:L’) =22Th 11 (x) :

Pour # € [0,7], n € N, on a

cos (nf) +cos((n+2)0) = cos((n+1)6f)cosh+sin((n+1)0)sind
+cos((n+1)0)cosf —sin ((n+1)0)sind

= 2cos((n+1)0)cosb,

de la définition 1.8, on a

VO € [0,7]  T,(cosf)+ T2 (cos@) = 2T, (cosf)cos (),

comme x = cos #, alors

Ve e [-1,1] T, (x) 4+ Thie(z) =22T,41 (x).

Définition 1.10 On définit la fonction U, par

sin0.U, (cos@) =sin((n+1)6), § € [0,7],n € N,

16
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six € [—1,1], alors on a

_sin((n + 1) (arccos x))

Uy, (x) = Vi

Proposition 1.5 [52] Les polynémes de Chebychev de deuziéme espéce sont définis par la rela-

tion de récurrence suivante :

U() ([L’) =1
Uy (z) =2z
Upio () = 22U, 41 () = Uy () ,n >0

Preuve: La preuve est similaire que la proposition 1.2. m

Définition 1.11 On définit la fonction V,, par

Vi (z) = % 6e 0]

2
avec x = cosf et v € [—1,1].

Proposition 1.6 [36] Les polynomes de Chebychev de troisiéme espéce sont définis par la rela-

tion de récurrence suivante :

Vigz () =22V () = Vi () ,n >0
Vo(z)=1,Vi(z) =22 —1 .

Preuve: 1l suffit de prouver que
Vo () + Visa () = 22V,01 (2)

Pour 6 € [0,7], n € N, on a

COS (n—k%)@ COS(n—I—%)Q
cos (19) cos (%9)

2

Vn (l’) + Vn+2 (‘I) =

17
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cos (n—i— %) 0 cosf — sin (n + %) fsinf
cos (%9)
coS (n + %) 0 cos 6 + sin (n—i— %) @ sin 6
cos (%0)
2 cos (n + %) 0 cosb
cos (%9)
= 22V, (2).

Définition 1.12 On définit la fonction W, par

2

, 0€10,7]

avec x = cosf et v € [—1,1].

Proposition 1.7 [36] Les polynomes de Chebychev de quatriéme espéce sont définis par la rela-

tion de récurrence suivante

Whio (z) = 22Woiq () = Wy () ,n >0
Wo(z) = 1, Wi () = 22 + 1 '

Preuve: La preuve est similaire que la proposition 1.4. m

Le tableau ci-dessous donne des relations de récurrences de certains polynomes.

Suite de Polynome Relation de récurrence
) ) F,(z)=aF, 1 (x)+ Fh2(z),n>2
Fibonacci
Fy(x) =1, Fi(z)=x
L, (x) =Ly (x)+ Ly (x),n>2
Lucas

Lo(z)=2, L1 (z) =x

18
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P,(x)=2zP, 1 (z)+ P2 (z),n>2
Py(x)=0, P (z) =1

In () = Jpq () + 222 (), > 2
Jo(z)=0, Ji(z)=1

Pell

Jacobsthal

Table 1.3 .Relations de récurrences de certain polynomes

Définition 1.13 /5] Les polynomes bivariés complexes de Fibonacci sont définis par la relation

de récurrence suivante :

Fn<x7y) :’ian,1 (m,y)—i—Fn,g(:L’,y),nZQ
FO(xay):Ov Fl(‘rvy>:1

Définition 1.14 /5] Les polynomes bivariés complexes de Lucas sont définis par la relation de

récurrence suivante :

Ln (xay) = Z-anfl (x,y) + Ln72 (337 y) y 2 2
LO («T,y) = 27 Ll (.fl],y) =

1.3 Fonctions génératrices ordinaires

Définition 1.15 Soit (u,),~, une suite de nombres; on appelle fonction génératrice ordinaire

de la suite (un),, la fonction
95 = 5 i

Proposition 1.8 [19] Soit g (z) une fonction génératrice de la suite (a,) et h(z) une fonction
génératrice de la suite (b,), alors

1. g(2) h(2) fonction génératrice de la suite (anbo + ap—1b1 + ... + a1bp_1 + agby) .

2. c19 (2) + cah (2) fonction génératrice de la suite (cra, + c2b,),,5 -

3. (1—2)g(z) fonction génératrice de la suite (an, — an-1),> -
4- ng (2) fonction génératrice de la suite (nay),,~ -
5

. % fonction génératrice de la suite (ap + aj + ... + ay,) .

19
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1.3.1 Fonctions génératrices de certains nombres

Le but de ce paragraphe est de calculer des fonctions génératrices des suites définies par les

relations de récurrences d’ordre deux, trois et quatre.

Théoréme 1.3 La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée (Uy), oy est donnée

par

Preuve: Soit

6= T

g(z)= Zo Up2",

la fonction génératrice de la suite (U,),~ -

D’autre part,

alors, nous trouve

Up+ Uiz + >, Upz"

n>2
Up+ Uiz + > (pUp—1 + qU,—2) 2"
n>2
U() + Ulz +p Z Un_lz” +q z Un_2z"
n>2 n>2
Up+ Uiz +p2 Y (Up2" — Up) +q22 Y. Uy 2"
n>0 n>0

a+ Bz+pz Y U™ —paz+q22 Y U, 2"

n>0 n>0

o+ (8 —aa)z +azg (z) + b2 (2),

a+ (B —aa)z
1 —az—bz?2 "~

9(z) =

D’aprés le théoréme précédent, nous déduisons des fonctions génératrices de certains nombres.

Valeurs de p, ¢, a, 8 | Coefficients de 2" | Fonctions génératrices

p=kqg=a=1p=1 Fyn SE——
p:5:k7q217a22 Lk,n 1,2];]2222

20
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b= 27 q= k: a = 07 ﬁ =1 Pk,n 1—22z—k22
b= ka q= 27 o = 07 ﬁ =1 Jk,n l—kzz—222
p= 3]{?, q = _27 o = 075 =1 Mk7n 173kz+2z2

Table 1.4. Fonctions génératrices de certains nombres.

Si k =1, le tableau ci-dessous devient

Valeurs de p, q, «, 8 Coefficients de z" | Fonctions génératrices
p=lg=a=1,=1 F, ﬁ
p=F=1lg=1a=2 Ly T
p=2,g=1a=0,=1 P, Tz
p=1qg=2,a=0,=1 I S p—

p=3,qg=-2,a=0,5=1 M, 527

Table 1.5 Fonctions génératrices de certains nombres classiques.

Proposition 1.9 La fonction génératrice des nombres Gaussiens de Padovan est donnée par

14+ (1+1)z+ 22

9(z) =

1—22-—23
Preuve: Par définition, on a
g(z) = O_OO GP,z"
— GPy +GP +GPy+ i GP,"
— GP+GP +GPy+ i GP, y2" + i GP, 52"
— (1-2)GPy +GP\ + GPy + 2° i GP2" + 2 i_ojg GP,2"

= (1-2°)GP+GP + GP+ 2°G(2) + 2°G (2),

21
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mais comme GPy =1,GP, = GP, =1 + 1, alors

1+ (1414) 2 + iz
1—22—-2%

9(z) =

Proposition 1.10 La fonction génératrice des nombres Gaussiens de Pell-Padovan est donnée

par

(i) 4 (A4 2+ (—1+30) 22
9(2) = 1 — 222 — 23 )

Preuve: La preuve est similaire & celle de la proposition 1.7. m

Théoréme 1.4 Soit la suite (wn)nzo définie par la relation de récurrence d’ordre quatre sui-

vante :
Wy, = M Wp—1 + ToWp_2 + T3Wp_3 + T4Wp_g,n > 4

wo=a, wi=0>b wy=c¢, w3=d
avecr1, ro, r3 € R, 74 € R* et a, b, ¢, d € C. Alors, la fonction génératrice associée & (wy,),,~o
est donnée par

a+ (b—ra)z+ (c—rb—r9a) 22 + (d — ric — 19b — r30) 2*

1—riz — 1922 —rgzd —ry2t

9(z) =

Preuve: On a

9() = 3w

oo
= wo+ w2+ we? Fwsz® + 3wy
n=4

oo
2 3
= wo+ w1z + wez” + w3z + > (w1 + ToW,_o + T3W,_3 + T4W,_g) 2"
n=4

o0 o0 [e.e]
2 3
= wo+wiz + we2” +ws2” + 71 Y] Wyo12" 12 Y wy22" 73 Y wy32"
n=4 n=4 n=4

o
+ry Y wy 42"
n=4

22
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o0 o o
= a+bztcHdl 42 Y we 12" 22 Y w02 P s Y w52
n=4 n=4 n=4

o0
+24y Y Wy 2"
n=4

= a+bz+c2+d2 + 2 (Z wnz"—a—bz—cz2) + 2%ry (Z wnz"—a—bz)
n=4 n=0

o0 [e.e]
+2573 <Z Wy 2" — a) + 24 3wy,
n=0 n=0

= a+(b—ria)z+ (c—rib—ra) 2® + (d — ric — rob — r3a) 2°

+ (riz +122” +132° +ra2t) 3 w,2"
n=4
= a+(b—ria)z+ (c—rib—ra)2* + (d — ric — rob — r3a) 2°

+ (riz + ez + 132 +r2*) g (2)

donc,

a+ (b—ria)z+ (c—rib—1a) 2% + (d — 71 — rob — 130) 2*

g\z) =
(2) 1—riz — 1922 — 1323 —ry2t

1.3.2 Fonctions génératrices de certains polyndémes orthogonaux

Théoréme 1.5 Soit <P")n20 la suite des polynomes orthogonauz définie par la relation de ré-

currence suivante :
P, (z) = prP, () + qPy—a(x),n > 2

Po(z) =a, P (z) =Bz +6
avec ¢ € R*,p, a, 5, ) € R.

La fonction génératrice associée a (P,),~, est donnée par

oz—i—((ﬁ—poz)x—i—é)z'

9(2) = 1—prz— qz?
Preuve: On a
9(2) = 3 Pala) "
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et par suit

or

n=2

n=2

a+ frz+ 6z +prz Yy, P, ()

n

Py () + Py (z) = + i P, (z) 2"

1

a+ Brz+0z+ >, (prPy1(x) + qP,_2 () 2"
n=2

a+fBrz+0z+pr Y, Pooa(x)2"4+q Y, Poa(x)2"

n=2

2" 4 q2? > P, () 2"

n=0

a+ frz+ 0z + prz (z Pn(x)z”—a> +qz2 > Py (2) 2"
n=0 =

n=0

a+ frz+ 0z — paxz + przg (2) + qz%g (2),

(1—prz—g2%) g (2) = a + (8 — pa)a +9) 2,

9(z) =

a—i—((ﬁ—pa)x—i-(;)z.

1 —prz — qz?

Nous déduisons des fonctions génératrices de certains polyndmes.

Les valeurs de p, q,a, 3,0 Les coefficients de 2™ | Fonctions génératrices
p=2,qg=-1,a=1,=1,6=0 T, () e
p=2,q=-1la=18=1,6§=0 U, () T
p=2g=-l,a=1=20=-1 Vo (2) =
p=2qg=-la=1,=230=1 W, () T
p=lLg=1La=1,=1,0=0 F, () m
p=1g=1a=26=1,=0 L, (x) 172;”;2
p=2,qg=1a=0,=0,0=1 P, (z) T

24
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1.4 Fonctions symétriques

Nous donnons ici un apercu de quelques notions de bases et certaines propriétés de ces

fonctions.

Définition 1.16 Soit f : K™ — K wune fonction en n variables. On dit que f est symétrique si

pour tout permutation o de l’ensemble d’indices {1, 2,..., n} U’égalité suivante est vérifiée

f(xla L2y ey xn) = f (xo(l)ama@)a“'axa(n)) .

Autrement dit, une fonction de plusieurs variables est symétrique si sa valeur ne change pas

quand on permute les variables.

1.4.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.17 On appelle k-iéme fonction symétrique élémentaire la fonction définit par

el =er (A da s A) = X AARLAR0<k<n,

i1+io+...+in=k

avec 1,12, ..., 4y, = 0 ou 1.
Exemple 1.4 Pour une équation de degré 3 (n = 3, les racines : A1, A2, A3) , on a

eg=1
e1 = A+ Ao+ A3
€2 = AMAg + A1z + Mg
€3 = A1 A3

6;23) = €k ()\17 A2, )\3) =

Proposition 1.11 Soit ek ™) 1q fonction symétrique élémentaire, on a

(n—i—1)

26,2")_An,§”11+/\n,ek D AT e el Y,
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Preuve: 1. De la définition de la fonction symétrique élémentaire, on a

Angres” + el = )\nH( 3 A?A;?...A:‘;)+ S NN N\

i1+i2+.. . Fin=k—1 i1+i2+...+in=Fk

— 3 NINZ NN+ 3 APAZL AN

7;1+i2+---+7;n:k7_1 11+12++'Ln:k
- S APAZLAPNL L+ 3 APAZL AN
i1+io+...+in+1=k i1+i2+...+in+0=k

_ i1\ 2 in \ tn+1
= > ALAZ AT A
i1+io+...Finr1=k

(n+1)
ek .

2. De la formule 1, on écrit e,(cn) comme suit

e = a4l
= )\ e,(gn 11) + A 1ek . 4 62"72)

W PRI WIRTS e B WY e

= el N1 " e Y e e T L el

ce qui acheéve la preuve. m

Proposition 1.12 Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également définir comme les

coefficients du développement en série formelle

n

E(z) =3 ek = [T (1+ \2),

k=0 =1

avec e (A1, Ag, ...y Ay) = 0 pour k > n.

Preuve: Par récurrence

On a

n

S e = [T (1+N2).
k=0

=1
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Alors pour n = 2, on trouve

2
[T(A+Xz) = (14 A2)(1+ A2)
i=1
= 1+ (A1 + Xa) 2 + AAg2?
= ep+e1z + eg2?
2
= > ep”.
k=0
Supposons que
ek =TT (14 Aiz2),
k=0 i=1

et montrons que

n+1

=1

n+1
e = T (14 Aiz)

k=0 =1

s

(14 Ana2) [T (1 + Aiz)

Il
—

7

ekzk

NgE

= (1 + )\n—i-lz)

£
Il

0

n n
= Z er2” + A1 Z epzFtt

n+1

= Zekz + A1 D €12
=0 =0

- kz—:o e,(cn)zk + Ans1 Z e,(:”gl)zk

= > ( + )‘n+1€kn—:1)> 2

k>0
n+1
= X
k>0
n+1

= 6 Z
Py K
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1.4.2 Fonctions symétriques complétes

Définition 1.18 On appelle k-iéme fonction symétrique complétes la fonction définit par

B = B (A, Ay ooy An) = Z AD N2 \in

i1+i2+...+in=Fk

avec iy, 9, ..., iy, > 0.

Exemple 1.5 Pour une équation de degré 3 (n = 3, les racines : A, A2, A3), on a

’

he = 1
hy = A+ Ay + g
WY = by (Mg, Agy As) = ho = A2+ A2+ 22+ Ao 4+ Mg + Ao

hg = A3+ A5+ A3+ Ao + A2As + A2)\1 SED Y9 FIED ¥5 FINED ¥ VI ED YD PO

Proposition 1.13 Soit h(n) la fonction symétrique compléte, on a
1 h(n+1) _ )\n+1h n+1 ) 4 hk 7
2. b = AF 4 )\’:L+11h(”) RV R Lt /) U EED WY ) Ay 08

Preuve: 1. En vertu de la définition de la fonction symétrique compléte, on a

Aupr A M = AL x PUD VDD Ko NNz \in
+ + 172 n ‘n 172 n
i1+i2+...Fint1=k—1 i1+io+...+in=Fk
_ Z )\Zf)\lz )\ln)\ln-;-l)\l 1+ Z )\111)\222 )\Zn>\0 .
= nt A A
i1+io+.. Fippr1=k—1 i14+i2+...Fin=Fk
— > APAZ AN AL 3 APAZ AN
i1+ie+...Fint1=k—1+1=k i1+io+...+in,+0=k
= S AL+ > APAZ AN
AL AL
i1+io+...Fint1=k i1+i2+...+in+0=k

comme 7,41 > 0, alors 4,1 + 1 > 1. Supposons @, , | = ip41 + 1 ou i, =0, donc i, ; >0,
et par suite

"H (n) _ i1z yin \fn+1
/\nﬂh ) 4 hy, > ATAZ AT Ay
Z1+i2+...+i/n+1:k‘
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= K",

e - +1 )
2. De la premiere égalité, on écrit h,(: ) comme suit

AR WY T ARy N
= A (Ath (mt) h,(jjl> + h"
= A2 A0 Y

= A2 Y 02 A b+ Ry

= A B XA A ALY A b + B

D LTI Y ) D k) B Vs 1 SR Wy /S Ay 0
d’ot le résultat. m

Proposition 1.14 On peut également se définir les k-iéme fonctions complétes comme les coef-

ficients du développement en série formelle

H(z)= % b2k = [T (1= Az) ™

k=0 i>1
Preuve: Par récurrence
On a
Y = b (A, Agy oo An) = S0 AN NI

i1+io+...+in=Fk

alors, pour n = 2, on trouve

S hPF = b+ P+ D2+
= 1+ A+ )2+ (AT + A+ 7)) 2%+ ...

= T+ Mz+ 2027+ .0) (T4 Az + A%+ .)

_ ;i (M) x kfjo (ho2)"
1
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o
IT(1—A2)

=1

Supposons que

SR = T (1= N2) 7t
k=0

i>1
et montrons que

Z h n+1) k H (1 N )\iz)717
121

k=0
on a

alors,

SORUTIR = A S AR S Rk

- )\ S ptD) K = Bk
n+1Z k-1 # +kZ k2
-0

= 412 Z h nH 2+ h,(gn)zk
k=0

n+l

= ez [L (= M2) 4+ T (1= A2)™
=1

=1
/\n+1Z + (1 - >\n+12)
[T (1= Niz)
1

[T (1= Aiz)

d’ou le résultat. m

Proposition 1.15 Soient E (z) et H (z) deux fonctions symétriques élémentaire et compléte

respectivement, alors on a

E(—z)x H(z)=1

Preuve: Par définition, on a

B(-2) =2 (-2 = 101~ x2).
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et
H(z) = f: Bt = T (1= \2)

i>1
donc,

E(—z)x H(z)=1

1.4.3 Quelques propriétés des fonctions symétriques

Définition 1.19 Soit l'alphabet E = {e1,ex}, on définit la fonction symétrique S,, qui lui est

associée par

€n+1 o en—&—l
50 (B) = Sufer o) = "2
1= €2

avec

So(E) = h{P =1
Sl (E) = h§2) =e1 + €2
Sy (E) = héz) =e?4eltee

Sp(E) = AP

et Sp (E) =0 pour n < 0.

Définition 1.20 Etant donnés deux alphabets A et B, on note S, (A — B) les coefficients de la

série rationnelle

[T (1 —2b)

beB &
=5 S, (A-B)2".
1—za n—

Remarque 1.3 Si A =), alors

T (1= 2b) = i‘osn (—B) 2"

beB
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Proposition 1.16 Supposons que A =0 ou B = , on obtient

nfo Su(A—B)2" = nio S, (A) " nf;osn (=B) 2",

Remarque 1.4 Si A = B, alors

1
S S, (—A) 2
n=0

ni]sn (A) 2" =

Lemme 1.1 Soit A = {z} et B = {b1,bs,...,b,} deux alphabets, on a

Spik (r — B) =2"S, (x — B),Vk € N.

Proposition 1.17 Soit A = {x} et B = {b1, b2, ..., b, } deux alphabets, on a

(1 —zx)

b];[g (1 — 2b)

Sn (x — B)

=14..+2""'S 1 (z—B)+2" :
+ o+ 2" S (x )+ 2 =)

Preuve: De la définition 1.23, on a

[T (1—2b)

beB

(1—zx)

= i Sn (x — B) 2"
n=0
= 1+.+Sa(@—B) 2"+ 85, (x—B)2" + Spy1 (x — B) 2" 4 ...

= 1+..+ S 1 (x—B) "' +2"(S,(x —B)+ Spy1(x —B)z+...),

en utilisant le fait que S, % (x — B) = 2*S,, (x — B),Vk € N, on obtient

[T (1 —2zb)

beB

(1 —zx)

mais comme

= 1+.+S 1(x—B) 2" +2"(S, (v —B)+aS,(x —B) 2z +...)

= 14+..4+S1(x—B)z" ' +2"S, (= B) (1 +zz+ 272" + ...)

1

=14+az+2222+..,
1—xz
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alors I b)
—z
beB oy 2"Sp(z— B)
—_— =1+.. e - B _—
(1= 22) + ..+ S (2 )2V + T2

Proposition 1.18 Soit A = {z}, on a
Sy (x—B)=2"Sy(=B) + 2" 'S, (=B) + ... + S, (- B) .
Preuve: On a

S, (r—B) — ki_osn_k () Si (—B)

= i 2" "5y, (—B)
k=0

= 2"So(—=B)+ 2" 'S (=B)+ ... + S, (-B).

n

Remarque 1.5 En particulier, lorsque B = {b,b,...,b}, on a S, (x —nb) = (z — b)
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Chapitre 2. Construction de certains nombres et polynémes par des fonctions
symétriques

Dans ce chapitre, nous donnons des nouvelles fonctions génératrices des nombres de Tetra-
nacci généralisés et nous récupérons aussi des fonctions génératrices des nombres de Fibonacci

généralisés, Tribonacci généralisés et certains polynomes.

2.1 Notations et définitions

Rappelons d’abord la formule de I'opérateur symétrique qui est valide dans la suite.

Définition 2.1 Soit A = {ay, a2} un alphabet, nous définissons l'opérateur symétrique 521@ par

ai f (a1) — a5 f (az)

ay — a2

o o flar) = keN. (2.1)

Remarque 2.1 Si f (a) = a, alors la formule (2.1) s’écrit comme suit

k alfﬂ — a’§+1
6r fla)) = ——=— = Sk (a1 + a9) .

a1a2 al _ a2

2.2 Reésultat principal

Théoréme 2.1 Etant donnés deuz alphabets E = {ey, ea,e3,e4} et A ={ay,as}, alors

1— a1a252(—E)Z2 — 109 (a1 + ag) Sg(—E)23

+oo —ayas ((ay + az)® — aras) Sy(—E)z*
; S (E)S, (a1 + az) " = H(El . al;) o )_ a;ez) 29

Preuve: Soit f (a12) = > S, (E) a}z", alors le premier membre de la formule (2.2) s’écrit
n=0

[e.°]

1 - Zo S, (E)ayttzn — Zo S, (E)ay™zm
Oaran (Z Sy (E) a?z") — n= n=
n=0

a1 — Ao
oo an+1 - an+1
= Y S, (E) bt S S
n=0 ay — Gz

S S, (E) S, (a1 + as) 2",
n=0
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mais comme f (a;z) = ﬁ, alors le deuxiéme membre de la formule (2.2) s’écrit
—aiez

ecE

ai az

1 H (1—azez) N H (1—agez)

st _ é€E )
a1 (1 — aqez) a; — as

a; [ (1 —agez) —as [] (1 — aqez)

ecE ecF

(a1 —az) [T (1 —arez) I (1 — agez)

eckE eckE

> Sn(—E)arayz™ — > S, (—F) agal 2"
n=0 n=0

(a1 —ag) [T (1 —azez) ] (1 — agez)

ecE eclF

-1 n—1

1—ajaz Y. S, (—FE) i D
n=1

a1—a2

[T (1 —ajez) [] (1 — agez)

eeE eck

1 —aya35s (—F) z — ajaz (a; + ag) S3 (—F) 23

—Qa1Qa9 ((CLl + a2)2 — alag) 54 (—E) 24

[T (1 —azez) [T (1 — agez) ’

ecE ecl

d’ot le résultat. m

2.3 Fonctions génératrices des nombres de Tetranacci gé-
néralisés

Définition 2.2 [7}] La suite de Tetranacci généralisée {W,}, .y est définie par la relation de

récurrence suivante :

Wy =rWh_1 +roWo o +r3Wy_g +1r4Wy_a,n > 4
WOIG,WIZb,WQZC,Wgzd

avec les conditions initials sont des nombres complexes (ou reélles ) et ri,rs,r3 € R 1y € R .
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Les cas spécials de {W, },y sont représentés dans le tableau suivant :

Nombres de Tetranacci généralisée

Relations de réccurences

Tetranacci

T =1 + 1Y, + T, + T, n > 4

n

V=01 =1,1" =1,15Y =2

Tetranacci-Lucas

RY =RY, + R, + RYy + Ry n >4
Ry =4,R{" =1,RYY =3, RYY =7

Gaussiens de Tetranacci

ar = T, + a1, + a1 3+GT,§44,n24

Gaussiens de Tetranacci-Lucas

GTY =0,6TY =1,6TY =140, 6TV =2+
GRY = GRYW, + GRY, + GRY, + GRW,,n > 4

GRY) =4 —i,GR" =1+4i, GRY’ =3+ i, GRY = 7+3i

Pell d’ordre quatre

M =0,P" =1,P" =2, P" =5

Pell-Lucas d’ordre quatre

QY *ZQn 1+Qn 2+Qn 3+Qn pn =>4
Q' =4.01" =20 =6,

Pell modifiés d’ordre quatre

EP =280 + BV, + B+ EY n >4

n n

B =0,BY =1,E5Y =1,E{Y =3

4-premiers

Gn = 2Gn_1 + SGn_Q + 5Gn_3 + 7Gn_4, n Z 4
Gp=0,G1=0,Gy=1,G3 =2

Lucas 4-premiers

H,=2H, 1 +3H, 2+ 5H, 3+ 7Hn—47 n >4
HO :4,H1 :2,H2 - 10,H3 :41

4-premiers modifiés

E,=2E, 1 +3E, o +5E, 5+ 7En747 n=>4
EO :O,El - 07E2 - 1,E3 =1

Table 2.1. Les cas spécials des nombres de Tetranacci généralisés.

Dans le cas spécial E = {e1,eq,e3,e4} et A ={1,0} le théoréme 2.1 prend la forme

Corollaire 2.1 FEtant donné un alphabet E = {e1,es,€3,¢4}, on a

ZS

1

(1—e12) (1 —e22) (1 —e32) (1 —eq2)
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D’aprés la formule (2.3), on a

et

avec

En posant

nZ:; Snil(E)Zn N (1 - 612) (1 - 622) (1 — 632) (1 — 642)’

;%Sn_z(E)z" T 1 —e12) (1—e22) (1 —e32) (1 — egz2)’

3

,;S"_P’(E)Zn T (1= e1z) (1 e22) (1 — e32) (1 — e42)’

(1 —e12) (1 —eg2) (1 —e32) (1 — e42)

1—(e1+ey+es+eq)z+ (ereg +eres + ereq + eges + exeq + ezey) 22

3 4
— (e1e9e3 + e1e264 + €1€364 + €9€3e4) 2° + €1€263€642

1+ Sl(—E)Z + Sg(—E)Z2 + Sg(—E)ZS + S4(—E)Z4.

S1(—E)=—-nr
Sp(—E) = -1y , dans (2.3),(2.4),(2.5) et (2.6), on obtient
S3(—E) = —r3
Sy(—E) = —ry

+00 1
> Su(E)z" =
n=0

1 =112 — 1922 — 1323 — ry2?t’

1 — 11z — 1922 —r3zd — ryzt’

+oo P
> Sua(E)z" =
n=0

2

+o0o 5
D Sua(E)2" =
n=0

1 — 1z — 1922 —r3zd — ryzt’
+o00 3

3 S a(B)2" = -

o 2 47
— 1—riz— 1922 — 1323 —ry2
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respectivements.

En multipliant les équations (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10) par Wy, Wy —r Wy, W —r Wy —r W,

et W3 — riWy — roWi — r3W, respectivements, on obtient

+o0o
Wo
WoSn(E)z" = ,
; ° ( >Z 1—7’1Z—T2Z2—r323—7’4z4
§<W Wo) Sue1(E)2" P = o) 2
—r o SN — ’
n=0 ' Ho ' 1 =12 — 1922 —1r3z3 —ry2t
“+o00
Wy — m Wi — raWy) 22
Z(WQ_th_TQWO)SH—2(E)ZRZ W = 21 - 30)2 1’
n—0 1 — 112 —1re22 — 1323 —ryz
+o0o
Wy — 1 W — rgWy — r5W) 23
Z(W3—T1W2—7‘2W1—TgWO)Sn—3(E)Z"=( 3 e ;2 L 3T3 O)f.
n=0 1 —riz—1r9z? — 1323 —ryz

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

En additionant les équations obtenues (2.11),(2.12),(2.13) et (2.14), alors on obtient la

proposition suivante :

Proposition 2.1 Pour n € N, la fonction génératrice de la suite de Tetranacci généralisée est

donnée par

f W — WO + (Wl - 7°1W0) z+ (WQ — 7’1W1 — TQWO) 22 -+ (W3 — 7"1W2 — TQWl — T3W0) 23
n=0

1—riz — 1922 — 1323 —ry2t
De cette proposition, on peut conclure le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 Pourn € N,

Wn = Wosn(E) + (Wl — 7“1W0) Sn_1<E) + <W2 — 7’1W1 — TQW()) Sn_Q(E)

+ (Wg — 7’1W2 — TQWl — 7”3W0) Snfg(E)

On déduit alors, les corollaires suivants :

Corollaire 2.3 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Tetranacci est donnée
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par
“+o00
TWn = - TW = 5, ,(E).
nz;nz 2 weel, 1(E)

Corollaire 2.4 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Tetranacci-Lucas est

donnée par

fRGQn 4—32—222-23
n z =
n=0

1—z2—22—23—2%

avec RS = 45,(E) — 35,_1(E) — 25,_2(E) — Su_3(E).

Corollaire 2.5 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Tetranacci

est donnée par

+0o0 . 9
Z GTV2" = 1 _Z; Z_Z S5 avec GTY = S, 1(E) +iSn_o(E).
n=0

Corollaire 2.6 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Tetranacci-

Lucas est donnée par

)

§GR<4>" 4—i—(3-50)z—(242i)2% = (141)23
A—
— " l—2z—22—23—24

avec GRS = (4 = i) Su(E) — (3 = 51) Sp_1(E) — (2 + 2i) Sp_o(E) — (1 +1) Sp_3(E).

Corollaire 2.7 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Pell d’ordre quatre est

donnée par

+o0o
z
> P = 192 2 3 _ 0 P =S, 1(E).
n=0

Corollaire 2.8 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Pell-Lucas d’ordre

quatre est donnée par

f@“”‘— 4—62—222—-2°
e R T P R

avec QYY) = 48, (E) — 6S,_1(E) — 25,_3(E) — S,_3(E).
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Corollaire 2.9 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Pell modifiés d’ordre

quatre est donnée par

+00 2

zZ—Z
> B = g e B = S,4(8) - S, o(F),
n=0

Corollaire 2.10 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de 4-premiers est donnée

par

“+o0
22

G,z" = , G,=S,_oF
;% ? 1—22—322 523 -7z avee 2(F)

Corollaire 2.11 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de Lucas 4-premiers est

donnée par

. 4—62—622—523
> - |
1—22—322—523 -7z

avec H, = 45,(E) — 65,-1(E) — 65,-2(E) — 55,—3(E).

Corollaire 2.12 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres de 4-premiers modifiés

est donnée par
3

“+o00 22—2
Enn: )
; ? 1—22—322 523 —T7z4

avec B, = S,_o(E) — S,—3(E).

2.4 Fonctions génératrices des nombres de Fibonacci gé-
néralisés
En considérant la spécialisation £ = {e1, —e2,0,0} et A = {1,0} dans le théoréme 2.1, on a

Corollaire 2.13 Soit E = {e, —es} un alphabet, on a

1
14+ S (—E) 2+ Sy (—F) 2%

Z}O Sn (€1 + [—ea]) 2" (2.15)
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Corollaire 2.14 Soit E = {e1, —es} un alphabet, on a

(2.16)

nX::OSn—l (e1+[—eg]) 2" = 1+ 5 (—E)z+ Sy (—E) 2%

En posant S; (—FE) = —a et Sy (—F) = —b dans les formules (2.15) et (2.16), on trouve

& 1
nz::() Sn (61 + [_62]) 2" = 1 — az — bz2’ (217)
et
00 N P
r;)sn,1 (61 + [—62]) z5 = —1 s — b2 (218)

En multipliant I’équation (2.17) par « et 1’équation (2.18) par (8 — a«), en additionnant les

résultats, on obtient

a+(f—an)z
1—az—0bz2

530 (aSy (e1 + [—ea]) + (B — aa) Sp1 (1 + [—€3])) 2" =

Ce qui nous donne la proposition suivante :

Proposition 2.2 [9] La fonction génératrice de la suite de Fibonacci généralisée est donnée par

a+ (8 —aa)z
1—az—0b22"

i U,z" = avec U, = aS,, (e1 + [—e2]) + (B — acr) S,—1 (e1 + [—e€2]), Vn € N.
n=0

D’aprés la proposition précédente, on conclut le tableau suivant :

a | b | al|p| Cofficients de 2" Fonctions symétriques

E| 1 |1]1 F . Sn (€1 + [—ea])

El 1|2k L,, 25, (e1 + [—e3]) — kS,_1 (e1 + [—e2])
2 k [0]1 P, Sn-1 (e1 + [—ea])

E| 2 (0|1 Iy Sn-1 (e1 + [—e2])

3k | =201 M, , Sn-1 (e1 + [—e2])

Table 2.2. Fonctions symétriques de certains nombres.
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2.5 Fonctions génératrices des nombres de Tribonacci gé-
néralisés
Dans le cas spécial E = {e1, es,e3,0} et A = {1,0} le théoréme 2.1 prend la forme :

Corollaire 2.15 Etant donné un alphabet E = {e1, ez, €3}, on a

+o0
1
S,(E)z" = ) 2.19
nzzg (£) (1 —e12) (1 —e92) (1 — e32) (2.19)
De cette formule, on a
+00 e
S, 1 (E)2" = , 2.20
HZ_O 1(B) (1 —e€12) (1 —e92) (1 — e32) (220)
et
+o00 22
S, o(E)2" = , 2.21
; 2(E) (1 —e12) (1 —e92) (1 — e32) (2:21)
avec
(1 —e12) (1 —e2) (1 —e32) = 1—(e;+ey+e3)z+ (erea+ eres + eges) 22 — ejegesz®
= 1+ S1(—E)z + Sy(—E)2* + S3(—E)2*.
Sl(—E) = —T
En posant { S,(—F) = —s dans (2.19),(2.20) et (2.21), on obtient
Sy(—F) = —t
+00 1
S (E)z" = , 9.22
nz% (E)z 1 —rz— 522 —1t23 (2.22)
+o0 e
S, _(E)2" = , 2.2
nZ:% 1(B)z 1—rz—s22—tz23 (2.23)
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+o0 2

3 Sua(E)" = &

1—rz—s22—tz3

(2.24)

n=0

respectivements.

En multipliant les équations (2.22), (2.23) et (2.24) par Vy, Vi — rVg, Vo — 1V} — sV} respecti-

vements, on obtient

— Vo

nz; VoSa(B)<" = 1 —rz—s22—t23 (2.25)
o " (Vi —=rW) 2
; (Vi = 1V0) Spa(B)2" = -——— 5, (2.26)

o0 B . 2
D (Va—rVi—sVp) Spa(E)2" = Ve — Vi — 51h) = (2.27)

1—rz—s522—1t23"

n=0
En additionant les équations obtenues (2.25), (2.26) et (2.27), alors on obtient la proposition

suivante :

Proposition 2.3 Pour n € N, la fonction génératrice de la suite de Tribonacci généralisée est

donnée par

1—rz—s22 —tz3

n=0

De cette proposition, on peut conclure le corollaire suivant :
Corollaire 2.16 Pour n € N,
Vi = VoSu(E) + (Vi — Vo) Sp1(E) + (Vo — rVi — sVp) Spa(E).
On déduit les corollaires suivants :

Corollaire 2.17 Pour tout n € N, la fonction génératrice des nombres Gaussiens de Padovan

est donnée par

ioGPnz”Z 1+(1+2i)z—:iz27
— 1—25—2z

avec GP, = S,(E) + (14 1) Sp_1(E) +iS,—2(E).
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Corollaire 2.18 Pour tout n € N, la fonction génératrice des mnombres Gaussiens de Pell-

Padovan est donnée par

ZGR"Zn: (1—1—2’)—1—(1—1—2’)2—1—(—1—1—32’)22’
1—222—23

avec GR, = (14+1) S, (E) + (1 +14) Spq(E) + (=14 3i) Sp—a(E).

2.6 Fonctions génératrices de certains polynémes ortho-
gonaux

Définition 2.3 [54/La suite des polynomes généralisées (G, ()), oy est définie par la relation

de récurrence d’ordre 2 suivante :

Gy () = (po + p1x) Gno1 () + (90 + (1) G-z ()
Go (x) = ap, G (x) = By + By

avec po, P1, 91, 040750 € CaQU € Cr.

On distingue deux cas :

— Le premier cas : En multipliant I’équation (2.15) par ag et I'équation (2.16) par (8, — pocv)+
S1(=E) = — (po + p1)
Sy (—E) = — (90 + q17)

(B, — p1v) z, en additionnant les résultats, et en posant , on

obtient

o0

go (0 Sn (€1 + [—ea]) + (B — Pocvo) + (B1 — pra) ) Sp1 (€1 + [—ea])) 2"

ao + [(Bo — poco) + (B — prwo) 2] 2
1= (po+piw)z—(q +qz) 22

Proposition 2.4 Vn € N, la fonction génératrice de la suite des polynémes généralisées est

donnée par
i G, (z) 2" = ag + [(By — poco) + (B — pravo) ] 2
n=0 ! I (po +p1x) z — (qo + qw) 22
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avec Gy, () = agSy (e1 + [—e2]) + ((By — Poco) + (81 — prag) x) Sn1 (€1 + [—€2]) .

De cette proposition, on déduit le tableau suivant :

ao | Bo | B1 | Po| p1| qo | ¢1 | Coefficients dez" Fonctions symétriques
1/0(10[1|1]0 F (x) Sy (e1 4+ [—ea)])
210101 ]1]0 L, (x) 25, (e1 + [—ea]) — xSh_1 (e1 + [—e2])
Ojlo0|1]0]2]|1]0 P, (x) Sn—1(e1 + [—e2))

O 1]0[1]0]|0]2 J, (z) Sn-1 (€1 + [—e2])

Table 2.3. Fonctions symétriques de certains polynomes

— Le deuxiéme cas : En remplacant e; par (2e;) et ey par (—2e3) dans (2.15) et (2.16) , on

obtient
s 1
S, (2 —2 "= , 2.28
nz::() ( S [ 62]) o 1—2 (61 — 62) zZ — 4616222 ( )
et

s A
Sn_1(2 -2 "= . 2.29
nz::O 1 ( e + [ 62]) z 1—2 (61 _ 62) 5 — 4616222 ( )

En multipliant I’équation (2.28) par aq et I’équation (2.29) par ((3, — pocw) + (81 — p1w) ),

en additionant les résultats, on trouve

nijo (oS (261 + [—2€3]) + ((By — pocvo) + (81 — prcvo) ) Sp—1 (2e1 + [—2e3])) 2"(2.30)
ag + [(By — poco) + (B — pravo) x] 2

- I

1—2(e; —eg) z — dejegz?

€1 — ey = Po + P1T
posons 1T T RTRY Gans 1a formule (2.30), on obtient

—4eies = qo + 1w

o0

> (0Sn (261 + [—2e9]) + (B — Powo) + (81 — pravo) T) Sp—1 (2e1 + [—2e])) 2"

n=0

oo + [(By — powo) + (81 — pravo) 7] 2
1—2(po+px) 2+ (g + qw) 22

Ce qui nous donne la proposition suivante :
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Proposition 2.5 Vn € N, la fonction génératrice de la suite des polyndomes généralisées est

donnée par
S 7)o = 20 + [(By — Poco) + (B — pravo) 7] 2
n=0 1—2(po +p17) 2 + (qo + q17) 22

avec Gy, () = apSy, (261 + [—2e3]) + ((Bg — povo) + (81 — p1cw) &) Sn—1 (2€1 + [—2e3]) .

De cette proposition, on déduit le tableau suivant :

ao | Bo | Byl po|p1| q | @1 | Coefficients de 2" Fonctions symétriques
1702012 [-1]0 U, (x) Sn (261 + [—2e2))
1{o0|10|2|-1]0 T, (x) Sn (2e1 + [—2e2]) — xS,-1 (261 + [—2€3)])
1|-1(2 /02 -1]0 V. (x) Sn (261 + [—2e3]) — Sn1 (261 + [—2e3))
171 (2,012 -1]0 W, (x) Sn (2e1 + [—2e2]) + Sn—1 (2e1 + [—2e3])

Table 2.4. Fonctions symétriques de polynomes de Chebychev
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Chapitre 3. Nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan et nouvelles fonctions
génératrices de certains nombres et polynémes

Ce chapitre comporte deux parties. La premiére partie consacrée a donner le théoréme prin-
cipal et ses corollaires qui sont basés sur les fonctions symétriques. Dans la deuxiéme partie nous
déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,
Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Lucas, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des
polyndémes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas. Ce chapitre fait 'objet de la publication
suivante :

H. Zerroug, A. Boussayoud, B. Aloui, M. Kerada, Gaussian Padovan, Gaussian Pell-Padovan
numbers and new generating functions with some numbers and polynomials. Journal of informa-

tion and optimization sciences, 43, 1-16, 2022.

3.1 Reésultats principaux

Théoréme 3.1 Etant donnés deux alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—by}, alors

> Su(=A)dyily, (b2)" 2"
ZS Snin(by + [=ba]) 2" = = — N ERY

+o0o
Preuve: L’action de 'opérateur 5’;1[4)2} sur la série Z S, (A 2" nous donne le premier
n=0
membre de 1’égalité (3.1), il vient

+0o0
b Z Sa(ABT " — (—by)* > " S (A) (=bp)" 2"
n=0 n=0

bl + bz
400 n+k+1
bn+k+1 . (—bg) +k+
—_ A 1 n
2 Sul4) ( b z
= ZS Spik(by + [—ba]) 2", (3.2)
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d’autre part

= n+1_n bl

D Su(Apptter = — ,

=0 > Su(— Ay
n=0

alors le deuxiéme membre de ’égalité (3.1) s’écrit
+00 +oo
) byt Z Su(—A) (=ba)" 2" = (=b2)" 1 Y S (— Ay ="
1 n=0

k
61)1 [—b2] | +o0 - +00
> Sa(—A)byzn (by + bs) (Z S b”z”) <Z Su(—=A) (=bs)" z”>
n=0 n=0

bk:+1 — b)) —(—b k+1bn n
S (-,

(Z Sn(—A)b?z"> (Z Sn(—A) (=by)" z”)

+0o0
> Su(= AT (<ba)" 2"

(Z SA—A)b?z”) (Z Sn(—A) (=b)" z)

I'égalité (3.1) résulte alors du fait que les deux sommes apparaissant dans (3.2) et (3.3) sont

(3.3)

égales. D’ou

“+o0o
X Sul= AL ()" 2"

) <§sn(—A)byzn) (ﬁ;sn(—A) (—bg)"z”)‘

ZS n+k bl + [ bg])z”

— En posant £ = 0 dans I’égalité (3.1), on peut conclure les corollaires suivantes :
Corollaire 3.1 Etant donnés deuz alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—bs}, alors

n _ 1 + bleSQ (—A) 22 + blbg (bl — bg) 53 (—A) 2’3
[T (1 —abiz) [T (14 aby2)

a€A a€A

Zs o (by 4 [—b]) 2 (3.4)
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Corollaire 3.2 FEtant donnés deux alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—bs}, alors

n__ Z+ bleSQ (—A) 23 + blbg (bl — bg) Sg (-A) Z4
ZS" 1 (A) S (b + [=bal) 27 = [T (L= abz) 1] (1 +abs2) - (39)

acA acA

— En posant k = 1 dans ’égalité (3.1), on peut conclure les corollaires suivantes :
Corollaire 3.3 FEtant donnés deux alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—bs}, alors

_ (bl - bg) - blngl (—A) Z — b%b%s:g (-A) 23

Sn (A) Spi1 (b bs)) 2" 3.6
Z 1 (bt [=ha]) 2 [1 (1 —abiz) [] (1+ abyz) (3:6)
acA a€A
Corollaire 3.4 FEtant donnés deuz alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—bs}, alors
(bl - bg) Z — blngl ( ) Z — b26283 ( A) 4
S W (b bsl|) 2" = . 3.7
Z 1 (b +[=ba]) 2 IT (1 —abiz) [T (1 + abyz) (37)
a€A acA
Corollaire 3.5 Etant donnés deux alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by,—bs}, alors
by — by) 22 — bib —A) 22 — b2b2S5 (—A) 25
ZSH R N

[T (1 —abiz) I (1 + aby2)

acA acA

Proposition 3.1 Etant donnés deuz alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by, —bs}, alors

—S1 (= A) 2 — (b — b2) Sa (—A) 22 — ((by — by)* + biby) S5 (—A) 23
[T (1 —abiz) [T (1 + absz) '

acA a€A

ZS Snct (by + [=b]) 2" =

(3.9)

Preuve: On sait que
b — (=by)"

Sp1(by + [—bs]) = T

il vient N
~ b — (=ba)"
g Sn (A)S,_1 (b + [—bo] = E Sp (A) ———2"
(b + [=bo]) 2" = by + bo :
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T Jlr by (an (A)byz" = S (A) (=by)" z”)

n=0

1 1 1
T obi+by \ JT @ —abiz)  T] (1 +aby2)

acA acA
[T 1+ abxz) — [] (1 —abyz)
_ 1 acA acA
b1 + by [T (1 —abiz) ] (14 abyz)
acA acA
+oo n +oo
] ZOS” (—A) (=bg)" 2" — ZOS” (—A)brz"
" b+ by T (1—abi2) [] (1+ absz)

acA a€A

+o0 n in
an (—A) (=b2)" b7 o
n=0

- [T (1—abiz) [] (1+ absz)
acA acA
=30 (= A) Syt b+ [t
T Il A =abiz) [] (1 + abyz)
acA acA

—Sl (—A) z — (bl — bg) SQ (—A) 22 - ((bl - b2)2 + blbg) S3 (—A) 2’3
[T (1 —abi2) I (1 + absz) '

a€A a€A

Proposition 3.2 FEtant donnés deuzx alphabets A = {ay,as,a3} et B = {by, —bs}, alors

((b1 = Do) + biby) 22 — biby (b — by) Si (—A) 2% + b3S, (—A) 2*
IT (1 —abi2) I (1 + absz) ‘

acA acA

ZS"—Q (A) Sy (b + [=bo]) 2" =

(3.10)

Preuve: On a
b = (=by)"

S, (by + [—bo]) = ,
(o + [-ba)) =
alors 400 400 b?_i_l - (_b2)n+1
Sp—2 (A) Sy, (by +[=b2]) 2" = > Sp2(A 2"
> Suea ()0 01+ [-0) = 350 () A
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1 “+oo “+oo
= S, (A) bl 2" — S, (A) (=by)" 2"
s (s ;m(z))
Ly Pyt 2
== b?22 SR,Q (A) b?722n72 - 2 Sn 2 b2 " 2" 2)
by + by 5

1 3 2+OO n._n 3 2 n n
- by + by blzn;&l (A) 072" — (=bs) Zﬂ;‘sn (A) (=b2)" 2

1 b} 22 (—by)® 22
N b1 + bg H (]_ — ablz) B H (]_ + CLbQZ)

acA acA
B322 T] (14 abyz) — (=by)® 22 ] (1 — aby2)
_ 1 acA acA
b1 + by [T (1 —abiz) [] (1 + abyz)
acA acA

+00 +oo

. B3225° 8, (—A) (=by)" 2" — (—=by)* 2238, (—A) b2
n=0 n=0
bl + bg H (1 — ablz) H (1 + abgz)

acA a€A

ZS (- ) (=ba)" —(=b2)%b} ont2

b1+b2
B H (1 —abi2) [] (1 + abyz)
acA acA

((b1 — ba)® + bibz) 22 — biby (by — bo) Sy (—A) 2% + b2b2S, (—A) 2*
[T (1 —abi2) I (1 + abez2) ’

a€A acA

d’ou le résultat. m

Remarque 3.1 On a

[T (1 —abiz) T (1 + abyz)
= 1€i (by — by) Sje(A Az
+ (b — b2)" Sz (—A) = baby (SF (—A) — 25; (—4))) °
+ ((br — b2)? S5 (—A) + biby (by — ba) (355 (—A) — S1 (—A) Sz (—A))) 2
+ (=Diby (b1 — o) Sy (—A) S5 (—A) + 5303 (S3 (—A) — 251 (—A) S (—A))) 2*

+b705 (by — by) S3 (—A) Sy (—A) 2° — S5 (—A) b3b32°
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3.2 Fonctions génératrices de produits de certains nombres

Dans cette section, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan avec les nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-Jacobsthal

et k-Mersenne.

Théoréme 3.2 La fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Padovan et les

nombres de k-Fibonacci est donnée par

£ e E e+ (2 1) i = 1) 2 — ks 4 2

n=0

Preuve: Comme

Fk:,n - Sn (bl + [_62]) s

et
GP,=5,(A)+(1+1i)S,—1(A) +iS,—2(A),

on a pour tout n € N

(Sn(A)+ (1+1)Sp_1(A) +1S,_2(A)) S, (b1 + [—ba]) 2"

NgE

Z GPRF]WIZ” =

_ i S (A) Sy (by + [=bo]) 2" + (1 +1) °_° St (A) Sy (by + [—ba]) 2
i i S (A) Sy (by + [—ba]) 2"

Des égalités (3.4), (3.7) et (3.10), on trouve

ot 1+ blszQ (—A) 22 + blbg (bl — bg) Sg (—A) 2’3
GPyFip?" =
2 GPaFinz T (1 —abiz) [ (1 + aboz)

—Sl (-A) zZ — (bl - bg) SQ (—A) 22 - ((bl - 62)2 + blbg) Sg (-A) 23
[T (1 —abi2) [ (1 + abyz)

acA acA
((bl - b2)2 + blbg) 22 - blbg (bl - bg) Sl (-A) 23 + b%ngQ (—A) 24
[T (1 —abiz) I] (1 + aby2)

a€A acA

+(141) x

+1 X
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génératrices de certains nombres et polynémes

1— (1 +4) Sy (=A) 2+ ([biby — (1 414) by — b2)] So (—=A) + i (b1 — bo)? + biby)) 22
+ ([baba (b1 — bo) — (b1 — b2)? + biba)] S5 (= A) — ibiby (by — ba) S1 (—A)) 23 + ib2b3S, (— A) 2*

[T (@ —abiz) [T (1 + abyz)

acA acA
Si(=A)=0
by —by=k . |
On prend ¢ S, (—A) = -1 et , alors par un calcul simple, on obtient
bi.by =1
2 pp o LAkt (R —1)i— 1) — k42"
n=0 ' 1— (k2+2)22 —k(k2+3) 23 4+ 24 + k2 — 26

Théoréme 3.3 Pour n € N la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pa-

dovan et les nombres de k-Pell est donnée par

S GP Py o (I+4)z+2(i+1) 22+ (4 —ik) 2* — 2k (1 + i) 2* + ik?2°
n nd =
n=0 " 1— (2k +4)22 —2(4+ 3k) 23 + k224 + 2k225 — k326

Preuve: On a Py, = S,—1 (b+ [—by]). On écrit alors

13

iGPnPkmz" — S (S (A) 4 (1+1) Spr (A) + S (A)) Sy (by + [~bo]) 2"

_ 20 S, (A) St (b, [=ba]) 2" + (1+1) 20 S 1 (A) Sy (b + [—by]) 2"

i3 S (A) S (b + [~ba]) 2"

De méme maniére que le théoréme 3.2 et en utilisant les formules (3.5), (3.8), (3.9) avec les

conditions
S1(=A)=0
by — by =2
Sy (—A)=—-1 et
bl.b2 = ]{
S3(—A) =-1

alors, on obtient le résultat. m

Théoréme 3.4 Pour tout entier naturel n, la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-
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siens de Padovan et les nombres de k-Jacobsthal est donnée par

S op g = A2 (4 D ka? = (2 —20) 22 —2k (1 +10) ="
nJkn B ]_—(k‘2+4)22_k(k2+6)z3+4z4+4kz5_8z6

n=0

Preuve: On a Ji,, = S,_1 (by + [—bs]) , on peut écrire

i GPan,nZn = i (Sn (A) + (1 + Z) Sn—l (A) + iSn—Q (A)) Sn—l (bl + [_b2]) 2"

n=0
= > Su(A)Sn1 (b + [=ba]) 2" + (1 +14) > Su1 (A) Spy (br + [—b2]) 2"
n=0 n=0
+Z Z Sn_g (A) Sn—l (bl + [—bg]) 2",
n=0
En suit d’aprés (3.5),(3.8),(3.9) et en posant
by —by =k
Se(—A)=—-1 et ;
by.by =2

S3(—A) =-1

on trouve le résultat. m

Théoréme 3.5 Pour tout entier naturel n, la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Padovan et les nombres de k-Mersenne est donnée par

iGPM o (1+4) 2+ (3i + 3) k2% — (9%% — 20) 2% — 6k (1 +14) 2*
PR T (k% — 4) 22 4 3k (2TK? + 6) 23 + 424 + 12k25 + 828

n=0

Preuve: On a My, = S,_1 (by + [—bs]), on peut écrire

Z GPan’nZn =

n=0

nio (o (A) + (1+1) Su1 (A) +iSn 5 (A)) Sy (bs + [—bs]) 2"

[e.e]

_ 20 S0 (A) S (0 + [0a]) 2" (141) 32 S0 (4) Sy (b + [ba])

+Z i Sn—? (A) Sn—l (bl + [—bg]) 2",
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En remplagant S; (—A) = 0,52 (—A) = S3(—A) = —1,by — by = 3k,b1.by = —2 dans les
relations (3.5),(3.8) et (3.9), on obtient le résultat. m

Théoréme 3.6 Pour n € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les nombres de k-Fibonacci est donnée par

S oRFy e = LD TRHD) (2 43) ~i (k2 +5) 2 — k(1 —i) 2 + (3= 5i) =*
o e 1—-224+k2)22—k(k?2+3) 23 + 424+ 2kz5 — 26

Preuve: Comme

Fk:,n = Sn (bl + [_62]) >

et
GRy = (1—1)S, (A) + (1+14) 81 (A) + (3i — 1) S,_s (A).

On a pour tout n € N

S GRyFin = 5 (1= 14) Sy (A) + (1+1) Su 1 (A) + (3i — 1) Sp_s (A)) Sy (bs + [—bs]) 2"

n=0 n=0

= (1—-1) i S (A) S (by + [=ba]) 2" + (14 8) 3 St (A) Sy (by + [~ba]) 2"

n=0 n=0
+(3i = 1) X Sn—a (A) S (b + [=bo]) 2"
n=0
S1(=4)=0 by — by = k
On prend ¢ Sy (—A) = -2 et b , dans les égalités (3.4), (3.7) et (3.10), alors
bi.by =1
Sy (—A) = —1 o

par un calcul simple, on obtient le résultat. m

Théoréme 3.7 Pour n € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les nombres de k-Pell est donnée par

S GR,P o Utz +20+ 1)+ (A—k—i(4+3k)2° — 2k (1 +0) 2! + K2 (30— 1) 2°
P 1—4(24 k)22 —2(4+ 3k) 23 + 4k22% + 4k225 — k325
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Preuve: On a Py, = S,_1 (by + [—b2]). On écrit alors

(1 =) Sn (A) + (14 d) Sn1 (A) + (30 = 1) Sp2z (A)) Sp—1 (b + [=b2]) 2"

M8

Z GRnPkan =

n=0 n=0
= Sp (A)Sp—1(by 4+ [=ba]) 2" + (1 +14) > Sp_1(A) Sy (by + [—bo]) 2"
n=0 n=0
+ (3Z — ].) Z Sn_g (A) Sn—l (bl + [—bg]) Zn.
n=0
(=4 =0 by — by = k
En posant ¢ S, (—A) = -2 et P dans (3.5),(3.8) et (3.9), on trouve le résul-
by.by =2
Sy(—A) = —1 o
tat. m

Théoréme 3.8 Pour tout entier naturel n, la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Pell-Padovan et les nombres de k-Jacobsthal est donnée par

14+ z+k(14+9)22+ k> —2—0i(k*+6)) 23 —2k(1+4)2* +4(3i —1)2°

2, Glndin" = 1—2(k2+4)22 —k(k®>+6) 23+ 162% + 8kz5 — 826

n=0

Preuve: On a Ji,, = S,_1 (by + [—by]) , alors, on peut écrire

S GRuTin?" = 3 (1= ) S (A) + (144)Sn 1 (A) +iSn s (A)) St (by + [—bs]) ="

= (1=) 3 S0 (A) St (b + [~ba]) 2" + (L) 3 Sus (A) Sy (by + [bs]) 2"

n=0 n=0

+(3i — 1) i Sn—2 (A) Sp—1 (b1 + [—ba]) 2"

En remplagant Sy (—A) = 0,5 (—A) = —2,53(—A) = —1,by — by = k et by.by = 2 dans les
formules (3.5) , (3.8) et (3.9), on obtient le résultat. m

Théoréme 3.9 Pour tout entier naturel n, la fonction génératrice du produit des nombres Gaus-

siens de Pell-Padovan et les nombres de k-Mersenne est donnée par

(1+1)z+3k(1+14) 22— (92 =2+ 1 (9k*> +6)) 23 — 6k (1 +14) 2* +4(3i — 1) 2°

WMy 2" =
2, Gl My 1 —2(9k% +4) 22 — 3k (9k2 4 6) 22 + 1624 4 24k25 — 826

n=0
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Preuve: On a My, = S,_1 (by + [—bs]), alors, on peut écrire

Oj GR,Mynz" — i (1= ) S (A) + (1 4+ 1) S (A) +iS_s (A)) Su_y (br + [—bs]) 2"
— (1—4) nisn (A) St (by + [=ba)) 2" + (144) S Ss (A) Sy (br + [~bs]) 2"

n=0

£ (31 =1) 3 Sus (A) S (by + [ 2"

Des relations (3.5),(3.8),(3.9) et puisque S; (—A) = 0,53 (—A) = —2,53(—A) = —1,b; —
by = 3k et biby = —2, on trouve le résultat. m

En posant £ = 1, dans les théorémes 3.2-3.9, on obtient des nouvelles fonctions génératrices
des produits des nombres Gaussiens de Padovan, Pell-Padovan avec certains nombres classiques

représentant dans le tableau suivant :

Coefficient de 2" Fonction génératrice
14+ (14i)z—22 — 23424
GP.F, 1-322—423424425—26
(144)2+2(i4+1) 224 (4—14) 23 —2(1+4) 24 +i2°
GP,.P, 1—622—1423+2%+225—26
(144) 2+ (i+1) 22— (1—24) 23 —2(144) 24
GPoJy 1-522—7234+42%+42°—826
(144)2+(3i+3) 22 —(9—21) 23 —6(1+1)2*
GPnMn 1-52249923 4424412254826
(1=3)+(1+3)—(4—84) 22+ (1+i) 23— (3—5i)z*
GR, I, 1—622—423+42%+225—26
(1443)2+2(i41) 22 +(3—=71) 23 —2(1+4) 2 +(3i—1)2°
GRnPn 1—1222—-14234+424—425—26
GR.J (144) 2+ (144) 2% — (= 1+74) 23 —2(1+4) 24 +4(3i—1)2°
nJn 1—1022—T234+1624+825—826
(144)2+3(2+4) 22 — (11+4i) 2346 (1+i) 24 +4i 25
GRnMn 1—2622—4523+1624+2425—826

Table 3.1. Fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,

Pell-Padovan avec certains nombres classiques
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3.3 Fonctions génératrices liées a certains polynémes bi-
variés complexes

Maintenant, dans cette section nous utilisons les théorémes et les corollaires précédents pour
déterminer des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres Gaussiens de Padovan,

Pell-Padovan avec les polynémes bivariés complexes de Fibonacci et Lucas.

Théoréme 3.10 Pour n € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de

Padovan et les polynomes bivariés complexes de Fibonacci est donnée par

T A
Preuve: On a F,, (z,y) = S,—1 (b1 + [—b2]), alors
2 GP.F, (z,y) 7" = 2 (S (A) + (1 +17) Spor (A) + 182 (A)) Sy (by + [—ba]) 2
_ g Sy (A) Sy (by + [~ba]) 2™ + (1 + 1) ni:o 1 (A) St (by + [—ba]) 2"
i 20 S (A) Su_r (br + [~ba]) 2",
on déduit des formules (3.5), (3.8) et (3.9) que
o —S1(=A)z — (b — b2) S (—A) 22 = ((b1 — by)* + biby) S5 (—A) 23

2 Gl (z,)2" = T (1—abiz) I] (1 + absz)

a€A acA

z+ bleSQ (-A) 2’3 + ble (bl — bQ) 53 (—A) 24
[T (@ —abiz) [T (1 + abyz)

acA a€A

+(141) x

(bl - bg) 22 — 616251 (—A) 23 — b%b%s;?, (—A) 25
[T (1 —abi2) [ (1 + abyz)

a€A a€A

+17 X
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(=S1 (—A) + (1+1)) 2+ (i (by — bg) — (by — by) Sz (—A)) 22
+ (1 41) bibaSy (—A) — ibibaSy (—A) — ((by — bs)? + biby) S5 (—A)) 23
[T (1 —abi2) IT (1 + absz) ’
acA acA
(3.12)

lorsque ¢ S (—A) = —1 et , Iégalité (3.12) devient

Sy (—A) = —1

bl — b2 =1z
bl.bg =Yy

oo 1 q i — 1 2 _ (s 2 3 1—34 4 2.5
GPnFn(x,y)z"=< +z)z2+(z Q)xz- 3(2y+x2,2 4;(4 'Z)nyi +z?g)/6z‘
— 14 (22 = 2y) 22 4+ i (23 — zy) 23 + y22* +ixy?25 — y32

n—

Théoréme 3.11 Pour n € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de

Padovan et les polynomes bivariés complexes de Lucas est donnée par

N (2)
14 (22 —2y) 22 — i (xy — 23) 2% + y22* +ixy?2d — 326

i GP,L, (z,y) 2" =

n=0

avec N (2) =2+ (i — 1) zz + (2% — 2y + i (2y — 2%)) 22 — (wy — i (z* — 3y)) 23
+ (2y? — 2%y — iz?y) 2t + 2?25,

Preuve: Pour L, (z,y) = 2S5, (by + [—ba]) — ixSp—1 (b1 + [—b2]) , on peut écrire

i‘OGPnLn (x,y) 2" = io (Sn (A) + (1 +12) Sp—1 (A) 4+ iSn—2 (A)) (255 (b1 + [=b2]) — 1xSp—1 (b1 + [b2])) 2"
= 23 5, (A) S (b [bal) 2"+ 2(1 ) 3 St (A) S, (b + [ba)) 2"

203 Suma (A) Sy (by + [ 2"

_ixg (Sn (A) + (L 41) Sp—1 (A) +iSn-2 (A)) Sp1 (b1 + [—b2]) 2",
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en utilisant les formules (3.4), (3.7),(3.10) et (3.11), on obtient

0 1 + bleSQ (—A) 22 + (ble (bl — bz) 53 (—A)) Z3
GP,L, (x, =2
P (z,y) 2" =2 x [T (1—abiz) [] O+ abs2)

a€A acA

(bl - bg) z — blngl (—A) 22 — b%bgs:; (—A) Z4
IT (1 —abi2) [T (1 + absyz)

acA acA

((bl — b2)2 + blbg) 22 - blbg (bl — bg) Sl (—A) 23 + b%b%SQ (—A) 24

+2(1+1) x

2 [T (1 —abiz) [T (1+ absz)
acA acA
(b1b252 (—A) - blngl (—A) - ((b1 - b2)2 + blbg) 83 (—A)) Z3+
, (141) bibz (b — by) S5 (—A) 2* — ib]b3S; (—A) 2°
—1T X

[T (1 —abi2) [ (1 + abyz)

a€A acA
24+ 2(144) (b — ba) 2+ (biby (Sa (—A) =2 (1 +1) Sy (—A)) +2i (b — ba)* + biby)) 2°
+2b1by (by — by) (S5 (—A) —iSy (—A)) 25 + 20262 (— (1 +1) S5 (—A) 4 1Sy (—A)) 24
[T (1@ —abiz) [T (1 + abyz)

acA acA
i (=81 (=A) + (14 10)) zz 41 (i (by — ba) — (by — by) Sy (—A)) 22
+i (b1bgSs (—A) = bibeS1 (—A) — (b — b2)® + biby) Sz (—A)) 22
+i (14 4) biby (by — by) S3 (—A) w2 + b22S5 (—A) 225
a [T (1 —abi2) IT (1 + absz2) ’

acA acA

en posant § Sy (—A) =—1 et , alors on obtient le résultat. m

Sy (—A) = —1

Théoréme 3.12 Pourn € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

{blbg’i.ZZ

biby =y

Padovan et les polynomes bivariés complexes de Fibonacci est donnée par

1+d)z+(G—1Da? — (2> +y+iBy—a?) 2% — (i — 1) ayzt + (3i — 1) y22°
1+ 2 (2% —2y) 22 —i(3zy — 23) 23 + 4dy?2* + 2ixy?25 — 326 '
(3.13)

> GR,F, (z,y) 2" =

n=0
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Preuve: En écrivant F), (z,y) = Sp_1 (b1 + [—ba]) , il vient

18

> GR,F, (x,y)z" =

n=0

(1 =) Sn (A) + (14 i) Sn1 (A) + (30 = 1) Siz (A)) Sp—1 (br + [=b2]) 2"

0

= (1= 1) 3 S (A) Suor (by + [=ba]) 2" 4 (14 0) S St (A) Sy (br + [—ba]) 2"

n=0 n=0

+ (3Z — 1) S n—2 (A) Sn—l (bl + [—bg]) Zn,

3
|

M8

0

n

En utilisant les formules (3.5) , (3.8) et (3.9), on obtient

(1+4) = (1—=14)S1 (=A)) 2+ (by — b2) (31 — 1) — (1 —4) Sy (—=A)) 22+
— (30 — 1) bibaSy (—A) + ((1+14) bibaSy (—A) — (1 — i) ((by — ba)® + biby))

)
(

i GR,F, (z,y) 2" =

n=0 B [T (1 —abiz) ] (1 + abyz) ’
acA acA
S1(—A4)=-1
bl — b2 = 1T
comme ¢ Sy (—A)= -2 et alors, on trouve le résultat. m
bl.bg =Yy

Sa(—A) = —1

Théoréme 3.13 Pourn € N, la fonction génératrice du produit des nombres Gaussiens de Pell-

Padovan et les polynomes bivariés complexes de Lucas est donnée par

- Q ()
GR,L, (x, "= - - )
ngo (I y) z 142 ($2 — 2y) 22 g (3xy . :L‘3) 3 + 4y224 + leyQZB _ y326

avec Q (2) = (2 — 2i)+(i — 1) xz—(—6y + 32* + i (10y — 5z?)) 22+ (2 — bzy — i (vy — 2?)) 23
+ (6y* — z?y — i (10y* + 22y)) 2* + (3 + 1) 2y?2°.

Preuve: On a L,, (z,y) = 25, (b1 + [—b2]) — ixS,—1 (b1 + [—b2]) , donc

o0

5 GRuL () = 52 (1= 18, (A) 4 (14 ) Sy1 (4) + (31— 1) 5,05 (4)

n=0

X (28 (b1 + [=b2]) — ixSn_1 (b1 + [—ba])) 2"
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_ (2—22)§Sn( A) S (b + [=bo]) 2" + (2420 S St (A) Sy (br + [—bo]) 2"

niol 2(A)S <b1+[—bﬂ)f-méﬂ—z)sn(A)+(1+¢)snl(A)
Sn-2 (A) X Sny (b1 + [—bo]) 2",

+ (6

—2)
+(3i—1)

on utilise les formules (3.4), (3.7), (3.10) et (3.13), il en résult que

5= GRuL, (0.y) 2"

n=0

1+ bleSQ (—A) 22 + blbg (bl — bg) Sg (—A) 23
[T (1 —abiz) [T (1+ abyz)

acA acA
(bl - bg) Z — blngl (-A) 22 - b%b%S?, (-A) Z4
[T (1 —abiz) [T (14 aby2)

acA a€A
((b1 — b2)® + bibs) 22 — biby (by — ba) S1 (—A) 2% + b2b3Ss (—A) 2*
[T (1 —abiz) [] (1+ abyz)

a€A a€A
(14 4) = (1= ) S (—A)) 2+ (by — b2> ((3i = 1) — (1 =) Sy (—A)) 22
(— (3’& — 1) blszl (—A) + ((1 + Z) bleSQ ( 1 —1 ( bl — bg + blbz)) 53 (—A)) 23
+ (L 41) biby (by — b2) 53 (—A) 2= (30 — 1) b1b355 (—A) 2°

= (2-2i) x

+ (2 + 2i) x

+ (6 — 2) x

—ix X

[T (1 —abiz) [T (1+ absz)

a€A acA

puisque § Sy (—A) = -2 et , alors on obtient le résultat. m

bl.bz =Yy

Sy (—A) =0 {ble

Sy(—A) = -1
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Chapitre 4. Fonctions symétriques complétes et élémentaires a plusieurs variables
et polynémes orthogonaux

Ce chapitre est partagé en deux parties. Dans la premiére nous montrons ’action de 'opéra-
teur (511)11)2 sur la série i hy (a1, as, as, aq) pyz", qui nous permet d’obtenir des nouvelles fonctions
génératrices des prod%:i‘(c)s de certains nombres et des polynémes orthogonaux avec les fonctions
symétriques a plusieurs variables.

Dans la deuxiéme partie, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits
des nombres de Tetranacci avec les nombres de k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des
polynémes de Pell et Jacobsthal. Ce chapitre fait ’objet de la publication suivante :

H. Zerroug, A.Boussayoud, A. Abderrezzek, M. Kerada, complete and elementary symme-

tric functions in several variables and orthogonal polynomials. Nonlinear studies, 29(1), 329-346,

2022.

4.1 Notations et définitions

Définition 4.1 Soit f € R", on définit la différence divisée notée 0,, ., , par

(f) _ f(fﬂla crt Ty L1y SCn) - f(ﬂﬁl, C i1, Tig1, T4, Tijg2 * fli’n)

Ty — Tit+1

0

TiyTi+1

k
p1p2

Proposition 4.1 Soit A = {p1,p2} un alphabet, Nous définissons l'opérateur symétrique o

par

51;1p2f (pl) = h—1 (p1;p2) f (pl) +p§ap1,p2 (f) .
Preuve: Par définition, on a

i f (p1) — P f (p2)

5];1p2f(p1) - —

P1— P2

_ P (py) = P5f (p2) + 15 (p1) — P35 f (p1)

P1— P2

_ pif (p) — o5f (p1) n p5f (p1) — p5f (p2)

P1— D2 P1— D2
ko k _
b Y +p§f(p1) f (p2)
P1— P2 P1— D2

= hp_1 (P17p2) / (pl) +p§8p1,p2 (f) .
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Proposition 4.2 [7/Pour tout n € N, on a
L Fpp=(—1)"" Fp,,
2. Pyn = (—1)""" Py
3. L —p=(-1)"Ly,
AMy_, = S0y,

5.&]]@’7” = (712):_1 Jk,n

4.2 Reésultats principaux

Théoréme 4.1 Etant donnés deux alphabets P = {p1,p2} et A = {ay,as,a3,a4}, alors on a

1 - p1p2€§4)22 + p1p2 (p1 + p2) 654)23
2 (4) 4
- —p1p2 (P14 p2)” — pipa] €y 2
Z h'n (a17a27a37a’4) h’n (p17p2) ’Zn = 4 4 . (41)

n=0 [T —ampiz) [] (1 —apz)

=1 =1

o0 o
Preuve: Soient > h, (a1, az,a3,a4) piz" et > (=1)" e, (a1, ag, as, aq) pyz" deux séries telles
n=0 n=0
que

o0 o0
Z hn (a‘17a27a37a4>p7112n X Z (_1)” €n (a17a27a’3ua’4)p7112n =L
n=0 n=0

Soit f(p1z) = > hn (a1, a9, as, aq) pyz", alors le premier membre de la formule (4.1) s’écrit
n=0

oo o0
P1 Z hn (a17a27a37a4)p?zn — P2 Z hn (alaa2aa/37a/4) pgzn
n=0

1 =0
5p1p2f (plz) = DL — ps =

o0 o
Z hn ((ll, g, as, CL4) p?+lzn - Z hn (alu az,as, CL4) ng_IZn
n=0 n=0

b1 — D2
00 n+l _  n+l
- Z hn (a17a27a/37a4) uzn
n=0 P1— P2
oo
= Z o, (al,az,&s,%) o, (p1,p2) 2"
n=0
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d’autre part, comme f (p12) = = L , alors on a
(=1)"en(a1,a2,a3,a4)p72"
n=0
1 1 1
ap2p2f (plz) = pL—p %) )
! 2 Z (_1)” €n (a'17a/27a37a4)p7fzn z (_1)” €En (a17a2>a3>a4)p32n
n=0 n=0
7;) (_1)71 €n (ala az, as, CL4) ii__iz 2"
(Z (_1)” €n (a17a27a’3aa’4)p?2n) (Z (_1)” €n (a17a27a3ua’4>pgzn)
n=0 n=0
> (=1)"en (a1, a2, a3, as) hn_y (p1 + p2) 2"
n=0
B o) n 00 n ’
(Z (_1> €n (a17a27a3aa’4)p?2n) (Z <_1) €n (a17a27a37a’4>pgzn)
n=0 n=0

d’aprés la proposition 4.1, il vient

ho(p1+p2)
> (-1

n=0

o0
Z( 1)"en(a1,02,3,04)hn—1(p1+p2)2"

"en(a1,a2,a3,a4)py 2"

Opipaf (P12)

Mg

3
I

gy

8

0

n

o

(—=1)"en(a1,a2,a3,a4)pY Z")(

(_1)” €n (a’la a2, a3, a4)

OO

(1

e’ﬂ (al ;2,033,044 )pg Zn)

[ho (pl ) P2) Dy

— pahyn_y <p1>p2>] 2"

(

oo
Z (_1)" En (ah az, a3, a4)p7llzn
n=0

eo (a1, az, az, as) [ho (p1, p2)

e1 (a1, az, az, aq) [ho (p1, p2) P2

ez (a1, az, as, ag) [ho (p1;p2)P% — p2ha (p1, p2)) 2
—es (a1, az, a3, as) [ho (p1, p2) p3

€4 (&1, g, a3, a4) [ho (pl,p2)P%

o0

Z (_1)” €n (ah Gz, a3, a4) p’gzn
n=0

1(171,]92)} -
— p2ho (p1,p2)] 2+

— pah_

)
— paha (p1, p2)] 234
— p2hs (p17p2)] 24

)

(

o0

Z (_1>n €n (ah az, as, a4)]?7f2”

n=0
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d’ou
1- p1p26§4)22 + p1p2 (p1 + p2) 6:(54)23
4
—D1DP2 [(Pl + p2)2 - Plpz} 64(1 )24

o0
Z hn (ala ag, as, CL4> hn (p17p2) Zn —
n=0

4
H (1 - az‘p12) (1 - aipzz)
=1 =1

Du théoréme 4.1, on conclut la proposition suivante :

Proposition 4.3 Etant donnés deuz alphabet P = {p1,p2} et A ={ay,as,a3,a4}, alors on a

2 — pipaes? 28+ pipa (pr + p2) €5 2t~
2 “) 5
o0 pip2 [(p1 + p2)” — pip2] €42
hn-1 (a1, a2, a3, as) b1 (p1,p2) 2" = 1 1 : (4.2)
=0 [T (1 —aipiz) [T (1 — aipz2)
=1 =1

Preuve: En multipliant les deux membres de 1’égalité (4.1) par z, on trouve

1- p1p26§4)22 + p1pa (p1 + p2) 6;4)23
2 (4) 4
- —p1p2 [(p1 + p2)” — pap2) €y 2
Z o, (a17a27@3;a4) hy, <p17p2> = 2 x 4 4
I1(1—apr2) [T (1 — aips2)
i=1 i=1
2 — pipaes 2 4+ pipa (pr + o) €52
—pipz [(p1 + p2)” — pipa] €827
[T —=ampiz) [](1—apzz)
i=1 i=1
il en resulte que,
z— p1p2€§4) 2% 4+ p1p2 (p1 + p2) 6?) 24—
2 4) 5
o pip2 [(p1+p2)° — pipa] ey 2
Z hn—l (alaa2aa37a4) hn—l (pl +p2> 2" = 4
n=0 [T(1—apiz) [T (1 — aip2)
i=1 i=1
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Théoréme 4.2 Etant donnés deux alphabets P = {p1,p2} et A ={ay,as,a3,a4}, alors on a

ez — (p1 + po) €V 22
+ [(p1 + p2)? — paps] €523
%0 — (p1+p2) [(;1 +po)? — 2p1p2) ei! 2
Z—:o hn (a1, a2, a3, as) o1 (p1,p2) 2" = 1 1 : (4.3)
" [T —apiz) [T (1 - aips2)
i=1 =1

Preuve: Soit f (p1z) = > hy (a1, a9,a3,a4) piz", alors le premier membre de la formule
n=0

(4.3) s’écrit

oo
a1717172 (ZO hn (ala az, as, (14) p?zn>
n=

o0 o0
> he (a1, ag,as,a4) prz" — 3 hy (a1, az, a3, aq) phz"
n=0

— n=0
P1— D2
) no__ .n
- Z hn (a17a27a37a4) uzn
n=0 b1 — D2

= Z hy, (al, g, a3, CL4) hn—1 (pl,p2) 2"
n=0

d’autre part, le deuxiéme membre de la formule (4.3) s’écrit

1
apl,p2 o]
> (=1)"en (a1, a2, a3, as) piz"
n=0
1 _ 1
Z(fl)nen(al,ag,ag,a@p?fz" Z(fl)nen(al,ag,ag,a@pgz”
_ n=0 n=0
P1— P2
) n o " o
Z (_1) €n (a17 a2, as, a4)pgzn - Z (_1) €n (CLl, as, as, a’4>p12
_ n=0 n=0
(p1 — p2) (Z (=1)" ey (a1, as, as, a4)p’f2") (Z (=1)" ey, (a1, as, as, a4)p§‘z”)
n=0 n=0
- n Py —P3
nZ:O (_1) €n (ala g2, a3, a’4) ﬁzn
(Z (—=1)" ey (a1, a2, a3, as) p?zn) <Z (—=1)" ey (a1, a2, a3, as) pSZ”)
n=0 n=0
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Z (_1)n €n (a17 az, ag, a4) Pon—1 (Pl + p2) 2"

n=0

(_l)n €n (a17 ag, ag, CL4) p?zn) (Z (_1)" €n ((Il, ag, ag, (I4) pgzn)

n=0

X

o

eo (a1, as,as,aq) h_1 (p1 + p2) — €1 (a1, as,as,aqs) ho (p1 + p2) 2
+es (a1, az, as, as) hy (p1 + p2) 2% —e3 (a1, az,as, as) hy (p1 + p2) 23

+ey (a1, az, as, as) hs (p1 + p2) 24

4 4
H (1 - aiplz) H (1 - Cbip22)
i=1 i=1

e1 (a1, as, a3, aq) z — (p1 + p2) €2 (a1, az, as, as) 2*

+ [(pl +p2)2 - p1p2] es (a1, az, as, ay) 2°

— (p1+p2) [(pl + P2)2 - 2]?1]?2] eq (a1, a2, a3, a4) 2*

4 4
H (1 - aiplz) H (1 - az‘pzz)
=1 =1

par conséquent,

ez = (p1 +p2) ef!

+ [(Pl + p2)2 - Plpz} €§4)Z3

)22

o — (p1 +p2) [(p1 +p2)” — 2p1p2} 6514)24
Z hn (0/1, (1,2’ a3, a4) hn,I (p17p2> zn = 1 .
[T - apz) L (1 - aip22)

=1 i=1
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4.3 Fonctions génératrices du produit de certains nombres

et les fonctions symétriques a plusieurs variables

En remplagant ps par (—ps) dans (4.1), (4.2) et (4.3), on obtient

1+ p1p2€§4)22 — p1p2 (1 — p2) 6:(34) 2
2 4) 4
00 +p1p2 [(pl — p2) +P1p2] €y %
> hn (a1, a2, a3, a4) hy (p1, [—p2]) 2" = 1
n=0

H (1 - (pl - pz) ;2 — plpza?z2)
i=1

2+ pipaes? 23 — pips (p1 — pa) e 24

Fpipa ((pr — p2)” + paps) €825

42
Z Pn—1 (ah g, a3, @4) hy—1 (pla [_p2]> 2" =
n=0

4
[T (1= (p1 — p2) aiz — pip2a?z?)
=1

eg4)z — (p1 — p2) e§4)22

+ [(p1 — p2)® + pups] €523
0 —(p1r — p2) [(p1 — p2)* + 2112 ef 24
> hn (a1, a2,as,a4) by (p1, [—p2]) 2" = 1
n=0

(4.6)
H (1 - (P1 — pz) a;z — plpgaf,ﬁ)
i=1

respectivements. On distingue quatre cas :
. pr—p2=Fk
Le premier cas : En prenant

, dans (4.4) , on obtient
p1p2 =1

= 14 e®.2 1@ 30 2 1)@, 4
Z hn (al,az,a37a4) hn (ph[—p2])zn +€2 < €3 % + ( + )64 z
n=0

1
IT (1= ka;z — a2z?)
i=1

o0
Z hn (a/h ag, as, a4) Fk,nzn7
n=0

ce qui nous donne les théorémes suivants :
Théoréme 4.3 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-
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Chapitre 4. Fonctions symétriques complétes et élémentaires a plusieurs variables
et polynémes orthogonaux

Fibonacci et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

(4) 2 4) 3 2 (4) 4
00 . Lldes’z? —key 22+ (k*+1)e, 'z
z_jo hn (a’17a27a37a4) Fk’nz = ? 4 : ( ) : '
n— [T (1 —Fkaiz —a?2?)
i=1

Théoréme 4.4 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des mombres de k-

Fibonacci d’indice négatif et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

(4) 2 (4) 3 2 (4) 4
S . —Ll—ey 'z —key'zd — (k*4+1)e; 2
z_:o hn (CL17 G2, Aas, a4) Fk,,nz = 2 4 3 ( ) 1 .
" [T (1+ ka;z — a?2?)
i=1

Preuve: Conséquence directe du théoréme 4.3 et la proposition 4.2. =

Théoréme 4.5 Pourn € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Lucas

et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

2 — ke§4)z +(2+ k%) 6gl)zz_
(k% + 3k) €525 + (2 + 4K2 + k*) e 2*

o

Z hn ((11, Gz, as, (I4) Lk,nzn = 4
n=0 IT (1= ka;z — a2z2?)
i=1

Preuve: On sait que

Liy = (2+ k?) hey (p1, [=p2)) = khins (1, [=p2])

alors

[e.e]

o) (2+k2) hTL <a17a27a37a/4) hn (pl; [_p2D

Z hn (ala ag, as, Cl4) Lk,nzn - 00 n=0

=0 —k Z ho, (ah a2, as, a4) Pps1 (pla [_p2]) A
n=0

2> hy (a1, ag, a3, aq) hy (p1, [—p2]) 2"
n=>0

—k Y hy (a1, a9, a3, a4) hyp—y (p1, [—p2]) 2"
n=0
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et polynémes orthogonaux

00
2 Z h'n (CLI, asz, asg, a4) Fk,nzn
n=0

_k Z h'n (CLl, ag, as, CL4) hn—l (plv [_pQ]) Zn
n=0

par le théoréme 4.3 et la formule (4.6), on a

[ 2+2eé4)22_2ke;(:,4)23+2(k2+1)e‘(14)z4
1
X H(lfkaizfa?ﬁ)
ngo I, (0,1, asz, ag, a4) Lk,nzn = k654)Z*keé4l):zé+(k2+1)6§4)Z37(k‘3+2k)eiz4
4

H (1fkaizfa?z2)

=1
2 — kelz 4+ (2 + k) eV 22—

(K* + 3k) e 2% + (2 + 4k? + k) eV 21
4

[T (1 — ka;z — a?2?)

i=1

Théoréme 4.6 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Lucas

d’indice négatif et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

2+ kel 2 + (2 + k2) el 22+

o0 (K + 3k) €SV 28 + (2 + 4k2 + k4) (Y 24
> ha ( ) Lin?" : :
n (a1, A2, A3, Q4 k,—n? = 4
=0 IT (1 + ka;z — a?2?)
=1

Preuve: Conséquence directe du théoréme 4.5 et la proposition 4.2.. m

Le deuxiéme cas : En posant p; — py = 2 et p;.p2 = k dans (4.5), on obtient

e " 2+ kel 23 — 2kelV 2t + k (k4 4) eV 2P
Z hn-1 (a1, a2, a3,a4) b1 (p1, [=p2]) 2" = 2 1 : ( Jei
=0 [T (1= 2a;z — ka?z?)

i=1

o)
- Z hn—l ((ll, ag, a3, CL4) Pk,nzna
n=0

ce qui nous donne les théorémes suivants :
Théoréme 4.7 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Pell
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et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

o0 . 27+ keg4)z3 — 2ke§4)z4 +k(k+4) 6514)25
Z_:O hn,1 (alu a2, a3, CL4) Pk,nz = 4 .
" [T —2a;z + ka?2?)

i=1

Théoréme 4.8 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-Pell

d’indice négatif et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

S 2+ ke — 2keM 2t + k (k+4) 28
ZO hn_l (a17 ag, as, a4> Pk‘,—nzn = 2 1 3 ( ) 4 '
=1

(1+ 2a;z + ka?z?)

2

Preuve: Conséquence directe du théoréme 4.7 et la proposition 4.2.. =

Le troisiéme cas : En posant p; — po = 3k et p;.ps = —2 dans (4.5), on obtient

(4) 3 (4) 4 2 4) 5
e n 2 —2ey 2% + 6key 2" — (18k° —4) e, 'z
55 o (an a0 iy (o [ 27 = S22 S 2 e
- IT (1 = 3ka;z + 2a222)
i=1
- Z hn—l (alu ag, ag, CL4) Mk;nzn7

n=0

ce qui nous donne les théorémes suivants :

Théoréme 4.9 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des mombres de k-

Mersenne et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

oo —2eW 3 4 6Lt
hy—1 (a1, as, as, as) My 2" = ° % 24 AR
=1

)24 — (18K — 4) M 25

=0 (1 — 3ka;z + 2a22?)

2

Théoréme 4.10 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Mersenne d’indice négatif et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

2
1 1@ sk @4, (9F2-2) ) 5
& n 5%+ 76972 8e3z—|— T
h’n—l (a/17 a2, as, a4) Mk,—nz - 4
n=0 _ 3k, 1.2,2
Hl(l 3 0iz + 3072%)
1=
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et polynémes orthogonaux

Preuve: Conséquence directe du théoréme 4.9 et la proposition 4.2.. m
.s pr—p2=k .
Le quatriéme cas : En posant , dans (4.5), on obtient
p1-p2 =2

2428923 — 2kl 24 4+ 2 (k2 4 2) eV 25

n. o _

Z hnfl (&17 a2, Aas, CL4) hn,1 (p17 [_p2]) <
(1 — ka;z — 2a22?)

n=0
7

.

1

o0
Z Pon—1 (al, Gz, a3, &4) Jk,nzna

n=0

ce qui nous donne les théorémes suivants :
Théoréme 4.11 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Jacobsthal et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par
2428923 — 2kel 24 4+ 2 (k2 4 2) e 25

Z hn,1 (alu a2, a3, CL4) Jk,nzn = 4
[T = ka;z — 2a222)

n=0
i=1

Théoréme 4.12 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de k-

Jacobsthal d’indice négatif et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

00 z (4) 23 (4) 2% 2 (4) 25
z hn—l (a/17 2, as, CL4) Jk,—nzn - 2 il 62 i * ke?) 8 il (k * 2) 64 16 .
n=0 z 22

Preuve: Conséquence directe du théoréme 4.11 et la proposition 4.2. m
— Pour a4 = 0, on obtient le tableau suivant qui représente des fonctions génératrices du

produit de certains nombres et les fonctions symétriques a trois variables :

p1— p2 | pip2 | Coefficient de 2" | Fonctions génératrices
(3) 2 (3) .3
1+ —k
k 1 hy, (a1, az, as) Fin e
H(l—kaiz—afﬂ)
=1
®).3 B4
+k —2k
2 k| hn-1(a1,as,a3) Py e
H(lanisza?ZQ)
=1
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et polynémes orthogonaux

(3)_3 (3) 4
-2 +6k
3[’0 —2 hn—l (&1, as, (13) Mk,n 23 € 2 % %
H(l 3ka;z+2a; z2)
IPRO IO
z+2e, —2keg
k 2 hn—l (alaa27a3) Jk:,n 3

H(lfkaiz72a12z2)

i=1

Table 4.1. Fonctions génératrices du produit de certains nombres et les fonctions symétriques

A trois variables.

— Pour a3 = a4 = 0, on obtient le tableau suivant

p1 — po | p1.p2 | Coefficient of 2" | Fonctions génératrices
(2)

k 1 hn (CLl, a2) Fk,n 2 e &
H(l—kaﬂ—afﬁ)
i=1

(2)
2 k hy—1 (a1, a2) Pyp 5 sthey =
1—2a;z—ka222
(s
2 2),.(2) 2
. ) b (a1, 02) Lin 2—keyV 2+ (2-k)es”
1—ka;z—aZ 222
[0kae-st)
(2)

3k -2 hn—l (al; a2) Mk,n 2 = &
H(l 3azz+2a222)
=1

(2)

k 2 hp—1 (a1, a2) Jin 3 Sxk ik
H(l—kaﬂ—?afﬂ)
i=1

Table 4.2. Fonctions génératrices du produit de certains nombres et les fonctions symétriques

& deux variables.

4.4 Fonctions génératrices du produit de certains poly-

ndmes et les fonctions symétriques a plusieurs va-

riables

— Maintenant, en remplacant ps par (—ps) dans (4.1), (4.2) et (4.3), on distingue trois cas :
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et polynémes orthogonaux

i =X
a) En posant br=p dans (4.4), on obtient

pip2 =1

4) 2 (4) 3 2 (4) 4
& n LA ey 'z —xes'z” + (2 +1)ey 2
z_john (a1, az, az, as) hy (p1, [—p2]) 2" = : 1 : ( )i )
" [T —za;z — a2z2?)

i=1

ce qui nous donne les théorémes suivants :

Théoréme 4.13 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de

Fibonacci et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

1+ eV 22 — el 23 4 (22 4 1) eV 24

Z hn ((11, ag, as, (I4) Fn (.ZU) Zn
n=0

e

(1 —za;z —a?z?)

=1

Théoréme 4.14 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de

Lucas et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

2— :pe§4)z + (24 2?) 6%4)22—
-~ 3z + %) el 23 + (2 + 422 + 24) & 24
2, n (@1, a2, a3, a4) Ly (2) 2" = 7

(1 —za;z — a?z?)
i=1

Preuve: Comme

Ly (z) = (24 2%) hn (p1, [=p2]) = Thagr (p1, [—p2])
alors

- <2+x2) Z hin, (a17a2>a37a4) hn, (ph [_pQ])Zn

Z Iy, (al, ag, as, a4) L, (:L‘) P - n=0

o —x Y by (a1, a2, a3, as) hnga (p1, [—p2]) 2"
n=0
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et polynémes orthogonaux

(2 + xQ) Z hn (a/17 G2, Aas, CL4) hn (pl; [_pQ]) 2" —

_ n=0

T ij hy (a1, az, as, as) (xhy (p1, [=p2]) + hn—1 (p1, [=p2])) 2"

2> hy (a1, a9, a3, ag) by, (p1, [—p2]) 2" —
n=0
T Y hy(ay, az, a3, a4) hyoy (p1, [—p2]) 2"
n=>0
2> hy (a1, a9,a3,a4) Fy, (x) 2" —

Y hy(ag,ag, a3, a4) hy_1 (p1, [—p2]) 2"

d’aprés le théoréme 4.13 et la formule (4.6), on a

2+2@é4) 2 2;53(4) 3+2( 2+1)€514)Z4

4
H(l Ta;z—a? 22)

Z hn (@17 as, as, a4) Ln (I’) Zn = ) (4) (4) (:B +1) (4) 23 (1’34-2:2)6324

e; z—
1
H(l ka;z—a? 22)

2—xe§)2+(2+m )eg)zz—
3z + 23) eV 23 + (2 + 422 + %) (V4

4
(1 —za;z — a?z?)
i=1
[
—py =27
b) En posant b= dans (4.5), on obtient
p1-p2=1
4.3 (4) 4 2 4) 5
&0 n Ztey’z’ —2xes 2t 4+ (4t +1)ey 2
S s (a1, G2, 03, 2) hs (pr, [—pa]) 2" = 2re 2By Des
=0 [T —2za;z — a?2?)

i=1

ce qui nous donne le théoréme suivant :

Théoréme 4.15 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de Pell
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et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

(4) 3 (4) 4 2 (4) 5
e n 2t ey’z?—2wes 2+ (dx*+1)ey 2
5 s (01,0, 05,00) Py (0) 2 = S 22 ot les’s
" [T —2za;z — a?2?)
=1
P2 = 2%
c) En posant b2 dans (4.5) , on obtient
pr—p2=1
z+ 21’654) 23— 2me§4)z4+
X 2z (22 + 1) e{" 27
Z Pon—1 (al, asz, ag, a4) Pon—1 (pl, [—P2]) 2" = 1 )
=0 (1 —a;z — 2xa?z?)
i=1

ce qui nous donne le théoréme suivant :

Théoréme 4.16 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de

Jacobsthal et les fonctions symétriques o plusieurs variables est donnée par

3 n_ 2t 27l 23 — 2wel 4 4 20 (20 4+ 1) V25
Ppn—1 (al, ag, as, a4) I (gj) 2" = 2 3 ( ) 1 .

n=0

(1 —a;z — 2xa?2z?)

.

=1

— D’autre part, en remplacant p; par 2pjet py par (—2ps) dans (4.1) et (4.3), on obtient

0 1—e®s2 19 — e (4 —pp)? = 1) et
712::0 hn (a1, a2, a3, ay) by, (2p1, [—2p2]) 2" = 2 7 7 4(201 ) e 2 ” = 7
' (]_ -2 (pl — pg) a;z + a; 2’2)
= (4.7)
654)2 —2(p1 — p2) 654)22 +(4(p — p2)? — 1) 62(34)'23
2 (4) 4
io: e (0105, 00) s 2 |2 27— -2 (fl —p2) (4(p1—p2)° —2) ey 2
n=0 [T (=21 —p2) aiz + ajz?)
= (4.8)

ce qui nous donne les théorémes suivants :
Théoréme 4.17 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de
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Chapitre 4. Fonctions symétriques complétes et élémentaires a plusieurs variables
et polynémes orthogonaux

Chebychev de deuzriéme espéce et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

o0 1— P22 4+ 2zelM 28 — (422 — 1) (P24
> hy(ay,a2,as3,a4) Uy, (x) 2" = 2 . 2 ( s , avec T = p; — Pa.
=0 IT (1 —2za;z + a?22)

i=1

Théoréme 4.18 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polyndomes de

Chebychev de premiére espéce et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

1—zel®z + (222 — 1) eV 22—
oo . (423 — 31) e§4)z3 + (8% — 822 + 1) 6514)24
nzz:ohn (aflua’27a37a’4) Tn (Q:)Z - 4

[T (1 = 2za;z + a?2?)
i=1

Preuve: On sait que

T (2) = hn (2p1, [=2p2]) — Thy1 (2p1, [-2p2]) ,

alors
S > hn(ay, a9, a3, aq) hy (2p1, [—2pe]) 2"
7 hy(ay,a9,a3,a4) Ty, () 2" = n=0
" —x Y hy (a1, az, a3, a4) hn—1 (2p1, [—2p2]) 2"
- n=0 ]
> hn (a1, a9,a3,a4) Uy () 2"
ey o n=0 ’
—x Y hy (a1, az,as3,a4) hy—1 (2p1, [—2p2]) 2™
. n:O |

par le théoréme 4.17 et la formule (4.8), on a

[ 1—654)22+2meé4)z3—<4x2—1)efl4)z4
4

H (1—2maiz+afz2)

1%
nz::() hn (Cll, ag, s, Cl4) Tn (fL’) A e§4)z—2xe§4);j—li-(4%2—1)6é4)23—2$(4$2—2)6i4)24 5

4

H (172xaiz+a?z2)

i=1
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un calcul simple nous donne

1—zel®z 4 (222 — 1) eV 22—

%0 (423 — 3x) e§4)23 + (8% — 822 + 1) efl4)z4
Z_: hn (a’laa’27a3aa’4) Tn (.’E) 2" = 4

— — 2zxa;z + a:z
n=0 1—-2 Z2 2

=1

Théoréme 4.19 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de

Chebychev de troisiéme espéce et les fonctions symétriques a plusieurs variables est donnée par

1-— 654)2 + 2z —1) eg4)z2 — (42? — 22— 1) eé4)23
(1 — 4z — 422 + 82%) (V24

Y hn (a1, a2,a3,a4) V;, () 2" =
n=0 (1 —2za;z + a?z?)

.

=1

Preuve: On sait que
Vi (%) = hy (2p1 + [=2p2]) — huot (2p1 + [=2p2]) , voir [25]

alors

> hn(ar, ag,a3,a4) Vi, (2) 2" = > hy (a1, a2,a3, a4) (hy (2p1, [—2p2]) — hu1 (2p1, [—2p2])) 2"
n=0 n=0

> hy (a1, a2, a3, aq) hey, (2p1, [—2p2]) 2"
n=0

— > hy(a1,a2,a3,a4) hy—1 (2p1, [—2p2]) 2"
L n=0

— o' -

Z hn (a/17 a2, as, a4) Un (l‘) 2"
— o n=0 7
— > hy (a1, a2, a3, aq) hn—1 (2p1, [—2p2]) 2"
L n=0 .
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d’aprés le théoréme 4.17 et la formule (4.8), on a

1—elV22 4 22elV2® — (422 — 1) el 2

Z hn <a17a27a37a4) Vn (.Z') 2t = 4
n=0 I1 (1 = 2za;z + a?2?)
i=1

ey — 20l 22 4+ (422 — 1) el 23 — 22 (422 — 2) eV 4

1
[T (1 —2za;z + a?2?)
=1

1— ez + (20 —1)el?22 — (422 — 22 — 1) {23
+ (1 — 4z — 42® + 823) 6514)24

.

(1 —2za;z + a?2?)

=1

Théoréme 4.20 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des polynomes de

Chebychev de quatriéme espéce et les fonctions symétriques & plusieurs variables est donnée par

1+ e§4)z —(1+22) eV 2?2+ (42 + 22— 1) eé4)z3
o0 — (823 + 422 — 4w — 1) e{V2*
ngohn (a/17a27a37a4) Wn (1‘) Zn — 4

IT (1 —2za;z + a?2?)
=1

Preuve: On sait que
W, (x) = hy (2p1, [=2p2]) + hn—1 (2p1, [—2p2]), voir [25]

alors

> ha (a1, ag,a3,a4) Wy () 2" = Y hy (a1, a2, a3, aq) (hn (2p1, [—2p2]) + hn—1 (2p1, [—2p2])) 2"
n=0 n=0

> hy (a1, ag, as, ag) by (2p1, [—2p2]) 2™

_ n=0

+ > hy (a1, a2, a3, a4) hp—1 (2p1, [—2p2]) 2"
n=0
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et élémentaires a plusieurs variables

o0
Z h” (a17 G2, as, CL4)

+ > hn (a1, a2, a3,a4) hyp—1 (2p1, [—2p2)) 2"
n=0

d’aprés le théoréme 4.17 et la formule (4.8), on a

(4) 2

Uy (z) 2"

& n 1—e$V22 4 22628 — (422 — 1) &V 2
77,2—:0hn (a17a27a37a4) Wn (IE)Z = : 4 : ( ) :
= [T (1—2za;2z + a?2?)
i=1
ez — 20l 22 4 (422 — 1) eV 23 — 2 (422 —
4
IT(1—2za;z + a?2?)
i=1
1+ €§4)Z — (14 2x) eé )22 4 (422 + 22 — 1) e:(,)4)z3
— (823 + 422 — 4w — 1) (V2
- 4

[T (1 —2za;z + a22?)

1=1

— Posant a4 = 0, dans les théorémes 4.13-4.17, on obtient le tableau suivant :

P1— P2 | P1-P2 Coeflicient de 2" Fonctions génératrices
14e® 2.0 3
xXr ]_ hn (a17a2,a3) Fn (,Z') ; 2 3
_1_[1(1*%11'2*(1?22)
i
(3) 3)
2w 1| hooy (a1, a2,03) Py (2) and 2 —2wey 2
H(l_Qﬂmz‘Z—afﬂ)
x ]_ hn (al as a3) Ln (Q’]) 27$€§3) (: +2) 3) 22 (3x*333)6g3)z3
) 9
1;[(1 Ta;z—a’ z2)
(3) 3)
v _411 hy, (a1, a2, a3) Uy, (x) 13 22—2zel) 23
1;[1(1 2xa;z— a2z2)
g _411 by, (Cll a2 a3) T, (:(;) 1—$e§3>z_(24332+1>eé )zz—x(4x2+1)eg3)z3
Y I
l:[l(l—zmizmgzz)

Table 4.3. Fonctions génératrices du produit de certains polynémes et des fonctions

symétriques.
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— Pour a4 = a3 = 0, on obtient le tableau suivant qui représente des fonctions génératrices

du produit de certains polynomes et les fonctions symétriques & deux variables.

P1 — P2 p1 X po | Coefficient de z" | Fonctions génératrices

@
T 1 hy, (a1, as) Fy, () Lte, &

(1—$aiz—a?z2)

—.

i=1

(2)
2x 1 hn-1(a1,as) B, () - stey 20

H (1—2:(:%2’—@?22)

i=1
2—meg2) z+ (m2+2) eéz) 22

x 1 hy (a1, a2) Ly, (x) y
H(lf:raizfa?ﬂ)
i=1
(2,2
r —4 hy (a1, az) Uy () e
H(I—Zmaiz—afz2)
i=1
.2 (9.2 )2
- _% hn (al’a2> Tn (x) 1—ze;” 2 (296 +1)62 z

2
H (1—2xaiz+a?22>
i=1

Table 4.4. Fonctions génératrices du produit de certains polynoémes et les fonctions

symétriques & deux variables.

4.5 Applications

Dans cette section, nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des
nombres de Tetranacci avec les nombres de k-Pell, k-Jacobsthal, k-Mersenne ainsi que des poly-

nomes de Pell et Jacobsthal.

4.5.1 Fonctions génératrices du produit des nombres de Tetranacci

et certains nombres

Dans les théorémes précédents 4.7-4.11, prenons 654) = e§4) =1, egl) = 6514) = —1, on trouve

les théorémes suivants :

Théoréme 4.21 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-
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nacci et k-Pell est donnée par

e — k23 =2k —k(4+k)2°
TP, =" ,
P D ()

avec Dy (z) = 1 — 22 — Bk +4)2% — 8(k+1)23 — (3k? + 20k + 16) 2* — 4k (k +2) 25 +
K% (k+4) 25 — 2327 + k428,

Théoréme 4.22 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et k-Jacobsthal est donnée par

e —22% —2k2* —2(K?+2)2°
TO Jyz" = = ,
n;o b D, (2)

avec Dy (z) = 1 — kz — (k* +6) 22 — (k3 + 8k) 2% — (kK* + 10k? + 12) 2* — 2k (K* +4) 2° +
4 (k? +2) 25 — 8k2™ + 1628.

Théoréme 4.23 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacct et k-Mersenne est donnée par

f‘i 7@ n— 2T 22% 4+ 6kz* + (18k% — 4) 2°
ra n k,n D3 (Z) )

avec D3 (2) =1 — 3kz — (9k? — 6) 2% — (9K3 + 24k) 23 — (81k* — T2k?) 2* — (273 — 12k) 25 +
(36K — 8) 20 + 24k2" + 1628,

— Le cas particulier £ = 1 dans les théorémes 4.20, 4.21 et 4.22, donnant des nouvelles

fonctions génératrices des produits des nombres de Tetranacci et certains nombres classiques

Coefficient de 2" Fonction génératrice
T(4)P 2—23—22%—52°
n n 1-22—722—1623—3924—1225+526—227428
T(4)J 2—223—22%—62°
noJn 1—2—722-923—-2324—-102°4+1226 82741628
T(4)M 2422346241425
n n

1-32—322—-3323—-924+15254282642427+1628

Table 4.5. Fonctions génératrices des produits des nombres de Tetranacci et certains nombres

classiques.
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4.5.2 Fonctions génératrices du produit des nombres de Tetranacci

avec certains polynémes

(4) (4)

) = e§4) =1l,e5’ =e; = —1,les théorémes

Par les théorémes 4.15, 4.16, on déduit que pour e; ' =

suivants :

Théoréme 4.24 Pour n € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et les polynomes de Pell est donnée par

S 1) p (2) 2" = z— 234 2x2t — (422 + 1) 2°
n=o " Dy (z) ’

avec Dy (2) = 1—2xz— (42% + 3) 22 —8x (22 + 1) 23 — (162* + 2022 + 3) 24 —4aw (222 + 1) 2° +
(42 +1) 2% — 2227 + 28.

Théoréme 4.25 Pourn € N, la nouvelle fonction génératrice du produit des nombres de Tetra-

nacci et les polynomes de Jacobsthal est donnée par

e —2w23 — 2wt — 20 (22 +1)2°
TWJ, (z) 2" = : ,
& D; ()

avec Ds(z) = 1 — 2z — (6x+1)22 — (8z+1)2% — (202% + 10z + 1) 2* — 22 (4o + 1) 25 +
4% (22 + 1) 28 — 82327 + 162125,
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Conclusion générale

Ce travail est une étude d’un outil mathématique intervenant dans la théorie des fonctions
symétriques et ses applications dans le cadre des fonctions génératrices ordinaires. Ce qui consiste
d’abord, a introduire et étudier les notions fondamentales de cette théorie, et d’obtenir ainsi des
résultats généraux et un bagage mathématique utile dans différents domaines.

Comme application, nous avons déterminé les fonctions génératrices ordinaires des produits de
certains nombres et polynémes orthogonaux. Les théorémes proposés sont basés sur les fonctions
symétriques afin de déduire des nouvelles fonctions génératrices, cette technique réussit toujours,
mais elle conduit souvent a des calculs assez longs.

Les travaux futurs seront autour de ’extension des éléments de ’alphabet et de généraliser
les résultats principaux, par exemple :

— En utilisant le théoréme 4.1 et ses corollaires, nous pourrons obtenir de nouvelles fonctions
génératrices ordinaires des produits des nombres Gaussiens de Tetranacci avec certains
nombres et polyndémes orthogonaux.

— En prenant un alphabet de cardinal 5, nous pourrons obtenir de nombreuses fonctions
génératrices ordinaires des produits des nombres de Pentanacci avec certains nombres et
polynoémes orthogonaux.

— Les fonctions génératrices ordinaires des suites définies par des relations de récurrences non
homogeénes.

— Les fonctions génératrices ordinaires des polyndémes d-orthogonaux.

— Les fonctions génératrices exponentielles de certains nombres et polyndémes.
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