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stémes mécaniques sous-actionnés est beaucoup plus récente. Inspirés
Ja structure du corps humain, les systémes sous-actionnés admettent des
s nombreux que les actionneurs. Le manque d’actionneur complique la tiche

genre de systémes. On peut citer le pendule inversé, le pendubot et l'acrobat

comme des exemplgs de systémes mécaniques sous-actionnés [1].

La commande dd

tels systémes, lorsqu’on veut la mettre en pratique, se trouve confrontée a la

présence mévitable de perturbations, notamment celles issues des phénomeénes de frottements.

Les forces de frotlement ont des dynamiques compliquées souvent mal modélisées. Pour

commander des sys

variables (par mode

emes perturbés mal modélisés, des techniques de commande a structure

glissants) sont efficaces a condition que les perturbations et les frottements

vérifiant une conditipn dite de recouvrement.

La commande ppr mode de glissement fait partiec de la famille des contrdleurs a structure

variable, c.a.d. des
L’importance des ¢
dynamique rapide,
vis-a-vis la variation

modes glissants est

commandes commutant entre plusieurs lois de commande différentes.
ntroleurs par mode glissant réside dans : la grande précision, la réponse
stabilité, la simplicité de la conception et I’implantation, et la robustesse
des paramétres internes ou externes [2]. Le principe de la commande par

le contraindre les trajectoires du systéme a atteindre une surface donnée,

(surface de glissement), pour ensuite y rester.

Toutefois, 1a coni
fréquence connues sd
non désirées qui risq
existe déférentes m
fonction signe par un

saturation, fonction p

imande par mode de glissement induit en pratique des commutations haute
us le nom de chattering. Ces commutations peuvent exciter des dynamiques
ent de déstabiliser, détériorer voir méme de détruire le systeme étudié. I1
odes pour diminuer ce phénoméne dont I'une consiste a remplacer la
P approximation continue au voisinage de la surface de glissement (fonction

seudo-signe et fonction tangente hyperbolique). Une autre méthode consiste

a utiliser les modes glissants d’ordre supérieur, dont le principe est de rejeter les discontinuités

au niveau des dérivées supérieures de I’entrée du systéme.

Si on s’intéress

a la commande des systémes sous-actionnés, la tiche est plus difficile. En

effet, la présence de fyottements sur les parties non actionnées ne satisfait pas cette condition de

recouvrement. D’ou |

nécessité de trouver une autre technique de commande qui a pour objectif
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de réduire I’effet des perturbations agissants sur la partie non actionnée. Dans ce mémoire s

Nous présenterons |une commande a structure variable dite quasi-homogéne, permettant de

rejeter les perturbations satisfaisant la condition de recouvrement (pour la partie actionnée), et de

diminuer I’effet des|perturbations ne satisfaisant pas la condition de recouvrement (pour la partie

non actionnée). Il ¢st important de noter, que cette commande se compose de deux parties : la

premiére partie est

continu.

une fonction discontinue homogéne, et la deuxiéme partie est un terme

Ce travail est organipé comme suit :

Le premier ¢

itre étudie les systémes mécaniques actionnés et sous actionnés avec des

exemples de ces derpiers.

Le deuxieme chppitre introduit les idées fondamentales de la commande par modes glissants

d’ordre un, en do

mentionné que cettg

quelques solutions f

cette commande au

Le troisiéme d

nt les étapes a suivre pour concevoir cette derniére. Ensuite, nous allons

commande posséde un inconvénient qui est le chattering, en présentant

our surmonter ce probléme. A la fin de ce chapitre, nous allons appliqué

endule simple, en donnant les résultats de simulation.

hapitre est consacré a la présentation de la commande quasi-homogeéne,

appliquée sur un masjipulateur a un degré de liberté et aprés nous allons appliqué cette technique

de commande a un s

autour d’une position

Dans le quatr

stabilisation locale

ystéme mécanique sous actionné dont I’objectif est de stabiliser le systéme

d’équilibre instable.

iéme chapitre, nous employons la commande quasi-homogéne pour la

lu pendule inversé, c'est-a-dire, amener la partie non actionné d’une

condition initiale a lh position d’équilibre instable et la partie actionné a une position finale

désirée.
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Systémes mécaniques sous actionnés

1.1 Introduction

Les Systémgs Mécaniques Sous Actionnés (S.M.S.A) ont une grande importance dans

’industrie. Ces sys
nombre de degrés

cmes sont caractérisés par un nombre d'entrées de commande inférieur au

liberté a controler. Le nombre de degrés de liberté étant la dimension du

vecteur des coordonnées généralisées indépendantes [3].

Un systeme

mécanique complétement actionné peut devenir sous actionné aprés une

durée de fonctionngment, par exemple lors d'une panne d'actionneur. Dans ce cas, au lieu de

changer l'actionneuf on bascule d'un algorithme de commande pour un systéme a actionneur

complet vers un algprithme de contrdle pour les systémes sous actionnés.

Ces systémI offrent quelques avantages : la minimisation du cofit, du poids et de

I'énergie et pe

t de gagner du temps.

Dans ce chapitre, on présente les systémes mécaniques sous-actionnés, en donnant les

concepts permettant
type de systémes.

de concevoir un modéle mathématique décrivant les dynamiques de ce

L2 Modélisation mﬁthématique des systémes mécaniques

Afin de pouy
on commence par
coordonnées sont g
provient de 1’époque]

L’intérét du

oir modéliser un systéme mécanique par des équations mathématiques,
choisir un ensemble de coordonnées permettant de le décrire. Ces
énéralement nommées coordonnées généralisées. Cette dénomination
ou I"utilisation des coordonnées cartésiennes était la plus naturelle [1].

choix des coordonnées généralisées réside dans la simplification de la

démarche de la mo&élisation puis de I’analyse de ces systémes. Une fois les coordonnées

généralisées choisies
» Soit on fait uf
de la dynamique de

, on peut procéder de deux maniéres :
ne €tude des forces agissant sur le systéme, et on applique la seconde loi

Newton, disant que la somme des forces appliquées est égale a la masse

multipliée par I"accélération.

» Soit on étudig les différentes énergies échangées par le systéme, puis on exprime le
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lagrangien avant d’appliquer la formule de Lagrange.

Cette deuxi¢gme méthode, en général plus simple a mettre en ceuvre, est décrit dans ce

qui suit.

Considérond un systéme mécanique composé de corps solides non déformables. Deux

types d’énergie intgrviennent : 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle. Le lagrangien est la

somme de ces deux quantités. Plus concrétement, si q représente le vecteur des coordonnées

geénéralisées de dimension n, E; 1’énergie cinétique et E,, I’énergie potentielle. Le lagrangien

(I’énergie mécanique globale) s’écrit sous la forme :

L(4.9) = Ec — B, = 54"M(q)q — E»(q) (L1)

Ou M(q) estla matrice d’inertie, symétrique définie positive.

Les équations difféfentielles décrivant la dynamique d’un systéme mécanique sont obtenues

par I"application de |”équation d’Euler-Lagrange

(12)

ou u € R" est le vecteur des forces externes et F(q) = (f1(q), ....., fn(q)) est la matrice

correspondante, qui [répartit les forces sur le systéme. Les équations du mouvement dérivent

de (1.2) et sont donnjées par :

Zimi (@ d; + 2y TH @ 6: 45 + gu(@) = B(@Qu, k= 1,....,n (L3)

ou, g, (q) = d,xEp(fy), my; sont les éléments de matrice d’inertie et T,-’]‘-(q)sont les symboles
de Christoffel défini par :

k(o) — 1(0Mi(@ | amui(q)  dmyy(q)
T”(q) - 2( ag; + aq; g

(14)

L’écriture de la formpule précédente sous une forme vectorielle donne :

M(q)g +C(q,9)q + G(q) = B(qQ)u

ou C(q,q) estune matrice composce des éléments :

(L5)
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Cij = Xh=1 Tlij(‘?)‘?k (L6)

€(q,9)q contient Jeux types d’éléments. Ceux qui font intervenir les produits g; §; Pour

i = J sont appelés forces centrifuges. Ceux qui correspondent aux indices i # j sont les forces

de Coriolis. Le vecteur G(q) représente les forces de gravité.

L3 Systémes mécgniques complétement actionnés

Considérons

le systtme mécanique décrit par (I.5). Un systéme mécanique

completement actignné si le nombre des entrées de commande est égal au nombre de degrés

de liberté, dans ce | cas B(q) est une matrice carrée inversible. Par conséquent, les systémes

mécaniques comp]j‘ tement actionnés sont linéarisables par retour d’état, ceci peut étre montré

en appliquant la co

ande suivante [1]:

En définissant les variables

Pour obtenir ;

u=B(q) ' (M(Q) v+C(q9)q+G(q) L7
X, =q
{ = g (1.8)
{’i.lz _ (L9)

On obtient un double intégrateur § = vet on peut appliquer les concepts de

I’automatique liné;:[;e classique. Ceci signifie que le controle des systémes mécaniques

complétement actio

€s et sans perturbation ne pose pas de défis en termes de controle.

L4 Systémes mécaniques sous-actionnés

Un systeme mécanique est dit sous-actionné s’il admet moins d’actionneurs que le

degré de liberté, soit]:

rangB(q) =m < n. (1.10)

Cette restriction empéche une linéarisation par bouclage statique de la dynamique

compléte du systér:E
actionnés peut étre

[1]. La forme général des équations dynamiques des systémes sous-

nnée par :
M;11(q)G, + M12(9)g, + C1(q.q4) + G,(q) =0 (L1
M>1(q)g1 + My2(q)go + C2(q,9) + Go(q) = B(q)u (L12)
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tels que :

M@ [} WD) 00 [09D] e [5D] iy "5, ¢ =[]

2

2(9) C(q,9) G,(q) B(q) 92

Les auteurq ont montré que la partie actionné du systéme (de dimension m) peut étre

lin¢arisée. Cette pr

dynamiques, facilit

pcédure, appelée linéarisation partielle par bouclage statique, simplifie les

e la manipulation des équations et la synthése des lois de commande.

En appliquant a I’équation (I.12) la commande suivant

u=B"1(q) ((Mzz

On obtient

) - H¥n @), M@ (g 4) - 2@ 4 4 (g, q)+Gz(q))

(q My (@) M1 (@) My, (@)

(L13)

M11(@)dy + My5(q)ii, + €1(q,9) +Gi(q9) =0

.

qQ2 =V

(L14)

LS Quelques exe

les des systémes mécaniques sous-actionnés

Dans cette sction, nous allons donner quelques exemples des systémes mécaniques

sous actionnés. Ce$ exemples incluent la boule et la poutre, le chariot-pendule inversé,
t [3].
poutre (beam and ball)

I'acrobat et le pend
L5.1 La boule et la

—

Ce systéme

Figure L.1. La boule et la poutre

est compos¢ d'une poutre pouvant pivoter dans le plan vertical par

l'application d'un colpie au point de rotation (le centre) et d'une balle dont on restreindra le

mouvement a un gli

sement sans frottement le long de la poutre. Dans cet exemple on veut

6
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commander deux gorties (deux degrés de liberté). La position angulaire q; de la poutre et la

position g, de la

la poutre. Donc, 1

ule par la seule commande u disponible appliquée au point de rotation de

nombre de sortie qu'on veut commander est supéricur au nombre de

commande dont on|dispose, ce caractére se nommé « sous actionné ».

Soit d la distance entre le centre de masse de la boule et la poutre (d = r dans la figure

L1 ot le modéle gonventionnel de ce systéme correspond ad = 0). La matrice d'inertie

M(q) et I'énergie pptentielle E, sont données par :

et

ou I, est l'inertie d¢

avec

L5.2 Le pendubot
Le pendubot

_ [l +m(q} +d?) —md] 115
M(4) [ —md mA @13)
E, = mg(q,sinqy + dcos q,) (1.16)

la poutre. m et I sont la masse et l'inertie de la boule, respectivement,

= L
A=1+~ @117)

représenté dans la figure 1.2, est constitué de deux tiges qui peuvent

tourner autour de lepurs axes respectifs. La tige 1 de masse m, et de longueur [;, est actionnée

libre autour de la ti

par un couple de oogrtrﬁle 7 tandis que la tige 2, de masse m,, et de longueur [,, est en rotation

e 1[1].

Figure L2. Le pendubot.

A vitesse nulle, le pendubot admet une infinité de points d’équilibre instables donnés par

41 = q2 = q; = 0. g, = cte correspondant a la position haute de la tige 2 pour toute position

de la premiére tige)

et une infinité de points d’équilibre stables donnés par ¢, = ¢, = 0,

q2 = 7 correspondant a la position basse de la tige numéro 2: Le lagrangien et les équations
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dynamiques du mojivement sont donnés respectivement, par (1.18), (1.19), (1.20)

+

-~

n;gli(cos(qy) — 1) + mpg(ly(cos(qy) — 1) + 1;(cos(g,) — 1))

1 1 . . .
L= E("h +my)Eq7 + -myl2¢Z + 2my11,G,9, cos(q; — q3)

2
(1.18)

mylyl; cos(q; = q1)4, + mzlng + myl,l; sin(q, — q4) flf —mygl,sin(qy) = 0 (1.19)

(my + mp)l§{; — mylyl, sin(q, — q4) G3(my + my)glysin(qy)

L5.3 L’acrobot

+mylil,cos(q, —q1) G, =7 (1.20)

L’acrobot egt similaire au pendubot a la différence que c’est I’articulation joignant les

2 tiges qui est actiq

dynamiques du moy
mylyl; cos(q; — 4

(my

nné par un couple 7. Le lagrangien est donné par (1.18) et les équations

vement sont données par

1Dy + mpl3d, + mylyly sin(q, — 1) G2 — mpglysin(qy) =7 (1121)
t+m)lig; —mylyl, sin(q, — q,) ¢2(my + my)glisin(qy)
+mylyl; cos(q, — q1) G, =0 (122)

oumy,l;, my, et I, sont respectivement les masses et longueurs des tiges 1 et 2, 7 est le couple

de commande[4].

.}’
1]
i a, __——
e e T m,
,/f"'\r,-s{r T L "l'w
T - - 2
/ my
J/
Y/ /
1/ h
—— /
7y
5
/s
oy
/

Figure 1.3 L’arcbote en coordonneés géneralisés

L’acrobot admgt aussi une infinité de points d’équilibre stables et instables. L’ensemble

des points d’équilibr

e instables correspond aux positions ou la verticale passant par le centre
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de gravité (ce dernier étant dans le demi-plan supérieur) du systéme global passe aussi par

I’axe de rotation de la tige 1. Les positions d’équilibres stables sont identiques aux points

instables, la seule différence étant que le centre de gravité est dans le demi-plan inférieur. Un

simple calcul des

oments d’ordre 1 des 2 masses ponctuelles m, et m, par rapport a I’axe de

rotation de la tige numéro 1 donne m, l;sin(g;) = myl, sin(q,) correspondant aux points

d’équilibres

L5.4. Chariot-pendule inversé

Le pendule inversé est un systéme classique trés intéressant et largement étudié dans la

communauté autom

défi intéressant po

aticienne, vu sa nature non linéaire et instable. Il a toujours constitué un

le contréle et a servi a la compréhension des notions de 1’automatique

comme a I’élaboration des lois de commande. Par ailleurs, son principe se retrouve dans

plusieurs applicatio

Depuis 195
classiques dans les

commande lin€aire

de véhicules légers [1].

0, les pendules inversés sont des plates-formes d’expérimentation
laboratoires d’automatique. Ils ont été utilisés pour illustrer des idées de

comme la stabilisation des systémes instables. Vue leur nature non

lin¢aire, les pendules sont aussi utilisés pour illustrer des idées émergeant du contrdle non

linéaire.

Le systéme ¢
mécanique sous act
d'un pendule conne

moteur électrique.

hariot-pendule inversé représenté par la Figure 1.4 est un systéme
ionné, constitué d'un chariot pouvant se déplacer sur une surface plane et

ct¢ a travers une charniére sur ce chariot. Le tout est commandé par un

Figure L4 .Chariot-pendule inversé
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1.6 Modélisation du Chariot-pendule inversé |

Le pendulede longueur ! et de masse m dont ’axe de suspension est lié au chariot de

masse M, peut se d#éplacer sur un axe horizontal.

Le modeéle complef est basé sur 4 variables d’état :

» 0 : positionjangulaire de pendule.

> 0 :vitesse angulaire de pendule.

» x : positionde chariot.

» x: vitesse e

chariot.
4
y x lsin@
T—‘ m
8
lcosO
" M
—
0 QO . x

Figure LS. Pendule inversé en coordonnés généralisés.

Dans la suite, les nofations suivantes sont considérées

> g:représent¢ |

"accélération due a la force de gravité (g = 9.81m/s?).

» 1 : est la longueur de pendule.

> m:estlam[z
> M:estlam

se de pendule.

se de chariot.

Pour établir les équations différentielles de ce systéme, nous calculons le lagrangien L et

nous appliquons le formalisme d’Euler-Lagrange.

L’énergie cinétique dle systéme E,

L=E,+E, (1.23)
EC = ECl + ECZ (124)
10
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E¢y : L’énergie cidétique de chariot.
Ec, : L’énergie cingtique de pendule.
J: Moment d’inerti¢
Eq = %M,zz (1.25)
Ecp = ;mi? +~]6? (1.26)
Donc I’énergie cine’ﬁique totale de systéme est
Ep = > Mi2+=m[(l cos(8) + £)? + (Isin(8)6)?] + ~162 (127)
L’énergie potentiellg de systéme E,,
E, = Eyy + Ep, (128)
E,, : L’énergie potgntielle du chariot.
E,, : L’énergie poteptielle du pendule.
Ep1 = 0 (pas de dépacement sur I’axe vertical)
Ey, =—[F.dr (1.29)
avec
— 0
F= (—mg) (1.30)
dr =dpg (I.31)
— _ (x+lcos(0)
06 = ( sin() (132)
alorsona:
E,, = mgl(cos(6) — 1) (133)
11
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Nous sommes

L =§(M+m)5cz++

Les équations de Lagrange de ce systéme sont

aintenant préts a écrire I’expression du lagrangien
~(mI? + ])6% — ml cos(8) x — mgl(cos(8) — 1) (L34)
d (oL oL
2 (55) ~ 30 = Fas .
(o) oL _p (139
dt \dq, dq; 2

Ona g, =x,q, =0, Fgy = 1 — p(x) + w.(t), Fq, = ~9(0) + wy(t) donc :

En conséquence, les

( 9L _
dx 0

% = (M + m)x — ml cos(6)6

1o . (136)
38 = —mlsin(8) 6x + mgl sin(6)
\ g—; = ml26 — ml cos(8)x
¢quations de mouvement régissant ce systéme sont
(M + m)x — mlcos(6) § + mlsin(8) 6% = 7 — P() + w,(t) 137)

§m129' — ml cos(8)x — mglsin(8) = —cp(é) + w,(t)

Dans ces éqpations, T est la commande (la force exercée par le moteur). w,(t) et

w,(t) sont des termes incertains bornés tenant compte des dynamique mal modélisées

ainsi que des pert|

irbations externes. Y(x) et <p(9) sont respictivement les efforts de

frottement (de coulob et visqueux) du chariot et du pendule. Iis sont modélisés comme suit :

Ou ¢, et @

V() = Ypap () + Y% (1.38)

‘P(B) = goDahl(g) + (p,,é (1.39)

, sont les coefficients de frottement visqueux. Dans ce que suit, le

développement de dontrdleur requiert que les perturbations inconnues et les efforts de

frottement soient différentiables. Ainsi, il est suppos€¢ que 1’évolution de frottement de
coulomb est décrit p4r le modéle de Dahl suivant [1]

Yoam(h) = o [x — LoD ] (140)
Poan(6) = a6 [0 — 22220 5] (1.41)
12
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ou o, et gg sont

les coefficients de rigidité. 1. et ¢, sont, respectivement, la force de

frottement de coulpmb sur le chariot (moteur linéaire) et le couple de frottement de coulomb

sur le pendule:

avece

En posant le vecteut d’état suivant

Et donc

M(q)4 + C(q,9)q + G(q) + F(q) = B(q)u (1.42)
M+m —ml cos(8)
M@ =|_m o 8) 1 4mP ] (1.43)
cap=[5 ™ Sig(a)él (1.44)
Glq) = i—-ml soin(e)] (1.45)
[ )
“@= o6 o)
B = [é] (1.47)
X, x
4 é
4l
X = Z =z, (1. 49)
X, 6

La représentation d’état obtenue est donnée par I’équation suivant :

Kyl

X

)

* 1 1 o0
(3mgl cos(8) — 4ml?6?) sin(8) 41
o I (CE7EPHE)
((M + m)g — ml cos(8)62)3 sin(0) 3cos @
D 1 t p |
0
3cos (8)
- 3 (p(8) — @z (2 ) (1.50)
3(M+m)
miD
13
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Avec

D = I(4M + m + 3msin?(8)) (1.48)

Ce systemel admet une infinité de points d’équilibre caractérisés parx =6 = 0,0 =

{0, 7} modulo 27 et ceci pour tousx . Les points d’équilibre correspondants 4 § =0

modulo 27, ou 0 |e

st la position verticale haute du pendule, ils sont instables et ceux

correspondants & 6 |= = modulo 27 sont stables.

L.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques généralités sur les systémes mécaniques

actionnés et sous-actionnés. Ces derniers sont des systémes dont le nombre de sorties est

supérieure au nombre d’entrées. Nous avons commencé par la modélisation mathématique

des systémes mé

iques complétement actionnés, puis les systémes mécaniques sous-

actionnés. Enfin, npus avons cit¢ quelques exemples de ce type des systémes, 3 savoir, la

boule et la poutre,

Pacrobot, 1le pendubot et chariot-pendule inversé avec modélisation

mathématique de ce| dernier.

14
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IL.1 Introduction

La commande

décennies [5]. Ceci

des erreurs, ainsi, (|

commande par mode glissant

Chapitre 11

Commande par mode glissant

par mode glissant a connu un essor considérable durant les derniéres
est dii principalement a la propriété de convergence rapide et en temps fini

e la grande robustesse par rapport aux erreurs de modélisation et certains

types de perturbatigns extérieures [6]. Tous ces aspects positifs ne doivent pas néanmoins

masquer certains ijconvénients. Les commandes 4 modes glissants procédent de maniére

discontinue, ce qui

duit a exciter toutes les fréquences du systéme a contrdler et donc des

modes pas forcément pris en compte dans la modélisation. De plus, dans la plupart des cas, les

discontinuités de contrdle interviennent directement sur I’actionneur. Si cet organe n’est pas

congu pour ce type
systéme sera soumis

I’état désiré. Ce cha

commande par modq

es oscillations, cela risque de conduire 4 son vieillissement prématuré et le

4 chaque instant a une commande élevée afin d’assurer sa CONnvergence vers

itre est consacré a une présentation générale des concepts de base de la

p glissant, en présentant son avantage qui est sa robustesse vis a vis les

perturbations ainsi qle son inconvénient qui est le phénoméne de chattering en donnant quelques

solutions pour résou

I1.2. Commande pa

€ ce probléme.

I modes glissants d’ordre 1

La commandg¢ par mode glissant d’ordre 1 (CMQG) est une commande a structure variable

pouvant changer de| structure et commutant entre deux valeurs suivant une logique de

commutation bien spdcifique s (x) [6].

Le principe de la commande par modes glissants est de contraindre le systéme a atteindre

une surface donnée appelée surface de glissement et d’y demeurer jusqu’a I’équilibre.

15
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I1.3 Synthése de lalloi de commande

La synthése de la cqmmande par modes glissants se fait en trois étapes ( Figure I1.1):
» choix de la qurface de glissement
» établir la condition de convergence

» déterminer I3 loi de commande qui permet d’atteindre la surface et d’y demeurer.

x
2 4

Surface de glissement

Mode de convergenV_‘ Mode de glissement

/ Etat désiré
> X1

T~

Figurd I1.1. Différents modes de convergence pour la trajectoire d’état

IL3.1 Cheix de la syrface de glissement

Soit le systéme décrif par I’équation différentielle suivante (I1.1)

x™ = f(x,t) + g(x,t)u (ILD)
Ou f et g sont des fgnctions non linéaires, u est L’entrée du systéme. x est I’état du systeme.
Soit x4 la consigne désirée et e l'erreur de poursuite définie par

e=x—Xx4 (I1.2)

La formule générale |de la surface de glissement est définie par

s =(2+2)" e (I1.3)
Pour n=1 s(x)=e(x) (IL4)
Pour =2 s(x) = Ae(x) + é(x) (IL5)
Pour n=3  s(x) =|%e(x) + 226(x) + £(x) (IL6)

16
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A : Une constante p
n : Le degré relati

commande par mode glissant

sitive.

du systéme par rapport a la sortie y(t). Il représente le nombre minimum de

fois qu’il faut dérivér la sortie y(t) par rapport au temps, pour y voir apparaitre ’entrée.

I1.3.2 Condition d’pxistence du mode de glissement

Le choix de|la fonction de glissement étant fait, la deuxiéme étape consiste a concevoir

une loi de commande qui puisse amener le vecteur d'état a converger vers la surface et y

demeurer (s = 0).[Pour cela, il faut que la loi de commande soit congue de telle maniére a ce

que s soit attractiffi Pour déterminer la condition d’aftractivité, considérons la fonction de

Lyapounov suivante

[2].

v(x) =25 (1L.7)

Une condition nécegsaire et suffisante, appelée condition d’attractivité, pour qu’une variable de

glissement s(x, t) ter]

Si la condition (I1.§

contraire quel que

de vers 0 et que la dérivée temporelle de v soit définie négative
s.s < nls| (11.8)
) est vérifiée, alors la variable de glissement et sa dérivée sont de signe

it le temps et que 0 est un centre attracteur.

Le temps de convergence, ou le temps d'atteinte dépend directement du choix de s.

11.3.3 Calcul de la

mmande

Lorsque le rggime glissant est atteint, il reste a déterminer la commande nécessaire pour

attirer la trajectoire d’état vers la surface et ensuite vers sont point d’équilibre en maintenant les

conditions d’existenges de glissement. La structure de cette commande est constitué de deux

parties, une concernant la linéarisation exacte ( U, ) et autre stabilisante (u,) [7].

U=Ugq + Uy (11.9)
avec

ug=—asign(s) (I1.10)

Ugq: €St une fonctioh continue qui sert & maintenir la variable a contréler sur la surface de

glissement {s = 0}.

Elle est obtenue grace aux conditions d’invariance de la surface suivant :

o

L1

17
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a : Une constante ppsitive.
sign : La fonction gigne.

ug : La commande|discontinue.

Pour mettre en évidence le développement précédent, nous considérons un systéme défini dans

I’espace d’état par :
x=flx,t)+ glx,t)u
La dérivée de s(x)
. Os _ (9s) (dx
S(x):e?i - (ax) (dt
en remplagant (I1.9)|et (I1.13) dans (I1.14) nous trouvons

$00= (32) (0 0 + 9, ey )+(22) g(x, tyu,

X.

IL12)

(1.13)

(IL14)

Durant le mqde de glissement et le régime permanent, la surface est nulle. Par conséquent,

sa dérivée est la pdrtie discontinue sont aussi nulles, d’ou nous déduisons I’expression de la

commande équivalepte

e ~((2) 90 (2) 10x0

Pour que la commande équivalente puisse prendre une valeur finie, il faut que

(g—i) gx,t)# 0

(IL15)

(IL16)

Durant le mode de c[nvergence, et en remplagant la commande u,, par son expression dans

(11.16), nous trouvong la nouvelle expression de la dérivée de la surface

. ds
s~ (22) gx.Oug
La condition d’attractivité exprimée par s s < 0, devient

s(x,t) (gi) g(x,uy < 0

(IL17)

(IL.18)

18
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o .. . ©a (s . a
Afin de satisfaite c¢tte condition, le signe uy doit étre opposé a celui de s(x,t) (5582) g(x,t). La

forme la plus simpl¢ que peut prendre la commande discréte est celle d’un relais de la figure 11.2.

Uy = —asign(s) 11.19)
Ueq = —a(oe g (%)) sign(s) (11.20)
4
Ug
a
»  S(x)
-a

Figure IL.2. Représentation de la commande discontinue

Le signe de a doit éfre différent de celui de (g—i) g(x,t).

I1.4 Phénoméne de fhattering (réticence)

Un régime glissant requiert une commande pouvant commuter a une fréquence infinie.

Evidemment, pour

e utilisation pratique, seule une commutation a une fréquence finie est

possible, ce qui causp un retard entre la mesure de la sortie et le calcul de la commande, qui peut

étre amplifi€ si le syjtéme présente naturellement des retards ou des dynamiques négligées. Cela

conduit le systéme a quitter la surface de glissement sans que la commande ne puisse réagir, puis,

une fois le signe de

ainsi de suite[8].

Ainsi, durant

commande inversé, a revenir sur cette surface et passer de I’outre coté, et

le régime glissant, les discontinuités appliquées & la commande peuvent

entrainer des oscillatfons hautes fréquence de la trajectoire du systéme autour de la surface de

glissement, un phénoméne appelé broutement ou chattering en anglais. Les principales raisons de

ce phénomene sont:

e Les retards pf

irs en série avec le systéme en boucle ouverte (retards inhérents au systéme,
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e Les dynamiques non modélisées des capteurs et observateur, qui retardent le moment ou

le régulateur prend [

conscience qu’il faut inverser la commande.

¢ Les dynamifjues non modélisées des actionneurs et autres dynamiques rapides du

systéme, qui retard;

systéme de la surfad

pnt  le moment ot la commande est suffisamment forte pour rapprocher le

e de glissement.

Tous ces pliénoménes ont globalement I’effet de retarder I’application effective de la

commande permett

il I’a quitté.

ant de ramener le systéme sur la surface de glissement a partir du moment ou

Le phénoméln de chattering peut étre si pénalisants que Putilisation d’une loi de

commande par mode glissants peut, dans certaines applications, étre 4 proscrire, vu que son

utilisation peut dé

der les performances, voire conduire a I’instabilité a couse du chattering

sur la sortie. Le chaftering de la commande, quant a hui, peut entrainer une usure prématurée des

actionneurs ou de

modes propres des

mes parties du systéme a couse de trop fortes sollicitation. Excitant les

dynamiques non modélisées ou des fréquences de résonance du systéme

correspondant aux rdtards de commutation.

Trajectoire

N

/]

La réticence

T~

B=0

Figure IL3. Le phénoméne de broutement

IL.S Solutions pour 3tténuer le phénoméne de réticence

Dans le but dr réduire ou d’éliminer ce phénomeéne, de nombreuses solutions ont été
1a

présentées, comme

solution de couche limite, mode glissant d’ordre supérieur, etc......

20
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I1.5.1 Solution de (

ouche limite

commande par mode glissant

Cette solution consiste a4 remplacer la fonction «signe» par une fonction continue

adéquate qui filtre

On donne ci-dessoys des exemples de quelques fonctions utilisées :

e Fonction S/

AT :
1 si s>u
Sat(s)=y 1 sl s<-u
— i <
L s [s|l <u
A
SAT(s)
1L
—u
t } » s
u
T 1

Figure I1.4. Fonction « SAT »

Avec  U: estun patamétre positif

e Fonction pseudo-signe :

SMOOT(s)

1

v
©

g I |

Figure ILS5. Fonction pseudo-signe

s
Isl+u

v(s) =

s hautes fréquences, dans un proche voisinage de surface.

(I121)

(1122)

21
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e Fonction tangente hyperbolique :

v(s, 8) = tanh (I1.23)

v

-1

Figure IL6. Fonction tangente hyperbolique

IL.5.2 Solution par de mode glissant d’ordre supérieur

Les modes [glissants d’ordre supérieur ont été introduits pour pallier au probléme du

chattering tout en gardant les propriétés de convergence en temps fini et de robustesse des

commandes par modes glissants classiques. Dans cette approche, le terme discontinu n’apparait

plus directement dans I’expression de la commande synthétisée mais dans une de ses dérivées

supérieures ce qui a

e mérite de réduire le Chattering [9].

I1.6 robustesse de la commande par modes glissants

Considérons le systé

La robustesse des ¢

Cette condition est d

Théoréme IL.1

me d’écrit par I’équation (I1.1) soumis a des perturbations "d" tel que :
x"=fx, )+ glx,)u+d (11.24)

pntroleurs glissants est garantie en vérifiant la condition de recouvrement.

tfinie par le théoréme suivant [10].

Un régime glissant sur s du systéme perturbé (11.24) est indépendant du signal de perturbation d,
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si et seulement s}d € vect{g(x)}. Cette condition structurelle est appelée condition de

recouvrement. L’ensemble vect{g(x)} désigne la distribution engendrée par les

vecteurs g; ... gm.

I1 faut noter que le [systéme est insensible aux perturbations seulement en régime glissant, mais

qu’il reste infecté p¢ndant le régime de transitoire.

I1.7 Mode glissant {I’

ordre deux

Considérons un systfme non linéaire décrit par :

L’objectif et

i=f(x, )+ g, t)u (11.25)

d’établir un régime glissant d’ordre deux par rapport a s, en imposant aux

trajectoires d’état dy systéme a évoluer au bout d’un temps fini sur I’ensemble s, et a ne plus le

quitter ensuite :

s;={x:5s=$=0} (11.26)

Ceci est réalisé par ine commande agissant sur la dérivée seconde de la variable de glissement

qui de maniére générale, peut s’écrire sous la forme :

Avec

e v =1dansl¢
. . 4. 4
c'est a dire -+

ou

e v = ydans lg

c'est a dire

S=oxt)+ ¢(x,t).v (1L.27)

cas ou le systtme est de degré relatif dynamique n = 1 par rapport a s,
$ # 0 ,avec les fonctions f et g dérivables

cas ol le systéme est de degré relatif dynamique n = 2 par rapport a s,

LA
Bu

Afin de réaliser des glgorithmes par modes glissants d’ordre deux, il est nécessaire de vérifier

Ihypothése de tra

il suivante pour valider I’atteignabilité de la surface de glissement et la

bornitude de la variable § [9] :

- Les fonctions inc

- il existe quatre con

ines @(x, t)et ¢p(x,t) sont bornées.
antes positives S, Cg, ket kytelles que, dans un voisinage

Is(x, )] < s

Les inégalités suivanies soient vérifiées :

lo(x, ) <cy et 0 <k, < |Pp(x, )] < ky (IL31)
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Les hypothéses :’:1

commufation est

écrire que toute soly

oncées ci-dessus impliquent que la dérivée seconde de la fonction de
iformément bornée. En respectant les conditions déja définies, nous pouvons
tion relative a 1’équation (I1.27) satisfait I’inclusion différentielle suivante [9]
Se[—cg, col + ke, byl v (11.32)

I1.8 algorithme de commandes par modes glissants d’ordre 2 :

Dans la littérature
algorithmes, on cite
- Algorithme du Twi
- Algorithme du Suy

on trouve plusieurs algorithmes modes glissants d’ordre 2, Parmi ces
[9]:
sting.

er Twisting.

- Algorithme du prescribed convergence law (Algorithme avec une loi de convergence

prédéfinie).

I1.8.1 Algorithme du Twisting (TWG)

En plus de IJI commutation du signe de la commande, on commute son amplitude entre

deux valeurs en fon

systéme dans le plar

tion du quadrant dans lequel se trouve 1’état du systéme. La trajectoire du

| de phase tourne autour de I’origine en s’en rapprochant a la maniére d’une

spirale. Son expressipn pour un systéme de degré relatif 2 est [11] :

avec a>f>0

Figu

u = —asign(s) — Bsign(s) (I11.33)
4
s
Ry
o\ .
N
e IL7 Convergence de I’algorithme Twisting dans le plan (s, 5)
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Sous les conditions

converge au pointd’

L’homogénéité de cg

décrites par les inégalités (I1.26), la trajectoire du systéme différentiel (I1.29)

gquilibre s = $ = 0 en un temps fini sous les conditions suivantes

(11.34)
(IL35)

—(a+ Pk —Co >—(a—B)Ky + Gy
-—(lX - B)Km > CO

tte loi de commande est évidente, car son expression ne dépend pas de la

valeur de s ou $, mats seulement de leur signe, qui ne varie pas en les multipliant par k > 0.

11.8.2 Algorithme dp super-Twisting

Cet algoriﬂu[\e a été développé pour I’asservissement de systémes a degré relatif égal a 1

par rapport a la surfj
1990.Elle a été étudi

ce de glissement. Cette loi de commande a été proposée par Emelyanov en

te par Levant dans [11]. Le Super-twisting n’utilise pas d’informations sur s

ceci peut étre vu conjme un avantage. Il est composé de deux parties, une partie discontinue

u, et une partie cont

avec a, 4, p vérifiant

nue u,
u(t) = u, (t) + uy(t) 11.33)
. _{—u siful > Uy
th= { —asign(s) si non (11.34)
_ (—Alsol? sign(s) si lul > s
= {—Alsl”sign(s) sinon (IL.35)
La commande u est yin fonction bromée |u] = Uy pour tout t
les inégalités suivantes :
a>2 ., 0<p<05 (1L.36)
A2 > 4Cokm(atto) 1137

- k?nkm(a—co)

Dans la suite, on fix

ra p = 0.5

Cette commande se décompose en un terme algébrique (non dynamique) et en un terme

intégral. On peut dorjc considérer cet algorithme comme une généralisation non linéaire d’un PI.

Si sg = o0 peut st

plifier I’algorithme
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u = —A|sgl? sign(s) +u, (1I1.38)
i, = —a sign(s) (11.39)
As

( Lo >

Figure (I1.8) Convergence de I’algorithme Super -Twisting dans le plan (s, §)

La trajectoirg de I’algorithme dans le plan de phase (s, $) est donnée dans la Figure (IL.8),

et on montre que lg

s intersections consécutives de celle-ci avec les axes du plan (s, $)évoluent

tout en se rapprochant de Porigine qui est atteinte en temps fini. Par un choix particulier du

modele et de la sufface de glissement, 1’algorithme de commande par modes glissants Super

Twisting [9] [12], peut étre formulé comme un algorithme d’observation pour I’estimation de la

dérivée d’un signal mesuré.

I1.9 Exemple de simpulation

nous allons

appliquer la commande par mode glissant sur un systéme non linéaire de

deuxié¢me ordre qui ¢st le pendule simple représenté sur la figure 11.9

Le Lagrangien de ce

mg
Figure IL9.pendule simple

pendule est donné par
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telles que
E. : L’énergie cinétique

E,, : L’énergie potentielle

L=E,—E,
1 .
E,= —2-m12q2

E, =mgl (1 - cosq)

1 : la longueur du bras manipulateur

q : position angulaird

Nous sommes maintefnant préts a écrire I’expression du lagrangien

Soit I’équation d’Euler-

Avec:

N =1: pour un degré ¢e liberté.

T = u: Commande dy systéme.

L= gmlzq2 — mgl(1 - cos(q))

Lagrange suivante

L 1dt( )_a—q,

Les équations différeptielles sont données comme suit

aL .
= —mgl sinq

aq

oL _ 5

P mléq
d (oL _ 2
de\ag/ — mlg

Alors I’équation diffétentielle du systéme est donnée par

commande par mode glissant

(1.34)

(135)
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ml%§ + mglsin(q) = u
Aveem=1,g=9811=1

La représentation df état de systéme est la suivante :

X3 =Xy

Xy = —%sin (x1) +;ll-2-u

Le but de notre compmande est de forcer la sortie du systéme a suivre la trajectoire désirée
xg =0

La surface de glissgment est choisie comme suit :

s=é+ae

Avec : a=4
e=1x — X4

La commande par mode glissant est donnée par

U = Ugg — ksgn(s)
u = (amx, + mgsin (x;)) — ksgn(s)
Avec: k=1
Donc :
u = 4x; + 9.81sin (x;) — sgn(s)
I1.10 Résultats de simulation

IL.10.1 Résultats desimulation par la commande mode glissant d’ordre 1

Test 1: sans perturbation

(IL43)

11.44)

(11.45)

(11.46)

(11.47)

(I1.48)

(IL49)

(11.50)

(IL51)
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La positon an

o g

La surface de glissement s (mz)

gulaire (rad)

o
B

o
N

gulaire (rad/sec

La vitesse an

Temps(sec)
Figure IL.10 La position de pendule

3
-
@«
8

gy

=]

LA

»

Temps (sec)
Figure IL.12 La surface de glissement s
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5
i
o-f-
2!
- . U SO SO OUUSN: SUSUUUURETUY S0 RSOSSN SSUSTRRUNUU: SUUURRRUT =
o
s |}
s |
e ||
§1o~; s SRR SOURHUNUNNU RSOOSR SHUNOORUOOS SURURURURE: SO A SO SO -
°
T R S S e A
| | : : i i i i i i
2! l | I ] I i I I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempsi(sec)
Figure I1.13 le signal de commande

Test 2 : avec perturbation
Pour tester la robustesse de notre commande on prend en compte des perturbations sous forme
d = Zsin (2mt)

6

|
]

o
o
=

4

i

i

i
1

o
o

o
'Y

02

01§

La position angulaire (rad/sec)
(=3

Temps(sec)

= |

@ H

2 5

o : i

S \ ¢

e i' 5

2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .................

= H H H

© i ; i

® : i i

20 ; ;

8 s s

< | |

LRIS . S SN NV S SSU SO N
.ZL : r i | i i 1 i f |

0 2 4 6 8 10 12 " 16 18 2

Temps(sec)
Figure I1.15.1a vitesse angulaire de pendules
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g ' 1 ; ]
L, S K SR S S S S S S N 1
2 |
= 8 _
S B s SR SRS SO Y S S S N
el |
s | |
%; 2 % ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
:
e e s TR OB SN OSSR S S N N N
51%2 rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr |
3, | |
0 . 1
_1L | | 1 | | | | 7 | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2

Temps(sec)

Figure I1.16 .1a surface de glissement s

Co.mmande u

Temps(sec)
Figure I1.17. Le signal de commande

Commentaires sur les résultats

D’apreés ces figures on remarque la bonne robustesse de cette commande malgré la

présence des perturbztxi‘ons, mais on remarque aussi dans les deux teste la présence du probléme

major des modes glissants d’ordre 1 (chattering) dans les signaux de commande.

IL.10.2 Résultats de Simulation avec changement de la fonction signe par la fonction

saturation

Afin diminuer le chattering sur la commande on remplace le terme signe par la fonction

saturation
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La position angutaire (rad)

s

&
>

La vitesse angulaire (rad/sec)

Temps (sec)

] j | f | | ; |
0'20 4 6 8 10 12 1% 16 18 2
Temps (sec)
Figure I1.19. La vitesse angulaire du pendule
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Figure I1.20. La surface de glissement s
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- |f g
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Figure I1.21. Le signal de commande

Commentaires sur Jes résultats

D’apres ces| figures on remarque les bonnes performances avec la disparition de
probléme de chatter|ng dans les signaux de commande, la fonction saturation est une solution
efficace de ce problgme.

I1.10.3 Résultats de|simulation par la commande mode glissant d’ordre 2, algorithme de
twisting
La surface de glissant qu’on a adopte pour 1’algorithme de twisting est s = é + ae, a=4.

Alors la commande gst donnée par :

U = Upq — kysgn(s) — kysgn(s) (IL.49)
r I T i | ] g 1 ] T
=) ‘ i
© i H
<0 R E— O S S :
@ ; ;
= i |
= 04 B ST O S SO St EEE Y SEDS TS S S NS
£=3 : :
= H K i
© H H H
s 0.2 4 oo O SRS U OO SERSUUR OSSO ( S SUUN ORI -
2
g0 o :
; | |
B S S I - e —
04 i | j i j i j J
r 6 8 m 2 7 1 18 F)
Temps (s)

Figure I1.22 La position angulaire de pendule
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Figure 11.24. La surface de glissement s
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Figure I1.25. Le signal commande
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Commentaires sun

D’aprés ces|

commande par mode glissant

les résultats

figures, on remarque des bonnes performances avec la disparition de

probléme de chatteniing, le mode glissant d’ordre 2 est une solution de ce probléme.

I1.11 Conclusion

Dans ce

chapitre nous avons présenté, premiérement, I’aspect théorique de la

commande par modg glissant (CMG) d’ordre 1, en donnant les trois étapes a suivre pour trouver

la loi de commande
et enfin le calcul
linéaires incertains
robuste vis-a-vis ce

souffre du phénomé

L Ces étapes sont, le chois de la surface de glissement, condition d’attraction
e la commande. Cette commande est appropriée pour les systémes non-

us I"effet des perturbations externes, car cette technique de commande est
type d’incertitudes. Nous avons remarqué que cette technique de commande

ne de broutements. Afin de diminuer I’effet de ce phénoméne indésirable,

nous avons présentd quelques solutions, a savoir, de remplacer la fonction signe par la fonction

d’ordre 2, ce qui a

saturation. Une deukiéme solution est d’utiliser la théorie de la commande par mode glissant

£té fait en deuxiéme partie de ce chapitre. L’exemple de simulation sur un

pendule simple a

présence des pertur

ontré les bonnes performances de régulation et de commande malgré la

0nS.
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principe de commande quasi-homogéne

Principe de la commande quasi-homogéne

II1.1 Introduction|

La commande quasi-homogeéne fait partic des commandes par modes glissants, plus

précisément les mpdes glissants du second ordre. La commande quasi-homogéne posséde

donc les avantages|des modes glissants, a savoir la robustesse de la commande vis-a vis des

perturbations satisfaisant la condition de recouvrement (matching condition), ainsi que la

propriété de convergence en temps fini sur une surface de glissement prédéfinie. Cette

commande est apgropriée lorsque le syst¢éme a4 commander subi aux perturbations qui ne

satisfant pas la condition de recouvrement (non-matching condition). Dans [1], a été montré

pratiquement que [la commande quasi-homogéne est efficace pour diminuer ’effet des

perturbations (nonqmatching condition). Dans ce chapitre, on définit la commande quasi-

homogéne et on |présente une étude sur la stabilité en temps fini des systémes quasi-

homogenes et en particulier celle du systéme (quasihomogéne) du second ordre.

II1.2 Homogénéité

En mathématjque, une fonction homogene est une fonction qui a un comportement

d’échelle multiplicatif par rapport a son ou ses arguments : si I’argument (vectoriel au besoin)

est multipli€ par un|scalaire, alors le résultat sera multiplié¢ par ce scalaire porté a une certaine

puissance [13].

Soient E et F deux gspaces vectoriels sur un méme corps commutatifk.

Une fonctionf de E |dans F est dite homogéne de degré a sivk € K, Vx € E

Si K est le corps R
sivt >0, Vx€E

flkx) = k*f(x)

f@x) =t*f(x)

(IIL1)

des nombres réels, on dit que f est positivement homogéne de degré a

(IIL2)
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I11.3 Stabilisation| robuste d’un manipulateur i un degré de liberté

La commanfdle quasi-homogéne, qui sera définie ultérieurement, est tout d’abord

illustrée sur un mapipulateur a 1 degré de liberté opérant dans des conditions incertaines [14].

Les dynamiques dy

Ouyestla

manipulateur sont données par
y=w@yt)+u (11L3)

ition,y est la vitesse, u est la commande et w(y,y,t) est une fonction

non lin€aire contijue par morceaux qui contient toutes les forces agissant sur le systéme

(frottement visque

et de Coulomb, poids, etc.). Le manipulateur opére dans des conditions

incertaines ce qui inplique que la non-linéarité w(y, y, t) est mal connue. Ce terme, qui peut

etre déstabilisant, peut étre considéré comme étant la somme d’un terme nominal connu a

priori w"°™M(y, y, t]

et d’un terme incertain w*"(y, y, t) qui sera rejeté par la commande

w(y,y,t) = w"™(y,y,t) + w'(y,y,t) (I1L.4)
On suppose que w'"(y, y,t) est bornée, c’est a dire, I’inégalité
[w*(,y.0] <N (IIL5)

est vérifiée pour tout t > 0 et tout (¥,y) € IR, o0 N > 0 est une constante connue a

priori. De plus, on puppose que les fonctionsw™™(y, y,t) et w¥*(y, y, t)sont continues par

morceau, la loi de commande

fini La comm
linéaire —w™°™(y, 1

ey, ¥) = —asign(]

Définition 1;

u=—-wm(y,y,t) — asign(y) + bsign(y) — hy — py (111.6)

N<b<a-N, hp=0 (IL.7)

Ou sign(. )eslnla fonction signe, stabilise le systéme incertain (ITL.3)«(I1L.5) en temps

de (IIL6)-(IIL.7) est constituée de Ila

p,t), d’un gain lindaire

compensation non
—hy —py, et d’une partie discontinue

y) — bsign(y). Vérifiant @(cy, cy) = (y,y) pour tout ¢ > 0.
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Un contrﬁleIr est dit quasi-homogene s’il peut étre représenté comme une combinaison

d’un terme hom

gene discontinu et d’un autre terme continu qui tend vers lorigine

de*’espace d’état|ll a ét¢ montré [15] que le systéme non-homogéne (IIL3)~(I11.7) est

globalement stablg

IT1.4.Stabilisation

homogéne

en temps fini, en présence de perturbations externes (II1.4) vérifiant (I11.5)

locale des systémes mécaniques sous-actionnés par commande quasi-

Dans la présente section, la synthése d’une commande quasi-homogéne est développée

pour la stabilisatioh de systémes mécaniques sous-actionnés dont le modéle dynamique est de

la forme [14]

Dans cette éq
nest la force de con
M (q) € IR™" ¢
Coriolis, G (q) le

supposée de ran
I’intermédiaired’un|

Si en plus, ce

G=M"1(q)[Br—C(q,9) — G(q) — F(9)] (11.8)

Juation, q € IR™ est le vecteur de position des articulations, T € IR™;m <
hmande, getgsont respectivement les vecteurs de vitesse et d’accélération,
st la matrice d’inertie, C (q,q) qreprésente les forces centrifuge et de
poids, F (¢) € IR"les forces de frottements et B est la matrice d’entrée
jgm. Le systtme (IIL8) peut étre représenté localement, par

changement non linéaire sous la forme :

{ i =gm1.%,$) (1IL9)

E=fmn&6)+u

systéme est localement 4 minimum de phase et suffisamment dérivable, il

peut étre localement stabilisé par un contréleur quasi-homogéne similaire. Les variables n Et

¢ sont supposées mesurables, car ce sont des fonctions de q etq. Dans la suite, on suppose

que :

1. Les fonctions g(,7,$.§) et f(n,7,€.€) sont continues par morceaux etg(n, 7, £,€) est

continue par rapporf a ({,£) localement autour de (£,£)= 0 pour tout (77, 7).

2. Le systeme fj=g(p, 1, §,£) est stable du point de vue entrée-état.

3. Le systéme

i = g(n.,0,0) (I11.10)

a une position d’équilibre en 0, localement asymptotiquement stable.

L hypothése

I étant vérifice, Iexistence d’une solution (probablement non-unique)

d’une telle équation, ayant des conditions initiales arbitraires et un contrdle continu par
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morceaux, les autres hypothéses sont nécessaires pour des raisons techniques. L’hypothése 2

est introduite pout

éviter les effets de pic déstabilisant. L’hypothése 3 signifie que(TIL9),

ayant comme sortige, est localement & minimum de phase.

Comme dan$ le cas du manipulateur (IIL.3), le systéme(IIL.9) opére dans un milieu

incertain. Le termd

fO.1,€.6)= From@n, i, EE+FP (1, .8) (IIL11)

Probablemeng déstabilisant, est décomposé en une composante nominalef™°™, connue a

priori, et un gain bpré mal connu £ dont les composantes f7?,j = 1, ..., msont globalement

bornées

Par des const]
supposées continug

présenté
u(n,1,¢,
H=d

avee

P @86 < N;

pntes connues a prioriN; > 0. De plus, lesdeux fonctions f™°™ et f? sont

(IIL12)

s parmorceaux. Le contréleur quasi-homogeéne suivant (I11.6), (II1.7),est

§) = =f"m(n.1,§,§) — asignf — Bsigné — HE — P (IIL13)
fag{h;}, P = diag{p;},a = diag{a;}, B = diag{p;}

Nj < ﬁj < a; — Nj

hj,p;=20,j=1,....m (I1L.14)

Pour stabilisef localement le systéme incertain (IIL.9), (III.11), (II1.12). La notation

diag représente
T

f = (Elr :fm)

une matrice diagonale signde dimension appropride, signéou

pst cette vectrice colonne. (signéy, .....,signé&,,)T.

Dans la suitg, on montre que le contrdleur présenté (IIL.13), (I11.14) assure la

convergence du syszme incertain (I1.9) vers la dynamique équivalente §{ = § = 0 en temps

fini avec les Proprié
Théoréme I11.1

:s désirées du systéme bouclé
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Supposons que les| hypothéses 1-3 sont satisfaites, et soit le systéme (II1.9), (II1.11) bouclé par
le retour (I1L.13) squs les conditions (I11.12) et (111 14). Alors, le systéme

bouclé (II1.9), et (JI1.13)~(II1.14) est localement asymptotiquement stable [14].

Démonstration : I¢

systeme en boucle fermée (II1.9), (II1.13) est représenté comme suit

{ﬁ =9(mni3%) IL15)
§5=1
{j= f}-b(n, 1,§,0) — ajsign; — Bjsignl; — hi&; — p;lij =1,....,m (111.16)

Ce Theéoreé

€tant applicable au systéme (I11.15)-(111.16), le systtme admet une

solution locale en présence de perturbations globalement bornées (II1.12). Montrons que toute

solution de (II1.15)] (111 16) est globalement continue a droite

Tout d’abord, pour j € (1,....m) , aucun mouvement n’apparait sur les axes & i=0

et {; = Osauf sur leur intersection¢; = {; = 0. En effet, si & ;(t) = 0 pour unetrajectoire de

(LIL15)~(IIL.16), algrs (IIL.15) donne {;(t) = O sur latrajectoire. D’autre part, si{ =0

pour une Trajectoirg de (I11.15)-(I11.16) et en tenant compte de (II1.14), la seconde équation de

(II.16) n’est plus sgtisfaite pour &; # 0.Ensuite, calculons la dérivée temporelle de la fonction

Vi(ﬁj; (j) = 0‘]’]ng + ';'(hjijz + Ejz),j =1...... ,m, le

long des trajectoires de

(IIL.16).en tenant cqmpte de (111.12), on obtient

Vi(§.61) = aigisiang; + b€l + G{fP (i, €,0) — aysigné; — Bjsigni; — hi§; — p;d;}
= —[B; + fP (. 1.& Osigng;] « |¢] - pi¢;2

<=8 - Mg

(IIL.17)

Sauf le long Ie I’axe &; = 0 ou la fonction V](E i< j) n’est pas dérivable. Puisque le

régime de glisseme

t n’apparait pas sur §; = 0 mais uniquement sur I’intersection de §i=

¢; = Oou V,(f x4 i) = 0, 'inégalité (II1.17) est toujours satisfaite Vt.

Selon (111.14),

la solution du sous-systéme (I11.16) satisfaisant (II1.12) est uniformément

bornée par rapport 3¢t. Tenant compte de I’hypothése 2, on s’assure que toutes les solutions

possibles du systém
temps fini.

P incertain (II1.12), (II1.15), (I11.16) restent bornées sur tout intervalle de
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Chapitre 111 principe de commande quasi-homogéne

Les compospntes fjb(n, 1,€,0),j=1,...métant globalement bomnées et en vertu de

(111.14) tout sous-systéme (I11.16) est similaire a celui considéré dans la Section 11, et est donc
globalement stablg en temps fini, pour toutes perturbations satisfaisant (IIL.12). Donc, a partir
d’un certain temps fini, le systéme bouclé (II1.15), (IIL16) évolue sur la dynamique
équivalente §; = {; = 0 ou le comportement est décrit par la dynamique des zéros (I11.10).
Enfin pour pléter la démonstration, il reste & noter, d’aprés I’hypothése 3, que la
dynamique équivalente (II1. 10) est localement asymptotiquement stable. Celle-ci, couplée a la
stabilit¢ en temps fini locale uniforme de (II1.16), assure que le systéme asservi (IIL.15),
(II1.16) est localement asymptotiquement Uniformément stable. La preuve du théoréme est

alors compléte.

HLS Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous somme intéressés a la synthése d’une commande quasi-
homogeéne des systemes mécaniques. En premier lieu, nous avons donné le principe de cette
commande, et apigs nous avons appliqué cette technique de commande i un systeme
mécanique sous actionné dont I’objectif est de le stabiliser autour d’une position d’équilibre
instable.
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Chapitre IV

application au pendule inversé

IV.1. Introduction

Chapitre IV

Application au chariot pendule inversé

Les concepts théoriques présentés dans le chapitre précédent vont maintenant appliquer

sur le chariot-pendy
systéme qui se troy

constitué d’un motd

libre en rotation [16].

le inversé. Le systéme utilisé dans cette simulation numérique est le méme
ve au LAGIS (Laboratoire d’Automatique, Génie Informatique et Signal),

ur linéaire en translation suivant un axe de guidage et d’un pendule pesant

Figure. IV. 1. Pendule inversé situé au LAGIS

IV.2 Stabilisation ldcale d’un pendule inversé par commande quasi-homogéne

Dans cette s¢ction la commande quasi-homogéne est utilisée pour stabiliser localement le

pendule inversé auto

ir de sa position d’équilibre instable tout en forgant le chariot 4 converger en

une position finale désirée [16] [17]. Rappelons tout d’abord les équations du pendule inversé

1.37)

Comme il en a été discuté au chapitre III, ’idée est de trouver un difféomorphisme

transformant le syséme en une forme normale (IIL9). Pour cela, on présente le changement de

coordonnées

n=x-3lo(6), av.i
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Chapitre IV

avee

application au pendule inversé

0(0) = In (‘:‘::’;"),wf <z 1v.2)

Alors, le systéme I’équations (I.37) est transformé en 2 chaines d’intégrateurs ou ’entrée de

commande n’agit q

e sur la seconde

i ’ 0 :
4, 62 1
i —(§ + - l—)tanb 0
M= 3 cosé + 0 [G-v+o)-|™f (g0  AV3)
q 9 . 3cos6 3(M +m)
0 3sin@((M+m)g—mlicos06?) D bt Sl
D miD
On voit qul les termes ¢ et w, ne satisfaisant pas la condition de recouvrement,
influencent le sous-systéme (7, 7) de la forme normale (IV.3). Ces termes n’ont pas été traités

dans Ia partie théotique (chapitre III, section IIL.3), on verra par la suite que le réglage des

paramétres du contrpleur permet d’atténuer leurs effets.

IV.2.1 Conception de la commande [1]

Une sortie t;lctive $est choisie afin que le sous-systéme (7,7) avec @ = w, = 0 soit a

minimum de phase

Avec A, et 1, >0

En tenant co
I’origine lorsque 7,

¢ = 0, ’hypothése

ar rapport a cette sortie.

¢ =tanb — Ayn — A1}, ava

pte de (IV.1), (IV.2) et (IV.4), les variables d’état 8 et x convergent vers
et ¢ tendent vers zéro. Donc, si on génére un régime de glissement sur

e le sous-systéme (#,1]) est 2 minimum de phase implique la stabilisation

asymptotique de x et 8. Le probléme revient alors i la construction d’une commande a structure

variable garantissant Ja convergence en temps fini de &vers zéro.

En dérivant deux foig

avee

¢, on obtient

E=u+p+u, av.s)
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Chapitre IV

et le terme incertain

(mlcos6)

application au pendule inversé

0.6 =2 tand ., [ 1 8iA,0tan® A, ]
1(6,9) = cos26 cos26 3cos6 mlcos®
[3 [(M+m)g—mcos1862]sing—3cosyp ()~ BMT:—lm<p (9)]

D

4, 62 4, 0%(1+sin?0\ @
+11 (‘g + 3 l;s—e-) tanf + /12 (‘q + 31 cosf )cosze

_ ( Ay + Azetane) (P(Q) _ Azse (ppam(g),

mlicos@ micos6 mic
3ml+8miZ?2, ésin8—3lzcose<pv]
= , IV.6
u [ mlDcosf T ( )

_ | ml  8ml*A,6tans 3cos6 ~ 3(M+m)
P= |coso 3 | I BT B

+(/11 + Azét(lng)wz + /12(1')2 (IV?)

Etant donnégs les contraintes physiques du systéme, le gain A, est choisi suffisamment

petit pour assurer (

sous systeme (7,7)

Notons que (IV.5), (I
On présent la loi de ¢

ce qui donne

ue 3ml + 8mli%1,0sin6 — 31,c0s0¢, # 0 dans (IV.8). La dynamique du

est donnée par

o2
cos@

mlcos

== (g +3) A+ 2o + == (0 — ). (1v.8)

V.8) est une forme réguliére similaire a (I11.7), (I11.8) lorsque ¢ = w, = 0.
tommande u suivante :

u = —u(6,6) — assign(§) — Bysign(§) — hé — pé, (IV.9)

miDcos8(—u(6,8) — aysign(§) — Bysign(§) — h§ — pé)
[3mi + 8mi22,6sign8 — 34,cos09,]

(V. 10)




Chapitre IV application au pendule inversé

Supposons ue w,, w,, @ et 8 sont bornés. Alors P est une perturbation satisfaisant la
condition de recoyvrement (théoréme II.1), uniformément bornée par A, i.e. |p| <A pour

tout t, fetd. En pospnt

A< By <a; —Aet h,p =0, (Iv.11)

Le contrdleur quasj-homogéne (IV.12), (IV.13) assure la stabilité uniforme en temps fini du
systéme (&, £).
1V.2.2 Résultats del Simulations

Pour illustrgr I’efficacité de la commande quasi-homogeéne, des simulations numériques
ont été faites sur le gendule inversé [1]. Les valeurs numériques suivantes sont utilisées :

M =34kg ,m =|0.147 kg, l = 0.175m, ¢, =8N.s/m , ¢, =0.0015N.m.s/rad

Y. =65N, ¢ =000115N.m, A =02 m1, A, =0.25 -:;.rad
h = 60rad/sec?, p = 15rad/sec?, 0=50 N.m/rad, o, = 10000 N/m.
IV.2.2.1 Résultat d¢ Simulations sur le pendule inversé sans frottement

Les simulatjons ont été faites sans frottements et sans perturbations ( non-matching),

avec les conditions ipitiales suivantes (x(O), x(0),6(0), 9(0)) = (0m,0ms~1,0.8rd, Ords™1).

Pour illustre le grand domaine d’attraction (9 € ]—g—,g[) du contréleur. Les résultats

sont présentés dans les figures suivantes

05 : : _

&
o

position x

A5

LS

, | | I 1 | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps{sec)

Figure. IV.2. Position de chariot(m)
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Chapitre IV application au pendule inversé
| PE— y -
08 9 ;
06 B S r LTt R U L NS U SR OSSN
=04
=
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0
{42 -
! 1 | | ! |
0'40 5 § 7 8 9 10

Temps{sec)
Figure.IV.3. Angle 6 de la tige (rad)

s
2 : i
3 i s
=
25 i 1 I | | i | L |
1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10
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Figure. IV 4. Vitesse de chariot (m/sec)
! ! | | | |
o O f """"""""""""""""""""" """""""""
= | {
|1 — / e SRR SOV SV NN ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ]
2'5L | [ [ ! | [ f 1 1
0 2 4 8 8 10 2 14 16 18 2
Temps{se)

Figure.IV.5. Vitesse angulaire de la tige (rad/sec)
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application au pendule inversé

3 ! ! r I :
! i i | | ]
5 ] 7 8 9 10
Tempssec)

Figure. IV.6. Surface (m?)

| | | |

3.29_?; ,,,,,,, i

Saf -
= i :
=

S e -

) A N N S AU S S SN R T — i

1 | i | | ; I | |
0 2 4 b 8 10 12 14 18 1 Pl
Temps(sec)

Figure.IV.7. Commande u (volt)

Commentaires sur|les résultats

D’aprés ces

figures on remarque les bonnes performances (la stabilité et la robustesse)

avec une commandsgq lisse et bornée.

IV.2.2.2  Résultats de simulations sur le pendule inversé avec des perturbations

satisfaisant la condjtion de recouvrement

Nous avons appliqué notre commande sur le pendule inversé ayant des frottements

satisfont la conditipn de recouvrement (matching condition) sur le pendule, en réglant les

parameétres A; =

D.2 et A, = 0.25. Les résultats sont présentés dans les figures suivantes
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application au pendule inversé

05

T T T ] I I I ] i
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Figure. I'V.8. Position de chariot(m)
i e — — — i
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2 4 8 8§ 0 2 " 16 8 2

Vitg_@se d_e cha_égiot

)

8

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Temps(sec)
Figure. IV.10. Vitesse de chariot (m/sec)
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Figure.IV.11. Vitesse angulaire de la tige (rad/sec)
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Figure.IV.13. Commande (volts)
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Chapitre IV

application au pendule inversé

Commentaires suf les résultats

D’apres cd
avec une commang

le pendule inversé.

IV.2.2.3 Résultats

s figures on remarque les bonnes performances (la stabilité et la robustesse)

e lisse et bornée malgré la présence des perturbations (matching) appliqué sur

de Simulations du pendule inversé avec des perturbations satisfaisant la

condition de recoyvrement (matching condition) et des perturbations ne satisfaisant pas la

condition de reco

Pour mettre
condition de recouy

suivantes

05

vrement (non-matching condition)

en évidence la robustesse du contréleur, des perturbations ne satisfont pas la

rement (non-matching condition). Les résultats sont présentés dans les figures

<>

o

position.x

L

e
o

Temps{sec)

Figure.IV.14.Position de chariot.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Temps(sec)
Figure.IV.15. Angle 6 de la tige (rad).
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application au pendule inversé

A R R R

4 5 6 7 8 9 10
Temps(sec)
Figure. IV.16. Vitesse de chariot (m/sec)

Vitesse angulaire
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—

X

=

Temps(sec)
Figure.IV.17. Vitesse angulaire de la tige (rad/sec).

/NN S S S I N S R

Temps{sec)
Figure. IV.18. Surface (m?)
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Chapitre IV

application au pendule inversé

Figure.IV.19.Commande (volts).

Commentaires sur les résultats

D’apres ces

figures on remarque les bonnes performances (la stabilité et la robustesse)

avec une commande lisse malgré la présence des perturbations (matching) et des perturbations

(non-matching) app

IV.3 Conclusion

liqué sur le pendule inversé.

Dans ce chTitre, nous avons appliqué la commande quasi-homogéne afin de stabiliser le

pendule inversé a s

En premier

la par commande

représentation d’étdgt pour transformant le

Pefficacité de la ¢

inversé premiéremg

n point d’équilibre instable.

lieu, nous avons étudié la stabilité locale d’un pendule inversé en appliquent
quasi-homogene. Nous avons effectué un changement de base sur la
systtme en forme réguliére. enfin pour illustrer
pmmande quasi-homogéne, des simulations ont été faites sur le pendule

nt sans frottement et aprés avec des perturbations (matching condition) et

enfin avec des pertirbations (matching condition) et des perturbations (non-matching condition).

Ces résultants nous ont montré les bonnes performances (stabilité, robustesse) de cette

commande.
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Dans ce mémg

Conclusion générale

Conclusion générale

ire, nous avons étudié la stabilité des systémes mécaniques sous-actionnés. A

cet effet, nous nouy sommes servis de la commande par mode glissant et la commande quasi-

homogéne.

En premier liey

L nous avons donné une description de quelques systémes mécaniques sous-

actionnés, nous avqns rappelé les concepts permettant de concevoir les modéles décrivant leurs

dynamiques.
Par la suite, La

I’inconvénient majq

fommande des systémes en mode glissant d’ordre un présente, en général,

bur du phénomeéne de chattering. Pour atténuer ou éliminer celui-ci, des

solutions ont été pr¢sentées en remplagant le terme discontinu (fonction signe) par une fonction

continue (tangente

hyperbolique, saturation etc ...) et une méthode de commande par modes

glissants d’ordre supérieur basées sur la théorie de "’homogénéité et I’ordre de glissement. La

commande par MGPS est basée sur la variable de glissement et le rejet des discontinuités de la

commande vers les

dérivées d’ordre supérieur. Les résultats de simulation a été effectué sur le

pendule simple mqntré les bonnes performances (la stabilité, la robustesse vis-a-vis des

perturbations)

Finalement, la

synthése d’une commande quasi-homogéne a été présentée pour la

stabilisation asymp
incertain, ici lié a

alternative intéress

tique des systémes mécaniques sous-actionnés, opérant dans un milieu
présence de frottements mal modélisés. La synthése étudie présente une

te des modes glissants standard.

Pour stabiliser de|tels systémes autour d’une position d’équilibre instable, une sortie fictive du

systeme doit étre ghoisie de telle sorte que la dynamique équivalente correspondante est

localement asympto

tiquement stable. Ensuite, les performances désirées du systéme bouclé sont

assurees par I’applicption d’une commande quasi-homogéne annulant la sortie fictive et assurant

la convergence des

yectoires du systéme vers la dynamique équivalente. Les teste de simulation

a ét¢ effectué sur e pendule inversé dans les trois cas(sans frottement, ensuit avec des

perturbations (matching condition) et enfin avec des perturbations (matching condition) et des

perturbations (non-matching condition)) a montré les bonnes performances et la bonne

robustesse.
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Conclusion générale

A lissue de ce travjil, ce mémoire ouvre de nouvelles perspectives de recherche telles que
¢ La mise enl ceuvre expérimentale de commande quasi-homogéne

¢ Introduire gles observateurs a mode glissant d’ordre supérieur.
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