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Introduction générale

Avec les dévelopements des recherches sur systémes quantiques non-hermitiens durant
les deux derniéres décennies, les systémes dissipatifs commencent a susciter 'intérét des
chercheurs [1].

L’objectif principal de la formulation lagrangienne et hamiltonienne est de trouver
I’analogue quantique du mouvement dissipatif. Pour cela, nous commensons par la recherche
du lagrangien et de 'hamiltonien classiques. Si les quantités conservées sont connues, la so-
lution du probléme pourraient étre obtenues. Ensuite, la quantification du formalisme est
abordé en tenant compte du fait que les relations de commutation et les équations du mou-
vement de Heisenberg doivent étre compatibles.

Ce mémoire se compose d’une introduction générale et trois chapitres. Dans le pre-
mier chapitre, nous donnons un rappel sur les formulations lagrangienne et hamiltonienne
classiques pour les systémes dissipatifs. Dans le deuxiéme chapitre, nous adordons la quan-
tification de systémes dissipatifs. FEnfin, dans le troisiéme chapitre nous cherchons les so-
lutions de I'équation de Schrodinger de trois configurations de l'oscillateur harmonique de

Caldirola-Kanai complexe dependant du temps en utilisant les tranformations unitaires.



Chapter

Systéemes dissipatifs classiques

Dans ce chapitre, nous donnons un apercu sur les formulations lagrangienne et hamiltonienne
classiques pour les systémes dissipatifs. Si 'expression du lagrangien ou de ’hamiltonien du
systéme est connue, alors les quantités conservées et la solution du probléme pourraient étre
obtenues. L’objectif principal de la formulation lagrangienne et hamiltonienne est de trouver

I’analogue quantique du mouvement dissipatif.

1.1 Formulation lagrangienne

Dans cette section, nous introduisons le formalisme lagrangien pour les systémes dissipatifs.
Ensuite nous abordons les conditions d’existence du lagrangien et comment le construire.
Comme applications, nous complétons I’étude par des exemples de systémes dissipatifs sim-

ples.

1.1.1 Fonctions dissipatives de Rayleigh et de Lur’e

La fagon la plus simple d’incorporer les forces dissipatives dans le formalisme lagrangien est

d’introduire la fonction de dissipation de Rayleigh F dans les équations du mouvement [2]

d (8L) 0L | OF

— =0 =1,2,...N. 1.1
dt 8% 8xj + 8x] ’ J T ( )
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Par exemple, lorsque la force de frottement est proportionnel a la vitesse

dF
— —mAF - 1.2
la fonction de Rayleigh F est donnée par
F= %w, (1.3)

ou 2F représente le taux de dissipation de I'énergie due au frottement

dwy = —f dr = —f v dt = mA\ 7*dt. (1.4)

La fonction de dissipation de Rayleigh peut étre généralisée pour inclure les force
d’amortissement non linéaires [3]. Lur’s a considéré les composantes de la force d’amortissement

de la forme

fi = —kj (v1, 29, ..2n) g; () , (1.5)

ou k; sont des fonctions positives, et vérifie la condition

ol x; sont les composantes cartésiennes dans l'espace de configuration de dimension V.

On peut écrire z;(t) en fonction des cordonnées généralisées

zj = (1, G2 --qN) s (1.7)
et la force généralisée devient
a ox;
De l'éq. (1.7) il s’ensuit que
N oz,
i, =) =2, 1.9
J aqs ( )
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donc
dgs  9gs '
En remplagant (2.10) dans (2.8), on obtient
Y di;
=1 °
Lur’e a défini la fonction de dissipation Frpar
N &
FL = Z kj(x1,29,...,2N) /gj (y) dy, (1.12)
Jj=1 0
donc
N
OF" = " kj (w132, ... xn) g5 (y) O, (1.13)
j=1
et sa dérivée est
N Ay
A partir de cette définition et de 1'éq.(2.11), nous avons
oFL i
=—Q; =1,2,..,.N 1.15
aq-s KR 8 Y Y Y ( )

En compararnt ce résultat avec celui de I'Eq. (2.3). Ce dernier est un cas particulier de
'eq. (2.12) si on choisit

g (&) = &;, k; = const. (1.16)
Dans le cas particulier d’'un mouvement & une dimensionn, la force de frottement est

f=—kli", (1.17)

oll n entier pair et k une constante positive.

De I’équation (2.11) et (2.12), on trouve:

k
L . n+1
Fl= —— |& 1.1
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QY = —k i"Sgn (1) (1.19)

ot sgn (Z) est le signe de & défini par
1 Si x>0
Sgn (1) = 1.20
gn(#) {—1 Si @>0 (1.20)
Les fonctions dissipatives de Rayleigh et de Lur’e décrivent les forces d’amortissement
et sont proportionnelles & la puissance de la vitesse.
Il existe des systémes physiques tels que le modéle de Drude pour le mouvement d’un

électron dans la matiére ot F est remplacée par L = F + g avec

3
1
ij=1
et
13
9=3 ; i Py, (1.22)
Les équations du mouvement généralisées d’Euler-Lagrange sont
oL d (0L oL d (0L
_ v _ _ = = fi 1.2
avec

L=T-V (x;), (1.24)
ou f; est la composante de la force externe dépendante du temps, L a la dimension d’une
énergie et £ a la dimension d’une puissance.

La fonction V peut étre choisie comme une fonction quadratique des coordonnées
13
V=g ; x;Vijj, (1.25)
T est la somme des termes quadratique des vitesses
13
LS g, (1.26)
ij=1
et on peut avoir un terme de la forme

3
1

ij=1
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En utilisant ces formes quadratiques, les équations linéaires du mouvement pour les

variables x; sont

3
d ] du; .
;{ Y dt3 M di2 + Bij—- i +Vw%} =fi, 1=1,2,3 (1.28)

1.1.2 Probléme inverse

La formulation précedente est utile pour traiter certains problémes classiques. Pour la quan-
tification des systémes dissipatifs et la compatibilité des relations de commutation avec les
equations du mouvement nous devons trouver un lagrangien qui décrit le mouvement amorti
et qui permet, en méme temps, de définir les variables canoniques. Dans ce qui suit, on
montre que pour un systéme donné d’équations du mouvement on peut construire plusieurs
lagrangiens, mais pour certains cas particuliers le lagrangien correspondant n’existe pas.

La non-unicité du lagrangien et du hamiltonien a été étudiée dans la littérature. Ici nous
donnons briévement les conditions pour lesquelles les lagrangiens existent et les méthodes
de leur construction pour un systéme donné d’équations du mouvement.

Pour un systéme systéme conservatif, le lagrangien en fonction des coordonnées et des
vitesses est deféni par

L (w5, t) =T (2, 2) — V (24, 1) (1.29)
et en fonction des coordonnées generalisées par

et satisfait les equations d’Euler-Lagrange

oL d (0L ,
8:}0,__(8%) 0 :i=12..,N (1.31)

Pour un systéme conservatif, le lagrangien est bien défini. Cependant, pour un systéme
non-conservatif le lagrangien peut ne pas exister, et lorsqu’il existe, il n’est pas unique. En

effet, pour un mouvement a une dimension, on peut toujours trouver un lagrangien qui
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donne les équations du mouvement. Cependant, lorsque le nombre de degré de liberté est

égal ou superieur a deux, il est possible d’avoir ou non une formulation lagrangienne. Comme

exemples de systémes qui n’ont pas de lagrangien, citons les deux exemples suivants:
Exemple 1: le premier est un systéme couplé a deux degré de liberté (xy,z5) dont les

équations du mouvement sont

{m@I:A@a—mVa (1.32)

Maiy = B (73 — $1)B )
pour des valeurs arbitraires de A et B, ce systéme n’a pas de lagrangien.

Exemple 2: le deuxiéme est un systéme de deux oscillateurs couplés dont les équations

du mouvement sont

{..7314‘)\1 ].31+W%$1—02I2:0 (1 33)

‘fg + )\Qi’g + w%xz — 1T = 0
ou ciet ¢o sont des deux constantes. Pour des fréquences différentes et des constantes
d’amortissement différentes, le lagrangien n’existe pas.

Examinons maintenant les conditions d’existence du lagrangien et comment il peut étre

construit.

Conditions d’existence du lagrangien

Les lois qui gouvernent la dynamique d’un systéme peuvent étre formulées en utilisant le
principe d’action d’Hamilton qui stipule que la variation de ’action S entre deux instants ¢;

et tQ

t1 1

t ta N .
2 2 L . .
6526/‘L@%@Jﬁﬁ:/§§:ii%§ﬁﬁhﬂﬂﬁ, (1.34)
t iy J

to 1
doit étre nulle (05 = 0) pour toute variation dz; compatible avec la condition

dz; (t1) = 0z (ta) = 0. (1.36)
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Dans 'équation (2.35), p; est une matrice définie positive. La condition sur I'extremum

x - 1 l‘i) Jii, t , ]. l

qui est la loi fondamentale de Newton.

Le lagrangien obtenu a partir de la condition .5 = 0 n’est pas unique. On peut ajouter au
lagrangien la différentielle totale d’une fonction arbitraire ® (x, &, t) sans affecter les équations
du mouvement.

ePour le cas particulier ju;; = i, Le lagrangien obtenu est le méme que celui donné
dans 'équation (1.29).

eLa seconde variation de S par rapport a dx; (t) et dx; () doit satisfaire la condition

suivante
5%S B 5%S
Sxj () 0z, () dap (V) 6z (1)

En imposant cette condition a 'équation (2.35), les u;;, doivent satisfaire les quatre

(1.38)

équations suivantes

Hik = [kj, (1.39)
Oprj _ Opji _ Ok
01 0Ty, i’
- 1 ofi ofi
D + — LI — | = 1.4
et
D = — Mik—=— | — 2 k= — fik—=— | = 0. 1.41
ou l'opérateur D est défini par
A 0 0 1 0
D=— tp— + — Ty t) —— 1.42
S gy * et o g (142

et les quatre équations (1.39)-(1.41) sont appelées conditions de Helmoltz.
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Construction du lagrangien

On peut construire le lagrangien a partir des équations du mouvement miy = fi (z;, T;, 1)

en résolvant une équation linéaire aux dérivées partielles. Pour cela, écrivons la relation

5L L d (OL\ _ OL 2L
m—@faQQZMkmm Z(%m 2 gm0 A4

et remplacons #; de I'équation du mouvement on obtient

oL 0%L
G — 21 = 0. 1.44
Ozy, OOy, ZJ: Jax 8xk Z 6x 8xk (i, &3, t) =0 (1.44)

Cette équation avec les quatre (1.39)-(1.41) conditions d’Helmoltz nous permettent de déter-
miner les expressions du lagrangien L (z;, @;,t) et de p (z;, &, 1) .
D’autre part, il existe d’autres méthodes pour la construction du lagrangien des mouve-

ment & une dimansion. Commencons de 1’équation du mouvement
mi=f(x,12), (1.45)

et écrivons le lagrangien de ce systéme

L(z,4) = x/ %G (v, ) do, (1.46)

ot G (v, z) est une fonction qui sera déterminée plus tard. En remplacant L (z, %) dans les

équations d’Euler-Lagrange on a

d (OL\ 0L & (0G(i,x)\ 0G(i,z) . .
@%ﬁ‘%—z(a¢)+ oz =S, (14])

on déduit alors que G (&, x) satisfait I’équation différentielle suivante

L red Lot = -Laa). (1.48)

mx 0% ox

a condition que
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10
——G (z,2) #0. 1.49
eEixemples: comme application directe de cette méthode considérons les deux exemples
suivants. Le premier concerne I’équation du mouvement d’un systéme amorti dont I’équation

du mouvement est de la forme
& dV (z)
" COXG
da

alors le lagrangien est obtenu en résolvant 1’équation (1.48)

=0, (1.50)

12

L(z,4) = i/le[z (2, )] v, (151)

ou F est une fonction arbitraire de z (x,v) qui vérifie

z(v,x) =g ((v)+V(x), (1.52)
de sorte que la condition
1dg (v)dF (2)
— 1.
v dv  dz 70, (1.53)

doit étre satisfaite. Ainsi pour le cas de I'exemple simple & + A & = 0 et pour F'(z) = z, on

obtient ’expression suivante du lagrangien

L(z,t)=2lni — \x (1.54)

Le deuxiéme exemple concerne I'oscillateur harmonique amorti dont I’équation du mou-

vement est

i+ Ni+wiz=0, (1.55)
en calculant la fonction G (&, ) on obtient G (&, z) = F(2), ou z est donnée par

ZZ}[H(%—MM”*:Z* 156
2 [x+ (3 +iw) i]" ’ (1.56)
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et

v? = —, (1.57)

2 2 )\
avec w* = wy — -
Dans ce qui suit nous étudions certains cas particuliers ol le lagrangien peut etre obtenu

explicitement.

1.1.3 Exemples de systémes dissipatifs
Exemple 1: le cas ;= djx

Le choix pj; = 6; est le choix le plus simple. Les Eqs(1.40) et (1.41) implique que % =0,
Y (j,k). Alors fi, ne dépend pas de la vitesse

Je = fu (@i, 1) (1.58)

Exemple 2: probléme a 1D

Dans ce cas les équations (1.41) et (1.43) se réduisent a

op . Op 1 [0 . of (z,a,1)]
ot Tiar ton o WD T =0 (1.59)

et

oL L 2L 10
or  otor " 0roi  m 0i?

on note que p est sans dimension et L a la dimension de 1’énergie.

flz,i,t) =0, (1.60)

e Si L est comme dans l'équation (1.60) alors p peut étre obtenu a partir de L.On

1 [0*’L

Les solutions analytiques de I’équation (1.60) lorsque le mouvement est dissipative, nous

remarque que

est une solution de 1’éq.(1.59)

avons les cas suivants:
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a) Lorsque = pu(t) dépend uniquement du temps, alors de ’éq.(1.59) on a

ou(t) wp(t) (Of
L) = 1.62
ot T om \oi) " (1.62)
et la forme générale de f est
f=—mig(t)i— a‘gf) (1.63)
avec
t
p(t) = m)\/ g (") dt (1.64)
ol A est une constante et g(t) est une fonction arbitraire du temps.
Le lagrangien qui se reduit & L =T — V lorsque A — 0 est de la forme
1 RN
L= gm —Vi(z,t)|exp| A [ g(t)dt (1.65)
e Cas particulier: si g(t) = 1, la force d’amortissement est f = —myi? — 8;—?) .
b) Lorsque pu = p(x), alors I'équation(1.59) devient
dp(x) () of
— =0 1.66
e * ( m ) Oz (1.66)
alors
: o OV (x)
=— 2 1.67
f (o) = =i — Pt (1.67)
et de ’éq.(1.66) on a
w(z) = exp (2yx) + cte (1.68)
De I'équation(1.61) et (1.68), on obtient I’expression du lagrangien
I
L= 57 & exp (2vyz) — W (2) (1.69)

et W(z) est obtenu en remplacant(1.67) et (1.69) dans (1.60)
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W (x) = /I 6_27y8‘g—y(wdy (1.70)

Alalimite y -0, L=T -V
Exemple 3: La force de frottement f = mpgi’avec 1 < v < 2.

Le probléme est une particule de masse dépendante de la position dans un potentiel constant

.
mu” (#) d—f +mB =0 (1.71)

ou la dérivée est rapport a z, et

p (&) = &) (1.72)

le lagrangien de ce mouvement est donné par
L(&,z) =mu (i) —mpBax (1.73)

1.1.4 Non-unicité du lagrangien

Si on multiplie le lagrangien L par une constante « et on lui ajoute la dérivée temporelle

totale d’une fonction g(x;,t), le nouveau lagrangien L

_ dg (x;,t)

L =al 1.74
al + ——-=—, (1.74)

donne les mémes équations du mouvement que L.

1.2 Formulation hamiltonienne

La méthode de Lagrange fournit une formulation de la dynamique des systémes conservatifs
et de certains systémes dissipatifs. Pour un systéme a N degrés de liberté, dans le formalisme
Lagrangien il y a N équations différentielles d’ordre deux, et dans la formalisme hamiltonien

il y a 2N équations du mouvement du premier ordre.
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Comme dans le cas des systémes conservatifs, le formalisme hamiltonien pour les sys-
temes dissipatifs présente les avantages suivants :

1- ’hamiltonien est fonction seulement des variables et non pas de leurs dérivées.

2- L’égalité de traitement des variables canoniques offre un plus grand choix de trans-
formations.

3- Pour la quantification du systéme, la forme hamiltonienne est la plus adaptée.

Comme dans le formalisme Lagrangien, I’hamiltonien des systémes dissipatifs n’est pas

unique et peut étre introduit de plusieurs facons.

1.2.1 Le Probléme inverse

Si les forces agissants sur le systéme sont connues, on peut résoudre le probléme inverse de la
dynamique classique en cherchant la solution de I’équation linéaire aux dérivées partielles du
lagrangien. Mais contrairement au probléme inverse précédent, c’est-a-dire la détermination
lagrangienne, 1’équation aux dérivées partielles pour L’hamiltonien est non linéaire et du
second degré. La loi de I’hamiltonien pour une force particuliére, la loi n’est pas unique.
Cependant, nous pouvons choisir deux hamiltoniens pour étre le générateur de mouvement
et une contante de définition du mouvement. Mais lorsqu’il y a des force de dispersion,
la deuxiéme condition ne peut étre satisfait. On a déja défini la quantité de mouvement

canonique par

_ oL
Pi= i,

L’hamiltonien H est défini par

H (zj,pj,t) = (Z Tkpr — L) : (1.76)
k

=z (p;)

j=1,2,...N (1.75)

pour obtenir 'expression de H en fonction de (z;,p;,t), on remplace les &), = & (p;) les py
en utilisant L’Eq. (1.75).

On peut écrire aussi ’action S en fonction de I’hamiltonien

S(xj,p5) = /tt2 [Z iy (pr)pj — H (xj,pj,t)] dt, (1.77)
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et on suppose que z; et p;sont des variables indépendantes. A partir des dérivées fonc-
tionnelles de laction S (x;,p;) par rapport & z; et p;, qui sont égales & zéro, on obtient
les équations d’hamilton du mouvement. Pour un systéme de particules interagissant via le
potentiel V' (z1,.,xy,t), le lagrangien est L = T — V' et dans ce cas I'hamiltonien s’écrit

sous la forme

N 2 N 2

bj p;
H=S"20 4 Ve, amt) =S 2 4V (21, an1). 1.78
jz:; 2m] + (:Ula y TN, ) ]z:; 2m] + (x17 » TN, ) ( )

En éliminant les moments conjugués p; des équations canoniques de Hamilton

()= ——7"7"= () = ———— 1.79
p] ( ) 8.'17] ) x] ( ) apj ’ ( )

on obtient alors les équations du mouvement pour les variables z;
mx] (t):f] (.’L‘l,..,x]\[,i'l,..,ij,t), jzl,,N (180)

L’hamiltonien n’est pas unique et on peut étendre la formulation hamiltonienne & 1’étude
des systémes dissipatifs, et dans cas H ne représente pas 1’énergie du systéme, et en général
p; Nest pas la quantité de mouvement ma;. Notons ici, comme dans la formulation la-
grangienne, qu’il y a aussi une infinité d’hamiltoniens qui générent les mémes équations du
mouvement dans l’espace des coordonnées. Ils sont appellés hamiltoniens g-équivalents, de
sorte que lorsque H est remplacé dans les équations canoniques (1.79) et en éliminant les
p;, nous obtenons les équations du mouvement (1.80). En mécanique classique, les hamil-
toniens g-équivalents sont tous acceptables dans la formulation variationnelle et pour obtenir
la solution des équations du mouvement. Cependant, on peut imposer d’autres conditions
a I'hamiltonien, par exemple nous pouvons exiger que H (x;,p;,t) génére les équations du
mouvement dans ’espace des phases, et dans ce cas seul un sous-ensemble d’hamiltoniens
g-équivalents sera acceptable.

Considérons d’abord I'équation différentielle partielle pour ’hamiltonien le plus général
lorsque la force f (z,) ne dépend pas explicitement de temps. D’aprés les équations (1.79)

, on note que pour un mouvement a une dimension

oS EE-CHE.
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et en substituant cette expression et Eq. (1.79) dans I’équation du mouvement mi = f (z, &)

on trouve
0*H 0*H OH O*H\ (0H OH
) = | = — 1.82
m[3t3p+(@x3p)(ap> (31)2)(3%)] f<x’ (9p)’ (182)
lorsque f (z,2) = —mya?* — a\g_;x)’ I’équation précédente vérifie devient

() () () (e () 0

et sa solution est de la forme

aV (y)
dy

H = Lp2672'yx + /I 6271

dy. 1.84
5 y (1.84)

Le résultat de I’équation (1.82) peut étre généralisé facilement au cas a plusieurs degrés de

liberté comme suit

0*H 0’H oH 0*H oOH 1 OH
g N 1.
0 2 (o) (5) ~ o) ()] =t (55) a9

Comme les équations (1.82) et (1.85) sont des équations aux dérivées partielles non

linéaires dont leurs solutions les plus générales ne sont pas connues. Cependant pour des cas

trés particuliers, nous pouvons obtenir les solutions pour (1.82).

1.2.2 Hamiltoniens de certains systémes dissipatifs simples

Commencons par le cas le plus simple ot la force de frottement est linéairement proportion-
nelle a la vitesse et il n’y a pas de forces conservatrices, c¢’est-a-dire f = —mAx, alors nous
pouvons trouver un certain nombre d’hamiltoniens g-équivalents dans les cas suivants:

a) Si nous choisissons H indépendant de z, alors pour un mouvement unidimensionnel,

0 (0H
— =1+ )\H )| = 1.
Op ( ot A ) 0 (1.86)

I'équation (1.82) se réduit a

et la solution de cette équation est

H (p,t) = h(p)exp (—=At), (1.87)
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o h (p) est une fonction différentiable et arbitraire de p.

b) Si on suppose que H peut s’écrire comme la somme de deux termes
H (p,x) = hi (p) + h2 (7), (1.88)
alors la solution de (1.82) est
_ p
Hp.2) = z00xp (2 o, (1.50)
Po

oll €y et pg sont des constantes.

c) Si 'hamiltonien est de la forme (Dodonov) H(t,zp), dans ce cas I’équation (1.82) se

0% H OH\ > OH
BTET + (a_g> + A (a?) =0, (1.90)

ou ¢ = xp. En effectuant le changement u = %—?, I’équation différentielle de u est

réduit a

d
d—?+)\u+u2:0,

et 'intégration de cette équation donne

0OH A
= = 1.91
S T Y P B (1.91)
alors I'expression de H est
¥p Ad€
H = )\/ , 1.92
oA (0 (@) 1 .

ou a (&) est une fonction arbitraire de &.

Pour les systémes simples ot la force résistance est du type de Stoke, c’est-a-dire elle est
proportionnelle & & (t) et ’équation du mouvement est m% +mA% = f(x). Nous pouvons
alors trouver un lagrangien et un hamiltonien explicitement dépendants du temps ou un
hamiltonien indépondant du temps. Supposons que la fonction de Lagrange est donnée par

[?7 7] (Eq (1.65)) )
L= % {:1? +/ I () dx’} exp (At) (1.93)

ou & (t) est la vitesse de la particule et f () est la force conservatrice agissant sur elle.



1.2 Formulation hamiltonienne 20

En substituant dans I’équation d’Euler-Lagrange

oL d [(OL
or_d (a_) —0, (1.94)

on retrouve I’équation du mouvement

dans ce cas le moment canonique p dépend explicitement du temps
oL At
= =) = mze™. 1.95
b ( 0% ) ( )

L’hamiltonien est obtenu & partir de (1.93) et (1.95)

2 T
. 2
H (z,p,t) = (0% = L)) = 5—€ A e / f(a)da' (1.96)

Pour le cas particulier d’une particule soumise a un oscillateur V (z) = $mwjz?, nous
avons

2

m
Hi(x,p,t) = ;—me_kt + (5> eMwlr? (1.97)

Pour ces systémes, ’hamiltonien n’est pas unique. Par exemple, un autre hamiltonien
qui ne dépend pas explicitement du temps et qui génére la méme équation du mouvement

dans 'espace de coordonnées que (1.97) est
A 5
Hy(z,p) = —5TP - In[cos(wpz)] + Inz, W' =wi — — (1.98)

Les deux hamiltoniens H; et Hy générent les mémes équations du mouvement pour la variable

coordonnée x

/\2
miv'—i—m)\:'c—l—m(wZ—i-Z)a: =0, (1.99)
et en éliminant z et & des équations canoniques de Hamilton (p = —%—f et = = %—I;), on

obtient deux équations differentielles différentes pour la variable p.
A partir de I'hamiltonien H; (x,p,t) et de I’équation canonique d’hamilton, on obtient
)\2

mp — mAp + m(w? + Z)p = 0. (1.100)
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Les équations différentielles de x et p ne sont pas les mémes, et le moment canonique
p, qui est different de la quantité de mouvement ma, ne satisfait pas I’équation de p dérivée
de Hy(z,p).

Ainsi H; et Hy sont deux hamiltoniens g—équivalents, cependant ils donnent des équa-
tions du mouvement différentes dans ’espace des phases.

D’autre part, Hs (x, p) est invariant translation temporelle ¢t — t+t¢, alors que H; (z, p, t)

ne l'est pas. En effet pour Hy (z,p) on a

dH,  OH, -
% o T {Ha, Ha} =0, (1.101)

ce qui signifie que H, est une constante du mouvement et ne peut pas donc étre 1’énergie du
systéme.
L’hamiltonien H;(z,p,t) peut étre considéré comme ’hamiltonien d’un systéme oscillant

dont sa masse augmente avec le temps
m(t) = mexp(At). (1.102)

Les hamiltoniens différents qui générent la méme équation du mouvement dans 1’espace
de coordonnées, appelés hamiltoniens ¢g-équivalents, sont liés par des transformations canon-

iques. Par exemple, les deux hamiltoniens définis par les deux Egs.(1.89) et (1.96)

2
H=2 ™ e Hy = ey exp( L) + AppX (1.103)

2m Po

donnent la méme équation du mouvement mz + mAz = 0, donc ils sont g-équivalents. La

fonction génératrice de la transformation canonique qui relie Hy a Hy est

Fs(p,x,t) = X(Apot — p) + %(1 — ™M) [E exp(p%) — %] : (1.104)

La fonction F3(p, X,t) permet de relier les anciennes coordonnées (z,p) aux nouvelles

(X, P) par
9k
0X

p=—C3 X - S(1—eM) [pio exp(L) — 31 , (1.106)

= p — A\pot, (1.105)
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et
OF;
H,=H —_— 1.107
2 1+ BN ( )
Comme
OF; _xt p P’
— =X — ] - — 1.108
5 po+e ™ |eexp o) " aml| ( )
alors
OF: P+ \pot
Hi(r.p.t) + G = X +ee exp( ) = Hy(X.p). (1.109)
0

Notons que la nouvelle coordonnée X est une fonction des anciennes variables canoniques et
le temps : X = X (z,p,t).
D’autres hamiltoniens ¢-équivalents peuvent étre obtenus a partir des lagrangiens équiv-

alents, par exemple les deux hamiltoniens suivants:

m2

6 Yz
H =" D yie= (1.110)

m? ’
ne sont pas uniquement g-équivalents mais sont aussi pg-équivalents de I’hamiltonien H;(p, t)

pour un amortissement linéaire et de ’hamiltonien

1
H=—p?e 2" 1.111
5P ¢ ( )

pour un amortissement quadratique.

1.2.3 Oscillateurs harmoniques amortis-amplifiés de Bateman

Le modéle bidimensionnel conservatif dans son ensemble est le modéle de Bateman dont son

Lagrangian est

om , A2
L:mxy+5/\(azy—xy)—m W), (1.112)

les deux équations classiques du mouvement sont

)\2
m:i+m/\:'v+m(w2+z>x:(), (1.113)
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)\2
my—mAy+m(w2+Z)y=0, (1.114)

sachant que I’équation de y est obtenue par renversement du temps de celle de x. Ainsi,
lorsque l'oscillateur = perd de I’énergie, 1'oscillator y en gagne de sorte que 1’énergie totale

du systéme soit conservée. De la définition de 'hamiltonien

H = (psa + pyy — L)r(pbpy)’y(phpy) , (1.115)
on obtient
- A
H = ]?2:;’ -3 (zpe — yp,) + mwizy, (1.116)

comme H ne dépend pas explicitement du temps, alors H est une constante du mouvement

(G =0).



Chapter 2

Quantification des Systemes dissipatits

Historiquement, la premiére tentative de quantification de ’oscillateur haemonique amorti a

été faite par Seeger en 1932. En effet, en partant de 'opérateur hamiltonien de 'oscillateur

1 1
H= %pQ + ingﬁ, (2.1)
et le terme d’amortissement
F= %w, (2.2)
les équations du mouvement de p et  dans la representation de Heisenberg sont
0H OF .
p——%—%——mﬂox—m)\x, (2.3)
oH 1
=—=—p=>mi= 2.4
T o —p=mi=p, (2.4)

on remplagent (2.4) dans (2.3),on obtient:
i+ A+ Qfz = 0. (2.5)

Cette équation doit étre satisfaite par les éléments de la matrice

zji (t) = ;1 (0) exp (iw;it) , (2.6)
T, (1) = iw;ka ik (0) exp (iw;it) ,

T (t) = —wjz-ka:jk (0) exp (iwjkt) ,
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et qui peut s’écrire sous la forme

(—wh + idwsi +QF) 255 (0) = 0. 2.7)
Donc, i, (0) est nul sauf si
wik = Fa + Z% (2.8)
avec 2
a= Q%—)\;%Qo—g\—%, (2.9)

ol nous avons supposé que le mouvement est faiblement amorti et que 22y > A.

Considérons maintenant la relation de commutation

> (Pnjj,-Tnspj,) = —ih. (2.10)
j
Si
ajr = Refwji], (2.11)
alors
9 h
> gl )? = —5 (2.12)
j

Supposons qu’il n’y pas de dégénérescence. Alors pour chaque n, il existe au moins un

A

nombre n' tel que x,,, # 0, mais comme wy,,, = +a + i35, donc il existe au plus deux valeurs

de n/(on les note nfet nl) pour lesquelles x,,, # 0. De relation de Planck-Bohr nous avons
E, — E,. = ha, E, — E,, = —ha, (2.13)

ou bien

E,—Ey =~ha,  E,—E, = ha. (2.14)

Ensuite calculons les éléments de matrice H,, de ’hamiltonien (2.1)

m i 2, N 2 2
Hpp, = 3¢ a”+ Vi + % Z || (2.15)
J
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et qui peut s’écrire sous la forme

2
+ [

2
Hpn = %e_” (a2 + )\Z + QS) {{SB% 2} : (2.16)

D’autre part, de la relation de commutation (2.12) on a

2} __n (2.17)

om’

2

Apn! ’33' / —|fE /
nnj nny nny

Comme dans le cas de 'oscillateur harmonique non amorti, supposons que n} n’existe

pas pour I’état fondamental, donc

2 h

nony |Fnong | = 52 (2.18)
et
Hygny = mQ(Q)e_M ‘Inong ? (2.19)
De (2.18) on obtient
2 h
’xn0n6| - 2ma7 (220)
et en remplacant dans (2.19) on a
hQ2 hS2 A2
H, = — 0= 20 (1 AL 2.21
om0 = 9 2 (+893)6 (2.21)
Pour les niveaux supérieurs, nous avons
hQ?
Hj;— Hy = —2(j—k)e ™, (2.22)
a
et la différence d’énergie est donnée par
)\2
Ej—E,=(—kah=h(j—k)|1- =5, (2.23)
802
ou
a®\ \? At
Ej_Ek:<Hjj_Hkk> (@)6 %<Hjj_Hkk> (1—W)6 . (224)
0 0

Par conséquent, Seeger pense que lorsque A < 2€), I'énergie des états de l'oscillateur reste
constante pour un temps long.

Il convient de souligner les aspects suivants de cette formulation:
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a) Le commutateur [z, p| reste constant au cours du temps.

)
b) Les éléments de matrice de = et de p sont identiques.
¢) L’hamiltonien utilisé est relié a 'opérateur d’énergie, i.e. il est I'opérateur d’énergie.
d) Le changement dans les différences d’énergie dus a l'effet de I'amortissement, est
proportionnel a 8Q2
Cette méthode de quantification des systémes dissipatifs a été critiqué par Brittin [4].
Selon lui, pour les forces de frottement dépendantes de la vitesse, la relation de commutation
et les équations du mouvement de Heisenberg sont incompables. A cet effet, considérons un

mouvement unidimensionnel sous l'effet d’une force de frottement de )

% (g—;) oL _ = Q(z,). (2.25)

En utilisant le moment canonique p défini par

oL
- — 2.26
I’hamoltonien est
H (z,p) =pi— L. (2.27)
Dans ce cas, les équations du mouvement de I’ hamilton (2.27) sont
OH OH
f:a—p; Pz—a—‘f‘Q[x i (z,p)]. (2.28)

En mécanique classique, on peut ecrire les equations du mouvement (2.28) de la variable
dynamique A (z,p,t) en fonction du crochet de Poisson

Ci;;l ={A H} + —Q (x,p), (2.29)

ot le crochet de Poisson {A, H} est défini par

0AOH 0AOH

AH} = —
{ } 8:(:81) 8p8:v

(2.30)

La quantification peut s’effectuer par analogie en reliant le crichet de Poisson au com-

mutateur comme suit

(A HY = S [A H] = < (AH - HA),

ih ih
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et en utilisant (2.29), ’équation de Heisenberg d’un opérateur A

_dA L 0A
zﬁE =[A H] + Zha—pQ (x,p) . (2.31)

Ensuite, la dérivée par rapport au temps du commutateur suivant
[z, p] = ih, (2.32)

donne
dx dp
L+ |5 2] -0 (233)

En utilisant (2.31), réécrivons (2.33) sous la forme
[z, H] ,p| + [z, [p, H] + ihQ] = 0. (2.34)
La relation précédente implique que

[z,Q] =0, (2.35)

Par conséquent, () ne peut étre qu'une fonction de z et non de 7, i.e. @ = Q(x).

Les arguments de Brittin montrent l'inconsistence entre les equations canoniques du
mouvemnt, les hamiltoniens et les relations de commutations.

On peut aborder le probléme de la consistence pour les hamiltoniens classiques indépen-
dants du temps des systémes amortis de la maniére suivante: soit un Lagrangien séparable

en x et £ d’'une particule de masse unité de la forme
A
L(z,2)=1 EG (v)dv =V (z), (2.36)

ou G (v) désigne une fonction arbitraire de v. Comme auparavant, on impose la condition:

(l) (dG(U)> # 0. Le moment canonique conjugué de z est

) (9L_/’”dv G(x)  ["dvdG ()

G EG(U>+ T v o dv (2:37)

En utilisant le lagrangien (2.36), ’hamiltonien correspondant est

H(z,p) =Gl (p)+V (), (2.38)
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ou expression de & = @(p) est obtenu de I'équation (2.37). Calculons £ [H, z] en utilisant la

relation de commutation canonique [x, p|] = if et I'équation (2.37)

i i, d o didG ()
2 [H.2] = 2 [G (i) ,2] = %G (&) = o b (2.39)

qui I’équation de Heisenberg correcte de la dérivée temporelle de 'operateur position. En-
suite, calculons la dérivée temporelle de &

i

iz%&ﬂ:h

V., (2.40)

Pour calculer I'expression de (2.40), notons que de la relation de commutation [z, p| = ik,

il s’en suit que pour toute fonction P(p) on a

i dP (p)
ﬁmP@ﬂ——cw, (2.41)
alors
i _ dz T :
7 [z, %] = o <dG(i)) = —R (1), (2.42)
di
qui une définition de R ().
Ensuite, calculons le commutateur
i i n—1 n—1
F a3 =+ > a[w,d] 2" = = @R (i) 2" (2.43)
=0 =0
A la limite classique, le second membre de (2.43) devient
n—1 . . d
—na" "R (t) = —R (%) i (2.44)
Pour ce cas, la régle d’association est
d n—1
{R (&) %x"] — Z R (&) a1 (2.45)
Q.M. j=0

Supposons maintenant que V' (x) peut étre s’écrire sous la forme d’une série de puissance

de z

V(z) = Z apx". (2.46)
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Alors, calculons I'expression (2.40)

i _ LAV (x)
e (re S0 (2.47)
h dx oM
et I’équation du mouvement de Heisenberg pour x est
av
i+(R@) (@) — 0. (2.48)
dx Q.M.

Ainsi toute équation du mouvement de la forme (2.48) est compatible avec les relations
de commutation canonique. Cependant, la consistance mathématique n’implique pas que
I’équation quantique résultante a nécessairement un sens physique. comme nous l'avons
démontré.Cependant 1’équation quantique résultante n’est pas nécessairement significative
sur le plan physique simplemant parce qu’elle est cohérente sur le plan mathématique.

Exemple: considerons le cas simple out R (&) = & et I’équation du mouvement classique

est la suivante

.. (dV (x) . dV (x)
— | = =0. 2.49
T+ ( T ) Pt (2.49)
Pour ce cas, le Lagrangien et le moment canonique sont
L. 5
inxlnx —z—V(x), (2.50)
oL 1. .,

et 'expression de 'hamiltonien est donnée par
H==xe"+V (2). (2.52)

Donc apparemment la consistance est étroitement liée a ’hamiltonien qui donne les
équations du mouvement correctes dans I’espace des phases.

Dans certains cas, la consistance de la procédure de quantification peut étre contournée
par la modification du lagrangien et de I’hamiltonien du systéme. Comme exemple, consid-

érons le cas simple dont ’équation du mouvement est

mi + mAi = 0. (2.53)
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RN , , . . 2 —
Comme nous 'avons déja vu précédemment, en plus de 1’ hamiltonien H = <§—m> e~ on

peut construire d’autres hamiltoniens qui donnent la méme équation du mouvement (2.53).

Prenons la masse de la particule égale a un et écrivons un autre hamiltonien alternatif

H = cexp <p£) + Apoz, (2.54)
0

ou € et py sont des constantes.
Les équations du mouvement de Heisenberg sont obtenues comme suit: Soit p et x deux
opérateurs canoniquement conjugués satisfaisant la relation de commutation [p, x| = ih

&= % [Hx] — L exp (£> , (2.55)

Po Po

i
p==

h
En dérivant (2.55) par rapport au temps de t

P= {pexp (£> +exp (3) p} — i, (2.57)
2p; Po Do

ot les équations (2.55) et (2.56) ont été utilisées. Par conséquent, la relation de commutation

[]:],p} = —A\pp. (2.56)

canonique et les équations du mouvement sont compatibles et il n’y a pas d’inconsitance.
L’hamiltonien (2.54) génére également la méme équation du mouvement dans l’espace des
phases, mais il ne représente pas I’énergie du systéme car il n’a pas la bonne forme lorsque
A — 0. Par conséquent, il n’est pas acceptable comme opérateur en mécanique quantique.
Cela devient plus clair en écrivant "l’équation d’onde" de I'opérateur(2.54) dans I’espace des

moments

i 2l + e exp (3) b = B, (2.58)
dp Po

¥ = exp [_%m {5 — E'pgexp (p%) H | (2.59)

Une fois de plus, notons que la limite de ¥ n’est pas bien définie lorsque A — 0.

dont sa solution est



Chapter 3

Oscillateur de Caldirola-Kanai complexe

dépendant du temps

Dans ce chapitre, nous présentons 1’étude quantique de trois variantes de l'oscillateur de
Caldirola-Kanai complexe dépendant explicitement du temps. Nous cherchons les solutions
de I’équation de Schrodinger en utilisant les transformations unitaires. L’étude classique de

ces problémes seront abordés dans un autre travail.

3.1 Oscillateur de Caldirola-Kanai complexe dépendant
du temps

L’Hamiltonien de l'oscillateur de Caldirola-Kanai complexe dépendant explicetement du
temps est défini par
X P2

. 1 ..
H= 6_21’%% + 562“’tmw§X2, (31)

et I’équation de Schrodinger correspendante est

0 A
i [ () =H () (2)). (3.2)

Pour résoudre cette équation, introduisons la transformation unitaire F tel que

¥ (1) = Fr ' (1)) (3.3)
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ou F} est défini par

F, = exp <§X2) exp (_72 (XP+ PX)ln A) , (3.4)
et son inverse est
. i iC .,
FI* =exp 5(XP+PX)lnA exp _ﬂX (3.5)

ensuite remplacons 'Eq. (3.3) dans1’Eq. (3.2), on obtient la nouvelle I'équation de Schrodinger
de l'état |p(t))
0 .
— t) =H t
2 o (1) = e (1),

de sorte que le nouveau hamiltonien H; soit indépendant du temps

A F_
H, = —z’Flaat + FlHF L (3.6)
; . aF!
Calculons I'expression du terme —
OF;' 0 i 1C
5 = {exp (5 (XP+ PX) lnA) exp (_ﬁX )] (3.7)
i 0A z'X2 4 (10C C0A

et en multipliant la relation précédente par —¢F; pour obtenir

L OFTT 104 i
X2 . [(1oC CO0A
—Eﬂﬂ(za—ﬁ§> (39)
on a
P =F'F =1 (3.10)
on sait que
1
-1 -1 —

AXF = (t)X : FIUXF = A(t) X,
FIPFT'=A(t)P—-C(t)X, F'PR=C(t) X + LP, (3.11)

A(t)
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on utilise ces relations pour trouver

F\(XP+PX)F,'=XP+ PX — 2i§ ;XQ (3.12a)
on remplace cette derniére dans(3.9)pour obtenir la relation suivante
OF ™ 1 0A C (1) 1oC C0A
—iF XP+PX —2—=X" 1
T 2A6t{ i no } 2 (Aat A28t> (3.13)

Maintenant calculons Fy H Ft

.\ . p? 1 ..
FlHFl—l _ Fl (e—2z’yt2_ + _GQZ’thngQ) Fl_l
m

2
= e FP?F7 + 1TrLche%’tlU’lXQF_1
om 1 5 Mo 1
e~ 2t 5 1 X\?2
— AP — OX)* + —mwge*™ [ = 14
Sy ( CX) +2mwoe (A) (3.14)
donc
-1 e o 1 2,27t 1) 2 s 2| p2 e 1
FIHF " = = X — A% | P*— AC (XP+ PX
R 2mC’—|—2mw <A> +{2m } m CXP+PX),
(3.15)
La relation (3.6)va devenir
e~ 2t 1 1 10AC 1 0C C 0A
H, = C 221715___ i
! [ om TN B T A A \eAdar 22 o
e 2t 1 0A e 2t
A%| pP? —— = A XP+ PX 1
+{2m } +[2A8t om C]( +PX) (3.16)
On compare la derniére relation avec I’'Hamiltonien indépendant du temps
. P2 1
H=_— °X?, 1
o +gmw (3.17)
alors
e 2t 1 1 10AC 1 0C C 0A 1
%4+ Z 2.2t~ T - 2 )z 2 3.18
om © MR T A A \2Aaar 242 ) 2™ (3.18)
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1 04 e 2!
—— — AC =0 3.19
2A Ot 2m ’ (3:19)
efZiPyt 1
- 3.20
2m 2m’ (3:20)
d’apres ces résultats on trouve que

A =" C = imye. (3.21)

On remplace ces résultas dans (3.18) pour déterminer I’expression de la fréquence w

1 1 1
imwg + §m72 = imwz, (3.22)

d’ou

w? = w2+, (3.23)

donc

w=/wi+ 2 (3.24)

Si on les remplace dans (3.4) on obtient I'expression de la transformation unitaire F}

et son inverse

t
Fi, = exp <—?X2) exp (% (XP+ PX)) , (3.25)
et
t
Pt = e (<3 (0P Px) e (7). (3.20)

3.1.1 Solution de I’équation de Schrodinger

Posons
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[ () = F5 ') on ) = e+ 8) |y (3.27)

la fonction d’onde est donnée par

[ (£)) = exp (—%t (XP+ PX)> exp (?}@) exp {—m <n + %)} ny,  (3.28)

alors ¢ (z,t) s’écrit sous la forme

b (2,8) = (2| ¥ (£)) = (2] exp (_%t (XP + PX)) exp (ng) et (n3) 1n)y . (3.29)

En utilisant la formule suivante

t iyt .
(x| exp (—% (XP+ PX)) =cz (], (3.30)
donc ¥ (z,t) s’écrit sous la forme
Y (x,t) = '3 emiwt(n+3) exp <g62mx2) <e”tx‘ ny, (3.31)

avec

1
. 1 2 ) o 2ivyt '
<€mx‘n>:{2 ‘ /m_;;] ) o [%IQ] i, {emx %] (3.32)
n! T

ou H, est le polynome d’Hermite complexe.
Ainsi la solution finale dépendante du tempsi(z,t) représente un état comprimé pour

I’hamiltonien de Caldirola-Kanai complexe.

3.1.2 Oscillateur de Caldirola-Kanai généralisé complexe

L’oscillateur de Caldirola-Kanai généralisé complexe est défini par le Hamiltonien suivant

" P 1
H = 6*2”"/2— - §ezwtmw§X2 +iv(XP+ PX), (3.33)
m
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ol 7 est un cofécient dépendante du temps.

On ultilise les méme étapes que celles de I'exemple précédent pour déterminer les

paramétres A(t) et C(t) de la transformation unitaire suivante

Fy = exp (%XQ) exp (—% (XP+ PX) lnA) ,

donc

Fyt =exp (% (XP+ PX) lnA) exp (—%Xz) :

-1

OF. .
Hy = —iF, a‘i + FR,HF;

L OF;Y 1 0A o, X*[10C CO0A
iR = C0R (XP+ PX) F; _T(Zﬁ_ﬁﬁ)
OF!
=—ih—5

et en utilisant la relation (3.12a)

C(t
F,(XP+ PX)Fy;' = XP 4 PX — QQX{

A(?)
on obtient
LOF;Y 1 0A C(t) ] X2/10C C0A

Calculons maintenant Fy HF; !

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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. P21
RHF ' =F, [62”t2— + 562”’tmw§X2 + iy (XP+ PX)] Fy
m
e—2i’yt 1 )
= P Fy !+ §mw862”tF2X2F2_1 +ivFy (XP + PX) Fy !,
m
e—2int ) 1 5 9 1 2 C =20t
= - M=) = 2iy— | X?+ | —A| P2
[ T C —|—2mwoe <A2) ) —I—[ o
—2ivt
+ {m - AC} (XP+ PX), (3.40)
m
Ainsi 'expression (3.36) de Hs devient
e~ 2t 1 o 1 C 10AC 10 C 0A
H _ CQ - 2 2ivt — o T T FAE~ et X2
: [ om TN B T T A A \2aar 2o
672i’yt 1 814 6721'71‘,
A?| P? Y+ — AC| (XP+PX A1
+[2m } +{W+2A8t om C}( +PX), (3.41)

et comparons cette derniére avec ’Hamiltonien (3.17) , on obtient le systéme d’équations

sulvant:
et 1y (1) C 10AC 19C CoA\ 1

- it () gy - 202 (2 OO 2 42
om O T g (A) AT Ao A (ZA ot A 6t) e (342)

e—2i7t 1

A% = — 4

2m 2m’ (3:43)

1 0A e 20t
Y -+ ﬂa — om AC = 0, (3.44)

De I'Eq. (3.43) et de (3.44) on obtient:

A(t) = e, C (1) = 3imye™. (3.45)

Pour obtenir I'expression de la fréquence w on remplace ces résultats dans la relation

(3.42)

—my° + —mwi = —mw”, (3.46)
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donc
w? = wi + 992, (3.47)
alors
w=/wi+ 92 (3.48)
et on remplace dans (3.34) pour obtenir 'expression finale de F
SMY <, vt
Fy = exp _TX exp | (XP+PX)). (3.49)
et
-1 7t SMY 9
Fy =exp -5 (XP+ PX) ) exp TX : (3.50)
Solution de I’équation de Schrodinger
La fonction d’onde est définie par:
% (8) = Fi'le) on o) = 3) n), (3.51)
donc
t 3 :
o) = e (=3 0P+ P20 exp (P07 ) D,
sachant que
7t ut iyt
(x| exp - (XP+PX))=e2 (g, (3.53)
donc
iyt 3 . . .
b (1) = (2] ¥ (1)) = eF exp (ﬂew) et () (et my | (3.54)
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avec

1
. 1 2 . ) )
(x| n) = [2 z /m—;j emiwt(nt3) exp [—n;—;uez”txg] H, [e”t:v %} , (3.55)
iy o

ou H, est le polynéme d’Hermite complexe.
Ainsi la solution finale dépendante du tempsi)(z,t) représente un état comprimé pour

I’hamiltonien de Caldirola-Kanai généralisé complexe.

3.1.3 Oscillateur de Caldirola-Kanai non-hermitien complexe

L’oscillateur de Caldirola-Kanai non-hermitien complexe forcé en présence d’un terme com-

plexe et linéaire est défini par 'Hamiltonien suivant:

. P o1
H = 6_2Wt2— + 562wtmw(2)X2 +iX () X, (3.56)
m

I’équation de Shrodinguer dépendante du temps s’écrit

0 A
iy ¥ (1) = H ()[4 (2)) (3.57)

pour résoudre cette équation on utilise la transformation unitaire suivante:

Fy = exp <%X2) exp (—% (XP+ PX)In A) : (3.58)
alors
_1 ? iC
Fy  =exp 5 (XP+ PX)InA ) exp _ﬂX : (3.59)
D’autre part on a
Fyt -
Hs = —nga 5+ F3HF;, (3.60)

on utilise les relations (3.11), on trouve:
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OF;' 1 0A C (1) X2 /10C C0A
Y p— XP4+PX —2— 12X - — [ - == .61
Y 2A8t{ A(t) ] 2 (Aat A28t>’ (3.61)
ensuite calculons expression du terme F3H Fy !
pary = [ ey Lo L] x2 g [0 0] p2 (3.62)
T Tom PR 2m '
—2ivt i\
AC (XP+ PX)+ —X, )
- ( + )+ 1 (3.63)
puis on remplace les équations (3.61) et (3.62) dans ’'Eq. (3.60) on obtient:
e~ 2t 1 1 10AC 1 0C C 0A
H. = C2 2 21715 Il i
’ [ om TN B T ama Ao 2
e~ 2t 1 0A e 2 i
A PP+ | —— — AC| (XP+ PX)+ =X .64
+{2m } +[2A8t om C}( FPX) X (364)
On compare la derniére relation avec I’Hamiltonien non-hermition suivant
H= P + = ’X? +iX, (3.65)
=5t 5w i )
on obtient alors le systéme d’équations suivant
e~ 2t 1 1 10AC 1 0C C 0A 1
02 2 21’7t o - = — 2 .
om © N BT A \zAar aaar) 2" (3.66)
e—2i'yt 1
A= — )
2m 2m’ (3.67)
1 0A e 20
94 AC = .
2A Ot 2m =0 (3.68)
A
ZZ — (3.69)

De I'Eq. (3.67),(3.68) et (3.69) on trouve que :
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At)=e"" C(t) = imye A (t) = . (3.70)

alors les expressions finales sont:

A L P? 1 , :
H=e?"— 4+ —muw?e®" +ie"X. (3.71)
2m 2
et
t
F3 =exp (—?Xﬂ) exp (% (XP+ PX)) . (3.72)
t
Fy't = exp (—% (XP+ PX)> exp (?XQ) . (3.73)

Pour déterminer I'expression de la fréquence w,on remplace les résultas obtenus dans

I'Eq. (3.66)

1 1 1
§m72 + Emwg = §mw2, (3.74)
w? = wi +7%, (3.75)

alors

W= /Wi + 2. 3.76
0T

3.1.4 Solution de I’équation de Schrodinger

La soultion de I’équation de Schrodinger est donnée par

() = Fy ' o) on Jp) = e m+3) |ny, (3.77)

et



| (t)) = exp (—%t (XP+ PX)> exp (?)@) emiwt(n+3) In),

On utilise la formule (3.30) pour calculer 'expression de

(3.78)

b (2,8) = (2| ¥ (£)) = (z]exp (_%t (XP + PX)) exp (%X?) et (n+3) 10y, (3.79)

donc

w (Qf,t) _ ei%te—iwt(n—l-%) exp <g€2i7tx2> <ei7tl,‘ 7’L> ’

avec

1
) 1 mwl|? _; 1 mw o, , mw
iyt o —iwt(n+= _ 2ivt, .2 iyt
(eMx| n) = {Q"n!”_wh} e~ it( 2)exp [ ETA ] H, [e AV

ou H, est le polynéme d’Hermite compexe.

(3.80)

Ainsi la solution finale dépendante du temps 1(z,t) représente un état comprimé pour

I’hamiltonien de Caldirola-Kanai non hermitien complexe.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les systémes quantiques dissipatifs. Nous avons
commencé par un rappel sur le formalisme lagrangien et hamiltonien classiques des systémes
dissipatifs en abordant la non-unicité, les conditions d’existence et comment les construire.
Ensuite, nous avons abordé les différentes méthodes de quantification des systémes dissipatifs
classiques de sorte que les relations de commutation et les équations du mouvement de
Heisenberg doivent etre compatibles. L’étude a été complétée par des exemples de systémes
dissipatifs simples.

Enfin, nous avons présenté I'étude quantique de 'oscillateur de Caldirola-Kanai complexe
dépendant explicitement du temps en utilisant les transformations unitaires pour obtenir les
solutions de 1’équation de Schrodinger. L’étude classique du probléme et sa quantification

seront abordées dans un autre travail.



Bibliography

[1] M. Razavy, Cassical ans quantum dissipative systems, Imperial College Press, 2005

[2] L. Meirovitch, Methods of Analytical Dynamics, (McGraw-Hill, New York, 1970) p. 88.
[3] R.M. Rosenberg, Analytical Dynamics of Discrete Systems, (Plenum Press, 1977) p. 229.
[4] P. Cardirola, Nuovo Cimento 18, 393 (1941).

[5] E. Kanai, Prog. Theor. Phys. 3, 440 (1948).



