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Chapitre 1

Introduction générale

L’idée émise selon laquelle le vide est exempt de matiere, sans interaction et incapable de
créer de la matiére & partir de rien a changé depuis I’avénement de la mécanique quantique.

La théorie des trous a en outre modifié profondément cette vision et le vide devient non
vide puisqu’en perpétuellement se créent et disparaissent des particules sans laisser de traces.

Ainsi d’aprés D.Bohm, le vide n’est pas un vide mais "un plénum" réellement actif, néamoins
ce vide quantique qui décrit une réalité virtuelle d’un monde inaccessible ou encore d’une
mer impénétrable pose quelques problémes malgré qu’il a permis de prédire plusieurs faits
expérimentaux dont le plus important est ’existence de positron.

Ce vide est constitué donc de particules virtuelles, peut avoir ainsi des effets sur le monde
qui nous entoure, du point de vue théorique, I’élaboration de la théorie quantique de champs a
été nécessaire pour décrire cette interaction entre ces deux mondes réel et virtuel.

Parmis les phénomeénes physiques qui sont été assez étudiés dans le cadre de la théorie
quantique des champs L’effet de Schwinger [1], qui a trouvé une justification théorique aprés
I'introduction de la théorie de trous de Dirac qui a prédit 'existence d’antiparticules associées
aux particules [2]. Selon cette théorie le vide n’est pas vraiment "vide" mais une "mer" de
Dirac qui contient des particules virtuelles ayant une énergie négative. Dans ce cas la diffusion
des particules est accompagnée par la transition des particules virtuelles de la mer de dirac
en particules réelles par L’effet tunnel [3], cette transition ne peut y avoir lieu que pour une
barriére du potentiel supérieur au double de la masse de la particule.

Généralement, le calcul de 'amplitude de transition en mécanique quantique utilise 1'in-

tensité du champ comme parameétre pour justifier la série de perturbation, notons au pas-
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sage que la création d'une paire nécessite un champ électrique supérieur a la valeur critique
E. ~ 1.3 x 10'%/cm et que tout champ électrique peut créer des particules chargées a partir
du vide [4]. Pour étudier ce phénomeéne a partir du vide par un champ éléctrique nous pouvons
utiliser plusieurs méthodes : la technique des intégrales de chemin et la méthode semi-classique,
la méthode de projection [5], basée sur le calcul de la fonction de Green. Par contre il est bien
connue qu'un champ magnétique constant ne créer pas de particules chargées [6], ainsi que
les particules neutres ne donent pas une création de paires des particules, mais l'interaction
des particules neutres avec un champ électrique ou magnétique dépend du temps résulte une
densité de paires crées [7].[8].

Le but de ce mémoire est de calculer la probabilité de création des particules de Dirac
neutres dans un es en interaction avec un champ éléctrique et magnétique, on basons sur la
transformation de Bogoliubov [9] qui relie les étas "in" et "out" pour exprimer la probabilité
de création d’une paire a partir du vide et le nombre de particules neutres crées en termes de
coefficientd de Bogoliubov.

Ce mémoire se compose essentiellement de trois parties :

Dans la premiére partie nous exposons la théorie quantique des champs en présence d'un
champ extérieur de nature électrique, on détermine les étas "in" et "out" se qui implique que
le vide est instable, cette instabilité est due a la présence du champ extérieur, ensuite nous
effectuons la relation entre les modes "in" et "out" pour exprimer la probabilité de création
d’une paire, ainsi la densité de paires crées. Aprés ce bref exposé nous considérons un exemple
explicite pour lequel ’équation de Dirac est soluble.

Dans la deux iéme partie nous proposons d’étudier la création des particules de Dirac neutres
par un champ électrique a partir du vide, pour cet raisons nous utilisons la méthode canonique
basée sur la transformation de Bogoliubov qui reliant les états "in" avec les états "out". Nous
considérons un champ constant pour lequel I’équation de Dirac est éxactement soluble.

Ensuite,nous cherchons a classer ces solutions en états "in" et "out".Pour cet objectif, nous
résoudrons ’équation d’Hamilton-Jacobi .Enfin nous utilisons la transformation de Bogoliubov
pour calculer la probabilité de création d’une paire de particules et la densité des particules
crées.

Dans la troisiéme partie nous considérons la création des particules neutres en intéraction
avec un champ magnétique a partir du vide pour le quel I’équation de Dirac admet des solutions

analytiques exactes. A partir de ces solutions, les étas "in" et "out" seron classé et la probabilité
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de création d’une paire et la densité des particules serons exprimées en termes des coefficients
de Bogoliubov.

Le dernier chapitre est réservé a une conclusion générale.



Chapitre 2

Quantification d’un champ de Dirac

2.1 Introduction

En théorie des champs, l'intéraction est en général considérée comme une perturbation et
I’amplitude de probabilité et calculée a différents ordres de cette perturbation.

Schématiquement suivant Feymann, ces ordres sont représentés chacun par un diagramme.

Certaines intéractions, cependant, ne nécessite pas un traitement perturbatif puisque les
amplitudes peuvent étre déterminées exactement par la méhode canonique de Bogoliubov [§]

Le but de ce chapitre est d’introduire la méthode canonique de Bogoliubov, nous com-
mencons par une bréve description de la quantification canonique d’'un champ de Dirac libre.
Ensuite, nous considérons le cas d’un champ spinoriel en présence d’'un champ extérieur. Dans
ce cas l'instabilité de vide est due a la présence du champ extérieur [6]. Les états de particules
engendrés a partir de ces deux vides sont dits les états" in" et "out", qui sont rien d’autre que
les solutions de 1’équation de Dirac en présence du champ électrique.

Il est nécessaire pour cela de déterminer d’abord les états" in" et "out" et ensuite effectuer
la transformation de Bogoliubov pour extraire les coefficients de Bogoliubov qui entre en jeu

dans le calcul des amplitudes de probabilité et la probabilité de création de paires de particules

8]
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2.2 Champ quantique libre

L’équation de Dirac est du premier ordre et covariante de Lorentz. Elle fait naturellement
apparaitre un spineur 1 a quatre composantes ainsi que des solutions a énergie soit positive
soit négative. Nous nous proposons de quantifier de maniére canonique ce champ qui obeit a la

densité lagrangienne .
/- — -
£ = L[ (0u) = @ud)y"s] — miby (21)
L’équation de Dirac qui régie ce systéme est donnée par

(70, — m) ¥ = 0 (2.2)

ol m désigne la masse du fermion et v est une matrice 4x4 qui vérifie I’algebre

{7} =AY+ =2

La solution générale de I’équation (2.2)

& .
w(ﬂj,t) = Z/W [Cs,kfk,s (CC,t) + C;,k gk75 (Qf,t)] (23)
* dgk * * ! *
w (wat) = Z W [Cs,kfk,s (Q?,t) + Os,k ks (l’,t)] : (24)
ol frs (x,t) et grs (x,t) sont les solutions & énergie positive et & énergie négative donnée par
m .

frs (2,1) = —ug(k)e ™ (2.5)

Wk
Grs (2.1) = o, (k)e™e (2.6)

Wk

ol wy = V k% +m?

Avant de passer & la quantification noton que le moment conjugué de v (z,t) est donnée

par :
m(z,t) = 99 12 / (2n) [Coitis (1) + O, gi (2,1)] (2.7)
* oL . d3k * . x %
m (l‘,t) = a\:[]* = ZZ/W |:C’s,kgk,s (Z’,t) + Os,k fk,s (.T,t)i| (28)

s



2.2 Champ quantique libre 10

on considére les champs 1 (z,t) et m(z,t) comme des opérateurs qui satisfaits les équations

d’anti- commutations suivantes

{fbi(x,t),frj(m’,t)} = 06,03z — o) (2.9)
{00, b0 )} = 006 - ) (2.10)

Suivant la procédure de quantification canonique les constantes Cy i, C. ., C¥, et C, deviennent
q ) ko k s,k

des opérateurs qui doivent satisfaire aux relations d’anti-commutations suivantes

~

{13?(/5)7175'(67)} = (2n)° —585( —q) (2.11)

{CZJ(E)@S'(CD} = (27)° —555( — ) (2.12)
Tous les autres anticommutateurs sont nuls, et les champs ﬂ)(x, t), {f(x, t) s’écrivent comme
suit

~

Yo, t) = Z / ok b k) fis(@, 1) + df (k)gk,s(m)] (2.13)

Bt = > / TR (b2 (k) fr (s t) + du(R) gty (2, 1)) (2.14)

by(k) et bf (k) sont respectivement I'opérateur d’annihilation et de création d’une particule.
dy(k) et dF (k) sont respectivement Popérateur d’annihilation et de création d’une antiparticule.

Calculons maintenant le Hamiltonien du systéme, qui est définie par

H =i [ &zt op) (2.15)

Aprés un calcul éxplicite, nous arrivons a la forme suivante

3]
 H = / 'k m(bi by + d; dy) (2.16)
De la méme maniére, nous obtenons l’operateur de charge
Q = e/d% RVARTE (2.17)
Pk om o s
= 2.1
Q@ = o[ il b= do (2.15)

Avec
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N, = /d3k Ny(k) , Ng = /d3k Ny(k) (2.19)
Ny(k) = o S bF (k)b (k) (2.20)
(27)3wy —
Na(k) = oo S~ d? (k)d, (k) (2.21)
(27)3wy - ®
représentent respectivements le nombre de particule et d’antiparticule
On définit alors un état du vide |0) par
b(k)0) = O dy(k)[0) =0 (2.22)
Ny(k) 0) = 0 Ng(k)[0) =0
2.3 Instabilité du vide
Considérons maintenant un champ electrique et choisissons la jauje
A, =1(0,0,0, Et)
dans ce cas I’équation de Dirac devient
0 2 | 2 2
o] + (k. +eEt)" +ieE + ki +m~| 1, () =0 (2.23)
A 400, les états o3 (t) et ¥, (t) doivent se comportent comme suit
. + Lo
thm ei () = exp($§eEt ) (2.24)
S . T
tEE-noo 1/}out(t) - exp($26Et )
On remarque qu’il éxiste 4 solutions parmi ces derniéres
i = o+ B (2.25)

- - +
in az’¢out + ﬁgwout
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Cette écriture est dite "transformation de Bogoliubov", ot les coefficients oy, 83 (de Bo-

goliubov) vérifient la condition

laf* + 18" = 1.

Cette transformation nous permet d’écrire

Bout == Oé]; I;zn - BZ‘ Cz:q; (226)
dj)_ut = ngzn + a/;;'dj;l

Il est évident qu’en présence d’un champ éxtérieur,la solution donnée pour le cas de Dirac

libre n’est plus la méme,

alors
b= (bt + i) (2.27)
= Z (I;outw;rut + Ci;rut ;ut> (228)
et
Q = GZ/d%(é%,ki)imk - Cz;zkdznk) (2.29)

[0}

- eZ/d:gk(i)jut,ki)OUt,k - Czjut,kdout,k)

«

L’amplitude de probabilité que nous nous proposons de calculer est

A= <Oout dout[;out Ozn> (230)
Tenant compte que
N 1 - .
dout = _*d'm + B_f:bjut (231)
o o
On obtient .
A= B—f (Oout| 0in) (2.32)
ok

i
Alors ,la probabilité de création d’une paire & partir du vide

2

*

Pi
*

—

k

Pcreat =

(2.33)




Chapitre 3

Création des particules de Dirac

Neutres par un champ éléctrique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons d’étudier la création des particules de Dirac neutres
par un champ électrique a partir du vide, pour cet raisons nous utilisons la méthode canonique
basée sur la transformation de Bogoliubov qui reliant les états "in" avec les états "out". Nous
considérons un champ constant pour lequel I’équation de Dirac est éxactement soluble.

Ensuite,nous cherchons a classer ces solutions en états "in" et "out".Pour cet objectif, nous
résoudrons ’équation d’Hamilton-Jacobi .Enfin nous utilisons la transformation de Bogoliubov
pour calculer la probabilité de création d’une paire de particules et la densité des particules

crées.

3.2 L’équation de Dirac (Le potentiel pseudoscalaire)

Considérons d’abord le mouvement d’un fermion neutre de mase m en présence d’un champ
— —
électrique de la la forme E = E (t) i ,ou E (t) est un fonction de temp,ce mouvement est décrit

par ’équation de Dirac a quatre dimension [10]

0 1 o
0G5, +ITV —m— S F | W (1,7) = 0 (3.1)

on T = (I'',T2,T%)sont les matrices gamma (4 x 4), 0 = L[ T¥] et p est le moment
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magnétique anomal de la particule.

Le tenseur antisymétrique £}, est donner par

Fo = [0,000,1 — 0,10,0] Eo (1) . (3.2)

pour résoudre cette équation nous écrivons le spineur V (¢, 7)) sous la form .

U (t,7) = exp [z (/Z f)} TOT3y (1), (3.3)

L’équation (3.1) se réduit a I’équation

Drx(t) = Kry(t) (3.4)
ou
.1 9, 0 . o1
Dr =T a—f‘ ki —ipE (t) — mI™T (3.5)
et
Kr=(k,.I'))TT* (3.6)

comme [D/ K’ } = 0 ,nous pousons construire une base propre commune aux opérateurs D’et

K'Il n'est pas difficile de montrer que le spineur

X ()7,
X (t) = (3.7)
X (1) 0275
ol vy, est un vecteur propre de la matrice (o,k,_0.k,) avec la valeur propre sk, ,avec s = £1,est
une valeur propre de 'opérateur K correspondant & la valeur propre isk; .

pour que x () soit un vecteur propre de l'opérateur D’ les fonction x, (t)et x5 () doivent

vérifient le system d’équation

(@%m) alt) = (kn — ivky — i (1)) vt (3.5)
(

z% - m) Xo(t) = (k1 +ivky +ipE () x;,(t) (3.9)
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Tenant compte du fait que 0,0, = d;; + €;;,0%,nous pouvent écrire le systéme précident sous

la forme
0 t
(iaza —toyky —m —io,V, (1)) () =0 (3.10)
X2 (1)
ou
Vy (t) = sk + pE(t). (3.11)
En définissant les matrices gamma (2 x 2)
V=00 =ioy,y’ =io, (3.12)

nous obtenons I’équation de Dirac avec un potentiele pseudoscalaire

ivog — Ak =PV, (1) = m| W (t) =0, (3.13)
U (1) = f EZ (3.14)

Utilisons maintenant la transformation unitaire ¥ (t) = U( (t) avec

U:E o (3.15)

compte tenu des propriétés suivant

Uto,U=0,, Uo,U=0,, U'c,U=—0, (3.16)

le nouveau spineur ( (t) satisfait ’équation

|:Z% — ok + 0.V, (t) + aym] ¢(t)=0, (3.17)

donc les composantes (; (t) et (, (t) vérifient le systéme d’équation

(5775 0) 600 = s+ im) G0 (319
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0 .
(i -7 (0) o 0= (= im) 6, () (3.19)
par itération nous obtenons ’équation différentielle
% | 2
—%4—@%—% (t) — ki —m*| (,(t)=0 (3.20)

Pour simplifier les calculs nous cnsidérons le cas ot k; = 0.

3.3 Cas d’un champ électrique de la forme V,, () = pEyexp (=)

3.3.1 Solution éxactes de I’équation effective

pour

-t
Vy (t) = pEoexp (7) (3.21)
I'équation (3.20)prend la forme
0  uEy [t —2t

Afin d’obtenir les solution de cette équation nous effectuons le changement de variable

p = Gexp (—é) (3.23)

ol § est une constante .

Ensuite,nous posons

G (t) = —=F(p) (3.24)

Dans ce cas la fonction F; (p) vérifie 'équation

2 (ki +m?) 1%+ }L N TuEy  prET?

T F(n)=0 3.25
agp + p2 t 5p 52 (77) ( )

Si nous choisissons leparametre § de sort que
0 =2ipkE, (3.26)

nous arrivons a I’équation de Whitaker
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2p 4 p 2
avec
o = i1/ k2 +m?
1
Ay = 5

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Il est connu que les solution de la deriére équation sont My, .. (p)et My, _,, (p) ou bien

WA27M2 (p) et W—)\Q,#g <_p) :

3.4 Etats "in" et "out" et création de particules

Pour un potentiel pseudosclaire 1’équation d’Hamilton -Jacobi s’écrit

9,80"S —m> — V(1) =0

Si nous écrivons ’action classique solution de cette équation sous la forme

S =kaxz+G(1)

nous pouvons voir que la fonction G () est donné par

/\/k2+m2+u2E26xp( —2 )dt

Au voisinage de +oo ,G (t) se comport comme

G (t) = FVE2 4+ m?t
et pour ¢ — —00 ,nous avons

G (t) = TuET exp (_é)

Ce résultat nous permet de classer nos solutions en état "in "et"out" comme suit

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)



3.4 Etats "in" et "out" et création de particules 18

G () = =M () (3.35)
oot () = =My 7 (3.36)
Chin ()= W orsis () (3.37)
Gin (1) = —= Wiy (0) (3.38)

VP

En suivant méthode canonique de Bogoliobov nous obtenons pour la probabilité de création

d’un paire de particules neutre ’expresion suivante

Bk

P, .=

S,

= exp (—271'\/ ki + m27'> : (3.39)

Ok

la densité des particules crées est

B 1
) =
" <8 exp (27r\/ ky + mQT) +1

Ansi,un champ électrique dependant du temps peut créer des pairses de particules neutre.

(3.40)



Chapitre 4

Création des particules de Dirac

neutres par un champ magnétique

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la possibilité de création des particules de Dirac neutres
parun champ magnétique dépendant du temps a partir du vide, pour cela nous utilisons
la méthode canonique basée sur la transformation de Bogoliubov reliant les états d’énergies
négatives "in" avec les états d’énergies positives" out"

D’abord, nous montrons que 1’équation de Dirac d’une particule neutre en présence d’'un
champ magnétique a (3+1) dimensions peut ce réduire a une équation de Dirac avec un potentiel
pseudo-scalaire 4(1+1) dimension (en éliminant les dimensions par I'utilisation de la matricey®).
En suite, nous considérons un champ magnétique pour lequel I’équation de Dirac a des solutions
éxactes .

En fin,nous utilisons la transformation de Bogoliubov pou calculer la probabilité de création
d’une paire de particule neutre et la densité des particules crées. Le résultats le plus important

BO( 1+taI;h()\t) )

de cet section est que un champ magnétique variableV,(t) = peut crée des

particules neutres.



4.2 I’équation de Dirac en présence d’'un champ magnétique dépendant du tempe

4.2 L’équation de Dirac en présence d’un champ magné-

tique dépendant du temps

Considérons une particule de Dirac neutre de masse m et de charge nulle en présence d'un

champ magnétique de la forme :

B = B(t) k.

Ou B(t) est une fonction du temps.

L’équation de Dirac associée a cette particule s’écrit :

o) L 1
i FOa +i .V —m— éua‘“’FW Y(t,7) =0

ou I'* sont les matrices de Dirac

i — 0 o
FO o 12><2 0
0 12><2

(M) = —1,(I%° =1, (o")* = 1

o' sont les matrices de Pauli (2 x 2) :

ot = % [[# T%], p le moment magnétique anomal de la particule.

Le tenseur antisymétrique F),, est donner par :
FHV == (5,“051/3 — (5M3(Sy0)30<t>.
Pour résoudre cette équation nous posons

w(t; T—,») — eiE.F FOPSX(t)

(4.1)

(4.2)

(4.5)

(4.8)



4.2 L’équation de Dirac en présence d’un champ magnétique dépendant du temps

Ou : x(t) est un spineur qui satisfait I’équation suivante

D x(t) = Kx(t) (4.9)

ou
D =i FS% —I%, —m I°T% —iuB(t) (4.10)

et
K =T'1°1% k, + T2 T° I3, (4.11)

Aprés un calcul détaillé(Annex c), il est bien claire que
[D,K’] ~0. (4.12)

Ainsi, nous pouvons trouver une base propre commune aux opérateurs D et K. En plus
Nnous

pouvons voir que : K% = —(k2+ k;) ,ce qui montre que 'opérateur K a deux valeurs propres

)\5 = ’iSk’J_ (413)

avec : ki = /kZ+ k7, et s =+l

aprés le calcul des vecteurs propres communs aux opérateurs D et K qui correspond aux

valeurs propres A, , dans ce cas les vecteurs propres communs aux opérateurs D et K sont

- [0 T i

Xa(t)osTs(k)

ou Y(k) sont les vecteurs propres de la matrice (o,k, — 0,ky).
Comme x(t) est un vecteur propre de I'opérateur D, les fonctionsy, (t) et x,(t) vérifient le

systeme d’équation suivant :
0
<ZE + m) x1(t) = (k. —iskLl —ipB(t)) x5(t) (4.15)
0
(za — m) Xo(t) = (k. +isk, +iuB(t)) x,(t) (4.16)

En utilisant la propriété de o,0; = 0;; + €50k, en peut écrir le systéme précident sous la
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forme suivante

.0 . . Xa2(t) .
(wza —ioyk, —m — wx‘/;,(t)) () =0 (4.17)

avec

Vo(t) = skL + puB(t) (4.18)

En utilisant la définition des martices gamma suivante :
V=0, =io,, " =io, (4.19)

On obtient ’équation de Dirac avec un potentiel pseudo-scalaire

A0k = 2PV0) —m] B(0) = 0 (4.20)
i) = ig (121)

Y(t) = U E(1) (4.22)
tel que,

U=—72=| ‘ (4.23)

Tenant compte les propriétés suivantes

Uto,U=0,,U"0yU =0,,U"0,U = —0, (4.24)
La propriéte (4.22) vérifie

{wz% —ioyk, —m — iax‘/;)(t)} Uét) =0 (4.25)

En multipliant par U™ ,on obtient

Ut {iaz% —ioyk, —m — iam‘/;)(t)} UEt) =0 (4.26)
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4.3 Cas d’un champ magnétique V,(t) = Bo(—

Et en utilisant la prpriété o; o; = ioy,donc le nouveau spineur(t) satisfait 1’équation :

z% — 0.k, + 0. V,(t) + moy| () =0 (4.27)
Ou
&i(t)
§(t) = ;
&, (1)

nous écrivons ’équation (4.27) sous forme matricielle
0 :
(i +%0) &0 = O+ im0 (1.29

(@g—vp(ws)) &) = (ks —im)&, (1)

Par remplacement en obtient I’équations différentielles

02,
{—@ +iVo(t) = V2(t) — k2 — m2] &) = 0 (4.29)
0?
{—@ —iV(t) = V() — k2 — mﬂ &) = 0 (4.30)
) s o 1+tanh(\t)
4.3 Cas d’un champ magnétique V) (t) = By(——5 )
4.3.1 Solution éxacte de I’équation effictive
Pour V,(t) = By (Hw+h(/\t)> , ’équation (?7?) prend la forme
0 . Bo A Bg 2 2 2 _
Effectuons le changement de variable suivant
1+ tanh(A\?) (4.32)
D e— :
Avec
9 20y(1 —y) (4.33)

ot

Pour la dérivée seconde, nous avons
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4.3 Cas d’un champ magnétique V,(t) = Bo(—

2

(9 (9 2 92 282 2 8
55 = 2)\y(1—y)8—y 2)\y(1—y)a—y =43y (1—y) —+4Ay(1—y)(1—2y)a—y

0y?
(4.34)

Compte tenu de ces changements, I’équation (4.31) se réduit a

k24+m?2+B2 k24m?
8_24_(1_#)24_; _i@_B_g_f_ 4x? 0_|_ 4x? gl(y):()
o2 \y 1-y)oy y(l-y) 20 4 (1-y) y

(4.35)

C’est ainsi que nous faisons I’arrangement suivant (Annex c)

02 (1 1 ) 0 1 (ao/ vy ,)]
() o+ + — 88" )| &(y) =0 4.36
{8y2 y l-y)oy yl-y\y (1-y ) (430
Ou
a = —ad = Lk (4.37)
- - 2A wm .
r_ o iBO

g o= a-p="2 (4.38)

y Y 2)\\/kz+m + 0 2)\kout ( 39)

L’équation ( 4.36) n’est rien d’autre qu’un cas particulier de I’équation différentielle de

Riemann [12]

82%u l—a—a’ 1-8-3 1—v—"\ Ou
072 +< Z—a' + Z-b + Z—c 8Z+

(aa’(a'—b’)(a’—c’) _ 65’(6’—0’)(1)’—@’) X ’y'y’(c’—a')(c’—b’)) u (440)
Z—a' Z-b Z—c (Z—ad')(Z-V)(Z—C")
Avec a' =0,¢ = 1,/ — 400, les paramétres o, 3,7, o, 5, vérifient la condition
at+d +B8+8+v+9 =1 (4.41)

Dans ce cas particulier les deux solutions linéairement indépendantes sot données par

{1 = Ny'(l—y)Fla+B+y,a+f +71+a—ay) (4.42)
o = N ya/(l —y) " Fla+ B8+, +8 +7,1+ad —a,y) (4.43)
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4.3 Cas d’un champ magnétique V,(t) = Bo(—

Ou bien par
fas = Ny*(l—y)Fla+B8+y,7+0 +a,l+7—-9,1-y) (4.44)
fu = Ny*(l—y)"Fla+B++,a+8 +7,1++ —7,1—y) (4.45)

Ou les fonctions F(a, (3, ) sont les fonctions hypergéométriques [12]. Pour avoir les solutions
éxactes, il faut d’abord étudier le comportement asymptotique des solutions obtenues quand
t — +00 et t — —oo,pour avoir la bonne définition de la fonction d’onde qui se propageant
a gauche ainsi que la fonction d’onde qui se propageant & droite. Pour cela nous fesons le

changement de variable suivant
1

- - 4.4
1y exp(2At) (4.46)
Alors, on voi que
1 1
= —(1+ tanh(2))) = =1- 4.4
y= 5L+ () = s =1 (147
et
1 1
l—y=1- =z (4.48)

1+ exp(—2At) 1+ exp(2At)

Donc les solutions précédent devient

kot ikin

5—%—,1 = 2 2x (1—3) 2A

kin + kout) + l, 1 + ikmy 1- Z)

i
(g5 (ot + ki) + 1= 1, ;
(4.49)

]
TR

tkout 7“"1’% Z /L 7/
§+,2 = ZT(l - Z) 22 F(ﬁ(kout - km) + 1— la 5(k0ut - km) + l7 1— Xklrw 1-— Z)
(4.50)
ikout ikin Z Z Z
§+73 = Z 2 (1 - Z) 2 F(ﬁ(k’m + kout) +1- l7 5(/{%7‘& + kout) + l7 1+ Xkout; Z)
(4.51)
ikout ikip Z Z Z
£+74 = z 2 (1 - Z) 22 F(ﬁ(k’zn - kout) + 1-— l, ﬁ(kzn - kout) + l, 1- Xkout; Z)
(4.52)

— iBo
Avec [ = A

En étudiant maintenant le comportement asymptotique des solutions, on voi que
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2z — exp(—2At) quand t — +o0o et 1 — 2 — exp(2At) quand t — —oo. Tenant compte de la
propriété F(a,b,c;0) =1

Quand t — —o0

§o1 ~ exp(ikint) (4.53)
5-1—,2 ~ eXp(_ikint) (4.54)
et quand ¢ — +00 mnous avons
5+,3 ~ eXp(_ikoutt> (455)
£+,4 ~ eXp(ikoutt) (456)
Donc
€1 = Ehin (4.57)
é-l-,2 = gJ_r,m
54—,3 = gl,out (458)
£+74 = gi,out

En utilisant maintenant la transformation des fonctions hypergéométrique pour voir le com-

portement asymptotique

I(w) T(w —u—v)

F(u,v,w,z) = F(w—u)F(w—U)F(u’v;u+v_w+1;1_Z>
r r —
+(1 =z (w) F((Z);:(Z) w)F(w —u,w—v;w—v—u+1;1—2). (4.59)
En utilisant la propriété (Annex c)
0 bla —c) b(a — c)
1—2)—— — | F 12)=——F="Fa—-1,0+1,¢ 4.60
2( z)az bz—i—a_b_l (a,b,c;2) 1 (a—1,0+1,¢2), (4.60)

pour obtenir les fonctions ¢, et £, .
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Les résultats sont données par

i = mi—)\ikz\/%z”(l—z)aaF(a—{—ﬁ—l—’y—1,04+5'+’y+1,1+204;1—z (4.61)
i = mi)\ikz\/%z”(l—z)o‘/o/F(o/—i—ﬁ—i—fy—1,a’+6/+7+1,1—2a;1—z)

(4.62)
£t = 2\ ! (1= =) Fla+ 8+~ —La+ 8 4+~ +1,1—27;2
—,out zkz—m\/% Y Y ) 8 ) Y3

(4.63)
. oA 1 , ,
ot = T FA=2)%B +7) Fla+tf+y—-La+pf +7+1,1+2v2)
’ 1k, — m A kou

(4.64)

4.4 Transformation de Bogoliubov et création des parti-

cules

Tenant compte des solutions obtenues, I'opérateur du champ de Dirac s’écrit sous I'une des

deux formes suivantes

’ _ . 103+ i kT gt o3 —i k7

W) = 3 (0TI (D€ F Tl TP (e P (4.65)
s,k

BT = D b TN (O F T d TOT (e T (466)
s,k

O les solutions X+E _(t) et x . (t) sont associées aux états d’énergie positive et d’énergie
S,k,an s,k,in
négative.

Maintenant, nous calculons la probabilité de création, d’abord on a
1

+ + -+
= ), 4.67
in \/§(£+,Z7’L g y ) ( )
avec
kou —
5i,in = ?t(A2€+,out + BQSI,OM)' (468)
Ou

- T(1+ 20)T(=27)
A= et f—a-F—171) o9
I'(1+2a)l(2y)

T(a+B+7)T(a+ 5 +7)
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kouw 1 «
+ out
lin = — T B T 4.70
5 Jin Ein \/Q |:ﬁ/ + 15 Jout 5 15 Jout ( )
(14 2a)T(— 27)
A, = 4.71
' et -y - =) e
L 1 2aren)
T T+ f+y+ D(a - B +9)
Nous utilisons la propriété
I'(z+1)=al(z) (4.72)
Alors
I sk Y L (4.73)
1 a+ B -7 B+ '
a—pF 47, «
B, = B
1 (Q+BI+V>(6,—7) 2
Donc
kou
XZ+TL = L. L (B2Xout + AQXout) (474)
ou
kou
o, = Bgy/-22L, (4.75)
kO'I.L
B = Ao L (4.76)
a, Bs’ksont les coefficients de Bogoliubov, pour cela
Xin = OXgut T BXous (4.77)
Avec
ko I'(1+2a)I(2
a,, =4/ U+ 20)[(27) (4.78)
| kin D(a+B+7)(a+ 8 +7)
Eou I'1+2a)'(-2
B, =175 Lt 20)0~2) (4.79)
’ kin. T(a+p" =) (a—-pF —v+1)

A partir de ces coefficients nous pouvons calculer la probabilité de création d’une paire de

particules et la densité des particules dans I'état (s, k ), pour la probabilité de création nous

avons
2

/Bs,k

s,k

Psk =

(4.80)



4.5 Conclusion 29

En utilisant les propriétés de la fonction gamma(Annex A), nous obtenons

cosh(§ (Kin + Kout)) — cosh(—%By)
cosh( (Kin — kour)) — cosh($ By)

ps,k = (481)

Désignons en outre par C; j la probabilité relative pour qu’aucunne pair ne soit créer dans ’état

(s,lg) par

Csr=1—Dsk (4.82)

En utilisant les propriétés de la fonction gamma(Annex A)

cosh(5 (kin — Kout)) — cosh(5 (Kin + Kout))

e = 4.83
o cosh (% (Kin — Kout)) — cosh(S By) (483)
La densité des particules crées est par définition
. 2
n(s, k) =|p_, (4.84)
Donc, on peut écrire
- h(Z (ki — 3kous + Bo)) — cosh(—2 (Bo + kin + kou
n(s, k) = cosh(53( ! 0)) — cosh(—53(Bo 2 (4.85)

cosh(§ (kin — Fout)) — cosh (X (Kin + Kout))

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la création des particules a partir du vide par un champ
magnétique dépendant du temps. Nous avons pu trouver des solutions analytiques exactes pour
I’équation de Dirac qui régie un systéme des particules neutres. Apartir de ces solutions, nous
avons calculé la probabilité de création d’une paire et la densité des particules crées ainsi que

la probabilité pour qu’aucune paire ne soit crée.
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Chapitre 5

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons déterminer la probabilité de création de paires des particules,
en perturbons le vide par un champ éxterieur ot nousavons déterminé a chaque fois les états
in" et "out" de chaque probléeme. En premier lieu nous avons concidéré des particules de Dirac
neutres ol nous avons calculé la probabilité de création d’une paire en intéraction avec un
champ électrique.

Ensuite nous avons considéré la création des particules de Dirac neutres par un champ
magnétique variable, ot nous avons pu montré 'influence de ce dernier sur le comportment des
particules de Dirac neutres.

le résultat le plus important de ce travail et qu'un champ magnétique dépendant de la
position ne peut pas crées des particules, par contre un champ magnétique variable dépendant

du temps peut produire et créer des paires de particules neutres.

Résumé

Dans ce meémoire on a etudier le phénomene de la creation de paire des particules de Dirac
neutres dans le vide par un champ éléctrique et magnétique dépendant du temps on a appliqué
la théorie Hamilton-Jacobie pour extraire les états "in "et "out" .

La théorique de la quantification canonique a été appliqué dont le but d’avoire les coefficient
de" Nikishove" qui jouent un role trés important dans le calcule de la probabilité de création

de paires.
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5.1 Abstract

In this work, we have studied the phenomenon of the creation of a pair of neutral Dirac
particules in vaccum by an electric and magnétique field we applied the jacobie hamilton théorie
to extract the in and out states.

The theory of cononical quantification has been applied .the purpose of wich is to have the"
Nikishove "coefficients whiche play a very important role in the calculation of the probability

of pair création.




Annexe A

le commutateur [ﬁ, K }

[D, K} - <¢r3% —T°K, — mI'°T® —iup (t)) (I'TT°K, + I’I''T°K,)

0
— (T'I'I’K, + I'’I'T*K,)) <ir3a —I°K, —mI°T® —ipp (t))

Aprés un calcul simple

[D,f(] —0



Annexe B

La fonction Gamma

La fonction Gamma I'(z) définie par I'intégrale
+oo
IXZ)—L/ Lt Rez > 0]
0
Satisfiant les propriétés suivantes :

I(z+1)=al(x)

v
T(iz) = ————
| (z$)| 2 sinh 7wz
D(iz + 1) = -~

sinhmz’



Annexe C

L’équation différentielle de Riemann

L’équation différentielle de Riemann s’écrit

82u+ l—a—d l—ﬁ—ﬁ'+1—'y—fy’ d_u+ ad/(a = V) (d — )

072 Z —d Z =V Z—cd | dZ Z —a

BP0 W —d) | /(e a)e - u .
Z =V Z-d (Z —a)(Z =V)(Z =)

O les coefficients o, o, 3, 3y, vérifient la relation
at+ad +B8+8 +7+7 —-1=0

La permutation des ces indices d’'une maniére adéqute permet d’écrire ses solutions sous

plusieurs formes :

_ s —a\® [z —c\? ' / ! ) / .(C—b>(2—a)
U = (z—b) <Z_b) F{Oé "‘6""7,0& —I—B +771+Oé — (C_a)(z_b)}
_ s—a\® /(2 —¢ v ' / .. ,.(C—b)(z_a)
us = (z—b> (Z—b) F{a—l—ﬂ—i-’y,a—i—ﬁ +7’1+&_a7(c_a)(z_b)}
" (i—Z) <i—g> F{a/+ﬁ+7/’o‘/+ﬁ/+7lsl—|—o/—oz5EZ—(I))(ZZ—Z;}
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, (a=c)(z D)
"(a—b)(z —c¢)
(a —c)(z—b)
"(a=b)(z—0)
-

VA
L
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!/

+9 4+ 851+« _a;(b—

Y +at B Fa By =
Yyra+8. Y +d +81+49 —x
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o +y+f8.d
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F{ﬁ+v+aw?+M+aGLH?—ﬁ
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F

F
F

[8/
B
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8
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8
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)
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zZ—c
z—0

z—c
z—>b

C. L’équation différentielle de Riemann

m—m&—@}

+08 +a;l+7y _%(a—c)(z—b)

b
(a—=o)(

!/

/

Y+ B8+a,y

—

F{v+5+m7+ﬁ+aﬂ+7—v“

(

_7§(

!/

T+B+a y+ B8 +alil+y

F{M+ﬁ+aTV+ﬁ+a%LPV—%

z—b)

)V<z—a

z—c
z—0

|

U20



Annexe D

Fonctions hypergeometrique

En utilisant les propriétés des fonctions hypergeometrique suivante [11]

[z(l—z)%—bz—l—c—l} F(a,b,¢;2) = (c—1)F(a—1,b,c — 1;2)
et
(a—0b)c Fla,b,c;2z)+(b—c)a Fla+1,b,c+1;2z) =(a—c)bF(a,b+1,c+1;2)

nous obtenons

[ 0 bla—c) ] . bla—c¢) .

-Z<1—2)£—b2+m- F(CL,b,C,Z)—mF(CL-l,b—Fl,C,Z)
et

[ 0 a(b—c) ] . alb—c¢) _

-Z(l—Z)g—bZ‘i‘m- F(b,a,c,z)—mF(b—l,a—Fl,c,z)
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