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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

k Un noyau.

h, : La fenétre, ou parametre de lissage.

0 Le parametre de la distribution.

x : Lamoyenne arithmétique de 1’échantillon.

o? : La variance de la population.

u : La moyenne de la population.

S? : Lavariance de I'échantillon.

f : La densité de probabilité.

fa :  L'estimateur par la méthode de noyau de la densité de probabilité.

Fonction de répartition.

F, : La fonction de répartition empirique.
14 . La fonction indicatrice de I'ensemble A.
AMSE  : Lerreur quadratique moyenne asymptotique.
hopt : La fenétre optimale.
f :  La deuxiéme dérivé de f.
AMSE,,; : Lerreur quadratique moyenne asymptotique optimale.
eff :  L'efficacité d'un noyau par rapport au noyau d’Epanechnecov.
Kis :  Noyau asymétrique.
Qx : La fonction de quantile.
G(p) : Laloi géométrique.
Qn :  Estimateur empirique de la fonction quantile.
Q. :  Estimateur de la fonction quantile par la méthode de noyau.
Fo :  Une distribution de parametre 0.
v : Une famille de distributions.
E! L'inverse de la distribution de parametre 0.
0 : Estimation de parametre 0.
Fy :  L'estimation de la distribution de parametre 0.
X :  Un statistique d’ordre.
iid. : Indépendant identiquementes distribuées.
E, Estimateur de la fonction de répartition empirique.



Notations

IMSE  : Llerreur quadratique moyenne intégrée

IMSE,,; : Lerreur quadratique moyenne intégrée optimale.

Enp : Le quantile empirique d’ordre p.

Enp : Le quantile empirique d’ordre p de 1’échantillon.

k. :  C’est un noyau avec un rang m symétrique autour de zéro.
Q,Q" : Lepremier et la deuxieme dérivé de la fonction quantile.
Bopt :  La fenétre optimale asymptotique de Q,,(p).

Aopt :  La fenétre optimale asymptotique de Q,,(p).

K :  La dérivé de noyau k.

ps :  Presque surement.

mq :  Moyenne quadratique.

pr :  Probabilité.

MSE :  L'erreur quadratique moyenne.

fzopt :  L'estimateur de la fenétre optimale de l'estimateur O,.
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INTRODUCTION GENERALE

L’'inférence statistique est définie comme 1'utilisation d"un échantillon aléatoire
de la population d’étude pour arriver a des généralisations ou des caractéristiques
inconnues dans la population. L'une des méthodes les plus importantes d’inférence
statistique est 1’estimation statistique. Lorsque nous étudions un phénomene a partir
des données communautaires, nous obtenons des caractéristiques souvent inconnues.
Pour les calculer, nous devons disposer de données sur tout le vocabulaire de la po-
pulation, ce qui demande des efforts, du temps et un cofit élevé. Nous effectuons le
processus d’estimation a partir des données de 1’échantillon sélectionné au hasard pour
représenter la population en termes réels. La distribution de la population peut étre
connue, et donc le calcul dépend des méthodes paramétriques usuelles connues. Mais
dans le cas ou il est difficile de déterminer la distribution de probabilité, cela nécessite
I'adoption de méthodes plus souples que celles paramétriques pour ’analyse des don-
nées, on applique les méthodes non paramétrique. Ces méthodes statistiques peuvent
étre utilisée pour obtenir des conclusions sur la population étudiée de 1’échantillon,
quelle que soit la distribution théorique de cette population. L'estimation non para-
métrique ne nécessitent aucune hypothese ou information sur les caractéristiques de
distribution de la population, de plus le temps nécessaire pour analyser les données,

est inférieur au temps d’analyse pour 1'estimation paramétrique [17].



Introduction

L’estimation de quantiles ou fonction quantile est un probleme de base en statis-
tique. Cette estimation a plusieurs domaines d’application, par exemple, en climatolo-

gie, en hydrologie, en assurance et en finance, etc.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I'estimation a noyau de la fonction de quan-
tile. L'estimateur a noyau de la fonction de quantile est basé sur l'estimateur de la
fonction de répartition introduit par Nadaraya (1964) [22]. De nombreux chercheurs
ont étudie cet estimateur et ces propriétés, comme Falk(1984) [9] qui a montré que la
performance asymptotique de l'estimateur a noyau est meilleure par rapport a celle
de l'estimateur empirique de la méme fonction. Yang(1985) [29] a établi la norma-
lité asymptotique et la consistance en moyenne quadratique du méme estimateur.
Sheather et Marron(1990) [28] ont donné I'expression de erreur moyenne quadratique
(MSE) et d’autres comme Yamato(1973), Parzen(1979) [23], Azzalini(1981) [3], Harrell et
Davis(1982) [12], Padgett(1986), Ralescu et Sun(1993) et Park(2006).

Ce mémoire contient une introduction, deux chapitres et une conclusion.

Dans le premier chapitre, on a étudié la méthode d’estimation non paramétrique
dite a noyau. On a donné une description de cette méthode et des estimateurs a noyau
de la fonction de densité et de répartition. Ainsi on a parler des propriétés des noyaux

les plus utilisé dans ce type d’estimation.

Dans le deuxieme chapitre, on a abordé la définition de la fonction de quantile,
puis on a donné 'expression de 1'estimateur a noyau de cette fonction, ensuite on a

étudié les propriétés asymptotique de I’estimateur.



CHAPITRE 1

METHODE DE NOYAU

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, on s’intéresse a la description et 1’étude de la méthode
d’estimation non paramétrique, dite a noyau ou encore méthode de Parzen — Rosenblatt,
introduite par Rosenblatt(1956) [25] puis amélioré par Parzen(1962) [23]. Elle se base sur
un échantillon d"une population statistique, et permet d’estimer la fonction de densité,
de répartition et celle de quantile..., en tout points de support. Les estimateurs a noyau
sont fonction de deux parametres le noyau k et le parametre de lissage h. L'estimation
par noyau est la plus populaire parmi les méthodes d’estimation non paramétrique car

elle semble commode, robuste et ne nécessite pas un choix multiple de parametres k et

h.
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1.2 Estimation paramétrique et non paramétrique

Nous avons un modele statistique (E, A,IP) ou E est I'espace fondamental ou
bien I’ensemble des observations possibles, A est une tribu sur E, IP est 'ensemble de
probabilités ou de distribuions. Soit P une sous famille de IP, et considérons X : O — E
une application mesurable. On peut toujours noter P par (Py, 0 € ©), ou ®© est'ensemble
qui définit les paramétres du modéle.

Soit T une application de P dans ® 'ensemble des estimateurs. Estimer T(P)
c’est-a-dire essayer de I'évaluer au vu de 'observation d"un échantillon de la variable

aléatoire X qui est a valeurs dans [E. Dong, le parametre a estimer est ’application :

T:P—- @

Py = T(Py).

L'estimation de / est une fonction T, : x — T,(0,X;,X>, ..., X,)) mesurable en termes

d’observations X;, X,, ..., X,..

1.2.1 L’estimation paramétrique (O est de dimension finie)

Sinous savons que T appartient & une famille avec un parametre {T(x, 0), 0 € ©}
© C IR® avecs estle nombre de parametres de la distribuions P, et T(., .) une fonction bien
connue. On parle d’estimation paramétrique, car estimation de T signifie I'estimation
d’un parametre appartenant a un espace fini ©. Il existe deux fagons d’estimer le

parametre de population inconnu : Estimation ponctuelle et estimation par intervalle.

Estimation ponctuelle :

Ce type est destiné a estimer le parametre de la population inconnu avec une seule
valeur. Il est calculé a partir des données de I’échantillon tiré. (Par exemple, lorsqu'un

échantillon est tiré de la population et que la moyenne arithmétique X de I'échantillon
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est calculée, elle est prise comme une estimation ponctuelle de la moyen de la popu-
lation y, la variance de 1’échantillon S? est prise comme une estimation ponctuelle de
la variance de la population ¢2, et la proportion du phénomene dans la population est
déduite de la proportion de ce phénomene dans cet échantillon) La précision de cette
estimation dépend de la nature et de la taille de 1’échantillon prélevé dans la popula-
tion.

Il est préférable de s’appuyer d’abord sur le deuxiéme type d’estimation statis-
tique, qui est I'estimation de période, car 1'estimation ponctuelle est rarement égale au

parametre a estimer.

Estimation par intervalle (estimation de période)

C’est un intervalle de valeurs réelles qui contient le parametre inconnu, avec
une borne supérieure et inférieure et avec une certaine probabilité appelée le niveau
de confiance, symbolisé par (1 — a)’.qui donne notre confiance que ce parametre va se
trouver entre les limites de cet intervalle, avec a est la probabilité que se parametre

n’appartient pas a cet intervalle.

1.2.2 L’estimation non paramétrique (O est de dimension infinie)

D’autre part, si nous savons seulement que T appartient a I’ensemble P de distri-
butions de probabilité, qui est un espace de dimension infinie, alors nous disons qu’il
s’agit d'une estimation non paramétrique ou fonctionnelle.

Les méthodes non paramétrique permet d’éviter quelques problemes reliés aux
méthodes paramétrique, par exemple, les méthode non paramétrique ne nécessitent
pas I’hypothese sur la distribution de la population. Ainsi ces méthodes d’estimation de
la densité, par exemple, consistent a considérer une certaine fonction pour chacune des
observations d’un échantillon de données, contrairement a la méthode paramétrique

permettant d’ajuster une seule distribution sur I’ensemble des observation.
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Récemment, 1'intérét pour les méthodes non paramétriques a augmenté en raison de
leur popularité. Parmi les plus importantes de ces méthodes non paramétriques se
trouve la méthode dont nous discuterons dans notre mémoire, qui est la méthode du

noyau.

Remarque 1.2.1.

1l existe un autre type d’estimation appelé estimation semi paramétrique. Un modele statistique
est semi paramétrique s’il possede a la fois des parametres de dimension finie et de dimension
infinie. Formellement, si m est la dimension de © est n est la taille de I'échantillon, les modéles
semi paramétriques et non paramétriques ont m — oo lorsque n — oo si % — 0Oalors le modele

est semi paramétrique, si non le modele est non paramétrique.

1.3 Estimation par la méthode du noyau

Le concept de noyau a été introduit pour la premiere fois par Parzen(1962) [23] et
Rosenblatt(1956) [25], mais c’est Cacoulos(1966) [4]qui a été le premier a utiliser le terme
noyau (kernel) pour définir la fonction utilisée dans les méthodes non paramétriques.
En hydrologie statistique, Yakowitz et Adamowski(1963) et Flush(1983) ont présenté in-
dépendamment la méthode de noyau lors d"une conférence L’AGE a 1’automne 1983.
C’est la plus utilisée parmi les méthodes d’estimation de densité non paramétriques,
les fonctions d’agrégation, la fonction de fiabilité, la régression et autres. La popularité
de I'estimateur par noyau peut s’expliquer par au moins trois raisons, la simplicité de
sa forme, ses multiples motifs d’affinité, et sa flexibilité, qui s’explique par la liberté de
l'utilisateur de choisir : le noyau et la fenétre. L’estimateur a noyau est une fonction des
deux parametres, du noyau k (la densité de la loi statistique en général) et du coefficient
de lissage h (la fenétre ou bande de fréquence).

La méthode du noyau est une généralisation de la méthode de I'histogramme.
Il a donc I'inconvénient de la non-uniformité de la fonction de densité résultante f,
I'estimateur de la densité (une fonction constante multi-définie).

Dans le graphique, la densité en un point x est estimée par le rapport des observations
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X1, ..., Xy, qui se rapproche de x. Par conséquent, nous dessinons un carré sa largeur
est régie par un coefficient de lissage h, puis calculez le nombre d’observations qui
appartiennent a ce carré. Cette estimation a de bonnes propriétés statistiques mais elle
n’est pas continue. L'estimation par noyau vise a remédier a ce dilemme "trouver la
continuité" en remplagant le carré centré en x et la largeur h par gausse centré en x.
Plus I’observation est proche du point x d’appui, plus la courbe en cloche est élevée,
ce qui lui donne une grande valeur numérique. Au contraire une valeur numérique
négligeable est attribuée aux observations tres éloignées, ’estimateur est formé par la
somme ou plutdt la moyenne des courbes en cloche. Comme le montre 1'image sui-

vante, il est clair qu’il continue. De bonnes références sur la méthode du noyau sont

Lall(1995) [14] et Izenman(1991) [13].

T

’ . ™ <
=

Ficure 1.1 - Estimateur de densité par noyau f. [16]

1.3.1 Estimateur de Parsen-Rozenblatt

Soit X, Xy, ..., X, des variable aléatoire identiquement distribuées et indépen-
dantes i.i.d, copies de la variable aléatoire X de fonction de densité de probabilité f et
de répartition F inconnues.

L’estimateur & noyau de la fonction de densité de probabilité f, noté f,, proposé

par Parzen(1962) [23], Rosenblatt(1956) [25] est donné par :

n

1 - X;
nh, Zk(x h, )'

i=1

fulx) =
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ou (h,),>1 est une suite de nombres réels positifs, vérifiant h, imaN 0, appelé fenétre
ou parametre de lissage de l'estimateur, et k est un noyau; une fonction borélienne,
positive et intégrable telle que fIR k(u)du = 1. Une premiére justification concernant la
forme de l'estimateur de Parzen — Rozenblatt, a été donnée précédemment. Une seconde

est basée sur la fonction de répartition empirique associée a (Xj, Xo, ..., Xy).

Fonction de répartition empirique :

La fonction de répartition empirique F, est un estimateur simple de F [11]. Cette

fonction est un trés bon estimateur de F, elle est définie pour tout x € Rdans ]0,1[ par:

1 n
Fu®) = — ) ().
i=1

On sait que :

F(x +h) — F(x — h)

f@x) =lim 2
_F@c+h) - Fx—h)

2h

En remplagant F par son estimateur F,, on obtient :

.m@zau+miau—m,

alors :

A ]lx—h<Xin+h
fulx) = Z o
=1

1
= s L i
i=1
1 v . (x-X
ones
hn h

Posons u = X_Txi, alors k(u) = %]l]_m](u) tel que k est le noyau uniforme.

8
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Basons sur f,, Nadaraya(1964) [22] a proposé un estimateur de la fonction de répartition

F f ;f?«(t)dt

1 n
- ; Ki(x = Xi),

F, noté F,, défini comme suit :

A
=
—~~
Na¥
I

ou Kj, est le noyau intégré défini par :

1.3.2 La fenétre /i et le noyau k
La fenétre /1 :

Ce parametre est positif, son but ou le but de son estimation est de modifier
les données de maniére a obtenir des estimateurs dont les caractéristiques convergent
avec les propriétés des parametres réels. On so concentre sur chaque observation et on
détermine le degré d’homogénéité de 1'estimation de la fonction de densité. Plus & est
grand, plus I'estimateur est régulier, comme dans le cas de l’estimateur d’histogramme,
contrairement au cas ol h est petit, 1’'estimateur est irrégulier. Donc ce parametre dé-
termine le degré d’influence des observations sur l'estimation. Le sur-lissage peut
masquer la plupart des propriétés de la vraie fonction de densité telles que 1’asymétrie
ou la multimodalité, tandis que le sous-lissage fait apparaitre des détails artificiels sur
le graphique de l'estimateur. Ce parametre vérifie la condition suivante & = h, —— 0.
Une maniere courante d’obtenir la valeur de / consiste a supposer que 1’échantillon est
distribué selon une certaine loi paramétrique, par exemple selon la loi normal N(u, 0?)
donc h = 1,066n"5. Malheureusement, l'estimation gaussienne n’est pas toujours effi-
cace. Par exemple, lorsque # est petit, une autre fagon d’opérer est de chercher a fixer h

de maniere optimale. En général, /1, est obtenu par des techniques de validation croisée.
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h=0015 h=0.04

05 04

04

03

02

01

Ficure 1.2 - Influence du parametre de lissage sur I'estimation de la fonction de densité.
[11]

Le noyau k

Le noyau est I’élément qui détermine la forme des "bosses" qui constituent 'es-
timation de la densité. En général le choix du noyau n’a pas vraiment d’importance.
Plusieurs travaux ont été effectuer pour trouver un noyau optimale, qui serait pré-
térable d’utilisation a tous les autres. Epanechnikov(1969) [6] a proposé sous certains
criteres, un noyau optimal qui porte son nom. Rao(1983) est arrivé a la conclusion que
le choix d"un noyau autre que le noyau optimal n’entrainait qu'une légere perte de pré-
cision. Lall et al (1993) [15] considéraient que la sélection du noyau avait une certaine

importance, mais que son effet sur I'ensemble de 'estimation était relativement faible.

1.3.3 Noyaux usuels

Noyau triangulaire :
L’avantage de ce noyau par rapport au autres est sa continuité partout, ce qui conduit

a un estimateur f, continue. Ce noyau s’écrit sous la forme :

k(u) = (1 = [ul) T ,1(u).

10
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MoyaU triangulaire aas Elstlmatnleur parlle noyalu triangulaire{n=2000)
T T T T courbe théorique
Estimateur de densits
1k B 0.4 B
0.35 B
0.8 | B
o3| B
0g L 1 o 025F B
= ]
= oz} B
0.4 - 1 0.1s N
o1 B
0.2 | 4
0.05 |- B
a , , o . " . . .
2 -1.5 -1 0.5 [&] 0.5 1 1.5 2 -4 -3 -2 -1 o 1 = E] 4
“aleur de x “aleur de x

Ficure 1.3 — Noyau triangulaire. [11]

Noyau d’Epanechnikov ou parabolique :

En 1969 [6], Epanechnikov, a donné la forme du noyau k défini par :

2
k) = —— (1 - ”—)1[_@@@1)

- 4( ) [_1,1]( )'
Moyau Epanaechnilkony Estimateur par le noyvau d'Epanechnilaow (n=20007%
0.35 .45 T T T T
courbe théorique
Estimateur de densité

0.4t ]

0.3 -
0.35 - -

0.25 - -
0.3 -
o=r 1 . oasf B

= =
= =

o1s | 4 0.2+ 7
0.15 - -

0.1+ -
0.1 -

0.05 - -
0.05 - —

o L n L n L o
-3 -2 -1 o 1 2 3 -4 - 4
“waleur de x “waleur de x

Ficure 1.4 — Noyau d’Epanechnikov ou parabolique. [11]

Noyau quadratique ou biweight :
Le noyau de biweight est treés intéressant car il donne un estimateur dérivable partout.

Enfait, il s’agit dunoyau le plus simple parmiles noyaux de forme polynémial dérivable

11
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partout. Ainsi, il assure le lissage locale de la fonction f,. Ce noyau est d’une forme tres

proche du noyau gaussien, il est donc préférable de 1'utiliser. Il s’écrit sous la forme :

15
k(u) = E(l - MZ)Z]I[_LH.

Mowyau quadraticue Estimateur par noyau quadraticue{n=2000)

courbe théorique
Estimateur de densite

0.9 - oal

0.8 —

0.7 - —

0.6 - —

¥

o

m

1
Densité

0.4 | B

0.2 —

=R _ 0.05 |

-1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 -4
“aleur de x “waleur de x

Ficure 1.5 — Noyau quadratique ou biweight. [11]

Noyau Goussien :
L’avantage du noyau gaussien est que plus la valeur de 7 est élevée plus on élargit la
fenétre, ce qui a un effet de lissage globale important, mais le cotit de calcul dans le cas

de ce noyau est tres élevé du fait de son support infini. Ce noyau s’écrit sous la forme :

2

exp (—%),u € R.

k(1) =
(1) NG

12
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Moyau gaussien

Densite

“aleur de

045

Estimateur par le noyvau Gaussien(n=2000)

0.3

0.25

o2

015

o1 -

0.0s -

courbe théorique
Estimateur de densits

“aleur de w

Ficure 1.6 — Noyau Goussien. [11]

Noyau uniforme ou de Rozenblatt :

Ce noyau est de la forme :

k) = S 11 ().

2

Movau uniforme

02k -

“aleur de x

Densité
o
R
th

Estimateur par le noyau uniforme(n=2000)

courbe théorique

Estimateur de densité

“aleur de x

Ficure 1.7 — Noyau uniforme ou de Rozenblatt. [11]

Noyau sinus :

La forme de se noyau est la suivant :

K(u) = L

27 2

13
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o018

MNowau sinus

o144

o1z

005

006

004

ooz

Noyau cosinus :

o =2 4

“aleur de w

Ficure 1.8 — Noyau sinus. [11]

Ce noyau est de la forme :

[m=1

o7

o

[m=1

0.3

o2

o1

k(u) =

T
4

Densité

—COS(

Mowyau casinus

Densité

-0.5

o 0.5
“aleur de x

045

Estimateur par noyau sinus{in=20007

0.3

025

o2

015

courbe théorique
Estimateur de densits

T

V10
2) [~11]

“aleur de

Estimateur par noyau cosinus{n=2000}

0.4 -

03

courbe théorique
Estimateur de densite

“aleur de w

Ficure 1.9 — Noyau cosinus. [11]

Noyau de Silverman :

Le noyau de Silverman est de la forme :

k(u) = %exp

—|ul

V2

sin

14

u
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MNovau Siklverrman Estimateur par le novau de Siklvermanin=20007

courbe théorique
Estimateur de densité
0.4 B

0. as

0.4

0.35 |
0.3 0.35 | -
0.25 | 0.3 —

o2 0.25 |- —

Densie

-4 -2 a 2 4 -4 -2 [u] 2 4

“Waleur de x “waleur de ox

Ficure 1.10 — Noyau de Silverman. [11]

1.4 Propriétés des noyaux

En partant de la définition méme d’une fonction de densité, le noyau doit étre
positif en tout point et d’intégrale égale a 1. Lorsque I’on utilise un noyau qui répond
aux exigences des fonctions de densité, on en déduit que £, I'estimateur a noyau de la
densité, est aussi une fonction de densité. De plus, f, hérite de toutes les propriétés de

continuité et de différentiabilité de sa fonction noyau (Silverman(1986)) [25].

1.4.1 Noyau optimal basée sur le critére de I'IMSE

Dans ses travaux, Epanechnikov [6] a étudié les propriétés d'une fonction de
densité empirique a laquelle des noyaux de forme arbitraire ont été travaillés par
d’autres chercheurs. Il a d’abord étudié les propriétés asymptotiques de la fonction de
densité empirique, puis a étudié l'erreur causée par l’estimation f, dans la fonction
de densité réelle f. En fonction de 'IMSE, I’erreur moyenne quadratique intégrée, il a
essayé de déterminer la forme de noyau optimale qui peut étre utilisée a la place du
noyau aléatoire. Il a d’abord imposé des contraintes sur le noyau utilisée uniquement
pour simplifier les calculs d’optimisation du noyau (Silverman(1986)) [27] c’est étre :

1) Symétrique et positif sur sa domaine de définition : k(1) = k(-u) > 0;

15



La méthode de noyau

2) Son intégrale sur son domaine est égale a un : fD k(u) =1;
3) Centré : [ uk(u)du = 0;

4) Une variance finie : fD 1k(u)du < o0;

5) Des moments donnés par : fD u"k(u)du < oo 0 <m < oo.

Apres avoir obtenu une approximation de IMSE :

IMSE(f) = 3% [ (/o + - [ ko,

et en dérivant par rapport a i, puis 1'égalisant a zéro, on obtient la valeur de h,,; qui

minimise IMSE suivante :

[ K u)du
nk [( f“(x))de}'

hopt,IMSE = {

Nous ne pouvons pas le calculer directement car il dépend de la fonction de densité
théorique inconnue.

En examinant I'expression de IMSE,; :

IMSE,,; zmi—kz { f [k(t)]zdt}é{ f [ f"(x)]zdx}%.

On apercoit que la seule facon de la réduire est de choisir k(kernel) qui réduit
f k*(u)du puisqu’on ne peut pas controler le terme f” (x) et que le parametre 1 a été déja
optimisé. Donc le probléme de choisir le noyau optimal en fonction du critere IMSE se
résume a réduire f k*(u)du dans les conditions mentionnées précédemment. En consi-
dérant la formule du polynome d’Euler [6] la fonction résultant de cette optimisation
est appelée le noyau d’Epanechnecov. Il est tout a fait possible d’évaluer 1'efficacité
des autres noyaux par rapport au noyau optimal, en comparant la valeur f k*du des
deux noyaux. Silverman(1986) [27] a déterminé 'efficacité de n'importe quel noyau par

rapport au noyau d’Epanechnecov comme suit :

efF(k) = %{ f uzk(u)du}_

Nl—

{ f kz(u)du}_l.
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La constante 53—\/5 est la valeur de f k*(u)du pour le noyau de Epanechnicov. Plus
la valeur de ef f(k) est proche de 1, plus le noyau est comparable au noyau opti-
mal. Et il a été montré que la plupart des noyaux peuvent étre comparés aux noyaux
d’Epanechnicov, par exemple, I'efficacité relative du noyau uniforme est 0.930, pour le
noyau normal c’est 0.946, pour le noyau triangulaire c’est 0.986, pour le noyau de poids
c’est 0.994, pour le noyau cosinus c’est 0.999, et pour le noyau de Epanechnecov c’est 1. 11
n’est donc pas nécessaire de baser la sélection du noyau sur la base de la minimisation
IMSE car trés peu de précision est perdue en utilisant un noyau non optimal, il est
donc préférable de choisir un noyau qui correspond au type d’estimation a effectuer a

la place [5].

1.4.2 Autres critéres d’optimisation

Nous avons vu que le noyau de Epanechnecov est le noyau qui sous-estime la
valeur IMSE qui est calculée en fonction de 'estimation de la fonction de densité, en
hydrologie par exemple on s’intéresse a I’estimation des grandeurs de période de retour
plutdt qu’a la fonction de densité elle-méme, c’est pourquoi il n’est pas certain que le
noyau de Epanechnecov soit bien le noyau optimal a utiliser dans ce contexte. Il s’agira
d’améliorer la fonction d’erreur calculée a partir de l'estimation des quantile. Dans la
littérature, il semble y avoir peu d’études autres que celles d’Epanechnecov qui tentent
de déterminer le noyau optimal, peut-étre parce que la recherche s’est concentrée sur les
techniques de calcul du facteur de lissage optimal plutdt que sur le noyau. Etant donné
que la plupart des chercheurs dans ce domaine montrent qu’il y a peu d’avantages a
sélectionner un noyau idéal si un autre noyau peut étre utilisé sans perte significative de
fidélité, comme mentionné précédemment, le choix du noyau peut avoir une certaine

importance selon le contexte.
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1.5 Types de noyaux

La méthode des noyaux a jusqu’a maintenant surtout été utilisée dans un contexte
d’interpolation, ce qui pourrait expliquer le fait que dans la littérature on stipule généra-
lement que le choix du noyau est sans importance [5]. Dans les prochaines paragraphes,
on a distingué les noyaux par deux facteurs, le support et la symétrie, et on discute des

situations o1 'on a avantage a utiliser chacun des types.

1.5.1 Noyaux a support fini et a support non-fini

Un noyau a support fini est un noyau borné égal a zéro en dehors du domaine
de la définition, par contre un noyau a support infini est asymptotique et donc non nul
sur ’ensemble IR. Le tableau suivant contient les noyaux déja mentionnés dans cette

étude, classés par type de support [5].

Noyaux a support fini | Noyaux a support non-fini
Epanechnikov Goussien

Cosinus EVl

Biweight Silverman

Triweight Sinus

Triangulaire Cauchy

Tniforme

TasLE 1.1 - Noyaux classés selon le support.

Que le noyau soit fini ou non peut étre important dans l’estimation, en particulier
dans la région des "queues de la fonction de densité" les extrémité a gauche et a droite.
Par exemple, lorsque I'on s’intéresse a 1’estimation unilatérale a droite d"une fonction
dépassant les notes disponibles ,c’est-a-dire que 1’on est en extrapolation, le noyau a
support fini peut étre inefficace. La capacité de extrapolation étant fortement limitée, en
revanche, les noyaux d’affinité permettent de sortir plus loin de 1’échantillon puisque

c’est non nul qu’il dépasse la largeur du parametre de lissage.
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1.5.2 Noyaux symétriques et asymétriques

Lall et al(1993) [15] ont affirmé que les noyaux asymétriques aident a réduire le
biais dans 'estimation des observations récentes dans 1’échantillon. Cependant, il a été
montré que 'utilisation d’un noyau symétrique dans le cas ot la densité théorique est
symétrique, conduit a un biais nul dans l'original. Il est donc préférable d'utiliser des
noyau symétriques dans ce cas.

Deux types d’asymétrie peuvent étre identifiés, 'asymétrie positive et 'asymétrie né-
gative. Une distinction est faite entre les deux types par le coefficient d’asymétrie

suivante :

f {kas () = E(kas(D)dt,

tel que k,s noyau asymétrique et ot [-a, a] est sont domaine de variation s’il est borné.
Si ce coefficient est positif, alors la fonction k est asymétrique positive sinon elle est
asymétrique négative, bien stir s’il est nul, alors le noyau est symétrique.

Comme on n’est pas certain de la symétrie de la distribution théorique, il semble y
avoir moins de risques a utiliser un noyau asymétrique. Parmi les noyau mentionnés
précédemment, seul le noyau EV1 est asymétrique autour de zéro, comme le montre
sa figure selon laquelle I'extrémité droite est relativement plus lourde que l'extrémité

gauche.

Ficure 1.11 — Représentation graphique de noyau EV1. [5]
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons parlé des méthodes d’estimation statistique en gé-
néral, et nous avons spécifiquement présenté la méthode non paramétrique du noyau.
Nous avons conclu, des études déja menées dans ce domaine, que le choix du noyau k
n’a pas de grande d’importance, et méme s’il est important, son effet sur la qualité de
I'ensemble de I'estimateur est relativement faible, mais quant au parametre de lissage
h, il a un effet significatif, puisque la forme de cet estimateur change significativement

a chaque petite différence dans la valeur de ce paramétre.
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CHAPITRE 2

ESTIMATION A NOYAU DE LA
FONCTION DE QUANTILE

2.1 Introduction

Dans la statistique descriptive, les quantiles sont utilisés pour déterminer les
valeurs quantitatives, qui sont les valeurs qui divisent la population étudiée en classes
de nombres égaux. Dans la théorie des probabilités, I'idée de valeurs quantitatives
s’applique généralement aux vraies données aléatoires, en divisant les données en
périodes contenant la méme quantité de données ou en les divisant en parties de
probabilité égale. La fonction de quantile permet de définir une fonction de répartition
inverse (fonction de quantile). La méthode la plus populaire pour simuler la loi d"une
variable aléatoire est basé sur cette fonction. Elle représente un puissant moyen de

prévision, et son estimation est 1'un des principaux problemes en statistique.
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2.2 Fonction de quantile

La fonction quantile d'une variable aléatoire (ou loi de probabilité) est I'inverse
de sa fonction de distribution. Lorsque cette fonction de distribution est strictement
croissante, son inverse est déterminé sans ambiguité. Mais la fonction de distribution
reste constante sur tout intervalle dans lequel une variable aléatoire ne peut pas prendre

de valeurs. C’est pourquoi nous donnons la définition suivante.

Définition 2.2.1.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, et Fx sa fonction de répartition. On appelle fonc-

tion de quantile de X la fonction, notée Qx, de 10, 1[ dans R, qui a p €]0, 1] associe :
Qx(p) = inf{x e R: Fx(x) > p}.

Par convention, on peut décider que Qx(0) est la plus petite des valeurs possibles pour

X et Qx(1) est la plus grande (elles sont éventuellement infinies).

2.2.1 Lois discretes:

La fonction de quantile d"une variable aléatoire discrete est une fonction en es-
calier, comme la fonction de répartition. Si X prend les valeurs xi, xo, ..., x,, rangées
par ordre croissant, la fonction de répartition est égale a : Fx(x) = P(X = x1) + P(X =

Xp) + ... + P(X = x;), x € [xi_1, x[. La fonction de quantile vaut :

x1  pourp €]0,F]

Qx(p) =
x; pourp € |F;, Fiiq]

Par exemple, pour la loi géométrique G(p), la fonction quantile est la fonction qui, pour

tout i=1,2,..., vaut i sur l'intervalle ]1 — (1 - p)"1,1 - (1 - p)'].
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2.2.2 Lois continues

Plagons-nous dans le cas le plus fréquent, ot1 la densité fx est strictement positive
sur un intervalle de R (son support) et nulle ailleurs. Si I'intervalle est [a, b], 1a fonction
de répartition est nulle avant a si a est fini, elle est strictement croissante de 0 a 1
entre a et b, elle vaut 1 apres b si b est fini. Toute valeur p strictement comprise entre
0 et 1 est prise une fois et une seule par Fx. La valeur de Qx(p) est le point x unique,
compris entre a et b, tel que Fx(x) = p [1].

Par exemple calculons la fonction quantile de la loi exponentielle E(A), de fonction de
répartition 1 — exp(—=Ax)Lr+(x).
Pour tout p €]0,1][, (1 — exp(—=Ax)) =p & x = Qx(p) = —% log(1 - p).

Remarque 2.2.1.

Le continuité de la fonction de répartition Fx, garantie pour tout élément p €]0, 1[ une valeur
appelée quantité d’ordre p pour laquelle P(X < x) = p. Mais cette quantile n’est pas nécessaire-
ment unique. Lorsqu’une distribution de X a des zones de probabilité nulles.

Si le support de fx soit un intervalle [a, b], 1 oit il est susceptible d’étre a = —oo et ou b = +oo
ot Fx strictement croissante sur I’ensemble des valeurs de x, de sorte que 0 < F(x) < 1. Donc,
Fx est bijective et le quantile d’ordre p est unique pour tout p €]0, 1[.

Dans le cas d'une variable aléatoire X discrete, la fonction de distribution Fx est discontinue et

'existence de la valeur x pour laquelle p(X < x) = p n'est pas garanti pour toutes les p-valeurs.

2.2.3 Propriétés d'une fonction de quantile Qx

La fonction Qx posséder les propriété suivant :

1) Qx est croissante;

En effet, comme Qyx est I'inverse de Fx et Fy est croissante, alors Qx est croissance.

2) Qx est continue a gauche sur ]0; 1[;

3) La limite a droite de Qx en 0 est la borne inférieure du support de la loi de X et sa
limite a gauche en 1 est la borne supérieure de ce support;

4) La fonction Qx est la réciproque de la fonction de répartition Fx, lorsque celle-ci
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réalise une bijection;

5) Qx est continue sur un intervalle ouvert I sur ]0; 1[, ce qui est le cas pour les lois
usuelles admettant une densité;

6) Pour tout x, Qx(Fx(x)) < x, avec égalité lorsqu’il n’existe aucun y strictement inférieur
a x tel que Fx(y) = Fx(x);

7) Pour tout p strictement compris entre 0 et 1, Fx(Qx(p)) > p, avec égalité lorsque p est
une valeur prise par Fx;

8) Qx o Fx o Qx = Qx;

9) Fx o Qx o Fx = Fx;

10) Q1 et Q2 sont deux fonctions de quantiles alors :

_ Q1 + Q2 est une fonction de quantiles;

_ Q1-Q2 est une fonction de quantile si Q1 et Q2 sont a valeurs positives.

Remarque 2.2.2.

Pour certain valeur de p, il y a des noms spéciaux au quantile :

e Lorsque p = 1, le quantile est appelé médiane il sépare la série statistique en deux groupes
de taille égale, I'un contenant les plus petites valeurs et I'autre les plus grandes valeurs. Son
interprétation :

Au moins la moitié des valeurs sont inférieures ou égales a la médiane(me).

Au moins la moitié des valeurs sont supérieures ou égales a la médiane(me).

e On dit le i quartile (i € [1,4[) ou la quantile d’ordre p = }, servant a séparer les séries
statistiques en quatre groupes de méme taille. Son interprétation :

Au moins un quart des valeurs sont inférieures ou égales a Q.

Au moins les trois quarts des valeurs sont inférieures ou égales a Qs.

e On dit le i*™ décimal (i € [1,10[) ou la quantile d'ordre p = 5. Qui est séparée la série
statistique en dix groupes de méme taille. Son interprétation :

Au moins dixiéme des valeurs inférieures ou égales a D;.

Au moins les neuf dixiemes des valeurs inférieures ou égales a Dy.

e On dit Le i centile (i € [1,100[) ou la quantile d’ordre p = 335, séparant la série en cent
groupes de méme taille. Son Interprétation :

Environ 17. des valeurs sont inférieures ou égales a C;.
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17. des valeurs sont supérieures ou égales a Coy.

Remarque 2.2.3.

Dy =Cy = qdo.1,

Q1 = Cas = qoas;

Qs = Cr5 = qors;

Q2 = D5 = Cso = me = qos.

Remarque 2.2.4.

Ces quartiles, décimales et centiles sont les échelles de centralisation sont particulierement
nécessaires lors du calcul de I'étendu, qui est I'une des mesures de dispersion les plus simples,
lorsqu’il est nécessaire de se débarrasser des valeurs aberrantes qui se trouvent généralement au

début et a la fin des valeurs apreés ils sont disposés en ordre croissant [2].

2.3 Estimation de la fonction de quantile

L’estimation des quantiles ou 1’estimation de la fonction des quantiles représente
un enjeu important pour les applications. L'estimation de la fonction quantile dépend

de deux méthodes ou approches : L’approche paramétrique et non paramétrique.

2.3.1 L’approche paramétrique

Quant au paramétrique, on estimer les parametres inconnus qui déterminent la
loi de probabilité de la variable aléatoire. On suppose que Fx est continue et appartient
ala famille : ¥ = {Fg,0 € ® c RX}.

Un estimateur de quantile naturel s’obtient en remplagant 6 par son estimation 0 et a

partir de laquelle

Qx(p) = F;'(p) = inflx e R: Fy = p}, 0<p<1
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L’estimateur O peut étre obtenu de plusieurs manieres, comme moment, maximum de

vraisemblance,...etc.

2.3.2 L’approche non-paramétrique

La fonction de quantile Qx d'une variable aléatoire est la fonction réciproque de

sa fonction de répartition Fx, elle est définie par :
Qx(p) =inflxe R: Fx(x)>p}, 0<p<1.

Le quantile d’ordre p de Fx est noté &, est donné par &, = Ox(p).

Quant au non paramétrique, en générale I'estimation de Qx(p) est :
Qx(p) inflx e R: Fx(x) > p}, 0<p<1.
Plusieurs méthodes ont été consacrées pour |'estimation non paramétrique de la

fonction de quantile. Le type d’estimation le plus simple est une estimation empirique.

Définition 2.3.1. (Statistiques d’ordre)
Soit Xi,Xa, ..., X, un échantillon de variables aléatoires, la statistique d’ordre de cette échan-

tillons sont X, = (X(l), X(z), ceey X(n)) vériﬁent X(l) < X(z) <..< X(n).

Définition 2.3.2. (Quantile empirique)
La fonction de quantile empirique est la fonction correspondante a la fonction de distribution
empirique F,, définie par :

Qu(p) = inf{x € R : F\(x) = p},

tel que
1
= Y (X))

Son estimateur correspondant est :

Qu(p) = inflx e R : F,(x) = p}.
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Alors afin d’estimer la quantile dans le cas d'un échantillon i.i.d. Xj, X5, ..., X;;, nous
connaissons la fonction de quantile empirique d’ordre p a partir des statistiques d’ordre

de I’échantillon.

Exemple 2.3.1.

1) Pour X discrete, soient p €]0,1[, la statistique d’ordre Xqupj+1) est appelée le quantile
empirique d’ordre p de I'échantillon nous le symbolisons avec &, tel que : la fonction x — [x]
est le plus petit entier supérieur ou égal a x.

2) pour X continue, le quantile empirique est calculée comme suit :

~ Pn — Ni-1)c

Enp = 0i1 + (0i = 0i-1),

i

oit [pi-1, oil est la classe contenant le quantile, p, c’est 'ordre de quantile, n_q) est l'effectif

cumulé de la classe précédent de [gi_1, oil, ni Ueffectif de [pi—1, oi[ et n = }_ n;.

Remarque 2.3.1.
Le quantile empirique est une valeur du l'ensemble X1y, X(2), ..., X(n), donc pour étudier le

comportement des quantile empirique, on étudie les statistiques ordonnées.

Convergence des quantiles empiriques
La proposition suivante montre qu'un quantile empirique est un estimateur d'un

quantile théorique.

Proposition 2.3.1. [19]
Soit p €]0, 1[, supposons que F est continue et qu’il existe une seule solution &, a I'équation

F(x) = p. Soit (I(n), n > 1) une suite d’entiers telle que :

I(n)

1<In)<net limTZp.

Alors, la suite des quantiles empiriques (Xyuy),n > 1, converge presque stirement vers &,
c-d-d,
ps
Xy = &p quand n — oo,

oit &, est le quantile d’ordre p.
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Erreur quadratique moyenne de Q,

L’erreur moyenne quadratique de Q, est minimale sur les hypothéses suivantes :
1-f est différentiable et sa dérivée est f;

2-f  est continu dans le voisinage de &pet f’(ép) #0;

3- f]R xk(x)dx = 0 et u, = f]Rka(x)dx < oo,

Théoréme 2.3.2. [20] [19]

Sous les hypotheses 1-3 Nous avons pour chaque p €]0,1[, 'erreur quadratique moyenne de

Qn(p) est :

Lo pl-p) &) h
MSEQWI = mey Y TP E,) T G

A
)w(k)+O(Z+h),
tel que :

0 =2 | uk kwdu.
(k) fRu k()

L’erreur quadratique moyenne asymptotique est :

p(1-p) N nt f(&p) (k7 — ho1

AMSE{Q,(p)} = T’Zf(ép)z Zf(gp)z Uz nf(ép)

P(k).

Approximativement le parametre de lissage optimal pour Q,(p) est donné par :

; ={ F(E)k) }
P n(f ()2 (uak))

Corollaire 2.3.3.

Si en remplagant la valeur hyy dans expression AMSE de Q,(p), nous obtenons :

_p(l-p) 3{ ((k)* }

AMSEopt{QVl(p)} - fZ(Ep) B Z an(gp)f'(ép)zyg(k)

hp: approximatif pour Q.(p) en utilisant I'estimateur de dérivé

Nous pouvons proposer une méthode alternative pour estimer f’ (&p) et f(&p) dans
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A

hop: qui utilisent des estimateurs de ces dérivées, notez que :

, 1 1 1
W)= FF) T FQe) - FE)
G- L@ &)

Q) PEp)

Alors 1’équation précédente de fzopt devient :

AR (SR
S Rl

opt —

2.3.3 Estimation a noyau de la fonction de quantile

Soit X1y < X < ... £ X(y la statistique d’ordre des variables aléatoires i.i.d.

X1, Xy, ..., X, de fonction de répartition F absolument continue. Rappelons que la fonc-

tion de quantile Q est L'inverse a gauche de F définie par :

Qx(p) =inflx e R: Fx(x) > p},0 <p < 1.

Etant donné que les statistiques de classement individuelles varient, les mesures de

I’échantillon souffrent d"'un manque d’efficacité. Afin de réduire cette variance, diffé-

rentes méthodes ont été proposées pour estimer les quantités d’échantillons a 1'aide

de statistiques de classement pondérées. Une classe commune de ces estimateurs est

appelée estimateurs a noyau, qui a suggérée Parzen(1962). Une version des estimateurs

a noyau est comme suit :
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2.4 Propriété de l’estimateur a noyau de la fonction de

quantile

Nous présentons dans cette partie les propriétés statistiques de 1’estimateur Q,.

2.4.1 Biais de Q,

Supposant que le noyau k, la fenétre h et Q satisfaisaient les hypotheses suivantes :
H1) h, — 0 quand n — oo;

H) [ yPk(y)dy < oo;

H3) Q; et Q'X sont bornées;

H4) [ yk(y)dy < oo.

Proposition 2.4.1.
Sous les hypotheses H1-H4, I'estimateur Q, de la fonction Qx est asymptotiquement non biaisé.

C'est-a-dire, lim,, e biais(Q,(p)) = 0.
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Démonstration.

Ona:

biais(Q.(p)) = E(Q.(p)) — Qx(p)
_E[ZX)f —nk(x p)dx)—Qx(P)
- ZI i
fo h_k(

Soit le changement de variable y = % donc x = yh, + p et dx = h,dy, par conséquent le

(X)) = Qx(p)

_P

dx Q(—) - Qx(p)

)Qx(x)dx Qx(p).

biais de Q,, sera

p

biais(Q,(p)) = f ph” k(y)Q(yhy + P)udy — Qx(p).

hﬂ

On applique un développement de Taylor d’ordre 2 pour la fonction Q(yh, + p), on

obtient :
212

Q(yh, +p) = Qx(p) - g/}

= 272

e i yh, 31,3
biisQup) = [ KwIQx) - G2+ LEQLm + 007N - Q)

I
1-p 1p
T 2 2

= |, kyQx(pdy - f L Yh Qx(Pk(y)dy + f )

hn hn I

o) [ * Ky - 0

n
1p
hn

- Qulp) f Ky ~ hQi(p) f KMy + 05 ) f PRy

+ O(y°h) — Qx(p).
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Lorsque n tend vers 'infini, on obtient :

» +00 , +00 h2 ., +00
lim binis( Q) = Qx(p) | ky =1 Q) [ kv + 22Qie) [ PRy
+ O(yh;) = Qx(p)

h% , +00
= 51Qx(®) f y’k(y)dy + O(y*h3).

lim,,_,. biais(Q, (p)) =0, alors Q, est asymptotiquement non biaisé. O

2.4.2 Variance de Qn

Falk (1984, p263) [9] a prouvé que la variance de Q, est minimale sous les hypothéses
suivantes :

H5) k est de support compact;

H6) Q) est dérivable;

H7) Q est bornée;

H8) o = [ y2k(y)dy < oo;

H9) [(g - hat)tk(t)j(Hdt < oo,

en écrivant Qy sous la forme

On(p) = fo 1 P,;l(x)h,;lk(” h_ x)dx,

ou F, est la fonction de répartition empirique.

Proposition 2.4.2.
Sous les hypothéses H5-H9, Iestimateur Q, de la fonction Qx est a variance minimal asymp-
totique. C'est a dire la variance de Q,(p) défini par :

p(1-p)
n

var(Q.(p) = Q) = 2@ [ Akt + O™

est tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
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Corollaire 2.4.3.

L'estimation Q,(p) converge vers Qx(p) en moyen quadratique c’est a dire

Qulp) = Qx(p).

Démonstration.

Comme Q,(p) est asymptotiquement sans bais et sa variance tend vers 0, alors

lim E[Qu(p) = Qu(p)I* =0,

c-a-d :

Qu(x) = Qx().

2.4.3 Erreur quadratique moyenne (MSE) de Q,

Le théoreme suivant donne une expression de l'erreur quadratique moyenne asymptotique

de Q,(p) basée sur 1" expression de la variance calculée par Falk(1984).

Théoreme 2.4.4. [28]
Supposons que QY est continue dans le voisinage p et k est une densité d’'un noyau symétrique
par rapport i zéro. Avec un support compact. l'erreur quadratique moyenne de Q,(p) est :

e lorsque Fx est symétriques et p #  (ou lorsque Fx est asymétriques) :

~ 1- , S ,
MSEIQ. )1 = X2 Q00 + QP - B Pete) +0 2 ).

n
e Lorsque Fy est symétrique et p = 1 :

MSE{Q.(p)} = %(Q'(O.S))Z(O.ZS — 0.5h(k) + (nh)'R(k)) + O(n"*h + (nh)™2),
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tel que R(k) = [ k*(x)dx.

Démonstration.

Découle directement des deux propositions précédentes. m]

Notez que pour une sélection raisonnable de h (c’est-a-dire tendant vers zéro plus ra-
pidement que n~1), le terme dominant pour MSE est la variance asymptotique de la quantité

d’échantillon.

Corollaire 2.4.5.

En s’appuyant sur Falk (1984), Sheader et Marron (1990) ont donné I'erreur quadratique
moyenne asymptotique (AMSE) de Q,(p) comme suit :

e Lorsque Fx est symétrique et p # 1 :

L'erreur quadratique moyenne asymptotique de Q,, est :

_pd-p)

AMSE(Qu(p)} = =

4
Q) + QG40 ~ (@ ()40

- Si Qy(p) > 0, la fenétre optimale asymptotique pour AMSE{Q,(p)} est

. :{ Q)P (k) }
P Q)2 ()2

et a partir de cette valeur, on obtient 'erreur quadratique moyenne asymptotique optimale

suivante :

(Q;g(p))s(ub(k))‘*)% }
n(Q ()22 (k)
= n7'p(1 - p)(Qx(p)* + O(n™3).

AMSE g (Qu(p)} = %{P(l - Q) + % (

Les estimateurs des dérivés de la fonction de quantile peuvent étre utilisés pour estimer h comme

suit : ]

RGN )
o =\ i

opt —
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o Lorsque Fx est symétrique et p = 3 :

L'erreur quadratique moyenne asymptotique de Q,, est :
AMSE{Q,(p)} = %(Q’X(O.S)Z{O.25 — 0.51Y(k) + (nh) ' R(K)}.

R(k) : est précédemment connu.

Remarque 2.4.1.
Sielle était Q' = 0 nous avons besoin de termes d’ordre supérieur peut afficher AMSE de Q,,(p)

par :
~ 1 1 " ”
AMSEQ(p)} = (7 = N QP10 + 207 P Q(p)? f (v = OB (Bt
tel que J(t) = f_t . Xk(x)dx. La preuve est fournie en [20].

Azalin(1981) [3] a considéré les estimateurs de quantités obtenus en inversant I’estima-
teur du noyau de la fonction de distribution et a obtenu un résultat lié a notre théorie précédente,

la théorie précédente produit le corollaire suivant :

Corollaire 2.4.6. [28]
Nous supposons que pour chaque p # 0.5 et Fx symétrique, le parametre de lissage optimal est

donné par :

hopt = Oé(k) ’ IB(Q) ’ 1’1_%,
tel que :

1

ot =2 [ustorscof{ [ e | et pi@ =104)Qs0"

R

avec h = Nop;.
p(1—-p)

n

MSE(Q(p)) = (Qx(P))? + O(n~%).

Si F est symétrique et p = % prendre h = 0(1~2) Cela rend les deux premiers termes dans
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h de MSE pour Q,(0.5) dans le méme ordre et

0.25

MSE(Q.(05)) = ——(Q(0.5)" + O(n™?).

1 est négatif et que le terme dans n>h™! est positif, il

Cependant, comme le terme dans hn
n'y a pas de fenétre unique qui réduise l'erreur quadratique asymptotique moyenne de Q,(0.5)
lorsque F est symétrique, c’est-a-dire h satisfaisant h = cte - n™™ (0 < m < 1) pour les grandes
valeurs de la constante, un estimateur produira une erreur quadratique asymptotique moyenne
inférieure a &g s.
Déterminer le parameétre de lissage optimal

Dans cette section, nous proposons un choix basé sur les données pour h le parametre de
lissage de Q,(p) pour tout p sauf 0.5 si Fx est symétrique.
On voit du corollaire précédent que pour un choix donné de k la valeur optimale asymptotique
de h dépend des dérivées premiere et seconde de la quantile :
Considéré les estimateurs Q’X(p) et Q;'((p) nécessaire de choisir de h si la dérivées premiere
et seconde de k existent, alors nous pouvons estimer ces quantiles par les dérivées premiere
et seconde de Q,(p). Depuis lors, l'intérét pour le ratio {Q’X(p)/ Q;(p)}é il semble naturel
de s'intéresser aux noyaux d’ordre supérieur pour tenter d’éliminer les problemes associés a

'estimation du rapport résultat dans ce

n i

Qe =Y [ e pnaefx,

1 o

n

=Y | [, K- P,

T VS
tel que : k. c’est un noyau d’ordre m symétrique autour de zéro ( c’est, f k.(u)du = 1,
fu]k*(u) =0,]=12.,m-1, fu”’k*(u)du < oo, k. € L?(—o0, +00) et
k™ € lip(a).).

L’estimation du quantile nous donne asymptotiquement le parametre de lissage optimal suivant :

W=

Fropt = ak) - B - 73,

36



Estimation a noyau de la fonction de quantile

tel que :

3= {20

Qu(p)

et a(t) précédemment connu.
Le probleme est alors de choisir des valeurs pour la fenétre a et b qui se traduisent par une
efficacité approximative .
Théoreme 2.4.7. [28]
Supposons que Qg’(””) est continue au voisinage de p et que k, est un noyau de support compact,
d’ordre m et symétrique autour de zéro. La fenétre optimale asymptotique de Q,,(p) est donnée

par :

Aopt = Hm(ks) - ym(Q) - n_%,

pm(k.) = {(m!)2‘f]ka(u)du/Zm[‘fRumk*(u)du]z}m,

Q) = 1Qx(p)/QY  p)y .

tel que :

La fenétre asymptotique optimale de Q' (p) est donnée par :

bopt = Ton(k.): 0,s(Q)- 11" @53,

tel que :
2

1
} (2m+3)

(k) = {3(m!)2 f (k’(u))zdu/Zm[ f umk*(u)du]
R

et

5n(Q) = (Qx(p)/ QY2 (p)y 7.

cette approche a été utilisée avec succes par Hall et Sheather(1988) ont réussi a choisir la largeur

de fenétre d'un estimateur Q’X(O.S).
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244 Normalité asymptotique

Théoréme 2.4.8. [8]
Si Qx a une dérivée seconde bornée au voisinage de q € (0, 1) et si Q’X > 0, k a un support

borné,tel que f k(x)dx =1et h, 2% Oona:

var[Qu(p)]

— N(0, 1).

Démonstration.

Voir.[8] O

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié les propriétés asymptotiques de 'estimateur a noyau
de la fonction de quantile, On a conclut que c’et un bon estimateur asymptotiquement non
biais, de variance minimale et d’erreur moyenne quadratique plus petit que celle de I'estimateur
empirique. On a aussi parlé de la dérivée de la fonction de quantile, qui fait 'objectif de plusieurs

travaux comme Jones [10].
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CONCLUSION GENERALE

Le travail présenté dans ce mémoire est I'estimation de la fonction des quantiles par la

méthode du noyau.

Dans un premier temps, nous avons introduit I'idée de la méthode non paramétrique du
noyau, que nous utiliserons pour estimer la fonction quantile. L'estimateur a noyau est une
fonction de deux parametres : la fonction K appelée noyau et h appelé parameétre de lissage
ou fenétre. Si le choix du noyau K n’est pas un probleme dans I'estimation de la densité de
probabilité, il n’en est pas de méme pour le choix du parametre de lissage h qui ne dépend que

de la taille de I'échantillon.

Dans un second temps, nous définissons la fonction quantile et nous donnons quelques
propriété. que ce soit dans I'approche paramétrique ou non paramétrique, nous nous sommes
intéressés a la méthode du noyau parce qu’elle est “populaire” vu sa souplesse d’utilisation
et elle présente de bonnes propriétés asymptotiques. ce qui le montre I'étude des propriété de

'estimateur a noyau de la fonction de quantile.
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ANNEXE

Caractéristiques d’un bon estimateur

Dans de nombreux aspects appliqués, lors de la recherche d"une estimation pour I'un des
parametres de la population d’étude, le chercheur est confronté a de nombreux critéres comme
estimateurs de ce parameétre, et afin de déterminer le meilleur de ces capacités. Les caractéristiques
d’un bon estimateur doivent étre connues comme critére de choix d'une de ces métriques. Un

bon estimateur se caractérise les quatre caractéristiques :

sans biais

soit X1, Xy, ..., X, un échantillon aléatoire d’une communauté a densité de probabilité f(x, 0)
tel que O inconnu et soit O estimateur de 0. On dit qu’il s’agit d’un estimateur sans biais
lorsque sa valeur attendue est égale a la vraie valeur d’un parametre de la population c-a-d
E(0) = 0, ou ’est celui qui fera vraisemblablement référence au vrai parametre lorsque la taille

de I'échantillon augmente,
lim (E|0 - 6]) = 0.
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Consistance

L’estimateur est caractérisé par la consistance s’il est sans biais, et sa variance devient nulle

lorsque la taille de I'échantillon augmente, c’est-a-dire si ces deux conditions sont remplies :

%i_r)go(Elé —0) = 0 et lim(0?) = 0.

Efficacité relative

Un estimateur efficace est celui qui a la plus petite variance par rapport aux variances des autres

estimateurs.

Efficacité

Soit 0, et 0, deux estimateur non biaisés pour le parametre 0. Pour déterminer I'efficacité, nous
comparons var(0;) avec var(0,) Si le rapport est inférieur a 1, le premier estimateur est le plus

efficace, et vice versa.
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Erreur quadratique moyenne MSE

Soit O un estimateur pour le parameétre inconnu O L'erreur quadratique moyenne est définie

comme suit :

MSE(0) = E(O — 0)?
= E(6> - 200 + 0°)
= E(6% — 20E(0) + 6%
= E(6? — E(6)* + (E(0))* — 20E(D) + 67
= var(0) + (E(0) — 0)?
= var(0) + biaise(6).

Remarque 2.5.1.

si O est un estimateur sans biais pour le parametre 6. On a biais(0) = 0 alors MSE(D) = var(6).

Définition 2.5.1.
On dit que I'estimateur 0,(x) du parametre O(x)

1) est faiblement consistant si

VxeR 6,(x) LR O0(x), quandn — oo.

2) est faiblement et uniformément consistant si

sup0,(x) — 6(x)| 50,  quandn — oo.
xeR

3) est fortement consistant si

VxeR 6,(x) 2, O(x), quandn — oo.
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4) est fortement et uniformément consistant si

sup |0, (x) — O(x)| 0 quand n — oo.
xeR

5) est asymptotiquement sans biais si

VxeR, lim E@,(x)) = 6(x).

6) est asymptotiquement et uniformément sans biais si

lim sup E(0,(x) — 0(x)) = 0.
% xeR

Criteres de convergence

Parmi toutes les qualités que peut avoir un estimateur, on s'intéresse souvent a sa
consistance, c’est a dire, au fait qu'un estimateur f, converge ou non vers f. La convergence
d’un estimateur peut étre faible (en probabilité) ou forte (presque stirement ou en moyenne
quadratique).

On donne quelques résultats de convergence des estimateurs a noyaux de la littérature.
Soit X une variable aléatoire et (X,,) suite de variable aléatoire définit sur le méme espace de

probabilité (w, A, IP).
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Convergence en probabilité
La suite (X,,) converge en probabilité vers X si :

Ve > 01lim P(|X, — X| >¢€) =0.

La loi faible des grand nombres

Si les variables aléatoires X, sont deux a deux non covariées, de méme loi, d’espérance u, de

. pr
variance o2, alors L Y7 X; = .

Convergence presque sure

La suit (X,,) converge presque surement vers X si P(w/ lim,,_,., X,(w) = X(w)) = 1.

Loi fort des grand nombres

Si les variable aléatoire X,, sont mutuellement indépendantes de méme loi, d’espérance i alors

1 v ps

Théoréme 2.5.1.
Soit (X,)n, (Y)n sont des vecteurs aléatoire.

X, 5xXx=x,5X

Démonstration.

Soit B = {w, X,,(x) — X(w)}. Soit € > 0 fini. Soit A,, = U,;;5,{d(X,,, X) > €}. Pour toute > 0,
la suit A,, est décroissant.

Si w € B, il existe n tel que pour tout m > nd(X,, X) < €. C’est a dire que w € Aj,. Par
suite on en déduit que IP(A,) — 0.

On conclut en remarquant que {w, d(X,(w), X(w)) > €} C A,. O
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RESUME

Dans ce mémoire on a intéressé a la méthode d’estimation non paramétrique a noyau.
On a étudiée les propriétés de 'estimateur a noyau de la fonction de quantile, inverse de la

fonction de répartition. Cet estimateur est asymptotiquement non biaisé, de variance minimale

et asymptotiquement normale lorsque n tend vers l'infini.

Mots clés : Fonction de quantile, Estimation a noyau, Estimation non paramétrique, Estima-

tion a noyau de la fonction de quantile.
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