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Introduction

Plusieurs phénomeénes naturels de la vie réelle s’expriment mathématiquement sous
forme d’équations différentielles non linéaires. En revanche, de nombreuses ques-
tions, liées a l'existence et a I'unicité de solutions de certains types d’équation peuvent
étre ramenées a la question d’existence et d'unicité d’'un point fixe pour une application
(fonction) appropriée sur un espace approprié. Donc la théorie du point fixe joue un role
clé dans la de résolution de nombreux problémes de mathématiques appliquées. La théorie
elle-méme a été dévelopée dans de nombreuses directions a partir du théoreme du point
fixe de Brouwer (1910), du principe de contraction de Banach (1922) qui affirme qu'une
contraction sur un espace métrique complet dans lui méme a un point fixe unique , en
arrivant au théoreme du point fixe de et du théoreme du point fixe de Schauder pour les
applications compactes (1930) qui lui affirme qu'une application compacte (completement
continue)définie sur un ensemble fermé, borné, convexe d’'un espace de Banach dans lui

méme, a un point fixe .

La théorie du point fixe a également été fortement influencée par les progrés paralléles
des travaux de recherche efectués sur le degrés topologique pour différentes classes de
fonctions . A cet égard, les travaux poinniers de Petryshyn ([14], [I5]) ont initié des étapes
importantes dans I’établissement de la relation entre la théorie du point fixe et une autre

notion dite "l'indexe du point fixe".

D’abord , le degré topologique est un outil précisement un nombre, qui donne des

informations sur les solutions des équations de la forme

f(x):y07 'TGQa

ou f: X — Y est une fonction donnée, au moins continue; X et Y sont des espaces de
Banach; yg est un élément fixe Y ; et 2 est un sous-ensemble ouvert de X. Dans le cas
ou un calcul direct ne résout pas une équation pareille, et ne donne pas non plus des ap-

proximations appropriées des solutions, nous pouvons rechercher d’autres méthodes pour

iii



Introduction iv

obtenir des informations sur ’ensemble des solutions. Par exemple on peut se demander
si 'ensemble des solutions n’est pas vide, ..... ainsi que d’autre questions. Le degres topo-
logique dans ce cas peut nous aider, mais on l'utilise aussi pour démontrer les théoremes
du point fixe. Il existe plusieurs types de degres topologique, on trouve celui de Brouwer
pour la dimention finie, celui de Leray-Schauder pour la dimention infinie, etc. Le degre
de Leray-Schauder par exemple permet de montrer 'existence de points fixes pour une
application définie sur un sous-ensemble ouvert borné d’un espace de Banach vers cet
espace. Le probleme est qu’il existe de nombreux problémes intéressants pour lesquels
nous ne pouvons pas utiliser tout ’espace de Banach, mais plutot une fonction d’un sous-
ensemble convexe fermé d’un espace de Banach qui n’est pas un sous-espace vectoriel.

Il existe une généralisation du degre de Leray-Schauder, appelée indice de point fixe, qui
est justement conc¢u pour trouver des points fixes d” une telle fonction. Dans ce manus-
crait on procede comme suit : on commence par rappeler des notions de base a travers un
premier chapitre.

Le deuxieme chapitre est consacré a la notion de "mesure de non compacité", en particulier
celle de "Minkowski", qui permet de définir certaines classes de fonctions, en particulier
celles dites les k-set contractions,qui est en fait une sorte de généralisation des fonctions
contractives classiques. Ce chapitre représente la partie du mémoire ou le grand travail a
été fait.

On termine par un dernier chapitre ot nous présentons la notion de "'indice du point
fixe" pour une classe de fonctions. On commence d’abord par présenter un bref résumé
sur la notion du degre topologique puis nous présentons briévement aussi la notion de
I'indice du point fixe comme étant un concept plus général que le premier.

Ce mémoire est un point de départ vers une analyse approfondie de la théorie de 'indice
du point fixe. Nous nous sommes référés basiquement, pas uniquement sur la référence

[6], en traitant certaines et preuves a notre fagon.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous précisons nos notations et rappelons certaines définitions, pro-

positions et théoremes dont on aura besoin tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

- R? I’ensemble des vecteurs de dimension d, & coordonnées réelles.
- X un ensemble non vide.

- (X, 6) un espace topologique.

- (X, d) un espace métrique.

- Bx(y,r) la boule ouverte de X de centre y et de rayon r.

- Bx(y,r) la boule fermée de X de centre y et de rayon 7.
- Ps(X) l'ensemble des parties fermées de X.

Soit E un espace de Banach et ||-|| la norme de E. On note par
e co(A) I'enveloppe convexe de A (A C E).
e co(A) I'enveloppe convexe fermée de A.
e () un ouvert de R".

e C(Q) I'espace des applications continues f :  — R™ muni de la norme

[ flloo=sup | f(2) |-

e
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e k(Q) le sous-espace de C(Q) défini par
B(Q) ={f €C(Q): yo ¢ f(OQ)}

ou Yo et un élément de R".

1.2 Espace topologique, espace normé et espace mé-
trique

Définition 1.1. Soit X un ensemble non vide. Soit 0 une famille de parties de X (0 C

P(X)). On dit que 0 est une topologie sur X si et seulement si
1.0, X €.
2. Y(A)ier CO = ,EJIAZ- € 0 (stabilité par union quelconque)

3. V(A)iz1,om C 0= ,ﬂAi € 0 (stabilité par intersection finie).

Définition 1.2. Soit 6 une topologie sur X. Alors (X, 0) est appelé un espace topologique.

On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant af, c’est-a-dire
A est ouvert dans X < A € 6.

Définition 1.3. Soit (X,60) un espace topologique et B C X. On dit que B est fermé

dans X si et seulement si son complémentaire C¥ est ouvert.
Définition 1.4. Soient (X1,0,) et (Xo,02) deux espaces topologiques et soit
X =Xy x Xy = {(z1,29) /21 € X1,29 € Xo}.
1. On appelle ouvert premier tout ensemble
O ={01 x 03/0O1 € 01,05 € 05}.
2. On appelle ouvert de X tout union d’ouverts premier, i.e.
0 = {Un(OF x O5) /0% € 0,05 € 0,}

est une topologie sur X appelée la topologie produit de 01 x 05 et le couple (X, 0) est appelée
lespace topologique produit de (X1,61) et (Xo,0s).
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Définition 1.5. Soit E un espace vectoriel sur le corps R et soit
0 E — RT
z — o(z)
on dit que @ est une norme sur E si et seulement si

1. Pour tout z € E, on a p(x) =0< x =0g.
2. Pour tout x € E et tout A € R on a p(Ax) = |Ne(z).

3. Pour tout z,y € E , on a p(x +y) < p(z) + ©(y).

Définition 1.6. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle distance sur X une
application d : X x X — R qui a (x,y) € X x X fait correspondre le nombre réel fini

positif d(x,y) appelé distance de x a vy, et satisfaisant auzx trois conditions suivantes
(i) Ve,y € X, d(z,y) =0 =y
(ii) Vz,y € X, d(x,y) = d(y,x) (relation de symétrie),

(1ii) Vr,y,z € X, d(x, z) < d(x,y) + d(y, x) (inégalité triangulaire).

Définition 1.7. On appelle espace métrique le couple (X,d) formé d’un ensemble X et

d’une distance d définie sur X.

Définition 1.8. Soit (X, d) un espace métrique, soient o € X et r > 0. On appelle boule

de centre xy et de rayon r, notée Bx(xo,7) l'ensemble
{z € X/d(zg,z) < r}.

Définition 1.9. Soient (X, dx) un espace métrique, et A une partie non vide de X.

La distance d’un point x € X a l’ensemble A est donnée par
d(z,A) = ;Ielgdx(l',a)-

Définition 1.10. (L’adhérence). Soient (X,dx) un espace métrique, et A une partie

non vide de X. On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de X défini par
A={z e X, d(z,A) =0}

Définition 1.11. Soit (X,dx) un espace métrique et soit (x,), C X. On dit que (x,),

est de Cauchy si et seulement si

Ve >0,3ng €N, Vp,geN; p>qg>neg=dx(zy,z,) <e¢
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Définition 1.12. Soit (x,)nen une suite d’éléments de 'espace métrique (X, dx), et soit

x € X. On dit que la suite (x,)nen converge vers x € X si
Ve>0,dnp €N, VYneN n>=ny=dx(z,z)<e

Définition 1.13. Un espace métrique (X, dx) est dit complet lorsque toute suite de Cau-

chy d’éléments de X est convergente dans X .

Soit (E, || - ||) un espace normé. Pour tout x,y € E, on pose d(z,y) = ||z — y||.
On vérifie facilement que d est une distance sur F, appelée distance associée a la norme.

La topologie correspondante sera appelée topologie normique.

Définition 1.14. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la

distance issue de sa norme.

Définition 1.15. Soient A, B deux parties d’un espace métrique X telles que A C B.
e On dit que A est dense dans B si B C A.
e On dit que A est partout dense dans X si A = X.

1.3 Ensemble compact, relativement compact, pré-

compact

Définition 1.16 (Ensemble compact). Soit A un sous-ensemble d’un espace normé E.
A est dit compact si de tout recouverement de A par des ouverts de A on peut extraire un

sous-recouverement fini, i.e.
VVej(ouverts); U C .gj‘/}, Vi, k=1,2,...,n tel que U C kL"lej(k).
] =

Définition 1.17 (Ensemble relativement compact). On dit qu’un ensemble A de E est

relativement compact si et seulement si son adhérence A est compacte.

Définition 1.18 (Ensemble précompact). Soit (E,d) un espace métriqgue . On dit que
(E,d) est précompact (totalement borné)si :
pour tout € > 0 il existe un recouverement fini de E par des parties de E dont les diamaitres

infirieurs a e,i.e.
Ve >0, 3(A)1<icn tellequeV 1 <i<n A; C E diamA; <e et E = QlAi

Nous avons
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o AC E est dit précompact si le sous-espace métrique (A,d |axa) est précompact.
o A est compact < A est précompact et complet.

o A est précompact = A est précompact.

1.4 Ensembles convexes

Définition 1.19. Soit E un espace vectoriel, a,b € E.

e On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que ['on
note [a,b], Uensemble {Aa+ (1 — \)b tel que X € [0,1]}.

e On appelle segment ouvert que l’on note |a, b[ l'ensemble { \a+(1—M\)b tel que X\ € ]0,1[}.

De la méme maniére on définit les segments |a,b] et [a,b].

Définition 1.20. Une partie A de [’espace vectoriel E est dite convexe si a chaque fois

que deuz points a,b appartiennent a A le segment [a,b] est contenu dans A, i.e,
M+ (1-MNACA, VYAe]0,]]

ou encore

Ya,b € AYA€[0,1], Aa+ (1 —A\)b € A.

On appelle simplexe de R™ le sous ensemble A,, tel que

Ap={(M\, -, A) ER", \;>0,i=1.n, > N\ =1}

i=1
Définition 1.21. Soit E un espace vectoriel et soient xi, xa,..., x, € E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, xs,..., x, tout élément x qui s’écrit comme suit

xzz/\ixi tel que (A1, Ag, ..., Ap) € A,

i=1
Proposition 1.22. Soit E un espace vectoriel et soit A C E. Alors A est convexe si et

seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.23. Soit A un sous-ensemble de [’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convere de A, qu’on note co(A), lintersection de tous les converes de E contenant A.

C’est en fait le plus petit convexe de E contenant A.

Définition 1.24. Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe

fermée de A, qu’on note co(A), le plus petit conveze fermé de E contenant A.
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Théoreme 1.25. Si A C E. Alors,

co(A) = co(A).

Proposition 1.26. Soient E un espace vectoriel, A,B C E et a € R.
1. co(aA) = aco(A).
2. co(A+ B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique, alors
3. Si A est un sous ensemble convexe de E alors A et ;1 le sont aussi.

4. co(aA) = aco(A).

1.5 Distance de Hausdorff

Dans la suite on considére un espace métrique (X,d) et A, B,C C X.

Définition 1.27. On appelle distance d’un point x € X d A, la quantité notée d(x, A) et
définie par
= inf .
dw, A) = inf d(z, v

Définition 1.28. On appelle écart entre A et B la quantité notée e(A, B) et définie par
e(A, B) = supd(z, B) = sup(inf d(zx, y))
z€A zcA \YEB
Définition 1.29. On appelle distance de Hausdorff entre A et B la quantité H(A, B)
définie par
H(A, B) = max (e(A, B), e(B,A)),
avec la convention

supf) =0 et inf ) = +o0.

Propriétés

1. e(A,0) =+oosi A#D
2. ¢0,B)=0
3.¢(A,B)=0& ACB

-

H(A,B)=0& A=B
5. e(A,C) <e(A,B)+e(B,C)
6. H(A,C) < H(A, B) + H(B,C).
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1.6 Applications continues, completement continues,

bornées, compactes

Pour plus de détails concernant les notions et les résultats énoncés dans cette section,

voir [2],[6].

Définition 1.30. Soient X etY deux espaces topologiques et F' : X — Y une application.
Alors [ est continue si pour tout xo € X et tout voisinage V' de f(xg) dansY , il existe un
voisinage U de xo dans X, tel que f(U) C V. Ou encore, si pour tout ouvert(resp fermé)

VdeY , f7Y(V) est un ouvert ( resp fermé) de X.

Soient (E,||-||g), (F,||-||r) deux espaces de Banach et f: E — F une application. Qg

désignera la famille de tous les sous-ensembles bornés de FE.

Définition 1.31. Soit f : D C E — F une application. On dit que f est :
(1) borné si elle transforme des ensembles bornés en ensembles bornés ;
(2) compacte si l’ensemble f(D) est relativement compact ;

(8) completement continue si elle est continue, et qu’elle transforme des ensembles bor-

nés en ensembles relativement compacts.

Remarque 1.32. 1. Si f est une application continue et D est un ensemble borné,

alors les définitions (2)et (3)concident.

2. Pour les espaces de dimension finie, les opérateurs continus et completement conti-

nus sont les mémes.

Définition 1.33. (retrait d’un espace métrique) Soit Y un espace métrique et D C'Y un
sou-ensemble non vide. D est appelé un retrait de Y s’il existe une application continue

r:Y — D (qu’on appelle rétraction) telle que r(x) =z, VYx € D.

Théoréme 1.34. (Dugunji) Si X est un sous-ensemble fermé, non vide, convere d’un

espace de Banach E, alors X est un retrait de E.

Définition 1.35. (homotopie) On appelle deuz applications f,g € k(Q) homotopes sil
existe une application continue H : [0,1] x Q — R" telle que

o H(t,) € k(Q), pour tout t € [0,1],

e H(0,) = f,

e H(1,-)=g.

On appelle lapplication H homotopie joignant les applications f et g.
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1.7 Applications Lipschitziennes

Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques, et soit f: X — Y une application.

e On dit que f et Lipschitzienne s’il existe k£ > 0 tell que

V:El,xg < X, dy(f(.l’l), f(ZL‘Q)) < k’.dx(l'l, ZL‘Q).

La plus petite valeur k satisfaisant cette propriéte pour f est appelée la constante

de Lipschitzienne.

Si K < 1 on appelle f une contraction. Dans ce cas, on aura dy (f(x1), f(z2)) <

d.(x1,22),Vr1, 29 € X, d’ou le terme'contraction”.

Si K > 1, f est dite "expansive'(voir section, chapitre 2).

Si (E,||||lg) , (F,]|-||r) sont deux espaces de Banach, alors

(f est k — Lipschitzienne < (Vxy,x0 € E,  ||f(x1) — f(z2)||p< k. ||21 — 22| R)-

1.8 Diameétre

Soit (X, d) un espace métrique. Soit A C X.

Définition 1.36. On appelle diamatre de A, et on note diam(A), la quantité
diamA = sup{d(z,y); =,y € A}.

Remarque 1.37. Nous avons

o diam(A) € [0, 4o0].

e diam(0) = 0, car diam(0) = sup{d(z,y); z,y € 0} =sup® = 0.

o diam({a}) = 0, car diam({a}) = sup{d(x,y);z,y € {a}} = sup{d(a,a)} = sup{0} =
0.

e Sidiam(A) < +oo, on dit que A est borné.

Propriétes.

1. (diam (A)=0) < (A={z} vVA=0).

2. AC B = diam (A) < diam (B).

3. diam (AU B) < diam (A) + d(A, B) + diam (B).
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Propriété 1.38. Soient E un espace de Banach et A C E.
1. diam(A) = diam (A).
2. diam(X.A) = |\N|diam(A), VX € R.
3. diam(A + B) < diam (A) + diam (B).

4. diam (co(A)) = diam (A).

Démonstration. Nous avons

1. =)

diam A = sup{||lz — 2'||; =z,2" € A},
diam A = sup{||z — 2'||; =z, 2" € A4}.

Comme A C A, alors {||lz —2'|; x,2/ € A} C {||]z—=7|; =27 €A},
donc
sup{|lz — 2'||; x,2" € A} <sup{||z —7|; 2,7 € A}
ie
diam A < diamA.

<) Montrons que diam A > diam A. Autrement dit montrons que
sup{||z — 2'||; 2,2’ € A} < diam A.
Soit r € {||z — 2'||; 2,2’ € A}, alors il existe z, 2’ € A tels que
r=|z—-~2].

Montrons que r < diam(A).

zeAsd(z,A) =0

soit € >0

d(z,A):Iiggd(z,x) <e=3drxe A d(z,x)<e
d(z’,A):mi/régd(z’,x) <e=d' €A, d(,2)<e¢,
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donc

d(z,2) = |lz=7|

|z —x+z—2" +2" = 7|

N

Iz = zll+ 2" = 2| +]l+" — «|

N

et+e+ |z —a

N

2e + ||lx — 2|

N

2e + diam(A)
€ étant arbitraire
=r=|z—2|< dima(A).

2. Nous avons

diam (AA) = sup{|ly1 — v2lle;  v1,92 € AA}

yle)\A(:)ElxleA; y1:>\$1
Yo ENA & drg € A, Yo = Ao

ly1 = w2lle= [[Azy — Azs| = |Al[|z1 — 22|
diam(ANA) = sup{|\|||x1 — z2||p; x1, 20 € A}
= [Alsup{llz1 — w2llp; @1, 22 € A}
= |A|diamA.
3. Soient z,y € A+ B.
r€EA+Bs JdacAetdbeB tqr=a+b

yeEA+B&s3dd cA et eB tqy=d +V

donc
d(z,y) = |z—yl
= [l(a+0b) —(d + V)]
= [[(a=d)+ (=0
< la—d|[+]]o =V
< diam(A) + diam(B)
D’ou

sup{d(x,y); z,y € A+ B} < diam(A) + diam(B).
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4. Puisque A C co(A), alors
diam(A) < diam(co(A))

Réciprogement

Soient z,y € co(A). Par théoréme de Carathéodory,
il existe p,g<n+1 et zy,.....,2p,y1,....,y, € A

tel que

p
Tr = Z)\lflfz,
=1

q
y= Z%yj,
j=1

M=

A=

)
it

17:1,et)\i20,i:1,...,P,7j>O,j:1,...

J
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Par conséquent
dz,y) = |lz—yl
p
= HZAm—yH
= IIZA T — Z Ay)ll
=1
= HZ (Nizi — A\iy)|
= HZAi(x -
i=1
p
< Dl -y}
i=1
p q
= > {Nillwi = 2wl
i=1 j=1
p q q
= Z{MHZ%%—Z%%H}
; ; =
= Z{A HZ v =91}
=1
= Z{/\ Z%H — )}
< Z{NZ%H%—MH}
=1 j=1
p
< D {diam(A)}
i=1
< diam(A)
D’ou diam(co(A)) < diam(A). [



Chapitre 2

Mesure de non compacité, k-set
contractions et applications

expansives

Il existe plusieurs grandeurs en analyse sous le non de mesure de nom-compacité qui
quantifient a quel point un ensemble est éloigné d’une classe donnée de compacité .Par
exemple ,on peut considérer le diamétre diam(A) comme le plus simple . Il mesure a quel

point un ensemble est un singleton .

2.1 Mesure de non compacité

Soient E un espace de Banach et soit Qp ={A C E; A est bornée}

Définition 2.1. Une fonction ¢ : Qg — [0, 400] est dite mesure de non compacité si elle

vérifie les conditions suivantes :
1. p(A) =0 < A est relativement compact.
2. p(A) = p(A), VAeQp
3. (A1 U Ag) = mar{p(A1), p(A2)}, VA, Ay € Qp.

1l existe de nombreuses mesures des non compacité. Dans ce qui suit, nous présentons l’'une

des plus utilisée en application : il s’agit de la mesure de non compacité de Kuratowski.

13
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Définition 2.2. (La mesure de non compacité de Kuratowski KMNC' en abrégé) est la

fonction o : Qg — [0, +oo[ définie par

a(A) =inf Ay
ou

Ag = {5 >0:3(A), CE tel que AC iglA,» et diam (A;) <0, W}.

Autrement dit, la mesure Kuratowski est I'infimum des nombres r > 0 tels que I’ensemble
A peut étre couvert par un nombre fini d’ensembles de diameétre inferieur a r, et elle

mesure jusqu’a quel point I’ensemble A est compact.

Remarque 2.3. Pour tout A € Qg,  Nous avons

1) a(A) < diam A .
2) 0<a(A) <+oo  (a prend ses valeurs dons [0, +00[) .
3) a(¢) =0, a({a})=0.

Démonstration. 1) a(A) =infAd, < diam (A) car diam (A) € Ayg,

il suffit de prendre la famille (A;)}_; = A; = A et diam(A;) < diam(A) =
Donc diam(A) € Ay
Dot a(A) < diam(A).

2) D’aprés 1) a(A) < diam A < 400, (car A est bornée). D’autre part, il est clair
que Ay CJ0, +o0],
d’ou infA, > inf]0, +o0[, e, a(A) > 0.

3) D’aprés 2) a(¢) >0
D’autre part d’aprés 1) ona a(¢) < diam (¢)
et comme diam(¢) = 0 alors a(¢) < 0
donc a(¢) =0 .
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D’aprés 2) ona «({a}) > 0 D’autre part ona d’aprés 1) a({a}) < diam ({a})
et comme diam ({a}) = 0 alors a({a}) <0
donc a({a}) = 0.

Proposition 2.4. 1. AC B= Ap C Ajy,.
2. AC B= a(A) < a(B).

3. a(A) = a(A).
4. a(NA) = |N.a(A), YIeR.

Démonstration. 1. Soit 0 € Ag. Alors, il existe (Bi)?:(? C E telle que
BcC iQIBi et diam B; < 6, Vi.
comme A C B, alors
AC ¢Q1Bi’ avec diam B; < 9, Vi.

Donc 6 € Ay.
2. AC BYEY Ay Ay = infd, < infdp  a(A) < a(B).

3. Comme A C A, alors d’aprés 1. Ag C Aa. D’autre part, Ax C Ax

alors Ay = Ay, et donc a(A) = a(A). Montrons que Ay C Ay En effet, soit
0 € Ay. Alors,

A(A;)iL, C E tel que A C QIAZ- et diam A <9, Vi.

Comme A C ,LnJlAi =
1=

1Cs

A; et comme diam (4;) = diam (A;) <, Vi, on obtient

=1

a(A) < alA).
4. Si A =0,

a(0.4) =a({0g}) =0
0.a(A) =0, car a(A) est fini.

Si A #£0, soit 0 € Ay. Alors,

J(A)7, C E tel que A C ,L_’”lei et diam A; <6, Vi=1,...n
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ceci implique

A C A(}@lAi) et A diam A, <\, Vi=1,...n

alors
A C ,QI(AAZ-) et |\ diam A; < [A|§, Vi=1,...,n
=
A C .QI(AAi) et diam AA; < A0, Vi=1,..,n
donc
A0 € Axa
=
a(AA) < |A\|o
et
aM) s
RY
Donc
A
M) 5 Vs e A,
RY
Donc
a(AA)
M < a(A
B a(A)
alors

<) Maintenant montrons que
|IAa(A) < a(AA).
On a par ce qui précede

1 1

0(4) = a({ (M) < [5o(0A)

donc

IAa(A) < a(AA).

Proposition 2.5.
1. a(A+ B) < a(A) + a(B).

2. a(A+{z}) = a(A).
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Démonstration. 1. Soite >0

d0€ As; d<alA)+e (2.1)

30" € Ag; ¢ < a(B)+e (2.2)
3(A;), C E tel que A C iQJlAi et diam A4, <46, Vi=1,..,n
3(B;)7, C E tel que B C j@lBj et diam B; <&, Vji=1,..,m
alors

A+BcC ,61 Gl(Ai + B;) et diam (A;+ B;) <5+06, Vi=1,.nVj=1,..m
1=17=

donc

5+5,EAA+B
= a(A+B)<do+¢

combinant et (2.2), on obtient
a(A+B) <o+ <a(Ad)+a(B)+ 2
e étant arbitraire,on a
a(A+ B) < a(A) + a(B). (2.3)

2. On a d’aprés .
a(A+{z}) < a(A) + af{z} = a(A)

Donc

a(A+{z}) < a(4) (2.4)
D’autre part
a(A) = a(A+{z} + {-2}) <a(A+ {z}) + of{ -2} < (A + {z})
Donc
a(A) < a(A + {z}) (2.5)

De et
a(A+{z}) = a(A).



2.1. Mesure de non compacité 18
3. Comme
A C co(4),

on a

a(A) < alco(A)).
Montrons que

alco(A)) < a(A).
Soit & € A4. Alors,

3(A;)7, C E tel que A C ,@lAi ot diam A4, <6, Vi=1,...n.
Par conséquent
co(A) C co(,L_leAi) et diam (4;) <9, Vi=1,..,n
et
co(A) C .QJICO(Ai) et diam co(4;) <0, Vi=1,..,n
ceci prouve
s ACO(A)
et
AA C Aco(A)7

impliquant que

alco(A)) < a(A).

[ |

Proposition 2.6. 1. a(A) =0« A est relativement compact.
2. a(A1 U As) = maz{a(Ar),a(As)}, VAL, As € Qp.
8. |a(A) —a(B)| < 2.H(A, B).

Démonstration. 1. =)
Suppossons que «(A) = 0. Soit € > 0. Puique «(A) = inf A, alors,

BeAdy: d0<alAd)+e

et comme a(A) = 0, il vient que

0 <e.
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de Ay = 3F(A), CE tel que A C -QlAi et diamA4; <6, Vi=1,..,n

= 3(A)L, CE tel que A C 'QlAi et diamA; <¢e, Vi=1,..,n

Autrement dit A est précompact.

Par conséquent A est précompact

et comme A est fermé dans 'espace complet E, elle est compacte.

Donc A est relativement compact.

Réciproquement, supposons que A est relativement compact, i.e A est compact.

Alors A est précompact. Pour tout ¢ > 0,
AN, CE: AC ,QlAi et diamA; <e, Vi=1,...n

ceci implique que

AC GlAl- et diamA; <e, Vi=1,...n
=

et donc
€ € .AA,
ainsi
a(A) <e, Ve >0

donc

a(A) <0
Or

0 < a(A),
et par conséquent

a(A)=0

2. Soient A, B € Q. Montrons que max{a(A),a(B)} < a(AU B).

Nous avons

ACAUB= a(A) < a(AUB),
et

BCAUB= «a(B) <a(AUB).
Donc

max{a(A),a(B)} < a(AU B).

Réciproquement, soit € > 0. Alors, par définition de 'inf

6 e Ay; 0 <al(A) +e,
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30" € Ap; 0 < a(B) +e.

de Ay = 3(A;)!, C Etel que A C -QlAi et diam A; <90, Vi

donc

diamA; < a(A) +€, Vi
alors

diamA; < max{a(A),a(B)} +e€, Vi
De méme,
§' € Ap = 3(B;)", C E tel que A C jQIBj et diam B; < &, Vj

donc

diamB; < a(B) +¢€, Vj
alors

diamB; < max{a(A),a(B)} +¢€, Vj.

on conclut que
p=n+m

AUB C (iL:JlAi) U (jL:JIBj) = Y Ch

avec
A, diam(A;) < max{a(A)} + e,
Ck = ou et dlamok == ou
B; diam(By) < max{a(B)} +e.
Ainsi
max{a(A),a(B)} +¢€ € Aaup
et donc

a(AU B) < max{a(A),a(B)} +e.
e étant arbitraire, nous déduisons que a(A U B) < max{a(A), a(B)}.

3. Soient A, B € Qg. Il suffit de montrer que
—2H(A,B) < a(A) — a(B) < 2H(A, B).

Montrons d’abord que
a(A) —a(B) < 2H(A, B).

Soit € > 0. Alors, 30, € Ax: . < a(A) +e.

5.€ A= I(A)", C Etel que A C QlAi et diamA; < 4., Vi
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alors,

diamA; < a(A) +¢, Vi (2.6)
Notons par p. = H(A, B) + ¢, et considérons ’ensemble 4
B ={ye B; dx € A;: ||y — x||p< pe}-

Alors,

En effet, soit y € B. On sait que

d(y,A) <sup d(b,A) = e(B,A) < H(A, B)

beB

= d(y, A) < pe,

dre A, dy,z) < pe,
alors et comme A C ,L_rlei alors x € YL_rleZ-, d’ot
Jie{l,..,n}; €A,

par conséquent
D’ou

Maintenant on va montrer que V7,
diamB; < 2(H(A, B) + 3¢ + a(A).

diamB§ = sup{||y1 — »2ll, v1,%2 € Bi},

Soient donc 1,y € Bf.
y1 € Bf = Jr1 € Ay, Iy — x[|< pae

Yo € Bf = Jug € A;, ||y2 — 22| < pte

Donc
|1 — 2] = [[(y1 — z1) + (21 — 22) + (22 — 3o
<y = @[ +H[zr = 2af[+Hy2 — 22|
d’ou par
< 24 + diamA;,

g — yol|< 2H (A, B) + 2¢ + a(A) + €.
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et
diamB; < 2H(A, B) + 3¢ + a(A),

par conséquent

2H(A, B) + 3e + a(A) € Ap,

alors

a(B) < 2H(A, B) + 3¢ + a(A),

ceci implique

a(B) — a(A) < 2H(A, B) + 3,

e étant arbitraire,on trouve que
a(B) —a(A) < 2H(A,B), VA, B € Qp.

On en déduit aussi que

a(A) — a(B) < 2H(B, A),

or H(B,A) =H(A, B) donc
a(A) — a(B) < 2H(A, B),

d’ou
—2H(A, B) < a(B) — a(A).

La preuve est ainsi achevée. [

2.2 k-set contractions

Soient (K, ||-||g), (F,||-||r) deux espaces de Banach et f : E — F une application.

Proposition 2.7. une fonction f est K-Lipschitzienne si et seulement siVA € Qg, diam (f(A)) <
k. diam (A).

Démonstration. =) On Suppose que f est k Lipschitz,ie, qu’elle vérifie

Vxl,a:Q - E, f(l’l) — f(.flfg)F < K. Tl — To'E (27)
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Soit A € Qp,ie, un sous-ensemble bornée de FE. Il faut vérifie que : diam (f(A)) <
k. diam (A).

diam (f(A)) = sup{d(z,2); z,2" € f(A)}sup{l|z = 2'l; 2,2" € {f(21), f(22)}}

Soient z, 2" € f(A),
alors dr, 2’ € A; z = f(z) et 2/ = f(2)
donc par (2.7)), on a

Iz = Zp= |lf(z) = f@)||p< bl = 2/
< ksup{||zy — 22| g, 21, 22 € A} = kdiam(A),
z, 7' étant arbitraires dans f(A), on conclut que
sup{l|z — ||lr;  2,2" € f(A)} < k. diam (A),

c’est a dire

diam(f(A)) < k.diam(A).

Réciproquement, on suppose que
VA e Qp, diam(f(A)) < k.diam (A). (2.8)

Soient x1, x5 € E. L’ensemble Ag = {1, 22} € Qp. On a
diam(Ag) = diam ({z1,22}) = sup{d(z,y); =,y € {x1,22}}
= sup{d(xy,x1),d(zs, 1), d(x1,21),d(T2, 22)}
: = sup{0,d(zq,x2)}

= d(&?l,ﬂfz)

= |lz1 — 22 B
De plus,
f(Ao) ={f(z); €A} ={f(x); =€ {z, 2t} ={f(21), f(z2)},
et donc

diam (f(Ap)) =sup{d(z,7); z,2' € f(Ao)} = sup{d(z,72); =z 2 €{f(x1),f(z2)}}
sup{0, d(f(z1), f(x2))}

d(f(21)), f(x2))

1f(z1) = f(z2)|F.

Prenaut alors au compte ([2.8)), on obtient

diam(f(Ao)) = || f(21) — f(22)||r< k.diam(Ao) = k|z1 — 22| &
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Définition 2.8. Si f est continue, bornée et pour k > 0 elle vérifie
a(f(A)) < k.a(Ahd), VAeQpg

alors on appelle f une k-set contraction.
e Si k=1, on appelle f une 1-set contraction .
e Sik <1, on appelle f une k-set contraction “stricte ”

e Si pour tous les ensembles A € Qg vérifiant a(A) > 0 nous avons a(f(A)) < a(A),

alors on appelle f une “condensing ”.

Proposition 2.9. Si f est k-lipschitzienne alors f est une k-set contraction.

Démonstration. Suposons que f est k-lipschitzienne. Alors
VA € Qp, diam (f(A)) < k. diam (A) (2.9)
Soit A € Qp et Soit § € Aa. Alors, I(A4;), C E tel que

AcC .L_’”leZ- et diam A; <6, Vi

= f(A) C f( 0 A;) = zQ1f(A’) et par diam (f(A;)) < k.6. Donc

i=1
k.6 € Agay,
et
J € 1A
AT
ceci implique que

1
Ay C E.Af(A),

et
o (4) < a(A)
donc
M) < o)
d’ou

Il s’agit donc d'une généralisation de la k-Lipschitzité. L’ensemble des k-set contrac-
tions est plus large que celui des applications k-Lipschitziennes. Ces derniéres ne sont
qu’un cas particulier, et les cotractions encore plus. Soient (E1, |||, ),(E2, |||z, ).et (Es, ||| z)

des espaces de Banach.
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Proposition 2.10. Soit f : Ey — E5 une ki-set contraction, et soit g : Fy — E3 une

ko-set contraction. Alors f + g est une (ki + Ks)-set contraction.

Démonstration. Par définition on a

f +g ZEl — E2
= (f +9)(@) = flz) + g(2).
Soit A € Qp,. Comme f est une ki-set contraction et g une kq-set contraction, alors

a(f(A)) < kra(A) eta(g(A)) < k2.a(A)

Donc
a(f(A)+alg(A)) < kr.a(A) + k.a(A)

et utilisant
a((f(A) + g(A)) < kr.a(A) + Kz.a(A)

autrement dit
al(f+9)(A) < (k1 + k2).a(A).
[ |

Proposition 2.11. Soit f : E1 — E5 une ki-set contraction, et soit g : Fo — E3 une

ko-set contraction. Alors gof est une (ki.kg)-set contraction.

Démonstration. On a
gOf IEl — E3
A gof(z) = g(f(z)).

Soit A € Qp,. Comme g est une ky-set contraction et f k; set contraction, alors

a(gof(A)) = a(g(f(A)))

N

ka.a(f(A))
< ka?lO./(A))
(kle)Oé(A)
= (ki.J).a(A).

VAN
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2.3 Application expansive et non expansive

Soit (X, d) un espace métrique et D C X.

Définition 2.12. Soit f: D — X une application.

(1) f est dite expansive, sil existe une constante k> 1 telle que
d(f(x), f(z") > k.d(z,2"), Vx,2' € D.
(2) f est dite non-expansive, si
d(f(x), f(2") < d(z,2'), Va,2' € D.
(8) [ est dite r-expansive, si

d(f(z), f(2) =2 ¢(d(z,2")) V2" € D;

ograveu 1 : [0, +oo[— [0, +00] est une fonction vérifiant 1(0) = 0 et (t) > t, Vt €
[0, +o0].

Examples.

1) Soit f:RT — RT définie par f(z) = 2™ + 4x + 5, pour tout x € Rt et n € N.
Alors pour tout z, 2’ € R*, on a
d(f(z), f(2") = [f(z) = f(&)] = 2" +4a+5—a" — 42’ — 5
=|(z —2)(z" ) + 22"+ 4+ 2 + 4z — )|
> 4|z — 2]
Par conséquent, f est une application expansive avec une constant k£ = 4.

2) f: Ry — R, définie par f(z) = l}ﬂ est une fonction non expansive pour la

constante £ = 1. Il suffit de voir que

d(f(x), f(2") = |f(z) = f(2)]
1 1
1+x_1+f|
(1+4) = (1+2)
(I+x)(142)
|z — 2]
(1+2)(1+2')

< e =4
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3) [ : Rt — RT, définie par f(x) = e est une application i-expansive telle que
_ 142
P(t) =t+ 5 t*

Il faut montrer que
T z’ / 1 712 ’
le* — e |>|x—x|+§.|x—x|,Vx,x eR.

Soient x, 2’ € R. Nous avons

e Six = a' clest trivial

min(x,z') = x
e Siz <2 alors | et

r

r=x —xr+x

donc

T T

_ex/‘ — ‘6 _em/—x—l—m’

e

= |e* — ¥ .7

= |e* — e~ (@) 7|

— |6min(x,:r’) _ 6|xfw’|.emin(:p,x’)|
— emin(r,z’) (€|a:—m'\ _ 1)

= e®(elr=1 - 1)

>e"(1+ |z — /| + 5]z — 2|2 = 1)
= e"(|z — 2| + 5.]z — 2'?)

e De méme si x > 2.

Proposition 2.13. Si f : D — X est expansive, alors elle est injective. D’ot elle est

bijective de D dans f(D).

Démonstration. Soient 2,2’ € X tels que f(z) = f(2'). Comme f est k-expansive, alors

or d(f(x), f(z")) =0, d’ou

=d(z,2")=0=x =21 [

Proposition 2.14. Si f : D — X est k-expansive, alors f~' : f(D) — D est une

contraction de constante %
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Démonstration.

fif(D) =D

y— ().

Ty =2 ey =fl).
Soient y,y’ € f(D). Alors, il existe x,2' € D, y)f(x) et vy = f(2'). Comme f est
k-expansive, alors
d(f(z), f(«") = kd(z, )
donc
d(y,y') = kd(f~'(y), f' (%))

Par conséquent
kd(f~H (), 1Y) < dly,y),

puisque k& > 1 d(f~'(y), () < d(f (), ') < dly,y).dy,y),dot f~" est

une contraction de constant % [ |



Chapitre 3

L’indice du point fixe et le point fixe

Avant d’introduire la notion de l'indice, notons que les travaux de Petryshyn [14], [15]
ont initié des étapes importantes dans ’établissement de la relation entre la théorie du
point fixe et I'indice du point fixe. Notons aussi que la théorie du point fixe a été fortement
influencée par les travaux de recherche concernant la notion du degré topologique qui est
en fait a l'origine de la notion de l'indice. Citons d’abord quelques théorémes de point

fixe.

3.1 Quelques théoremes de point fixe

Théoréme 3.1. (théoréeme de point fize de Banach)

Soit (X, d) un espace métrique complet non vide et soit f : X — X une k-contraction.

Alors f posséde un unique point fize.

Démonstration. (i) l'unicité :
On suppose qu'il existe deux points fixes z, 2" € X, ie. x # 2/, f(z) =z et f(2') =2/,
Comme f est une contraction, alors

d(f(x), f(2")) < k.d(z,2") < d(z,2")

car k < 1 et d(x,2") > 0 puisque z # 2
Or d(f(x), f(')) = d(z, '), d'on

d(z,2") < d(z,2"),
contradiction, donc z = 2.

29
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(ii) Existence :
On choisit un point 2y € X quelconque et on définit la suite z, = f(x,_1), on montre par
récurrence que d(,, Tpy1) < k™.d(zo, x1) pour tout n € N, Par conséquent
d(x, $n+p) Zﬁ;%) d(Tpik, Tnikr1)
SP kR (2, 21)
n S L KR d(xg, 1)

", llik]: .d(ZEo, l'1>

N

INININ

k
k

N

lk‘_i"k .d({lfg, $1)
Et donc d(zy, Tnyp) — 0 lorsque n — oco. Ceci exprime le fait que (x,,) est une suite de

Cauchy dans X, et comme X est un espace complet, il existe x € X tel que x,, — x.
Prenant en compte la continuté de f passant a la limite dans , z,41 = f(x,)
on obtient f(z) = .

i.e. x est un point fixe.

La contraction de Banach

Le suivant est un résultat de point fixe pour les applications expansives qui accompagne

le théoréme classique de Banach pour les contractions.

Proposition 3.2. (un théoreme de point fixe pour les fonctions expansives)

Soient (X, d) un espace métrique complet et D un sous-ensemble fermé de X. Supposons
que Uapplication f : D — X est expansive et D C f(D), alors il existe un point unique
z* € D tel que f(z*) = a*.

Démonstration. Comme f est expansive, alors, d’apres la (Proposition, I’applica-
tion f~': f(D) — D est une contraction de constante 1.

Or, D C f(D), de plus D est complet puisque il est fermé dans le complet X. En appli-
quant le théoreme du point fixe de Banach (Théoreme sur la restriction de f~' @ D,
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on déduit que f~! admet un unique point fixe dans D, ie,
JzeD: flia)=x

d’ot
AzxeD: z=f(x).

Le théoréeme de Banach ainsi que beaucoup d’autres concernent les fonctions définies
sur I'espace X a valeurs dans lui méme. Par contre, une fonction définie seulement sur un
sous-ensemble de X n’aura pas forcément de point fixe. Pour assurer I’existence de ce

dernier, des conditions supplémentaires sont nécessaires, par exemple :

Théoréme 3.3. ([1]) Soient (X,d) un espace métrique complet et K C X un ensemble
fermé. Soit f : K — X wune a-contraction. Supposons qu’il exviste xqg € K et r > 0 tels
que

B(zg,r) C K et d(xo, f(zo)) < (1 —a)r.
Alors f possede un unique point fize z € B(xo,r).

Théoréme 3.4. (théoreme de point fize de Schauder) Soit E un espace de Banach, et

f : B — B une application complétement continue. Alors f admet un point five dans B.

Théoréme 3.5. (théorémes de point five de Brouwer) Soit f : Brn — Bgn une application

continue. Alors f admet un point five dans Bgn.

Le théoreme de Brouwer est un cas particulier de celui de Schauder, puisque toute

7
application continue est complétement continue en dimension finie. Grace a ce qu’on
appelle "degrés topologique", on peut donner une preuve rapide et commune aux deux

théorémes.

3.2 Degre topologique

Pour plus de détails, voir [12],[9].
Soit © un ouvert de R". On définit C(Q) I'espace des applications continues f : Q — R®

muni de la norme

[/ lloo=sup | f(2) |-

e
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Soit yo € R* et considérons k() le sous-espace de C(Q2) défini par

B(Q) ={fe€C(Q): yo ¢ f(ON)};

{f €C(Q)/f(x) # yo pour x € ON}.

Définition 3.6. (définition axiomatique) Par degre topologique on entend la famille des
applications deg(.,Q,yo) : k(Q) — Z, définie pour un sous-ensemble ouvert et borné
Q C R" et satisfaisant les axiomes suivants :

(A1) (Normalisation) Si yo € €2, alors deg(I,$,y0) = 1, ot I est lapplication d’identité
dans R™;

(As) (Additivité) Soient Q1,Qy C  des sous-ensembles ouverts disjoints tels que yo ¢
F(2N\ (21 UQy)). Alors

de.g(f> Q7 yO) = deg(f‘Qila Qb yO) + deg(f’@v Q27 yO)a

(A3) (Invariance par homotopie) Si f,g € k(1) sont homotop, alors

d@g(f, Q> yO) = deg(g> Qa yO)

On appelle le nombre entier deg(f,Q,vo) le degré topologique (de Brouwer) de l'appli-

cation [ sur yo par rapport a Q.
Proposition 3.7. (Propriéte d’ezistence) Si deg(f,2,y0) # 0, alors il existe xo € 2, tel

que f(xo) = yo-

Cela veut dire que ’équation f(z) = yo admet une solution sur €.
Comme déja mentienné, grace a ce au degre topologique de Brouwer par exemple, on peut
donner une preuve rapide au théoreme du point fixe de Brouwer en haut (3.5)), comme

suit

Démonstration. Nous allons noter B = Br~. Nous avons
B=0BUB

e S’il existe un point fixe dans B, la preuve est terminé

e Sinon, cela veut dire que

Ve € 0B, f(z) # x. (3.1)
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Pour Q2 = B et yy = Ogn,
C(Q)=C(B)={f: B — R" f estcontinue},

K(Q) = K(B) ={f € C(B); Oz ¢ f(0B)}.

Nous pouvons vérifier que les deux fonctions Id (I'identité sur B) et Id — f appartiennent

a K(B). En effet,
e Id € C(B) (car Id : B — R" est continue), de plus Og» ¢ OB puisque -Ogn-gn = 0 # 1

Donc Id € K(B).
e [d — f est continue (parceque Id et f le sont), de plus Ogn ¢ (Id — f)(OB) car d’apres

Vo € 9B, f(z) # x, d'oi
Vo € 0B, v — f(x) = (Id - f)(z) # 0.

Donc Id — f € K(B).
De plus , les fonctions Id et Id — f sont homotopiques, il pourvoir ¢a suffit de prendre la

fonction continue

H:0,1] x B—R"
(t,x) — H(t,x) =z —tf(x).

Il est clair que :
eVx € B, H(0,2) = x; donc H(0,-) = Id,
eVre B, H(l,z) =x — f(x); donc H(1,-) = Id — f,
e H(t,-) € K(B), car Ogn ¢ H;(OB). En effet si on suppose le contraire, cela veut dire
que
dr € 0B, 3t € [0,1]; Ogn = —t.f(x)
ie,
dr € 0B, 3t € [0,1]; x =t.f(x)
r € 0B = ||z||gn =1
tel0,]]=0<t<1

f(2) € B= | f@)]an <1 = tllf @) <t

t.\\;@}”@f

[z]len= 1= [[tf(z)||gn=1 < [ f(2)[[en= 1 S st

Donc t = 1, dou x = 1.f(x) = f(x), ce qui contredit avec (3.1)) Par consiquent 0} ¢
H,(0B).
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Maintenant, en appliquant la propriéte d’invariance par homotopie (Az) pour f = Id et

g = 1Id — f, on obtient
deg(Id — f, B,0rn) = deg(Id, B, Ogn)
Mais d’apres la propriété de normalisation (A;),
deg(Id,B,0) =1

Donc on obtient

deg(Id — f,B,0) =1

et
d€g<[d_f7B70> 7£ 07

utilisant (Proposition [3.7) nous déduisons que 'application Id — f admet au moins un

zéro dans B, ie,

JreB: (Id— f)(z) =0.

0
v [f#)=0&x=f(z)

Autrement dit ,

f admet un point fixe dans B. [ |

Le degre de Brouwer est pour la dimention finie. Il existe d’autres types de degre
topologique, on trouve par exemple celui de Leray-Schauder pour la dimention infinie,
... etc. Ce dernier est un outil important en analyse non linéaire, permettant de montrer
I'existence de points fixes pour une application définie sur un sous-ensemble ouvert borné
d’un espace de Banach dans cet espace. Mais il existe de nombreux problemes pour lesquels
nous ne pouvons pas utiliser tout ’espace de Banach, mais plutot, un sous-ensemble

convexe fermé qui n’est pas un sous-espace vectoriel.

Il existe une généralisation du degres de Leray-Schauder, appelée indice (ou bien
indexe ou encore indexeur) de point fixe, qui a pour but de trouver des points fixes d’une
telle application. Dans ce qui suit, nous allons donner la définition de cet indice ainsi que

quelques unes de ses popriétés pour la classe des applications complétement continues.
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3.3 L’indice du point fixe

Soit E un espace de Banach, et soit X un retrait de E.

Théoréme 3.8. ([7]) Pour tout sous-ensemble ouvert borné U C X et toute application
compacte f : U — X sans points fives sur la frontiere OU, il existe un unique entier

i(f,U, X) satisfaisant les conditions suivantes :
(1) (propriété de normalisation ) L’entier i(f,U, X) =1 lorsque ou f est constante sur
U.
(2) (propriétée d’additivité) Soient Uy,Uy deuz ouverts disjoints de U tels que f n'a pas
de points fizes sur U \ (U U Uy), alors
i(f, U, X) =i(f,Us, X) +i(f, Uz, X)

ol Z(f,Uk,X):Z(f\Uk,Uk,X), ]{Z:LQ

(8) (propriété d’invariance d’homotopie) L’entieri(h(.,t),U, X) ne dépend pas du paramétre
t €[0,1], ot h : U x [0,1] — X est une application compacte et h(x,t) # x pour
tout x € OU et 0 <t < 1.

(4) (Propriété de permanance) Si'Y est un retrait de X et f(U) C Y, alors
i(f,U,X) =i(f,UNY,Y)

ou i(f,UNY,Y)=i(f\gey, UNY,Y).

Leentier i(f,U, X) est appelé lindice (ou bien l’indexe, ou encore indexeur) de points

fizes de f sur U par rapport a X.

Proposition 3.9.
i(f,0,X)=0.

Démonstration. Sion prernd Uy =0 et Uy = U

e ils sont disjoints car Uy NU, =0 NU = 0,

eonalU\ (U UlU,)=U\U = U,

et par hypothese f n’admet pas de points fixes sur QU. Il suffit d’appliquer la propriétée
d’additivité, on obtient

Z(vavX) :i<f7@7X)+i(f>U7X)

ce qui implique

i(f,0,X)=0.
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Proposition 3.10. Soit V' C U un sous-ensemble ouvert tel que f n’admet pas de points
fizes dans U \ V. Alors,
i(f,U,X)=14(f,V,X).

Démonstration. Sion prernd Uy =V et Uy = 0 :

e ils sont disjoints car Uy N Uy =V N0 = (),

e U\ (ULUly)=TU\V,

et par hypothese f n’admet pas de points fixes sur U \ V. 11 suffit d’appliquer la propriété

d’additivité, on trouve alors

i(f,U,X) = i(f,U, X)+i(f, Uy, X)
= i(f,V,X)+i(f,0,X),

et par la proposition précédente, ceci implique

i(f, U, X) =i(f, V. X).

Corollaire 3.11. (Propriéte d’existence)

Sii(f,U,X) #0, alors f admet un point fixe dans U.

Démonstration. On suppose que f n’admet pas de points fixes dans U. Comme f n’en
admet pas sur la frontiere U, alors elle n’en admet pas sur UU QU =U. Or U = U \ .

Donc, pour V = (), d’aprés la Proposition précédente
i(f,UX) =i(f,V.X) =i(f,0,X)

ce qui implique que

i(f,U,X) =0,

ce qui est contradictoire avec I’hypothése. On conclut que f admet un point fixe dans

U. [ |

La propriéte d’existence montre bien 'intéret de I'indice.
Cette notion d’index a été étendue a des classes plus larges comme la classe des k-set
contractions strictes, les applications expansives, ... etc. Pour plus de détatils voir ([11],
[6], [7]). Dans [8] les auteurs ont méme développé un nouveau concept d’indice. Ce mémoire

est une référence qui ouvre juste la porte pour ceux qui veulent s’approfondir.
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier la notion de mesure de non compacité, en particulier
celle de Kuratowski, qui permet de définir certaines classes de fonctions. Puis intruduire
la notion de I'indice de point fixe pour une classe de ces fonctions, et qui peut s’étendre
pour toutes les autres. La notion d’indice généralise celle du degre topologique. Les deux

concepts permettent d’étudier I'existence de points fixes.
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