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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K

p
B (a)
B,(a)
S,(a)

Q

AB,(@)
Klx]

K(X)

KI[x]]
AC)
ACNGIX]
1)

Ty

Fix(f)

SI(x))

N(f,7)

n(f, ")

Un corps.

Un nombre premier.

La boule fermée de centre a et de rayon r.

La boule ouverte de centre a et de rayon r.
La sphere de centre a et de rayon r.

La valuation p-adique.

La norme p-adique.

Anneau des entiers p-adiques.

Corps des nombres p-adiques.

La cloture algébrique de corps Q,.

Corps des nombres complexes p-adiques.
L’ensemble des fonctions analytiques sur B,(a).
L’ensemble des polyndémes sur K.
L’ensemble des fonctions rationnelles sur K.
L’ensemble des séries entieres dans K
L’'ensemble des fonctions entiéres sur C,.
L’ensemble des fonctions entieres transcendantes sur C,,.
Le module de maximum.

Le rayon de convergence d’'une série entiére.
L’ensemble de tous les points fixes de f.

La boule de Siegel maximum.

Le nombre des zéros de f dans la boule B; (0)

Le nombre des zéros de f dans la boule B,(0)



INTRODUCTION

L’étude de la dynamique d'une fonction rationnelle complexe est clas-
sique et elle a été initiée par Fatou et Julia dans les années 1910. Depuis ces
premiers travaux, et notamment dans les vingt dernieres années, la dynamique
des fonctions rationnelles complexes a connu un grand développement, méme
si des questions fondamentales comme la densité de I’hyperbolicité sont encore

ouvertes.

L’étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur des corps non-
archimédiens est plus récente ; voir [2], [5], [6] et [7]. Ce mémoire est consacré a
I’étude de la dynamique d"une fonction rationnelle dont les coefficients appar-
tiennent a C,. Parfois il est plus facile d’étudier la dynamique d"une fonction
rationnelle sur C, que sur Q,, car on profite du fait que C, est algébriquement

clos.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres et une introduction.

Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels sur un corps valué
(archimédien et non-archimédien). Ensuite, on construit le corps des nombres
complexes p-adiques C,, qui est la plus petite extension compleéte et algébri-
quement clos de Q,. Puis, on présente ces propriétés, qu’ils seront tres utiles

tout au long de notre étude.



Introduction

Le deuxiéme chapitre contient quelques rappelles concernant les sys-
temes dynamiques (f, U) sur C,, ot f : z € U — f(z) € U est une fonction
analytique et U = C, ou B,(a), a € C,. On présente les fonctions analytiques
complexes p-adiques et I'image d’une boule par une fonction analytique. A la
fin de ce chapitre, on signale quelques propriétés des systemes engendrés par
des fonctions analytiques au voisinage d"un point fixe (point fixe attractif, point

fixe indifférent, point fixe répulsif, bassin d’attraction et la boule de Siegel).

Dans le troisieme chapitre, on étudie le systeme dynamique (1, 2)-rationnel
az +b

Z2+cz+d
un seul point fixe zp = 0. On trouve que ce point fixe est indifférent, et on

associé a la fonction f(z) = oua,b,c,deC,eta#0,lorsque f admet

remarque que le systtme dynamique p-adique associé a la fonction f est di-
rectement lié & un autre systéme dynamique réel associé a une fonction ¢, ot
az
22 +a
sur chaque sphere invariante. On termine ce chapitre par 1’étude des points 2-

A = |al,. Puis, on étudie le systeme dynamique associé a la fonction f(z) =

périodiques de la fonction f (i.e, les points fixes de g = f?, pour p = 2, pour

p=3etpourp >5).



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR IANALYSE
P-ADIQUE

1.1 Corps valué

Un corps valué (K, || . ||) est un corps K muni d"une application || . [|: K — R qui
vérifie les propriétés suivantes
1. [[x[|> 0, pour tout x € K.
2. || x ||= 0 si et seulement si x = 0, pour tout x € K.
3. llxyll=llx|l.Ilyll, pour tous x,y € K.
4. [|x+yll<ll x| + [y I, pour tous x, y € K.
On dit que (K, || . |[) est non-archimédien ou ultramétrique, si de plus on a
4.) llx+ylI<max(|| x|, Il v II), pour tous x, y € K.

Si K est complet pour la distance induite par la norme || . ||, on dit que (K, || . [|)

est complet. Le groupe [K]| = {|| x ||; x € K*} s’appelle le groupe de valuation de K.

Théoreme 1.1 [3][8](Caractéristique non-archimédienne)

Soit (K, || . ||) un corps valué. Les conditions suivantes sont équivalentes

6



Généralités sur I’analyse p-adique

1. || . || est non-archimédienne.

2. [|n||£1,¥n € N* ( i.e, N est borné).

Preuve.

1. D"une part, on suppose que la norme || . || est non-archimédienne et on
montre par récurrence que || n ||[< 1,Vn € IN".
—Pourn=1,onaln|=|1]=1<1.

— On suppose que || n [[< 1 est vraie pour n > 1, et on montre que
ln+1]<1.
Ona

n+1l<max{llnl,IITl}<1,

donc

[[n|<1,¥neN".

2. D’autre part, on suppose que || n ||< 1, ¥n € IN* et on montre que || . || est
non-archimédienne. Comme || . || est une norme, il suffit de prouver

I'LTE ie|lx+y|I<max{ll x|l v I}, Yx,y € K. En effet,

Lx+y "=l Ge+ )" 1=l Y Chry ™ |
k=0

n
k k -k
<Y UGk Ix iy
k=0

n
<Y LAty I ar |l CE I 1,CE e NY).
k=0
Et comme

Il 2 ll< max{[| x [l 1 y I} et ||y ll< max{[] x [I, Il y I},

alors

Il 1< max{ll 2 0L 1y I et 11y I17< maxdll x 11, 11y )"
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Donc
lx+yll" < Zn:(maX(ll x|y )"
k=0
< (n+ D(max{ll x [, I y 11",
d’ot

Ix +y lI< (2 + )M max(ll x Il 1| y 11)-

Par passage a la limite quand n — +o0, on obtient

I x+y ll< max(|| x [, 1 y D),

alors || . || est une norme non-archimédienne .

Proposition 1.1 [8]

Soient a,x deux éléments d’un corps valué (K, || . ||), on a
lx=all<llal=llxl=llall.
C’est la propriété des triangules isocéles .

Preuve.

On suppose que || x —a||<|[a ||, ona
lxll=llx—a+all<cmax{llx—allllall}=|lall,
d’autre part, on a
lall=lla—x+x[<max{lla—xI,lx]
Simax{||x—al|l,|| x ||} =|| x —a ||, alors

lall<llx—all.
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C’est une contradiction avec ’hypotheése, donc
max{l[ x —a |l | x I} =[x [| .
Dot |l a <]l x ||, alors || x [[=]la . m

Lemme 1.1 [3][8](Normes équivalentes sur un corps )
Soit K un corps et || . |l et || . |l deux normes sur K. Les normes || . || et || . || sont

équivalentes (|| . |1~ . |l) si et seulement si

V(an)neNclKetaelK:anWa(:)anwa.
Al A2

Proposition 1.2 [3[][8]

Soit K un corps, || . |l1 et || . |l2 deux normes équivalentes sur K, on a
1. Ixlh<1le|x]|<1,VxeK
2. |x|h>1e|lx]|>1,Vxe K

3. Ixlh=1elx|L=1VxeK

Théoréme 1.2 [3]

Soient || . |l et || . |l» deux normes sur KK, on a I'équivalence suivante

I Th~ Il & 3 a >0 tel que || x[=[lx [If, Vx € K

Preuve.

On montre facilement que si || . ||; est triviale et || . [li~|| . [|>, alors || . ||, est aussi
triviale par conséquent, on a || x [|,=|| x II%,Vx e K.

On suppose que || . [ n’est pas triviale, il existe a € K — {0} tel que || a ||;# 1. On

prend || a [1< 1 (silla ||> 1 on prend @’ = a~') et on pose

lo
4 08 | a ||2.
log || a [lx
Donca > 0,car|la ;<1 =] al,<1(dapres 1 de la Proposition (1.2))). D’ou
1. Six=0,onall0[=0=[[0].
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. m .
2. Si0<|x|1<1,onnote, S ={r= z,m,n € IN', || x |[{<ll a |1}, alors on a
| x <[l allf,Vres

d’ou
m m

x X
I P hi<1 el P ll< 1.

Donc || x [[i<|l a [l x |I;<|| a ||l2. Par conséquent
m . .
S={r= —mn € NG [ x <] x Il2}-

Par l'introduction de log, on trouve

log |l a |l log |l a Iy
S=lre@QQ :r>——1={re@Q. :r> ——1.
req, log ||x||2} re@. log || x |lh
Alors { 1
ogllall _ log Il a1 —infs,
logllx|l. logllxlh
d’ou

logllal, logllix| _
logllal logllxlk

donc log || x |l2=log || x [If, (c-a-d || x [l2=[| x [I{).

. 1
3. Sillx |h>1,alors 0 <l x”! = e < 1, done | 7" o=l 7 I,
1
1
d’ot = ——, alors || x [b=[l x ||} .
Fxll i
4. Si|| x |l;=1, alors d"apres la Proposition (1.2) on a || x ||,= 1, donc
o logllall
Il x b=l x |¥= 1 ott @ = —2——2.
log |1 a Il

Proposition 1.3 [8]
Soit Q le corps des nombres rationnels et | . | la valeur absolue usuelle sur Q, alors

|| x||=| x |¢,Vx € Q, est une norme sur Q si et seulement si 0 < a < 1.

Preuve.
D’une part, on suppose que 0 < @ < 1, et on montre que || x [|=| x |, Vx € Q, est

une norme sur Q. Les deux premieéres propriétés de la norme sont évidentes,

10
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il suffit donc de vérifier I'inégalité triangulaire. Soit x, y € Q, on peut supposer

que | y |<| x|, alors on a

aIT a |y| a o |y|a
Ix+yl=lx+yl*<(xl+]yl :(|X|(1+m)) =l x| (1+m)

) a lyl @) o |y|a o o

<| x| (1+m)S|X| (1+(m)):|x| +|y|:”x||+||]/||

La premiere inégalité découle du fait que t* < t, pour t > 1, et la deuxiéme car
t*>t,pour0 <t <1

D’autre part, si @ > 1 1'inégalité triangulaire n’est pas satisfait. Par exemple

11+1]%=29>[1* +|1 = 2.

1.2 Lanorme p-adique sur Q

1.2.1 La valuation p-adique

Définition 1.1
Soit p un nombre premier et x € Z*, la valuation p-adique de x est le plus grand entier
naturel o tel que p* divise x i.e, v,(x) = max{a € N, x = p*y,y € Z}.

Par convention v,(0) = +oo.

Remarque 1.1

Six € Z:, alorsx =p*®y, ye Zou(p,y) = 1.

Proposition 1.4

Soienta,b € Z,ona
1. v,(a.b) = vy(a) + v,(D).

2. vy(a + b) > min(v,(a), v,(b)).

Preuve.

C’est évident, poura = 0 ou b = 0. Soienta, b € Z*, alors

11
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a =p%9Dxn,n €Z, et (n,p) =1 (ievy(a) = a),

b =p%O xny,n, €2, et (ny,p) =1 (ie v,(b) = p).

D’une part, on a

axb=p**F(n; xny)

ol p ne divise pas 17 X 1y, donc
vp(a X b) = a+ B = v,(a) + v,(b).

D’autre part, on a

a+b=p%?xn +p»® xn,

On suppose que v,(a) < v,(b)

Ona
a+b= pz;,g(a)(n1 + pvp(b)—v,,(a) % 1’12),
d’ou
vp(a + b) 2 vy(a) = min(v,(a), v,(D)).
[

Remarque 1.2

1) Pour tout a,b € Z.

vy(a) # v,(b) = v,(a = b) = min (v,(a), v,(b)).

§=%@—%@-

3) La Proposition (1.4) et la partie 1) de cette remarque restent vrais si on remplace Z.

2)Six = % € Q, alors v,(x) = v,(
par Q.

Exemple 1.1

1. Soit n = 945 = 3> x5 x 7, on a v3(n) = 3,vs5(n) = 1,v7(n) = 1 et v,(n) = 0,

pour tout nombre premier p ¢ {3,5,7}.

12
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36 36 36
2. On;; vz(%) = 1,03(%) =2, et 05(%) = =2, pour p ¢ {2,3,5}, on a
Up(%) =0.

3. Soitn =2+ p*+2xp°, onavy(n) =0, pourp > 2etvy(n) = 1.

Proposition 1.5 [§]
La valuation p-adique de (n'),so est donnée par

n—S5,(n) v

vp(n!) = 1 n>0

Ot S,(n) désigne la somme de chiffres de I'écriture de n en base p.

1.2.2 Lanorme p-adique

Définition 1.2
Soit p un nombre premier, la norme p-adique est I'application | . |,: Q — R, définit
comme suite

p @, si x #0
| x |p:
0, six=0

Exemple 1.2
1. x = 5p2 + 5p5 + 5p7’ Vp > 5, alors | x |P: p—Up(x) = p—z.

n—sP(n)

1 nsp(n)
2. Vne]N,IEIP:p T,

Proposition 1.6 [3/]

La norme p-adique est une norme non-archimedienne sur Q.

Proposition 1.7 [3]]

Soit x,y € Q, si | x |,#| y |, alors | x £ y |,= max(| x |,,| y |,).

Proposition 1.8 [8]

Deux normes | . |,, et | . |,, sont équivalentes si et seulement si p; = p,.

13
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Preuve.

Il suffit de considérer la suite (p!),»0. Cette suite converge vers 0, pour la norme
n — —n 3

| . |p, car | p] |p,= p; fand 0. Mais elle ne converge pas vers 0, pour la norme

| .|y, sipr #pa,car | p] [,=1#0,VYn>0. m

Théoréeme 1.3 [8/(Ostrawski)
Toute norme || . || non triviale sur Q est équivalente soit a une norme p-adique | . |,,

soit a la valeur absolue usuelle sur Q.

Preuve.
On suppose que || . || est une norme archimédienne, c’est-a-dire qu'il existe
k € N*tel que || k [[> 1. Comme || x.1 ||=|[x || . || 1 ||, il vient que || 1 ||= 1, et

d’apres l'inégalité triangulaire on a

k=1+1+1+.+1=k|<||1]|+.+I1||=1+1+..+1=k
—————

kfois kfois kfois
et de plus, il existe a €]0, 1] tel que I'on ait || k [|= k*. Soit m € IN*, on peut écrire

m en base k sous la forme

n

m= Zaiki, avec a; €{0,1,2,...,k—1}, et a,#0
i=0

de telle sorte que 'on am > k" > 0. Comme || g; [|< a; < k—-1,Vi = 0,n, et

|| k' |=| k ||I'= k*, on obtient la majoration
Pl =Y ek l< Y a1 < ) (k= DR = (k= 1) ) k™
=0 =0 pary pary
B (ka)n+1 -1 (ka)n+1 o k=1 - R
= (k=D < (k= Dy = ()R < e,
Kok — 1)

ou la constant ¢ = est indépendante de m. On peut appliquer cette

ke -1
inégalité a m", ce qui nous donne || m ||"< c.m", prenant la racine n-i eme de
cette inégalité et passant a la limite, on trouve

|| m ||I< m*,¥Ym € IN". (1.1)

14



Généralités sur I’analyse p-adique

L'inégalité (1.1)) est une égalité si || m ||> 1 car, d'une part, on a

log || m || <a log Il & I

1.2
logm logk (1.2)
D’autre part, par symétrie, on déduit que il existe &’ €]0,1] tel que
log || k , log||lm
g |l ”s(x _ loglmll (1.3)
log k logm
og [l m || , . @
DoncdeetontrouveW a,d’ot, Ym € NY, || m ||l=| m |* .
plus, || 0||l=0=[0|*, donc Vm € IN,|[ m ||= m* =| m |* et, pour tout m € Z' — N,
ona-n € Ndonc|| —n ||=| —n |* alors || n || | n |*. Et aussi, pour tout x € Q
[24
alors x = Z oua€e”Z,beZ,donc| x||= || - ||= ”ZH :Z:“ =| % |*=| x |, alors
d’apres la Proposition (1.3), || . || est equlvalente a la norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a || / [|< 1 pour tout nombre premier /. Comme on
a supposé || . || non trivial, il existe au moins un nombre premier p tel que
| p lI< 1. S’il existe un autre g, alors d’apres le théoreme de Bezout, on peut

trouver u,, v, € Z telle que l'on ait u,p" + v,4" = 1. On obtient donc

L=l 1=l unp” + vag™ |
| | I ol | e |
<P+ 1g"

Ce qui estimpossible pour 1 assez grand , il existe donc un seul nombre premier
ptel que || pll< 1et]l .|| est équivalente a la norme p-adique. Ce qui termine la

démonstration. m

1.3 Le corps des nombres p-adiques Q,

Le corps Q n’est pas complet pour la norme p-adique | . |, , on note

Q, son complété, la norme p-adique s’étend de maniere unique en une norme

15
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non-archimédienne sur Q,, comme suite
Vx € Q| x|,= nlirpm | % |,
ol (x,)x=0 une suite de Cauchy dans de Q.

Proposition 1.9 [§](Développement de Hensel)

Tout x € Q, admet un unique développement de Hensel x = Z ap"on0<a, <p-1
n=nop
et ng € Z, si ay, # 0 alors ny = v,(x).

Exemple 1.3

Le développement de Hensel de x = =1 est donné par
+0o
“1=) (p-Dpf = .(p-Dp - D(p - D).
k=0

Définition 1.3
L’ensemble des entiers p-adiques est défini comme suit

+0o0

Z,={xe€Q, x= Zaipi}.

i=0

C’est-a-dire

Zp ={xe Qp/ | x |pS 1} ={xe Qp/ Up(x) > 0}
Remarque 1.3

Les corps des nombres p-adiques Q, est défini par

a

Q, = {b' a,beZyeth #0}.
L’ensemble des entiers p-adiques inversibles est donné par

Z,= xeZ, |x|,=1}={xeZ, v,(x) =0}.

16



Généralités sur I’analyse p-adique

Exemple 1.4

1 1
1. Onal2 =27, alors| V2 |,=| 2 |2%: 27, et comme 5 ¢ 7, alors V2 ¢ Q,,

2.¥p 23, V2|,=12 i= 1} = 1, donc V2 € Z,

3. Onal| V2-1 b=l V2 +1 |,=1,Yp — premier. En effet

-Pourp=2,0na
| V2 =1 =] V2+1 = max(| V2 Io,| 1) =1, (car | V2 |,<| +1 |,).
-Pourp +#2,0na
| V2 -11,€ Z,, (car | V2=1],< max(| V2|, |-1],) = 1),
et

| V2+11,€2Z,, (car | V2 +1],<max(] V2|, [1],) =1).

Et comme on a
| V211, x| V2+1],=[(V2)>-12|,=|2-1],= 1],= 1.

Donc

| V2=11,=l V2+1,=1.

Théoreme 1.4 [8/( Lemme de Hensel )
Soit F(x) = ¢o+ c1X + Cox* + ... + ¢ux" € Z[x] (i.e un polyndme oil ¢; € Z,, Vi = 1,n).
Si il existe ag € Z,, tel que

F(ao) = O[p]

F'(ao) # 0[P],

alors

Fa)=0
d'a € Z, telque

a = ap[p].

17
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Exemple 1.5
On pose F(x) = x* + 1 dans Z,, donc F'(x) = 2x. Pour ay = 2, on a F(2) = 5 = 0[5] et
F'(2) = 4 # 0[5], donc d’apres le Lemme de Hensel

A'la € Zs tel que F(a) = 0 et a = 2[5]
ie,Aa€Zs telque a*> = -1, alors V-1 =a € Zs.

Théoreme 1.5 [8]
Soit F(x) = Y, cix' € Z[x], on a I'équivalence entre
i=0
1. F(x) possede une racine dans Z.,.

2. F(x) posséde une racine entier (mod p*), ¥k > 1.

Définition 1.4
Soit a € Z un entier non divisible par p (i.e p  a). On dit que a est un résidu quadra-

tique (mod p) (p # 2), si 'équation x* = a[p] possede une racine dans {1,2, ...,p — 1}.

Proposition 1.10 [§]

Soit a un entier tel que p + a, on a I'équivalence entre
1. aest un résidu quadratique (mod p).

2. a possede une racine carrée ay € Z,, (p * 2).

Preuve.
1 = 2) Soit F(x) = x*> — a, alors on a F/(x) = 2x. D’une part, a est un résidu
quadratique (mod p), alors day € {1,2, ..., P — 1}, tel que a_oz = a[p]. Dot F(ap) =
ay —a=0[pl.
D’autre part

F'(ag) = 2ay # O[p] (car p # 2).

Donc d’aprés le Lemme de Hensel dlay € Z, tel que F(ap) = 0, alors aé = qa.
C’est-a-dire a posséde une racine carrée a9 dans Z,.
2 = 1) On suppose que a n’est pas un résidu quadratique (modp), donc

Vag € {1,2,...,.p— 1}, a5 # alp].

18
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D’ou

a; —a #0[p],Yap € {1,2,....,p — 1}.
Et comme on a p + g, alors a # 0, et 0> # a[p], donc

ag —a % O[p], Yao € {0,1,2,...,p — 1}.

Alors F(ag) # O[p], d’ou d’apres le Théoreme (1.5), F(x) ne posséde pas une

racine dans Z,,, donc a ne possede pas une racine carrée dans Z,,. m

Proposition 1.11

Soit f(x) = x*> —aeta € Z,. Si x, est une racine de f dans Qy, alors x, € Z,,

Preuve.
On suppose que ¥, est une racine de f dans Q,, alors f(xo) = 0 (i. ¢, x5 —a = 0).

Donc x5 = a,d’ott | xg If;:l al,=1. Cest-a-dire | xo [,= letx, € Z;. m

Exemple 1.6
Soit F(x) =x*+1€ Zs[x],ona3 +-1,3#2et

12=1%-1[3]
22=4%-1[3],

alors, =1 n’est pas un résidu quadratique (mod 3), donc d’apres la Proposition (1.10)
on a =1 ne possede pas une racine carrée dans Z3. Comme —1 € Z;, alors d’apres la

Proposition (T.11), ona V-1 ¢ Q.

1.3.1 Propriétés de Q,

Proposition 1.12 [3]][8/]

P1. Unesuite (a,)nso est de Cauchy dans Q, si et seulement si lim | a,.,—a, |,= 0.
n—+00

P2. Si lim a, =a # 0, alors il existe ng € N tel que | a,, |,=| ay, |,, Y1 = no.

n—+oo
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P3. Une série Z a, converge dans Q, si et seulement si lim | a, |,= 0. De plus,
n—+oo

n>0

onaIZan IpSIil;anlan lp -

n=0

Exemple 1.7

z . 4
1. La série Z p" converge dans Q, car

n>0

lim |p* |,= lim p™ = 0.

n—+00 n—+oo

Mais cette série diverge dans R car

lim |]0”4 |= p”4 = +o00.

n—+oo

: 1 .
2. La série Z = est diverge dans Q,. En effet
n>1

1
— |,= lim p%® %0,

n—+oo nZ n—+oo

Car po) = p®»") > 1. Mais cette série converge dans R d’apres la regle de

Riemann.

Proposition 1.13 [3]

Soit a € Qyetr €]0, +00], on a les propriétés suivantes

P1. Lasphere S,(a) = {x € Q,,| x —a |,= 1}, est un ensemble ouvert et fermé dans
Q,.

P2. Toute boule ouverte B.(a) = {x € Q,,| x —a |,< 1}, est un ensemble fermé
dans Q,.

P3. La boule fermée B} (a) = {x € Q,,| x —a |,< r}, est un ensemble ouvert dans
Q,.
P4. Tout point d'une boule est un centre de cette boule.

P5. Deux boules de Q, sont disjoints ou 'une est contenue dans I'autre.
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Preuve.

Soient a,b € Q,, et r, 7y des réels positifs.

P1.

P2.

P3.

P4.

Pour montrer que S,(a) est un ensemble ouvert on montre que
VYx € 5,(a),dB,,(x) C 5,(a).
Soit x € Q,, on choisit rq tel que 7y <7, on a

YEB,(x) =ly—x|,<ro<r
Sly—xlp<lx—al,
>Sly-a+a-x<|lx—al,

= (y—-a)—(x—a)l<[x—al,.

D’apres la Proposition (1.1) on obtient| y—a |,=| x—a |,= r, alors y € S,(a)
ce qui montre que S,(a) est un ensemble ouvert. 5,(a) est fermée d’apres

la théoreme générale de espace normés.

On a

Cg’:a) ={xeQ,|x—al>r
={xe€Q,lx—al,>r}US.(a)

= cf)i @y s, @).

Comme S,(a) est un ensemble ouvert d’apres P1., et la boule B; (a) est un
ensemble fermé. Alors Cg;“) est un ensemble ouvert. Donc B,(a) est un

ensemble fermé.

On a
B:r(a) = B,(a) U S,(a).

Comme S,(a) est un ensemble ouvert d’apres P1., et B,(a) est un ensemble

ouvert. Alors I'union de deux ouvert est ouvert.

Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que

Vx € B,(a), B,(a) = B,(x).
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(a) Soit y € B/(a), donc | y —a [,< r, d’autre part on a
ly—xl=ly-—a+a—-x|,<max{ly—al,|x—al}<r

D’ou y € B,(x), alors B,(a) C B/ (x).

(b) Soit y € B,(x), donc | y — x |,< r, d’autre part on a
ly—al=ly—x+x—al,<max{ly—x|,lx—al}<r

D’ou y € B,(a), alors B,(x) C B,(a), donc B,(a) = B,(x). On fait les

méme étapes pour montrer que si x € B; (a), on a B; (a) = B} (x).

P5. Soient B/ (a) et B} (b) deuxboules de Q,,. On suppose que B; (a)NB;, (D) # 0,

pour tout r et ry € R}, et on montre que
B/ (a) C B} (b) ou B, (b) C B/ (a).

On suppose que r < 1y, soit x € B (a) N B; (b) on a x € B/ (a) et x € B (D).

D’aprés P4., on a
B/ (a) = B} (x) et B, (b) = B; (x).

Mais B; (x) C B (x), donc B} (a) C B, (b).

14 Corps des nombres complexes p-adiques C,

Un corps K est dit algébriquement clos si chaque polynéme P(x) dans

K][x] admet des racines dans K.

Le corps Q, n’est pas algébriquement clos pour tout p premier. Par

exemple on considere le polynome

P(x)=x"-p’ € Q,[x].
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Supposons que les racines de P(x) sont dans Q,, alors

X-p=0ex=p
5_ -7

elxl=p

-7

@lxlp:IjS

7
< Up(x) = 5/

donc v,(x) = g ¢ Z, est une contradiction avec v,(x) € Z, pour tout x € Q,.
D’ot1 les racines de P(x) ne sont pas dans Q,, alors Q, n’est pas algébriquement
clos.

Soit @ une cloture algébrique du corps Q,. La norme p-adique s’étend
de maniere unique a @ mais ce corps n'est pas complet. Son complété, le
corps des nombres complexes p-adique est alors noté C,, c’est un corps complet et
algébriquement clos.

L'ensemble | Q;, | des valeurs prises par la norme p-adique sur Q}, coincide
avec I'ensemble pZ des puissances entieres de p, celui des valeurs prises par la

norme p-adique sur Q;, est égal a p©, et ceci reste vrai pour C,.
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CHAPITRE 2

SYSTEMES DYNAMIQUES SUR Cp

Dans ce chapitre on rappelle quelques faits connus concernant les sys-
témes dynamiques (f, U) sur C,, ou f : z € U — f(z) € U est une fonction
analytique et U = C, ou B.(a), a € C,.

Pour f : U — U une fonction analytique, on note f"(z) = (f o f o ... 0 f)(z).
~—_—

2.1 Fonctions analytiques complexes p-adiques

2.1.1 Séries entiéres dans Cp

Dans cette section, on étudie les séries entieres complexes p-adiques et

les fonctions analytiques dans C,,.

Définition 2.1
Une série entiere dans C, est une série de la forme Z a,z", oit (a,),>0 est une suite des

n>0
nombres complexes p-adiques appelée suite de coefficients.
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Définition 2.2 (Le rayon de convergence)
Le rayon de convergence d’une série entiere Z a,z", qu’on le note 1 est défini par
n>0
re=supl|z|,,z€C, et Zanz” converge } € R" U {+co}.
n=0

De plus, le rayon de convergence est calculé par la formule

1

~ lim sup +/| a, Ip'

n—+00

Proposition 2.1 [8]]

Soit Z a,z" une série entiere, ol a,, € Coet0<rf<+00.0Ona
n=>0
1. Size C, tel que| z |,< r¢, alors la série ) a,z" converge.
p P>t
n>0
2. Siz € Cytel que | z |,> r¢, alors la série Z a,z" diverge.
n>0

3. Siz € C, tel que | z |,= r¢, alors on peut avoir

e Si lim |a, |, r? = 0, alors la série Z a,z" est converge sur la totalité de la

n—+oo

n>0
sphere S,,(0).
e Si lim |a, |, r; # 0, alors la série Z a,z" est diverge sur la totalité de la
n—+o0o
n>0
sphere S,,(0).

Remarque 2.1

Le domaine de convergence d’une série entiere p-adigue est toujours une boule.

Exemple 2.1
+o00 Zn
1. Soit la série Z ) dans Cp[[z]], on a
n=1
an = i donc |a, |,= 0p(n?) _ 2.05(n)
"o nlp=p =p .
D’ou
1 1
Tf = 1. % = 1. ZL(n) — 1‘
lim sup |a, [y lim supp=
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De plus, pour | z |,= 1, on a

z" 1 2
|55 b=l — bl z [=p*® 2 1.

+00 ~N
Donc la série 21 % converge sur B, (0) = {z € C,, | x |,< 1}.
n=
+00
1) 2n —1)"
2. Soit la série cos,(z) = HZ:O‘ ( (231)2! dans Cy[[z]], on a a, = ((271;! :
Donc
_ (_1)” _ Zn—Sf;(Zn)
| ay |,=I W b=p 77
D’out
1 1 1 2n—Sp(n)
= = Jim sup |y [ = fim supp=r =)
= lim suppﬁ(l_@) = pl%.

n—+oo

_1 i s S
Doncrg = p 7. Deplus, pour | z |,= r¢ la série diverge. D’oil la série converge

sur la boule B, (0) = {z € C,, | z |,< p_r%}.

2.1.2 Fonction analytique dans C,

Définition 2.3
La fonction f : Bf (0) — C, est analytique sur B} (0) pour tout r > 0, s’il existe une

suit (by)n=0 C C, telle que | b,r" [,— 0, et ona

Vz e B} (0), f@) = ) bu2"

n>0

Définition 2.4
La fonction f : B,(0) — C, est analytique sur B,(0) oit r > 0, sil existe une suite

(bu)nso C C, satisfaisant | b,p" |,— 0, pour 0 < p <, et telle que

Vz € B,(0), f(z) = Z b,z".

n=0
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Remarque 2.2

1. Une fonction de variable complexe p-adique définie sur la boule B,(0) est dite
analytique sur cette boule lorsqu’elle admet un développement en série entiere

en tout point de B,(0).

2. Sir = +oo,alors f est analytique sur tout C, et on dit que f est entiere.

Exemple 2.2
Soit f(z) = Z p”4z”,z €C,ona
n=0

1 1

" lim ¢ lim p—*
ngrpm Vianl, ~ hm p

4 . .
Alors ), p" 2" est convergente sur C,, donc f est une fonction entiere.
n=0

Définition 2.5 ( Zéros d’une fonction analytique)
Soit f une fonction analytique non nulle sur une boule B,(0), on dit que o € B,(0) est

un zéro de f si f(a) = 0.

Notation 2.1
On note A(C,) I'ensemble des fonctions entieres sur C,, et A(B,(0)) 'ensemble des

fonctions analytiques sur la boule B,(0).

Définition 2.6
Soit f(z) = )}, a,z" € A(B;(0)) oit r > 0. On définit le module maximum de f par
n>0

la formule

— n
Ifl(r)—rgga(JXIanlpr.

Proposition 2.2 [4]
Soit f(z) = ), a,z" € A(B;(0)) oit r > 0. L'application

n=0

r—| f1(r) = max | a, |, r"(module maximum),
nx

est une norme ultramétrique sur A(B; (0)).
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Si f est une fonction analytique sur B,(0), on a

I flI= sup | f@@) =l f 1 (),

ze€B(0,7)

cette relation est appelée égalité de Cauchy.

Proposition 2.3 [4]

Soit f € A(B,(0)) avec r > 0, une fonction non nulle. Alors
1. La fonction | f | (r) est continue et croissante.

2. Si f aun zérobdans la boule B,(0), la fonction | f | (v) est strictement croissante

pour r >| b |,

Notation 2.2

On note

1. N(f,r) le nombre de zéros de f dans la boule B} (0) (le plus grand entier tel que

max | a, |, " atteint ).
n>0

2. n(f,r) le nombre de zéros de f dans la boule B,(0) (le plus petit entier tel que

max | a, |, 1" atteint).
n=0

2.2 Image d’une boule

L'image d’une boule fermée B (0) par une fonction analytique est une
boule de méme nature et I'image d"une boule ouverte B,(0) par une fonction

analytique est aussi une boule de méme nature.

Théoreme 2.1 [4]
Soit f(x) = ), a,z" € A(B;f(0)) et soit t = max | a, |, r". Alors

n>0 n>1

f(BS(0)) = B{(ap) et | f—agl|(r)=t.
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Preuve.

D’apres la Définition de module maximum on a
—ap | (r) =max|a,|, " =t
| f=a0] () =max|a, |,

De plus, d'une part, il est clair que f(B;(0)) est inclus dans B/ (ay) car si y €
f(B;(0)), alors il existe zy € B,(0) tel que y = f(zy), d’ox

|y —ao lp=| f(z0) —ao |, < sup | f(z) —ao |,

z€B} (0)

=|f—ao|(r)=r{11§1><|anlpr”=t,

donc vy € B/ (ap).

D’autre part, on prend b € B/ (a)) et on considere la fonction

9(z) = f(z) —b=ay —b+Zanz”.
n=1

D’ailleurs, le Théoreme (2.1) est trivial quant ¢ = 0, donc on peut supposer
t>0.Dou

lap—Db,<t=max]|a,l, ",
n>1

alors d’apres I’hypothese on a N(g,r) > 1. Ensuite, g admet au moins un zéro

dans B; (0) et donc b appartient a f(B; (0)). m

Corollaire 2.1 [4]
+00

Soit f(z) = ). a,z" € A(B,(0)), et soit t = max la, |, p" o0 < p <r.Sit>0,alors
n=0 nz

f(By(0)) = Bi(ao)-
Théoréme 2.2 [4]

Soient f € A(C,) non constante et b € C,. Alors f — b admet au moins un zéro dans
C,. De plus, si f € A(C,) \ C,lz], alors f — b a une infinité de zéros dans C,,.
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2.3 Systeme dynamique associé a une fonction ana-

lytique sur C,

Définition 2.7
Soit f :z € U — f(z) € U une application. On dit que z, € U est un point fixe de f

St

f(Zo) = Zp.

L’ensemble de tous les points fixes de f est noté Fix(f).

Remarque 2.3
D’apres le Théoreme (2.2), si f € A(C,) \ Cplz], alors f a une infinité de points fixes.

Définition 2.8
Le point fixe z est appelé un attracteur, s’il existe un voisinage U(zo) de z tel que
pour tout point z € U(zp), lim f"(z) = zo.

n—+oo

Si zg est un attracteur alors son bassin d’attraction est
A(zo) = {z € C,, f(z) — zo,n — +00}.

Définition 2.9

Le point fixe z, est dit indifférent, s'il existe un voisinage U(zo) de z, tel que
| f(2) = 2o |,=| z = 20 |, Yz € U(z).
Le point fixe z, est dit répulsif, s’il existe un voisinage U(zo) de zy tel que
| f(z) =20 |,>| 2 — 20 |, Yz € U(20), z # 2o.

Définition 2.10

La boule B.(zy) est dite une boule de Siegel, si chaque sphere S,(zo) oit p < r est une
sphere invariante de f(z), (i.e si z € S,(zo) alors tous les points itérés f"(z) € S,(zo)
pour toutn =1,2,...).

L'union de toutes les boules de Siegel avec le centre en z, est dite une boule de Siegel

maximum et est notée SI(z).
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Proposition 2.4 [/]
Soit zy un point fixe d’une fonction f(z), on pose A = f'(zo) (le multiplicateur). On

a la classification suivante

1. Si| A |,< 1 alors zg est attractif. De plus, si A = 0, alors on dit que z est

super-attractif.
2. Si| A |,= 1alors zy est indifférent.

3. Si| A |,> 1alors z est répulsif.

Exemple 2.3
Soit f(z) = kzn:O mz" € Cylz], alors £(0) = 0siag = 0, donc zo = 0 est un point fixe de
f,etona f'(z) = i kayx*=1, alors f'(0) = ay, d’oi

o Si|a|,< ]iz,lalors le point O est attractif.

o Si|ay |,=1, alors le point 0 est indifférent.

o Si|ay |,> 1, alors le point O est répulsif.

De plus, sia; = 0 alors A = f'(0) = 0 et on dit que 0 est super-attractif.

Proposition 2.5 [7](Lemme de Schwarz)
Soit f une série de la forme f(z) = z(ay + az + ...) et r < ry, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes
1. | f'(0) [,< 1.
2. |ag |, ™ <1, pour tout k> 1.
3. f(B,(0)) c B,(0).
De plus, si | f(0) |,< 1 alors B,(0) C A(zo).
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CHAPITRE 3

SYSTEMES DYNAMIQUES
(1,2)-RATIONNELS P-ADIQUES

Dans ce chapitre, on étudie le systeme dynamique associé a la fonction

(1,2)-rationnelle f : C, — C, définie par

B az+b
224+cz+d’

f(z) a,b,c,de C,eta+0. (3.1)

—c+ V2 -4d

ouz#z,=
Pour calculer les points fixes de f, on résout 'équation f(z) = z. Ce qui équivaut
a l’équation suivante

2+ +d-a)z-b=0. (3.2)

Comme C, est algébriquement cl6s, alors 1'équation peut avoir trois solu-
tions avec I'un des cas suivants

1. Une solution multiple trois fois.

2. Deux solutions ( une solution simple et I’autre multiple deux fois).

3. Trois solutions distinctes.
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La trajectoire issue d’un point z € C, est la suite des points z, = f"(z)
ou n > 1. Dans cette section, on étudie le comportement des trajectoire d'un
systeme dynamique (1, 2)-rationnel arbitraire dans le corps des nombres com-
plexes p-adiques C, lorsque f admet un seul point fixe, c’est-a-dire on considere
le cas (1.).

Le lemme suivant donne un critére sur les parametres de la fonction (3.1

garantissant 1'unicité de son point fixe.

Lemme 3.1 [12]
La fonction (3.1)) admet un point fixe unique si et seulement si

—C d—a —C d—a
?_—1/ 3 = Vb ou ?—\/ 3 = Vb. (3.3)

Nécessité, on suppose que la fonction (3.1) possede un seul point fixe zy, alors

Preuve.

I'équation (3.2) peut s’écrire sous la forme

Z+ct+d-a)z—-b=(z-z2)°

=2% - 32%2 + 3223 — zg.

En comportant, on obtient

-3zp=c
3z0=d—a
23 =-b

Ce qui donne

—C d—a 3
= — =+ = b
Zo 3 + 3 \/_

Suffisance, on suppose que les coefficients de la fonction (3.1) vérifient (3.3).
2

i =% etd=%
En substituant b = > etd = 3 +a, donc
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3

az—%
f(z) = > , a#0, a,ceC,. (3.4)
izt +a
D’ou
2 3
f(z):z®z3+czz+(%+a)z:az—%
2 3
Spe+ S S
&z +cez 32 > 0

Cy =
(:)(z+3) 0.

Ainsi f(z) a un point fixe unique z = 3.

Il résulte de ce lemme que si la fonction a un point fixe unique point
alors elle est de la forme (3.4). On étudie donc le systeme dynamique (f,C,)
avec f est donné par la forme (3.4). Le cas ¢ € C, est étudié par U.A.Rozikov,
I.A.Sattarov et S. Yam (voir [11] et [12]).

Dans ce qui suit, on considere le cas ¢ = 0 dans (3.4). Par conséquent, on étudie

le systeme dynamique de la fonction suivante

az
Z2 +a

f@) =

, a#0, aeC, tel que z2#24,% = +V-a. (3.5)

Conséquence 3.1

1. La fonction a un seul point fixe zg = 0.
2. Le point fixe zy = 0 est indifférent (car f'(0) = 1).
3. 1l découle de (3.5) que

lal,
| f(2) =20 l,=| f(2) =]z lp —5—— (3.6)

P |z2+alp
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On prend A =| a |,, alors

A
| f) =1z |, Zral

Notation 3.1
Notons
P={zeC,dne N, f"(z) € {Z1, 22}}. (3.7)

Le systeme dynamique p-adique associé a la fonction (3.5) est directement lié au systeme

dynamique réel associé a la fonction @4 : [0, +oo[— [0, +oo[ définie comme suit

r, sir< VA
pa(r) =LA, sir=VA

A

— sir> VA

oil A* est un nombre positif tel que A* > VA.

Lemme 3.1 [12]

La fonction @4 vérifie les propriétés suivantes
1. Fix(pa) = {r, 0<r< VAJU{VA, si A= VA).
A
2. Sir> \/Z, alors (le(I’) = - pour tout n > 1.

3. Sir= VA et A*> VA, alors goZ(\/Z) = % pour tout n > 2.

Preuve.

1. D’apres la définition de @4(r) on obtient
« Pourr < VA, ona @a(r) =r,donc r € Fix(ga).
+ Pourr= VA et A* = \/Z,ona(pA(\/Z) = A" = VA, donc
VA € Fix(pa).
« Pourr= VA et A*> VA, ona @a(r) = A" >r,doncr ¢ Fix(pa).
« Pourr > VA, ona Qa(r) = é # r. Car sinon on a é =r,alors A = 1?

ie VA = r, contradiction, donc r ¢ Fix(qa).
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D’ou

Fix(pa) = {r, 0<r< VAJU{VA, si A" = VA}.

2. Sir> \/Z, alors

A
Pa(r) = P
0 = 0a@a) = pa() = 2, (@r £ < V)

A A A
L (r) = @ pa(n) = (pg‘l(7) =—, pour tout n>2 (car7 < VA).

Donc
» A
NG . pour tout n > 1.

3.Sir= VAet A*> VA, alors

Palr) = A5
PA0) = palpa0)) = pa(A) = 5 (car A° > VA)

A A A
PA() = Qi (@a(?) = @7 (F) = S, pour tout n 23 (car 7 < VA).

Donc
; A
Pu(r) = a7 pour tout n > 2.

Conséquence 3.2

Pour toutr > 0, on a

., si0<r< VA
VA, si r= VA, A= VA)
lim @"(r)=4 4

e —, sir= VA, A"> VA

, Si > VA.

<

= e
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Lemme 3.2 [12]
Si z € 5,(0), alors pour la fonction (3.5) on a

| f"(2) l,= @4(r), Yn > 1.

Preuve.
Soit z € 5,(0) (i.e | z |,= 7). Par récurrence, on a
1- Pourn =1,

-Sir< VA, alorslzlﬁz r* <A=lal, donc

A A

| f(2) I, =l

Z | r
PTZ+ale max(zPlaly)

A
=—yr—=r= 7).
|ﬂ|p (PA()

-Sir> VA, alors |z|§: r*>A=lal, donc

A A
2) |, =l z =r
|f()|P | |p|22+a|P maX(|Z|;%,|[1|p)
A A
:}"227:@/&(}’).
-Sir:\/Z, ona
A A
VAA
:—:A*: .
| z2+alp Palr)
car
| 2% +al,<max(|z [}, al,) =lal,= A
Alors
1 1
|22 +al, A
Donc VA VA
AA AA
:A*: > = A
Palr) |z22+al, ~ A VA
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2- On suppose que | f"(z) [,= ¢',(r), pour n > 1, alors

A
@) +aly

|fn+1(z) |p =l f(f"(2)) |p:| () |P | (f

= ()
~ ATy +al,

D’ou,

-Sir < VA, alors | f"(2) lp= @y (r) = r, pour tout n > 1, et | f"(2) |§= rP<A=

| a|,, donc
A
| @), =7
= @ Blal)
A n+1
=r— =r= r).
fay, "m0

A A A?
-Sir> VAalors| f'(2) |,= ¢4(r) = =, pour toutn > 1,et — < VA ie — <4,

donc

A A
| @) ==
/ P rmax(| f1z) 1 aly)
A A A n
Corlal, v = Pa (-
-Sir= VAet A*> VA, alors
’ P (NA
| @) |, = o
max(| f(2) I5, | a Ip)
A
—A
_ A* _ A _ n+l
- |a|p _A* _(PA (1’)

-Sir= VAetA' = VA alorsonaz e Syz0) (e |z|= VA), donc fl(z) €
S z(0) (e
| f(2) |,= VA). D’otx

| @) b=l F1(f2) = @'(r) = VA = ¢"*X(r), pour tout n > 1.

Alors | f*(2) |,= ¢y (r), pour tout n>1. m
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Notation 3.2

On note

A@) =| f(2) |, si z€S ;4(0).

Théoreme 3.1 [12]
Le systeme dynamique p-adique associé a la fonction (3.5) vérifie les propriétés suivants

1. Sir> VA et z € S,(0), alors
f"(z) € 54(0), Vn>1.

2. Soitz € S ;z(0) \ P
o Si A'(z) = VA, alors f(z) € S z(0).
e Si A*(z) > VA, alors f(z) € S 4 (0),¥Yn>2.

3. a) Sl(zp) = B z(0).
b) P c S ;z0).

Preuve.

1. Soient r > VA et z € S,(0), alors d’apres le Lemme (3.2), on a

| f'(2) |,= @4(r), Vn > 1.

On utilise la partie (2) du Lemme (3.1)) on obtient

A
QDZ(T‘) = 7/ Yn > ]-/
Cc’est a dire
. A
| f"(2) |,= — VYn > 1.

Donc

fn(z) € Sé(o)/ Vn > 1.

2. 051 z€S Z(0)\P et A" = VA, ona

| f2) = VA (ie f(2) € S z5(0)).
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*Si A'(z) > VA, alors d’apres la partie (1.) de ce théoréme on a
fl@) €S 4 (0),Yn22.

3. a) Soient r > VA et z € S,(0), alors d’apreés le Lemme (2), on a
| f*(2) l,= ¢, (r). On utilise la partie (1.) du Lemme (3.1), on trouve

Fix(pa) ={r, 0<r< \/Z}U{\/Z, si A" = \/Z}.

Dong, la sphere S,(0) est invariante pour f si et seulement sir < VA,

Par conséquent, SI(zo) = B /z(0).

b) SoitP ={z ¢ Cp, dnelNU {0},f”(Z) e, L},oudy =24, ==+ \/—_a
Ona

1 1 A
|2 lp=1 22 lp=I V=a |,=| —a [;=la |i= VA, ie (2,2} € S z(0).

D’apres les parties a) et (1.) de ce théoreme si z € S,(0),r # VA, alors
-Pourr < VA, ona f(z) € 5,(0) ¢ S (0).
-Pourr> VA, ona f(z) $4(0) ¢ S yz(0).

Donc

Vr# VA, f(z) ¢ S (0.

Par la définition de I'ensemble %, on peut conclure que # C S, z(0).

Corollaire 3.1

La sphere S,(0) est invariante pour f si et seulement si 0 < r < VA.

az
22 +a

3.1 Dynamique locale de la fonction f(z) =

Dans cette section, on étudie le systéme dynamique associé a la fonction

(3.5) sur chaque sphére invariante.
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Lemme 3.2
Pour toute B (c) € 5,(0), 0010 <7 < VA, ona

f(B;(c)) = By (f(c)). (3.9)

Preuve.
On suppose B;;(c) C 5,(0), alors ¢ € 5,(0), donc | ¢ |,=r. D'ousiz € B;;(c) (i.e

| z—c|,< p), alors
p=p

az ac

Zra 2+al

az(c? + a) — ac(z? + a)
(22 + a)(c2 + a) g

_, azc* +a*z —acz? — a*c

= (z2 + a)(c2 + a) p

_al@a—zc)(z—c)

(@2 +a) (R +a) g

lal,la—zcl,

| f@) = f©) |, =
=|

=|z - (3.10)

c

g |22+all2+al,
Comme | z.c [,=[ z |, . | ¢ |[,= r? (car z € B;(c) C 5/(0)) et | a [,= A, alors si
0<r< VA onalz? l,=| z.c |,= r* < A. Puis, d’apres I'égalité (3.10), on trouve

| f(2) = fe) =l z—c [ ,< p.

Lemme 3.3 s

Sice 5,0),et0<r< VA, alors | fle)—cl,= TZ

Preuve.
Soitc € 5,(0) (e [cl,=7), et 0 <r< VA, alors on obtient 'égalité suivante
—c3 |, r

= =, A1
c2+a|p |2+al, A (3-11)

ac
c)—¢l,=| —— ——c|,=
£ ==l oo~ c =l

(car |2 |,=r*<A=lal,). m
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Remarque 3.1
D’apres le Lemme (3.3), on remarque que | f(c) — c |, dépend de r, mais ne dépend pas
de c € 5,(0), donc on définit

p(r) =| f(c) —clp, si c€ S, (0).

Théoreme 3.2 [12]
SiceS,0)et0<r< VA, alors

1. | 1) = f(c) l,= p(r), ¥n > 1.
2. f(B,(c)) = BY,(0).

3. Sipour 0 > 0, la boule Bj(c) C 5,(0) est invariante pour f, alors 6 > p(r).

Preuve.

1. Pour toutz € B;(r)(c), alors d’apres la définition de p(r), on a

1z]=l G- +cl=max(|z=c,lcl) =l cl=r

(car |z—cl,< p(r) = —3 = r.(ZZ) <rl=r).

Donc z € S,(0), d’ou
B;;(r)(c) c 5,(0).

Comme | f*(c) [,= @a(r) =7 (0 <7r < VA) donc f"(c) € S,(0), alors
d’apres le Lemme ona

| f71e) = £ L=l f(f"(€)) = () |p= p(r).

2. D’apreés la partie (1.) de ce théoréme, on a B;(r)(c) C 5/(0), et d’apres le

Lemme ona
f(B; p(r) (©) = (y)(f 0))- (3.12)

Comme | f(c) — ¢ |,= p(r), donc f(c) € B;(r)(c). Alors
BP(”) p(r (f(C)) (313)
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(car tout points d"un boule est un centre de ce boule, Voir la Proposition
(1.13)).
Donc de (3.12) et (3.13), on trouve

FBy(©)) = By ().

3. Onsupposeque 6 > 0,et B/(c) C 5,(0) estinvariante (i.e f(Bj(c)) = B} (c)).
D’apres le Lemme (3.2), on a

f(B5(0)) = By(f(c)).
Alors
By(c) = By(f(c)) (i-e f(c) € By(c)).

Donc
p(r) =| f(c) —c|,< 0.

3.2 Les points 2-périodiques

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude des points 2-périodiques de la
az

224+a

fonction f(z) =

Définition 3.1

Soit Uun ouvertdeCyet f : U — C, uneapplication. Un point zy € U est périodique
s'il existe k > 1 tel que zo, f (o), ..., f*1(z0) € U et f¥(z9) = z9. On appelle k période
de zo, si k est le plus petit entier avec cette propriété, alors k est appelé la période

primitive de z et on dit que {z, f(zo), ..., fk‘l(zo)} est le cycle de z.

Proposition 3.1 [12]

Si la fonction (3.5) admet les points k-périodiques {zy EN Z 4 EN Zk-1 EN zo}, alors

| 20 [,=l 21 [p= ... =l ze1 [,< VA.
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Preuve.
On suppose que la fonction (3.5) admets les points k-périodiques {z, EN Z1 EN
i> Zk—1 i> Zo}. Si| z; |,> VA pour certains i € {0,1,2, ...,k — 1}, alors d’apres la

A
partie (1.) du Théoreme (B.1) onaz;; = f(z;) € B 7(0)ie| ziy1 [,=7 = ] < VA,
ilp

et 5,(0) est une sphere invariante de la fonction (3.5), donc
| £@) = 21 =1 202 [p= e =l 2 =] 20 b= - =] 520 =] 20 lp< VAL

Cela contredit notre hypothese. Par conséquent | z; |,< VA, Yie{0,1,... k—1).
De plus, si | z; [,= 7 < VA pour certains i € {0,1,2, ...,k — 1}, alors

| 20 lp=l 21 [p= - =l ze1 [,< VA

(car 5,(0) estinvariante pour toutr < \/Z).Sinonl 2o |p=l z1 |,= ... =l zk-1 = VA.

Pour étudier les points 2-périodiques de la fonction (3.5), on étudie les

points fixes de la fonction g(z) = f?(z). Comme on a

az
af(z) 2 ta
f(2))? +a a*z*
(z% +a)?
a’z(z% + a) _a(az’ +a’z)
222 +azt +ad + 20222 a(zt + 3az? + a?)
az® + a’z
z4 + 3az2 + a?’

9(2) = f(f(2)) = (

+a

Alors

@ - az® + a’z

)=z& ——m—— =2

g z4 + 3az2 + a2
o az +ad%z = 2° + 3a2° + a’z
o az? +a* =24 + 30 + a®
o +3a22+az2 =0

e 22 +24)=0
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Comme z = 0 est I'unique point fixe de f, alors z = 0 est un point fixe de g. On
suppose que z # 0, alors I’équation g(z) = z est équivalente a z> + 2a = 0, donc
les deux solutions sont t;, = + V=24. Pour ces points on a

-Sip # 2, alors

— 1
| t |P:| t |P:| +V-2a |}7:| (_2(’2)% |p: (l -2 |p| a |p)% :l a |p: ‘/Z

-Sip =2, alors

|t o=l t2 | =] + V=24 [,=| (<2a)% |o= (| =2l a ,)? = (|12 | a ],)?

A
=27Y(la )? =7 |ﬂ|2 5
D’ou
A sip#2
| f |p—| 53 |p
—, sip=2.
Remarque 3.2

C’est une coincidence que q'(t1) = g'(t2) = 9, i.e que la valeur ne dépend pas du

parametre a. Par conséquent on a

) ) 1, si p#3
| g'(t) =1 9'(t2) [p,= { ¢
5 si p=3.
En effet .
az® + a’z
Ona g(Z) = m, alors
()= (3az? + a?)(z* + 3az? + a?) — (42° + 6az)(az® + a*z)

(z* + 3az2 + a?)?
3020 + 9222 + 30°2% + 0’2" + 30°2 + a* — 4az® — 4a’2* - 6a’z* — 6a°2°
(z* + 3az2 + a?)?

@ -2°)
(2 +3az2 + a2
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Donc
a(@® — (£ V-2a)%)
(1) = g'(t2) = g'(£ V-20) =
PR Ty (£ V=2a)* + 3a(+ V=2a)? + a2)?
_a@+8a%)  a*+8a 9
 (4a2 - 6a2 +a2)?  (-a?)?
D’ou
. , , 5 L, 1 1
-Sip =3, alors | g'(t1) 3=l g'(t2) 13=] 9 |3=| 3° [3=37" = el
- Si p# 3, alors | g/(tl) |p:| !]'(tz) |p:| 9 |p:| 32 |p: 30=1.
Donc
) 1, si p#3
| g,(tl) |p:| g (t2) |p: 1
§, si p= 3.

Remarque 3.3

La fonction g est définie dans

A / -3+ V5
Co\Zip=%V-a, Zipza ==+ # .

On définit I'ensemble P, comme suit

P, ={z€C,,An €N, tel que, f"(z) € {212, §1,2,3,4}}.

321 Lecasp=2

Dans ce cas on a

A
|t b=t b= /5 2 A, et [th—1t =
2

ﬁ‘é

Car

VA
| t2 —t1 =12 V=2a |,=| 2 || Zﬂllz— 1|2|2|a|2 —(2 1) \/_—F
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D’apres le Lemme (3.3), on trouve

\/23 \/Ez\/g é\/g
NI L A A E R
p( E)—f(l)—lz— = " STA Tov

A

/A
Et d’apres la partie (2.) du Théoreme (3.2) et comme > < VA,ona

f(B;(\@(tl)F \/—(tl) (ie f(B2 = (t)) = B ().

V2 242

De plus, | g'(t1) |.=| g'(t2) |.= 1, alors chaque point de {t;, t,} est un point fixe

indifférant de g, et il est une centre d’une boule de Siegel.

Théoréme 3.3 [12]
Sip =2,alors
f(SY(tl) \ P2) - Sr(t2)/f(sr(t2) \ PZ) - Sr(tl)/

VA

our tout 0 <r < ——.
P 22

Preuve.

On utilise les égalités suivantes

f(t) =to, f(t) = 1.

<‘

Soitt; = V-2a etzeS(h)\PzCB <(t), (e |[x—t |2—r<—) On a

22

st

at
22 +a tf +a
—a(z—t)(thiz—a)  _ (z—t)(thiz—3a—(-2a)
(z2 + a)(=2a + a) =] (z2 + a)
(t1(z — t1) — 3a)

[Z—t1+\/_(‘/— 1)]Z—t1+\/_(\/_+1)]

l2

| f(2) —t2 ]2 =| f(2) = f(t1) b=l 57—

|2

alors

30+ V-2a(z - t;)
[Z—t1+\/_(‘/— 1)]Z—t1+\/_(\/_+1)]
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Comme on a

* | =3a =] -3 ]lahb=A

« | V=2a(z ~ 1) b= |x/7|z|z—t1|z—r\/§ ‘/—\;if%d.
| V2=1]=| V2+1h=max(| V2|»,|1]) = max(2~2 1)=max(i,1)=
V2
1.
« | VoaL=lali= VA.
Alors
| F@) =t b =] ) — () b= r—2— =
212 1) 12 \/Z\/Z

Donc | f(z) =t =7 (i.e f(x) € S,(t2)), d’ou f(S,(t1) \ P2) C Si(ta).

On fait les mémes procédures, pour z € S,(f2) \ > € B” _ (t1). Alors on a
2\f

| f(z) =t |2 =| f(z) = f(t2) |2
| 30— V=2a(z — 1)
[z—ts— V=a(V2 - D]z —t, - \/_(‘/—"‘1)

=7 (3.15)

Par conséquent

| f(2) = t1 =] f(2) = f(i2) k=1 (i.e f(2) € S,(tr)).

322 Lecasp=3

1
Dans ce cas on a | t |3:| tr |3:| th—1 |3: ‘/ZQt | g’(tl) |3:| g,(tz) |3= § <1

Donc chaque point fixe t; et t, de g est une point attractif.

Théoréme 3.4 [12]
Sip=3etr< \/Z,alors

a) Pourtoutz € S,(t) \ P, lim f?'(z) =t; et lim f2*l(z) = t,.
Nn—+0o n—+00

b) Pour tout z € S,(t;) \ P>, lir}rn foM(z) =ty et lir+n fH(z) = t.
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Preuve.

Soit S,(t1) € S 7(0), 7 < VA et z€ S,(1) \ P2 (ie |z—t [=r). Alors

| f(z) —ta I3 =| f(z) = f(t1) |
| =3a+ V=2a(z— 1) |

=lz—-t |3

Comme on a

A
« | =3als=| -3 sla=3"1A= 3

1
+ | V=2a(z —t) s=| V=2al3lz—t; h=r|ali=rVA.
+ | V2-1]= V2+1=1.
1
« | V=al=lali= VA

D’ou
A
A 3 r
-Sir<——, alors | f(z) -t |s=7 = —.
3 Ot A T3
VA rvA P
-Si—— <r< VA, alors | f(z) =t h=71 = .
3 JO-tb=r E E T A

A
-Sir= 3 alors on a

| =3a + V=2a(z — ;) | < max(| =3a |s,| V-2a(z — t;) |3)

= max(%,r\/Z) = max(?, é)

3
Donc
A VAA v
3 '3 3 A
| f2) -t s <7 3 - 33, :
VAVA A 9
Alors d’apres les calcules présidents on a
2
r_’ Si ﬁ <r< \/Z,
A 3
| F&) — b b= () = | < @ e @
L sir< ﬂ
3’ 3

lz—t+ V=a(V2=1) [l z—t + V=a(V2 +1) |5

(3.16)
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Pour f2, on obtient

| £2(z) = t1 3 = f2(z) - f(t) Is
| =3a+ V=2a(f(2) — t) I3

=| —t5 |3
I b Ve (V2= Dl /@ —fa + V(2 D) b
(Qb\(/rz))zl si g <o(r) < \/Z,
=(Pp(r) =< g, si ¢(r) = g,
@, si ¢(r) < g

En itérant cet argument, on obtient les formules suivantes pour z € S.(t;) \ P

| f(2) =t l5= ¥ (1), | 7 1(2) = ta = ¥ (7). (3.17)

Ainsi le systeme dynamique réel associé a la fonction ¢ : [0, VA[— [0, VA]
vérifie les propriétés suivantes

1. L'ensemble des points fixes de ¢(r) est Fix(¢p) = {0}.

2. Le point fixe r = 0 est attractif de bassin d’attraction [0, VA

En utilisant (3.17), il est facile de voir que l’assertion (a) est vérifiée. m

323 Lecasp>5

Dans ce cason a | t; |,=| £ [,=| t2 — 1 |,= VA et | g'(t) =1 g'(t2) [,= 1.
Donc chaque point fixe t; et t, de g est une point indifférent et est le centre

d’une boule de Siegel.

Théoréme 3.5 [12]
Sip > 5, alors
f(S:(t1) \ P2) € Si(t2), f(S(t1) \ P2) C Si(t),

pour tout 0 <r < VA.

Preuve.

Soitz € S,(h) \ P> C V 5(t) (ie |z—t |,=r < VA). Commeona
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+ | =3al,=| =3 ] al,= A.
e | Vo2a(z ~ 1) =l V=2a |z~ t1 =1 | -2a|3=r|al}=rVA.
| V2=11]= V2+1],=1.
e | Voal=lali= VA
Alors d’apres 1'égalité on a

B B B B max(A, r VA)
| f(2) =2 |p=] f(2) = f(tr) I, = rmax(r’ V) max(r, V)
:r\/;\/Z:r(carr\/Z<A).
Donc
| f2) — t2 |p=| f(2) = f(tr) l,=7 (i.e f(2) € S,(t2)).
D’ou

F(S:(t1) \ P2) € Si(ta).

On fait les mémes procédures, pour z € S,(t;) \ P> C Bt/z(tl). [
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