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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K : Un corps.

p : Un nombre premier.

B+
r (a) : La boule fermée de centre a et de rayon r.

Br(a) : La boule ouverte de centre a et de rayon r.

Sr(a) : La sphère de centre a et de rayon r.

vp : La valuation p-adique.

| · |p : La norme p-adique.

Zp : Anneau des entiers p-adiques.

Qp : Corps des nombres p-adiques.

Qp : La clôture algébrique de corps Qp.

Cp : Corps des nombres complexes p-adiques.

A(Br(a)) : L’ensemble des fonctions analytiques sur Br(a).

K[x] : L’ensemble des polynômes surK.

K(X) : L’ensemble des fonctions rationnelles surK.

K[[x]] : L’ensemble des séries entières dansK

A(Cp) : L’ensemble des fonctions entières sur Cp.

A(Cp)\Cp[X] : L’ensemble des fonctions entières transcendantes sur Cp.

| . | (r) : Le module de maximum.

r f : Le rayon de convergence d’une série entière.

Fix( f ) : L’ensemble de tous les points fixes de f .

SI(x0) : La boule de Siegel maximum.

N( f , r) : Le nombre des zéros de f dans la boule B+
r (0)

n( f , r) : Le nombre des zéros de f dans la boule Br(0)



INTRODUCTION

L’étude de la dynamique d’une fonction rationnelle complexe est clas-

sique et elle a été initiée par Fatou et Julia dans les années 1910. Depuis ces

premiers travaux, et notamment dans les vingt dernières années, la dynamique

des fonctions rationnelles complexes a connu un grand développement, même

si des questions fondamentales comme la densité de l’hyperbolicité sont encore

ouvertes.

L’étude de la dynamique des fonctions rationnelles sur des corps non-

archimédiens est plus récente ; voir [2], [5], [6] et [7]. Ce mémoire est consacré à

l’étude de la dynamique d’une fonction rationnelle dont les coefficients appar-

tiennent à Cp. Parfois il est plus facile d’étudier la dynamique d’une fonction

rationnelle sur Cp que sur Qp, car on profite du fait que Cp est algébriquement

clos.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres et une introduction.

Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels sur un corps valué

(archimédien et non-archimédien). Ensuite, on construit le corps des nombres

complexes p-adiques Cp, qui est la plus petite extension complète et algébri-

quement clos de Qp. Puis, on présente ces propriétés, qu’ils seront très utiles

tout au long de notre étude.
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Introduction

Le deuxième chapitre contient quelques rappelles concernant les sys-

tèmes dynamiques ( f ,U) sur Cp, où f : z ∈ U −→ f (z) ∈ U est une fonction

analytique et U = Cp ou Br(a), a ∈ Cp. On présente les fonctions analytiques

complexes p-adiques et l’image d’une boule par une fonction analytique. Á la

fin de ce chapitre, on signale quelques propriétés des systèmes engendrés par

des fonctions analytiques au voisinage d’un point fixe (point fixe attractif, point

fixe indifférent, point fixe répulsif, bassin d’attraction et la boule de Siegel).

Dans le troisième chapitre, on étudie le système dynamique (1, 2)-rationnel

associé à la fonction f (z) =
az + b

z2 + cz + d
où a, b, c, d ∈ Cp et a , 0, lorsque f admet

un seul point fixe z0 = 0. On trouve que ce point fixe est indifférent, et on

remarque que le système dynamique p-adique associé à la fonction f est di-

rectement lié à un autre système dynamique réel associé à une fonction ϕA où

A = |a|p. Puis, on étudie le système dynamique associé à la fonction f (z) =
az

z2 + a
sur chaque sphère invariante. On termine ce chapitre par l’étude des points 2-

périodiques de la fonction f (i.e, les points fixes de 1 = f 2, pour p = 2, pour

p = 3 et pour p ≥ 5).
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR L’ANALYSE

P-ADIQUE

1.1 Corps valué

Un corps valué (K, ‖ . ‖) est un corpsKmuni d’une application ‖ . ‖: K→ R qui

vérifie les propriétés suivantes

1. ‖ x ‖≥ 0, pour tout x ∈ K.

2. ‖ x ‖= 0 si et seulement si x = 0k, pour tout x ∈ K.

3. ‖ x.y ‖=‖ x ‖ . ‖ y ‖, pour tous x, y ∈ K.

4. ‖ x + y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖, pour tous x, y ∈ K.

On dit que (K, ‖ . ‖) est non-archimédien ou ultramétrique, si de plus on a

(4.)’ ‖ x + y ‖≤ max(‖ x ‖, ‖ y ‖), pour tous x, y ∈ K.

SiK est complet pour la distance induite par la norme ‖ . ‖, on dit que (K, ‖ . ‖)

est complet. Le groupe |K| = {‖ x ‖; x ∈ K∗} s’appelle le groupe de valuation deK.

Théorème 1.1 [3][8](Caractéristique non-archimédienne)

Soit (K, ‖ . ‖) un corps valué. Les conditions suivantes sont équivalentes
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Généralités sur l’analyse p-adique

1. ‖ . ‖ est non-archimédienne.

2. ‖ n ‖≤ 1,∀n ∈N∗ ( i.e,N est borné ).

Preuve.

1. D’une part, on suppose que la norme ‖ . ‖ est non-archimédienne et on

montre par récurrence que ‖ n ‖≤ 1,∀n ∈N∗.

− Pour n = 1, on a ‖ n ‖=‖ 1 ‖= 1 ≤ 1.

− On suppose que ‖ n ‖≤ 1 est vraie pour n ≥ 1, et on montre que

‖ n + 1 ‖≤ 1.

On a

‖ n + 1 ‖≤ max{‖ n ‖, ‖ 1 ‖} ≤ 1,

donc

‖ n ‖≤ 1,∀n ∈N∗.

2. D’autre part, on suppose que ‖ n ‖≤ 1,∀n ∈N∗ et on montre que ‖ . ‖ est

non-archimédienne. Comme ‖ . ‖ est une norme, il suffit de prouver

l’ I.T.F, i.e ‖ x + y ‖≤ max{‖ x ‖, ‖ y ‖},∀x, y ∈ K. En effet,

‖ x + y ‖n=‖ (x + y)n
‖ =‖

n∑
k=0

Ck
n.x

k.yn−k
‖

≤

n∑
k=0

‖ Ck
n ‖ . ‖ x ‖k . ‖ y ‖n−k

≤

n∑
k=0

1. ‖ x ‖k . ‖ y ‖n−k (car ‖ Ck
n ‖≤ 1,Ck

n ∈N
∗).

Et comme

‖ x ‖≤ max{‖ x ‖, ‖ y ‖} et ‖ y ‖≤ max{‖ x ‖, ‖ y ‖},

alors

‖ x ‖k≤ (max{‖ x ‖, ‖ y ‖})k et ‖ y ‖n−k
≤ (max{‖ x ‖, ‖ y ‖})n−k.
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Généralités sur l’analyse p-adique

Donc

‖ x + y ‖n ≤
n∑

k=0

(max(‖ x ‖, ‖ y ‖))n

≤ (n + 1)(max{‖ x ‖, ‖ y ‖})n,

d’où

‖ x + y ‖≤ (n + 1)1/n max(‖ x ‖, ‖ y ‖).

Par passage a la limite quand n −→ +∞, on obtient

‖ x + y ‖≤ max(‖ x ‖, ‖ y ‖),

alors ‖ . ‖ est une norme non-archimédienne .

Proposition 1.1 [8]

Soient a, x deux éléments d’un corps valué (K, ‖ . ‖), on a

‖ x − a ‖<‖ a ‖⇒‖ x ‖=‖ a ‖ .

C’est la propriété des triangules isocèles .

Preuve.

On suppose que ‖ x − a ‖<‖ a ‖, on a

‖ x ‖=‖ x − a + a ‖≤ max{‖ x − a ‖, ‖ a ‖} =‖ a ‖,

d’autre part, on a

‖ a ‖=‖ a − x + x ‖≤ max{‖ a − x ‖, ‖ x ‖}.

Si max{‖ x − a ‖, ‖ x ‖} =‖ x − a ‖, alors

‖ a ‖≤‖ x − a ‖ .
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Généralités sur l’analyse p-adique

C’est une contradiction avec l’hypothèse, donc

max{‖ x − a ‖, ‖ x ‖} =‖ x ‖ .

D’où ‖ a ‖≤‖ x ‖, alors ‖ x ‖=‖ a ‖.

Lemme 1.1 [3][8](Normes équivalentes sur un corps )

SoitK un corps et ‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 deux normes surK. Les normes ‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 sont

équivalentes (‖ . ‖1∼‖ . ‖2) si et seulement si

∀(an)n∈N ⊂ K et a ∈ K : an −→
‖.‖1

a⇔ an −→
‖.‖2

a.

Proposition 1.2 [3][8]

SoitK un corps, ‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 deux normes équivalentes surK, on a

1. ‖ x ‖1< 1⇔‖ x ‖2< 1,∀x ∈ K.

2. ‖ x ‖1> 1⇔‖ x ‖2> 1,∀x ∈ K.

3. ‖ x ‖1= 1⇔‖ x ‖2= 1,∀x ∈ K.

Théorème 1.2 [3]

Soient ‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 deux normes surK, on a l’équivalence suivante

‖ . ‖1∼ ||.||2 ⇔ ∃ α > 0 tel que ‖ x ‖2=‖ x ‖α1 ,∀x ∈ K

Preuve.

On montre facilement que si ‖ . ‖1 est triviale et ‖ . ‖1∼‖ . ‖2, alors ‖ . ‖2 est aussi

triviale par conséquent, on a ‖ x ‖2=‖ x ‖11,∀x ∈ K.

On suppose que ‖ . ‖1 n’est pas triviale, il existe a ∈ K− {0} tel que ‖ a ‖1, 1. On

prend ‖ a ‖1< 1 (si ‖ a ‖> 1 on prend a′ = a−1) et on pose

α =
log ‖ a ‖2
log ‖ a ‖1

.

Donc α > 0, car ‖ a ‖1< 1⇒‖ a ‖2< 1 (d’après 1 de la Proposition (1.2)). D’où

1. Si x = 0, on a ‖ 0 ‖2= 0 =‖ 0 ‖α1 .
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Généralités sur l’analyse p-adique

2. Si 0 <‖ x ‖1< 1, on note, S = {r =
m
n
,m,n ∈N∗, ‖ x ‖r1<‖ a ‖1}, alors on a

‖ x ‖m1 <‖ a ‖n1 ,∀r ∈ S

d’où

‖
xm

an ‖1< 1⇔‖
xm

an ‖2< 1.

Donc ‖ x ‖r1<‖ a ‖1⇔‖ x ‖r2<‖ a ‖2. Par conséquent

S = {r =
m
n
,m,n ∈N∗, ‖ x ‖r2<‖ x ‖2}.

Par l’introduction de log, on trouve

S = {r ∈ Q∗+ : r >
log ‖ a ‖2
log ‖ x ‖2

} = {r ∈ Q∗+ : r >
log ‖ a ‖1
log ‖ x ‖1

}.

Alors
log ‖ a ‖2
log ‖ x ‖2

=
log ‖ a ‖1
log ‖ x ‖1

= inf S,

d’où
log ‖ a ‖2
log ‖ a ‖1

=
log ‖ x ‖2
log ‖ x ‖1

= α,

donc log ‖ x ‖2= log ‖ x ‖α1 , ( c-à-d ‖ x ‖2=‖ x ‖α1 ).

3. Si ‖ x ‖1> 1, alors 0 <‖ x−1
‖1=

1
‖ x ‖1

< 1, donc ‖ x−1
‖2=‖ x−1

‖
α
1 ,

d’où
1
‖ x ‖2

=
1
‖ x ‖α1

, alors ‖ x ‖2=‖ x ‖α1 .

4. Si ‖ x ‖1= 1, alors d’après la Proposition (1.2) on a ‖ x ‖2= 1, donc

‖ x ‖2=‖ x ‖α1= 1 où α =
log ‖ a ‖2
log ‖ a ‖1

.

Proposition 1.3 [8]

Soit Q le corps des nombres rationnels et | . | la valeur absolue usuelle sur Q, alors

‖ x ‖=| x |α,∀x ∈ Q, est une norme sur Q si et seulement si 0 < α ≤ 1.

Preuve.

D’une part, on suppose que 0 < α ≤ 1, et on montre que ‖ x ‖=| x |α,∀x ∈ Q, est

une norme sur Q. Les deux premières propriétés de la norme sont évidentes,
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Généralités sur l’analyse p-adique

il suffit donc de vérifier l’inégalité triangulaire. Soit x, y ∈ Q, on peut supposer

que | y |≤| x |, alors on a

‖ x + y ‖=| x + y |α
IT
≤ (| x | + | y |)α = (| x | (1 +

| y |
| x |

))α =| x |α (1 +
| y |
| x |

)α

(1)
≤| x |α (1 +

| y |
| x |

)
(2)
≤| x |α (1 + (

| y |
| x |

)α) =| x |α + | y |α=‖ x ‖ + ‖ y ‖ .

La première inégalité découle du fait que tα ≤ t, pour t ≥ 1, et la deuxième car

tα ≥ t, pour 0 ≤ t ≤ 1.

D’autre part, si α > 1 l’inégalité triangulaire n’est pas satisfait. Par exemple

| 1 + 1 |α= 2α >| 1 |α + | 1 |α= 2.

1.2 La norme p-adique sur Q

1.2.1 La valuation p-adique

Définition 1.1

Soit p un nombre premier et x ∈ Z∗, la valuation p-adique de x est le plus grand entier

naturel α tel que pα divise x i.e, vp(x) = max{α ∈N, x = pαy, y ∈ Z}.

Par convention vp(0) = +∞.

Remarque 1.1

Si x ∈ Z∗, alors x = pvp(x)y, y ∈ Z où (p, y) = 1.

Proposition 1.4

Soient a, b ∈ Z, on a

1. vp(a.b) = vp(a) + vp(b).

2. vp(a + b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

Preuve.

C’est évident, pour a = 0 ou b = 0. Soient a, b ∈ Z∗, alors
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Généralités sur l’analyse p-adique

a = pvp(a)
× n1,n1 ∈ Z∗, et (n1, p) = 1 (i.e vp(a) = α),

b = pvp(b)
× n2,n2 ∈ Z∗, et (n2, p) = 1 (i.e vp(b) = β).

D’une part, on a

a × b = pα+β(n1 × n2)

où p ne divise pas n1 × n2, donc

vp(a × b) = α + β = vp(a) + vp(b).

D’autre part, on a

a + b = pvp(a)
× n1 + pvp(b)

× n2.

On suppose que vp(a) ≤ vb(b)

On a

a + b = pvp(a)(n1 + pvp(b)−vp(a)
× n2),

d’où

vp(a + b) ≥ vp(a) = min(vp(a), vp(b)).

Remarque 1.2

1) Pour tout a, b ∈ Z

vp(a) , vp(b)⇒ vp(a ± b) = min (vp(a), vp(b)).

2) Si x =
a
b
∈ Q, alors vp(x) = vp(

a
b

) = vp(a) − vp(b).

3) La Proposition (1.4) et la partie 1) de cette remarque restent vrais si on remplace Z

par Q.

Exemple 1.1

1. Soit n = 945 = 33
× 5 × 7, on a v3(n) = 3, v5(n) = 1, v7(n) = 1 et vp(n) = 0,

pour tout nombre premier p < {3, 5, 7}.

12



Généralités sur l’analyse p-adique

2. On a v2(
36
50

) = 1, v3(
36
50

) = 2, et v5(
36
50

) = −2, pour p < {2, 3, 5}, on a

vp(
36
50

) = 0.

3. Soit n = 2 + p2 + 2 × p5, on a vp(n) = 0, pour p > 2 et v2(n) = 1.

Proposition 1.5 [8]

La valuation p-adique de (n!)n≥0 est donnée par

vp(n!) =
n − Sp(n)

p − 1
,∀n ≥ 0

Où Sp(n) désigne la somme de chiffres de l’écriture de n en base p.

1.2.2 La norme p-adique

Définition 1.2

Soit p un nombre premier, la norme p-adique est l’application | . |p: Q −→ R+ définit

comme suite

| x |p=

p−vp(x), si x , 0

0, si x = 0

Exemple 1.2

1. x = 5p2 + 5p5 + 5p7,∀p > 5, alors | x |p= p−vp(x) = p−2.

2. ∀n ∈N, |
1
n!
|p= p

n−sp(n)
p−1 .

Proposition 1.6 [3]

La norme p-adique est une norme non-archimedienne sur Q.

Proposition 1.7 [3]

Soit x, y ∈ Q, si | x |p,| y |p, alors | x ± y |p= max(| x |p, | y |p).

Proposition 1.8 [8]

Deux normes | . |p1 et | . |p2 sont équivalentes si et seulement si p1 = p2.

13



Généralités sur l’analyse p-adique

Preuve.

Il suffit de considérer la suite (pn
1)n≥0.Cette suite converge vers 0, pour la norme

| . |p1 car | pn
1 |p1= p−n

1 −→
n→+∞

0. Mais elle ne converge pas vers 0, pour la norme

| . |p2 si p1 , p2, car | pn
1 |p2= 1 , 0,∀n ≥ 0.

Théorème 1.3 [8](Ostrawski)

Toute norme ‖ . ‖ non triviale sur Q est équivalente soit à une norme p-adique | . |p,

soit à la valeur absolue usuelle sur Q.

Preuve.

On suppose que ‖ . ‖ est une norme archimédienne, c’est-à-dire qu’il existe

k ∈ N∗ tel que ‖ k ‖> 1. Comme ‖ x.1 ‖=‖ x ‖ . ‖ 1 ‖, il vient que ‖ 1 ‖= 1, et

d’après l’inégalité triangulaire on a

k = 1 + 1 + 1 + ... + 1︸               ︷︷               ︸
k f ois

⇒‖ k ‖≤ ‖ 1 ‖ +...+ ‖ 1 ‖︸            ︷︷            ︸
k f ois

= 1 + 1 + ... + 1︸          ︷︷          ︸
k f ois

= k

et de plus, il existe α ∈]0, 1] tel que l’on ait ‖ k ‖= kα. Soit m ∈N∗, on peut écrire

m en base k sous la forme

m =

n∑
i=0

aiki, avec ai ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1}, et an , 0

de telle sorte que l’on a m ≥ kn
≥ 0. Comme ‖ ai ‖≤ ai ≤ k − 1,∀i = 0,n, et

‖ ki
‖=‖ k ‖i= ki.α, on obtient la majoration

‖ m ‖ =‖

n∑
i=0

aiki
‖≤

n∑
i=0

‖ ai ‖ . ‖ ki
‖≤

n∑
i=0

(k − 1)kiα = (k − 1)
n∑

i=0

kiα

= (k − 1)
(kα)n+1

− 1
kα − 1

≤ (k − 1)
(kα)n+1

kα − 1
= (kα.

k − 1
kα − 1

).knα
≤ c.mα,

où la constant c =
kα(k − 1)

kα − 1
est indépendante de m. On peut appliquer cette

inégalité à mn, ce qui nous donne ‖ m ‖n≤ c.mnα, prenant la racine n-i ème de

cette inégalité et passant à la limite, on trouve

‖ m ‖≤ mα,∀m ∈N∗. (1.1)
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Généralités sur l’analyse p-adique

L’inégalité (1.1) est une égalité si ‖ m ‖> 1 car, d’une part, on a

log ‖ m ‖
log m

≤ α =
log ‖ k ‖

log k
. (1.2)

D’autre part, par symétrie, on déduit que il existe α′ ∈]0, 1] tel que

log ‖ k ‖
log k

≤ α
′

=
log ‖ m ‖

log m
. (1.3)

Donc de (1.2) et (1.3) on trouve
log ‖ m ‖

log m
= α, d’où, ∀m ∈ N∗, ‖ m ‖=| m |α . De

plus, ‖ 0 ‖= 0 =| 0 |α, donc ∀m ∈N, ‖ m ‖= mα =| m |α et, pour tout m ∈ Z∗ −N,

on a −n ∈ N donc ‖ −n ‖=| −n |α alors ‖ n ‖=| n |α. Et aussi, pour tout x ∈ Q

alors x =
a
b
, ou a ∈ Z, b ∈ Z∗, donc ‖ x ‖=‖

a
b
‖=
‖ a ‖
‖ b ‖

=
| a |α

| b |α
=|

a
b
|
α=| x |α, alors

d’après la Proposition (1.3), ‖ . ‖ est équivalente à la norme usuelle.

Dans le cas contraire, on a ‖ l ‖≤ 1 pour tout nombre premier l. Comme on

a supposé ‖ . ‖ non trivial, il existe au moins un nombre premier p tel que

‖ p ‖< 1. S’il existe un autre q, alors d’après le théorème de Bezout, on peut

trouver un, vn ∈ Z telle que l’on ait unpn + vnqn = 1. On obtient donc

1 =‖ 1 ‖=‖ unpn + vnqn
‖

≤‖ un ‖ . ‖ pn
‖ + ‖ vn ‖ . ‖ qn

‖

≤‖ pn
‖ + ‖ qn

‖

Ce qui est impossible pour n assez grand , il existe donc un seul nombre premier

p tel que ‖ p ‖< 1 et ‖ . ‖ est équivalente à la norme p-adique. Ce qui termine la

démonstration.

1.3 Le corps des nombres p-adiques Qp

Le corps Q n’est pas complet pour la norme p-adique | . |p , on note

Qp son complété, la norme p-adique s’étend de manière unique en une norme

15
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non-archimédienne sur Qp, comme suite

∀x ∈ Qp, | x |p= lim
n→+∞

| xn |p,

où (xn)n≥0 une suite de Cauchy dans de Q.

Proposition 1.9 [8](Développement de Hensel)

Tout x ∈ Qp admet un unique développement de Hensel x =
∑
n≥n0

anpn où 0 ≤ an ≤ p−1

et n0 ∈ Z, si an0 , 0 alors n0 = vp(x).

Exemple 1.3

Le développement de Hensel de x = −1 est donné par

−1 =

+∞∑
k=0

(p − 1)pk = ...(p − 1)(p − 1)(p − 1).

Définition 1.3

L’ensemble des entiers p-adiques est défini comme suit

Zp = {x ∈ Qp, x =

+∞∑
i=0

aipi
}.

C’est-à-dire

Zp = {x ∈ Qp, | x |p≤ 1} = {x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0}.

Remarque 1.3

Les corps des nombres p-adiques Qp est défini par

Qp = {
a
b
, a, b ∈ Zp et b , 0}.

L’ensemble des entiers p-adiques inversibles est donné par

Z∗p = {x ∈ Zp, | x |p= 1} = {x ∈ Zp, vp(x) = 0}.

16
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Exemple 1.4

1. On a | 2 |2= 2−1, alors |
√

2 |2=| 2 |
1
2
2 = 2

−1
2 , et comme

1
2
< Z, alors

√
2 < Q2,

2. ∀p ≥ 3, |
√

2 |p=| 2 |
1
2
p = 1

1
2 = 1, donc

√
2 ∈ Z∗p.

3. On a |
√

2 − 1 |p=|
√

2 + 1 |p= 1,∀p − premier. En effet

- Pour p = 2, on a

|

√

2 − 1 |2=|
√

2 + 1 |2= max(|
√

2 |2, | ±1 |2) = 1, (car |
√

2 |2<| ±1 |2).

- Pour p , 2, on a

|

√

2 − 1 |p∈ Zp, (car |
√

2 − 1 |p≤ max(|
√

2 |p, | −1 |p) = 1),

et

|

√

2 + 1 |p∈ Zp, (car |
√

2 + 1 |p≤ max(|
√

2 |p, | 1 |p) = 1).

Et comme on a

|

√

2 − 1 |p × |
√

2 + 1 |p=| (
√

2)2
− 12

|p=| 2 − 1 |p=| 1 |p= 1.

Donc

|

√

2 − 1 |p=|
√

2 + 1 |p= 1.

Théorème 1.4 [8]( Lemme de Hensel )

Soit F(x) = c0 + c1x + c2x2 + ...+ cnxn
∈ Zp[x] (i.e un polynôme où ci ∈ Zp,∀i = 1,n).

Si il existe a0 ∈ Zp tel que F(a0) ≡ 0[p]

F′(a0) . 0[P],

alors

∃ ! a ∈ Zp telque

F(a) = 0

a ≡ a0[p].

17
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Exemple 1.5

On pose F(x) = x2 + 1 dansZp, donc F′(x) = 2x. Pour a0 = 2, on a F(2) = 5 ≡ 0[5] et

F′(2) = 4 . 0[5], donc d’après le Lemme de Hensel

∃ ! a ∈ Z5 tel que F(a) = 0 et a ≡ 2[5]

i.e, ∃ a ∈ Z5 telque a2 = −1, alors
√
−1 = a ∈ Z5.

Théorème 1.5 [8]

Soit F(x) =
n∑

i=0
cixi
∈ Z[x], on a l’équivalence entre

1. F(x) possède une racine dans Zp.

2. F(x) possède une racine entier (mod pk), ∀k ≥ 1.

Définition 1.4

Soit a ∈ Z un entier non divisible par p (i.e p . a). On dit que a est un résidu quadra-

tique (mod p) (p , 2), si l’équation x2
≡ a[p] possède une racine dans {1, 2, ..., p − 1}.

Proposition 1.10 [8]

Soit a un entier tel que p . a, on a l’équivalence entre

1. a est un résidu quadratique (mod p).

2. a possède une racine carrée a0 ∈ Zp, (p , 2).

Preuve.

1 ⇒ 2) Soit F(x) = x2
− a, alors on a F′(x) = 2x. D’une part, a est un résidu

quadratique (mod p), alors ∃a0 ∈ {1, 2, ...,P − 1}, tel que a0
2
≡ a[p]. D’où F(a0) =

a0
2
− a ≡ 0[p].

D’autre part

F′(a0) = 2a0 . 0[p] ( car p , 2).

Donc d’après le Lemme de Hensel ∃!a0 ∈ Zp tel que F(a0) = 0, alors a2
0 = a.

C’est-à-dire a possède une racine carrée a0 dans Zp.

2⇒ 1) On suppose que a n’est pas un résidu quadratique (modp), donc

∀a0 ∈ {1, 2, ..., p − 1}, a2
0 . a[p].

18
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D’où

a2
0 − a . 0[p],∀a0 ∈ {1, 2, ..., p − 1}.

Et comme on a p . a, alors a , 0, et 02 . a[p], donc

a2
0 − a . 0[p],∀a0 ∈ {0, 1, 2, ..., p − 1}.

Alors F(a0) . 0[p], d’où d’après le Théorème (1.5), F(x) ne possède pas une

racine dans Zp, donc a ne possède pas une racine carrée dans Zp.

Proposition 1.11

Soit f (x) = x2
− a et a ∈ Z∗p. Si x0 est une racine de f dans Qp, alors x0 ∈ Z∗p.

Preuve.

On suppose que x0 est une racine de f dans Qp, alors f (x0) = 0 (i. e, x2
0 − a = 0).

Donc x2
0 = a, d’où | x0 |

2
p=| a |p= 1. C’est-à-dire | x0 |p= 1 et x0 ∈ Z∗p.

Exemple 1.6

Soit F(x) = x2 + 1 ∈ Z3[x], on a 3 . −1, 3 , 2 et12 = 1 . −1[3]

22 = 4 . −1[3],

alors, −1 n’est pas un résidu quadratique (mod 3), donc d’après la Proposition (1.10)

on a −1 ne possède pas une racine carrée dans Z3. Comme −1 ∈ Z∗3, alors d’après la

Proposition (1.11), on a
√
−1 < Q3.

1.3.1 Propriétés de Qp

Proposition 1.12 [3][8]

P1. Une suite (an)n≥0 est de Cauchy dansQp si et seulement si lim
n→+∞

| an+1−an |p= 0.

P2. Si lim
n→+∞

an = a , 0, alors il existe n0 ∈N tel que | an |p=| an0 |p, ∀n ≥ n0.
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P3. Une série
∑
n≥0

an converge dans Qp si et seulement si lim
n→+∞

| an |p= 0. De plus,

on a |
∑
n≥0

an |p≤ max
n≥0
| an |p .

Exemple 1.7

1. La série
∑
n≥0

pn4
converge dans Qp car

lim
n→+∞

| pn4
|p= lim

n→+∞
p−n4

= 0.

Mais cette série diverge dans R car

lim
n→+∞

| pn4
|= pn4

= +∞.

2. La série
∑
n≥1

1
n2 est diverge dans Qp. En effet

lim
n→+∞

|
1
n2 |p= lim

n→+∞
pvp(n2) , 0,

Car pvp(n2) = p2vp(n)
≥ 1. Mais cette série converge dans R d’après la règle de

Riemann.

Proposition 1.13 [3]

Soit a ∈ Qp et r ∈]0,+∞], on a les propriétés suivantes

P1. La sphère Sr(a) = {x ∈ Qp, | x− a |p= r}, est un ensemble ouvert et fermé dans

Qp.

P2. Toute boule ouverte Br(a) = {x ∈ Qp, | x − a |p< r}, est un ensemble fermé

dans Qp.

P3. La boule fermée B+
r (a) = {x ∈ Qp, | x − a |p≤ r}, est un ensemble ouvert dans

Qp.

P4. Tout point d’une boule est un centre de cette boule.

P5. Deux boules de Qp sont disjoints ou l’une est contenue dans l’autre.
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Preuve.

Soient a, b ∈ Qp, et r, r0 des réels positifs.

P1. Pour montrer que Sr(a) est un ensemble ouvert on montre que

∀x ∈ Sr(a),∃Br0(x) ⊂ Sr(a).

Soit x ∈ Qp, on choisit r0 tel que r0 < r, on a

y ∈ Br0(x)⇒| y − x |p< r0 < r

⇒| y − x |p<| x − a |p

⇒| y − a + a − x |p<| x − a |p

⇒| (y − a) − (x − a) |p<| x − a |p .

D’après la Proposition (1.1) on obtient | y−a |p=| x−a |p= r, alors y ∈ Sr(a)

ce qui montre que Sr(a) est un ensemble ouvert. Sr(a) est fermée d’après

la théorème générale de espace normés.

P2. On a

CBr(a)
Qp

= {x ∈ Qp, | x − a |p≥ r}

= {x ∈ Qp, | x − a |p> r} ∪ Sr(a)

= CB+
r (a)
Qp
∪ Sr(a).

Comme Sr(a) est un ensemble ouvert d’après P1., et la boule B+
r (a) est un

ensemble fermé. Alors CBr(a)
Qp

est un ensemble ouvert. Donc Br(a) est un

ensemble fermé.

P3. On a

B+
r (a) = Br(a) ∪ Sr(a).

Comme Sr(a) est un ensemble ouvert d’après P1., et Br(a) est un ensemble

ouvert. Alors l’union de deux ouvert est ouvert.

P4. Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que

∀x ∈ Br(a),Br(a) = Br(x).
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(a) Soit y ∈ Br(a), donc | y − a |p< r, d’autre part on a

| y − x |p=| y − a + a − x |p≤ max{| y − a |p, | x − a |p} < r.

D’où y ∈ Br(x), alors Br(a) ⊂ B+
r (x).

(b) Soit y ∈ Br(x), donc | y − x |p< r, d’autre part on a

| y − a |p=| y − x + x − a |p≤ max{| y − x |p, | x − a |p} < r.

D’où y ∈ Br(a), alors Br(x) ⊂ Br(a), donc Br(a) = Br(x). On fait les

même étapes pour montrer que si x ∈ B+
r (a), on a B+

r (a) = B+
r (x).

P5. Soient B+
r (a) et B+

r0
(b) deux boules deQp. On suppose que B+

r (a)∩B+
r0

(b) , 0,

pour tout r et r0 ∈ R∗+ et on montre que

B+
r (a) ⊂ B+

r0
(b) ou B+

r0
(b) ⊂ B+

r (a).

On suppose que r < r0, soit x ∈ B+
r (a) ∩ B+

r0
(b) on a x ∈ B+

r (a) et x ∈ B+
r0

(b).

D’après P4., on a

B+
r (a) = B+

r (x) et B+
r0

(b) = B+
r0

(x).

Mais B+
r (x) ⊂ B+

r0
(x), donc B+

r (a) ⊂ B+
r0

(b).

1.4 Corps des nombres complexes p-adiques Cp

Un corps K est dit algébriquement clos si chaque polynôme P(x) dans

K[x] admet des racines dansK.

Le corps Qp n’est pas algébriquement clos pour tout p premier. Par

exemple on considère le polynôme

P(x) = x5
− p7

∈ Qp[x].
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Supposons que les racines de P(x) sont dans Qp, alors

x5
− p7 = 0⇔ x5 = p7

⇔| x |5p= p−7

⇔| x |p= p
−7
5

⇔ vp(x) =
7
5
,

donc vp(x) =
7
5
< Z, c’est une contradiction avec vp(x) ∈ Z, pour tout x ∈ Qp.

D’où les racines de P(x) ne sont pas dansQp, alorsQp n’est pas algébriquement

clos.

Soit Qp une clôture algébrique du corps Qp. La norme p-adique s’étend

de manière unique à Qp mais ce corps n’est pas complet. Son complété, le

corps des nombres complexes p-adique est alors noté Cp, c’est un corps complet et

algébriquement clos.

L’ensemble | Q∗p |des valeurs prises par la norme p-adique surQ∗p coïncide

avec l’ensemble pZ des puissances entières de p, celui des valeurs prises par la

norme p-adique sur Q∗p est égal à pQ, et ceci reste vrai pour C∗p.
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CHAPITRE 2

SYSTÈMES DYNAMIQUES SUR CP

Dans ce chapitre on rappelle quelques faits connus concernant les sys-

tèmes dynamiques ( f ,U) sur Cp, où f : z ∈ U −→ f (z) ∈ U est une fonction

analytique et U = Cp ou Br(a), a ∈ Cp.

Pour f : U −→ U une fonction analytique, on note f n(z) = ( f ◦ f ◦ ... ◦ f )︸           ︷︷           ︸
n

(z).

2.1 Fonctions analytiques complexes p-adiques

2.1.1 Séries entières dans Cp

Dans cette section, on étudie les séries entières complexes p-adiques et

les fonctions analytiques dans Cp.

Définition 2.1

Une série entière dans Cp est une série de la forme
∑
n≥0

anzn, où (an)n≥0 est une suite des

nombres complexes p-adiques appelée suite de coefficients.
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Définition 2.2 (Le rayon de convergence)

Le rayon de convergence d’une série entière
∑
n≥0

anzn, qu’on le note r f est défini par

r f = sup{| z |p, z ∈ Cp et
∑
n≥0

anzn conver1e } ∈ R+
∪ {+∞}.

De plus, le rayon de convergence est calculé par la formule

r f =
1

lim
n→+∞

sup n
√
| an |p

.

Proposition 2.1 [8]

Soit
∑
n≥0

anzn une série entière, où an ∈ Cp et 0 ≤ r f ≤ +∞. On a

1. Si z ∈ Cp tel que | z |p< r f , alors la série
∑
n≥0

anzn converge.

2. Si z ∈ Cp tel que | z |p> r f , alors la série
∑
n≥0

anzn diverge.

3. Si z ∈ Cp tel que | z |p= r f , alors on peut avoir

• Si lim
n→+∞

| an |p rn
f = 0, alors la série

∑
n≥0

anzn est converge sur la totalité de la

sphère Sr f (0).

• Si lim
n→+∞

| an |p rn
f , 0, alors la série

∑
n≥0

anzn est diverge sur la totalité de la

sphère Sr f (0).

Remarque 2.1

Le domaine de convergence d’une série entière p-adique est toujours une boule.

Exemple 2.1

1. Soit la série
+∞∑
n=1

zn

n2 dans Cp[[z]], on a

an =
1
n2 , donc | an |p= pvp(n2) = p2.vp(n).

D’où

r f =
1

lim
n→+∞

sup | an |
1
n
p

=
1

lim
n→+∞

sup p
2.vp(n)

n

= 1.
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De plus, pour | z |p= 1, on a

|
zn

n2 |p=|
1
n2 |p| z |

n
p= p2.vp(n)

≥ 1.

Donc la série
+∞∑
n=1

zn

n2 converge sur Br f (0) = {z ∈ Cp, | x |p< 1}.

2. Soit la série cosp(z) =

+∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
dans Cp[[z]], on a an =

(−1)n

(2n)!
.

Donc

| an |p=|
(−1)n

(2n)!
|p= p

2n−Sp(2n)
p−1 .

D’où

1
r f

= lim
n→+∞

sup | an |
1

2n
p = lim

n→+∞
sup p

1
p−1 (

2n−Sp(n)
2n )

= lim
n→+∞

sup p
1

p−1 (1−
Sp(2n)

2n ) = p
1

p−1 .

Donc r f = p−
1

p−1 .De plus, pour | z |p= r f la série diverge. D’où la série converge

sur la boule Br f (0) = {z ∈ Cp, | z |p< p−
1

p−1 }.

2.1.2 Fonction analytique dans Cp

Définition 2.3

La fonction f : B+
r (0) −→ Cp est analytique sur B+

r (0) pour tout r > 0, s’il existe une

suit (bn)n≥0 ⊂ Cp telle que | bnrn
|p−→ 0, et on a

∀z ∈ B+
r (0), f (z) =

∑
n≥0

bnzn.

Définition 2.4

La fonction f : Br(0) −→ Cp est analytique sur Br(0) où r > 0, s’il existe une suite

(bn)n≥0 ⊂ Cp satisfaisant | bnρn
|p−→ 0, pour 0 < ρ < r, et telle que

∀z ∈ Br(0), f (z) =
∑
n≥0

bnzn.
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Remarque 2.2

1. Une fonction de variable complexe p-adique définie sur la boule Br(0) est dite

analytique sur cette boule lorsqu’elle admet un développement en série entière

en tout point de Br(0).

2. Si r = +∞, alors f est analytique sur tout Cp et on dit que f est entière.

Exemple 2.2

Soit f (z) =
∑
n≥0

pn4
zn, z ∈ Cp on a

r f =
1

lim
n→+∞

n
√
| an |p

=
1

lim
n→+∞

p−n3 = +∞.

Alors
∑
n≥0

pn4zn est convergente sur Cp, donc f est une fonction entière.

Définition 2.5 ( Zéros d’une fonction analytique)

Soit f une fonction analytique non nulle sur une boule Br(0), on dit que α ∈ Br(0) est

un zéro de f si f (α) = 0.

Notation 2.1

On note A(Cp) l’ensemble des fonctions entières sur Cp, et A(Br(0)) l’ensemble des

fonctions analytiques sur la boule Br(0).

Définition 2.6

Soit f (z) =
∑
n≥0

anzn
∈ A(B+

r (0)) où r > 0 . On définit le module maximum de f par

la formule

| f | (r) = max
n≥0
| an |p rn.

Proposition 2.2 [4]

Soit f (z) =
∑
n≥0

anzn
∈ A(B+

r (0)) où r > 0. L’application

r→| f | (r) = max
n≥0
| an |p rn(module maximum),

est une norme ultramétrique surA(B+
r (0)).
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Si f est une fonction analytique sur Br(0), on a

‖ f ‖= sup
z∈B(0,r)

| f (z) |p=| f | (r),

cette relation est appelée égalité de Cauchy.

Proposition 2.3 [4]

Soit f ∈ A(Br(0)) avec r > 0, une fonction non nulle. Alors

1. La fonction | f | (r) est continue et croissante.

2. Si f a un zéro b dans la boule Br(0), la fonction | f | (r) est strictement croissante

pour r >| b |p.

Notation 2.2

On note

1. N( f , r) le nombre de zéros de f dans la boule B+
r (0) (le plus grand entier tel que

max
n≥0
| an |p rn atteint ).

2. n( f , r) le nombre de zéros de f dans la boule Br(0) (le plus petit entier tel que

max
n≥0
| an |p rn atteint).

2.2 Image d’une boule

L’image d’une boule fermée B+
r (0) par une fonction analytique est une

boule de même nature et l’image d’une boule ouverte Br(0) par une fonction

analytique est aussi une boule de même nature.

Théorème 2.1 [4]

Soit f (x) =
∑
n≥0

anzn
∈ A(B+

r (0)) et soit t = max
n≥1
| an |p rn. Alors

f (B+
r (0)) = B+

t (a0) et | f − a0 | (r) = t.
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Preuve.

D’après la Définition de module maximum on a

| f − a0 | (r) = max
n≥1
| an |p rn = t.

De plus, d’une part, il est clair que f (B+
r (0)) est inclus dans B+

t (a0) car si y ∈

f (B+
r (0)), alors il existe z0 ∈ Br(0) tel que y = f (z0), d’où

| y − a0 |p=| f (z0) − a0 |p ≤ sup
z∈B+

r (0)
| f (z) − a0 |p

=| f − a0 | (r) = max
n≥1
| an |p rn = t,

donc y ∈ B+
t (a0).

D’autre part, on prend b ∈ B+
t (a0) et on considère la fonction

1(z) = f (z) − b = a0 − b +

+∞∑
n=1

anzn.

D’ailleurs, le Théorème (2.1) est trivial quant t = 0, donc on peut supposer

t > 0. D’où

| a0 − b |p≤ t = max
n≥1
| an |p rn,

alors d’après l’hypothèse on a N(1, r) ≥ 1. Ensuite, 1 admet au moins un zéro

dans B+
r (0) et donc b appartient à f (B+

r (0)).

Corollaire 2.1 [4]

Soit f (z) =
+∞∑
n=0

anzn
∈ A(Br(0)) , et soit t = max

n≥1
| an |p ρn où 0 < ρ < r. Si t > 0, alors

f (Bρ(0)) = Bt(a0).

Théorème 2.2 [4]

Soient f ∈ A(Cp) non constante et b ∈ Cp. Alors f − b admet au moins un zéro dans

Cp. De plus, si f ∈ A(Cp) \ Cp[z], alors f − b a une infinité de zéros dans Cp.

29



Systèmes dynamique sur Cp

2.3 Système dynamique associé à une fonction ana-

lytique sur Cp

Définition 2.7

Soit f : z ∈ U −→ f (z) ∈ U une application. On dit que z0 ∈ U est un point fixe de f

si

f (z0) = z0.

L’ensemble de tous les points fixes de f est noté Fix( f ).

Remarque 2.3

D’après le Théorème (2.2), si f ∈ A(Cp) \ Cp[z], alors f a une infinité de points fixes.

Définition 2.8

Le point fixe z0 est appelé un attracteur, s’il existe un voisinage U(z0) de z0 tel que

pour tout point z ∈ U(z0), lim
n→+∞

f n(z) = z0.

Si z0 est un attracteur alors son bassin d’attraction est

A(z0) = {z ∈ Cp, f n(z) −→ z0,n −→ +∞}.

Définition 2.9

Le point fixe z0 est dit indifférent, s’il existe un voisinage U(z0) de z0 tel que

| f (z) − z0 |p=| z − z0 |p,∀z ∈ U(z0).

Le point fixe z0 est dit répulsif, s’il existe un voisinage U(z0) de z0 tel que

| f (z) − z0 |p>| z − z0 |p,∀z ∈ U(z0), z , z0.

Définition 2.10

La boule Br(z0) est dite une boule de Siegel, si chaque sphère Sρ(z0) où ρ < r est une

sphère invariante de f (z), (i.e si z ∈ Sρ(z0) alors tous les points itérés f n(z) ∈ Sρ(z0)

pour tout n = 1, 2, ...).

L’union de toutes les boules de Siegel avec le centre en z0 est dite une boule de Siegel

maximum et est notée SI(z0).
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Proposition 2.4 [7]

Soit z0 un point fixe d’une fonction f (z), on pose λ = f ′(z0) (le multiplicateur). On

a la classification suivante

1. Si | λ |p< 1 alors z0 est attractif. De plus, si λ = 0, alors on dit que z0 est

super-attractif.

2. Si | λ |p= 1 alors z0 est indifférent.

3. Si | λ |p> 1 alors z0 est répulsif.

Exemple 2.3

Soit f (z) =
n∑

k=0
akzk
∈ Cp[z], alors f (0) = 0 si a0 = 0, donc z0 = 0 est un point fixe de

f , et on a f ′(z) =
n∑

k=1
kakxk−1, alors f ′(0) = a1, d’où

• Si | a1 |p< 1, alors le point 0 est attractif.

• Si | a1 |p= 1, alors le point 0 est indifférent.

• Si | a1 |p> 1, alors le point 0 est répulsif.

De plus, si a1 = 0 alors λ = f ′(0) = 0 et on dit que 0 est super-attractif.

Proposition 2.5 [7](Lemme de Schwarz)

Soit f une série de la forme f (z) = z(a1 + a2z + ...) et r < r f , alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

1. | f ′(0) |p≤ 1.

2. | ak |p rk−1
≤ 1, pour tout k ≥ 1.

3. f (Br(0)) ⊂ Br(0).

De plus, si | f ′(0) |p< 1 alors Br(0) ⊂ A(z0).
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CHAPITRE 3

SYSTÈMES DYNAMIQUES

(1, 2)-RATIONNELS P-ADIQUES

Dans ce chapitre, on étudie le système dynamique associé à la fonction

(1, 2)-rationnelle f : Cp −→ Cp définie par

f (z) =
az + b

z2 + cz + d
, a, b, c, d ∈ Cp et a , 0. (3.1)

où z , z1,2 =
−c ±

√

c2 − 4d
2

.

Pour calculer les points fixes de f , on résout l’équation f (z) = z. Ce qui équivaut

à l’équation suivante

z3 + cz2 + (d − a)z − b = 0. (3.2)

Comme Cp est algébriquement clôs, alors l’équation (3.2) peut avoir trois solu-

tions avec l’un des cas suivants

1. Une solution multiple trois fois.

2. Deux solutions ( une solution simple et l’autre multiple deux fois).

3. Trois solutions distinctes.
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La trajectoire issue d’un point z ∈ Cp est la suite des points zn = f n(z)

où n ≥ 1. Dans cette section, on étudie le comportement des trajectoire d’un

système dynamique (1, 2)-rationnel arbitraire dans le corps des nombres com-

plexes p-adiquesCp lorsque f admet un seul point fixe, c’est-à-dire on considère

le cas (1.).

Le lemme suivant donne un critère sur les paramètres de la fonction (3.1)

garantissant l’unicité de son point fixe.

Lemme 3.1 [12]

La fonction (3.1) admet un point fixe unique si et seulement si

−c
3

= −

√
d − a

3
=

3√

b ou
−c
3

=

√
d − a

3
=

3√

b. (3.3)

Preuve.

Nécessité, on suppose que la fonction (3.1) possède un seul point fixe z0, alors

l’équation (3.2) peut s’écrire sous la forme

z3 + cz2 + (d − a)z − b = (z − z0)3

= z3
− 3z2z0 + 3zz2

0 − z3
0.

En comportant, on obtient 
−3z0 = c

3z2
0 = d − a

−z3
0 = −b.

Ce qui donne

z0 =
−c
3

= ±

√
d − a

3
=

3√

b.

Suffisance, on suppose que les coefficients de la fonction (3.1) vérifient (3.3).

En substituant b =
−c3

27
et d =

c2

3
+ a, donc
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f (z) =
az −

c3

27

z2 + cz +
c2

3
+ a

, a , 0, a, c ∈ Cp. (3.4)

D’où

f (z) = z⇔ z3 + cz2 + (
c2

3
+ a)z = az −

c3

27

⇔ z3 + cz2 +
c2

3
z +

c3

27
= 0

⇔ (z +
c
3

)3 = 0.

Ainsi f (z) a un point fixe unique z0 =
−c
3
.

Il résulte de ce lemme que si la fonction (3.1) a un point fixe unique point

alors elle est de la forme (3.4). On étudie donc le système dynamique ( f ,Cp)

avec f est donné par la forme (3.4). Le cas c ∈ Cp est étudié par U.A.Rozikov,

I.A.Sattarov et S. Yam (voir [11] et [12]).

Dans ce qui suit, on considère le cas c = 0 dans (3.4). Par conséquent, on étudie

le système dynamique de la fonction suivante

f (z) =
az

z2 + a
, a , 0, a ∈ Cp tel que z , ẑ1, ẑ2 = ±

√
−a. (3.5)

Conséquence 3.1

1. La fonction (3.5) a un seul point fixe z0 = 0.

2. Le point fixe z0 = 0 est indifférent (car f ′(0) = 1).

3. Il découle de (3.5) que

| f (z) − z0 |p=| f (z) |p=| z |P
| a |p
| z2 + a |P

. (3.6)

34



Systèmes dynamiques (1, 2) rationnels p-adiques

On prend A =| a |p, alors

| f (z) |p=| z |p
A

| z2 + a |P
.

Notation 3.1

Notons

P = {z ∈ Cp,∃n ∈N, f n(z) ∈ {ẑ1, ẑ2}}. (3.7)

Le système dynamique p-adique associé à la fonction (3.5) est directement lié au système

dynamique réel associé à la fonction ϕA : [0,+∞[→ [0,+∞[ définie comme suit

ϕA(r) =


r, si r <

√
A

A∗, si r =
√

A
A
r
, si r >

√
A

où A∗ est un nombre positif tel que A∗ ≥
√

A.

Lemme 3.1 [12]

La fonction ϕA vérifie les propriétés suivantes

1. Fix(ϕA) = {r, 0 ≤ r <
√

A} ∪ {
√

A, si A∗ =
√

A}.

2. Si r >
√

A, alors ϕn
A(r) =

A
r

pour tout n ≥ 1.

3. Si r =
√

A et A∗ >
√

A, alors ϕn
A(
√

A) =
A
A∗

pour tout n ≥ 2.

Preuve.

1. D’après la définition de ϕA(r) on obtient

∗ Pour r <
√

A, on a ϕA(r) = r, donc r ∈ Fix(ϕA).

∗ Pour r =
√

A et A∗ =
√

A, on a ϕA(
√

A) = A∗ =
√

A, donc
√

A ∈ Fix(ϕA).

∗ Pour r =
√

A et A∗ >
√

A, on a ϕA(r) = A∗ > r, donc r < Fix(ϕA).

∗ Pour r >
√

A, on a ϕA(r) =
A
r
, r. Car sinon on a

A
r

= r, alors A = r2

i.e
√

A = r, contradiction, donc r < Fix(ϕA).
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D’où

Fix(ϕA) = {r, 0 ≤ r <
√

A} ∪ {
√

A, si A∗ =
√

A}.

2. Si r >
√

A , alors



ϕA(r) =
A
r

;

ϕ2
A(r) = ϕA(ϕA(r)) = ϕA(

A
r

) =
A
r
, (car

A
r
<
√

A);
...

ϕn
A(r) = ϕn−1

A (ϕA(r)) = ϕn−1
A (

A
r

) =
A
r
, pour tout n ≥ 2 (car

A
r
<
√

A).

Donc

ϕn
A(r) =

A
r
, pour tout n ≥ 1.

3. Si r =
√

A et A∗ >
√

A , alors

ϕA(r) = A∗;

ϕ2
A(r) = ϕA(ϕA(r)) = ϕA(A∗) =

A
A∗

(car A∗ >
√

A);
...

ϕn
A(r) = ϕn−2

A (ϕA(r)2) = ϕn−2
A (

A
A∗

) =
A
A∗
, pour tout n ≥ 3 (car

A
A∗

<
√

A).

Donc

ϕn
A(r) =

A
A∗
, pour tout n ≥ 2.

Conséquence 3.2

Pour tout r > 0, on a

lim
n→+∞

ϕn(r) =



r , si 0 < r <
√

A
√

A, si r =
√

A, A∗ =
√

A}
A
A∗
, si r =

√
A, A∗ >

√
A}

A
r
, si r >

√
A.

(3.8)
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Lemme 3.2 [12]

Si z ∈ Sr(0), alors pour la fonction (3.5) on a

| f n(z) |p= ϕn
A(r), ∀n ≥ 1.

Preuve.

Soit z ∈ Sr(0) (i.e | z |p= r). Par récurrence, on a

1- Pour n = 1,

- Si r <
√

A, alors | z |2p= r2 < A =| a |p, donc

| f (z) |p =| z |p
A

| z2 + a |P
= r

A
max(| z |2p, | a |p)

= r
A
| a |p

= r = ϕA(r).

- Si r >
√

A, alors | z |2p= r2 > A =| a |p, donc

| f (z) |p =| z |p
A

| z2 + a |P
= r

A
max(| z |2p, | a |p)

= r
A
r2 =

A
r

= ϕA(r).

- Si r =
√

A, on a

| f (z) |p =| z |p
A

| z2 + a |P
= r

A
| z2 + a |P

=

√
AA

| z2 + a |P
= A∗ = ϕA(r).

car

| z2 + a |p≤ max(| z |2p, | a |p) =| a |p= A.

Alors
1

| z2 + a |p
≥

1
A
.

Donc

ϕA(r) = A∗ =

√
AA

| z2 + a |p
≥

√
AA
A

=
√

A.
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2- On suppose que | f n(z) |p= ϕn
A(r), pour n ≥ 1, alors

| f n+1(z) |p =| f ( f n(z)) |p=| f n(z) |p
A

| ( f n(z))2 + a |p

= ϕn
A(r)

A
| ( f n(z))2 + a |p

.

D’où,

- Si r <
√

A, alors | f n(z) |p= ϕn
A(r) = r, pour tout n ≥ 1, et | f n(z) |2p= r2 < A =

| a |p, donc

| f n+1(z) |p = r
A

max(| f n(z) |2p, | a |p)

= r
A
| a |p

= r = ϕn+1
A (r).

- Si r >
√

A, alors | f n(z) |p= ϕn
A(r) =

A
r

, pour tout n ≥ 1, et
A
r
<
√

A i.e
A2

r2 < A,

donc

| f n+1(z) |p =
A
r

A
max(| f n(z) |2p, | a |p)

=
A
r

A
| a |p

=
A
r

= ϕn+1
A (r).

- Si r =
√

A et A∗ >
√

A, alors

| f n+1(z) |p =
ϕn

A(r)A

max(| f n(z) |2p, | a |p)

=

A
A∗

A

| a |p
=

A
A∗

= ϕn+1
A (r).

- Si r =
√

A et A∗ =
√

A, alors on a z ∈ S√A(0) (i.e | z |p=
√

A), donc f (z) ∈

S√A(0) (i.e

| f (z) |p=
√

A). D’où

| f n+1(z) |p=| f n( f (z)) |p= ϕn
A(r) =

√

A = ϕn+1(r), pour tout n ≥ 1.

Alors | f n(z) |p= ϕn
A(r), pour tout n ≥ 1.
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Notation 3.2

On note

A∗(z) =| f (z) |p, si z ∈ S√A(0).

Théorème 3.1 [12]

Le système dynamique p-adique associé a la fonction (3.5) vérifie les propriétés suivants

1. Si r >
√

A et z ∈ Sr(0), alors

f n(z) ∈ S A
r
(0), ∀n ≥ 1.

2. Soit z ∈ S√A(0) \ P

• Si A∗(z) =
√

A, alors f (z) ∈ S√A(0).

• Si A∗(z) >
√

A, alors f n(z) ∈ S A
A∗(z)

(0),∀n ≥ 2.

3. a) SI(z0) = B√A(0).

b) P ⊂ S√A(0).

Preuve.

1. Soient r >
√

A et z ∈ Sr(0), alors d’après le Lemme (3.2), on a

| f n(z) |p= ϕn
A(r), ∀n ≥ 1.

On utilise la partie (2) du Lemme (3.1) on obtient

ϕn
A(r) =

A
r
,∀n ≥ 1,

c’est à dire

| f n(z) |p=
A
r
, ∀n ≥ 1.

Donc

f n(z) ∈ S A
r
(0), ∀n ≥ 1.

2. • Si z ∈ S√A(0) \ P et A∗ =
√

A, on a

| f (z) |p=
√

A (i.e f (z) ∈ S√A(0)).

39



Systèmes dynamiques (1, 2) rationnels p-adiques

• Si A∗(z) >
√

A , alors d’après la partie (1.) de ce théorème on a

f n(z) ∈ S A
A∗(z)

(0),∀n ≥ 2.

3. a) Soient r >
√

A et z ∈ Sr(0), alors d’après le Lemme (3.2), on a

| f n(z) |p= ϕn
A(r). On utilise la partie (1.) du Lemme (3.1), on trouve

Fix(ϕA) = {r, 0 ≤ r <
√

A} ∪ {
√

A, si A∗ =
√

A}.

Donc, la sphère Sr(0) est invariante pour f si et seulement si r <
√

A.

Par conséquent, SI(z0) = B√A(0).

b) Soit P = {z ∈ Cp,∃n ∈N ∪ {0}, f n(z) ∈ {ẑ1, ẑ2}}, où ẑ1 = ẑ2 = ±
√
−a.

On a

| ẑ1 |p=| ẑ2 |p=|
√
−a |p=| −a |

1
2
p =| a |

1
2
p =
√

A, i.e {ẑ1, ẑ2} ⊂ S√A(0).

D’après les parties a) et (1.) de ce théorème si z ∈ Sr(0), r ,
√

A, alors

- Pour r <
√

A, on a f (z) ∈ Sr(0) < S√A(0).

- Pour r >
√

A, on a f (z) ∈ S A
r
(0) < S√A(0).

Donc

∀r ,
√

A, f (z) < S√A(0).

Par la définition de l’ensemble P, on peut conclure que P ⊂ S√A(0).

Corollaire 3.1

La sphère Sr(0) est invariante pour f si et seulement si 0 < r <
√

A.

3.1 Dynamique locale de la fonction f (z) =
az

z2 + a

Dans cette section, on étudie le système dynamique associé à la fonction

(3.5) sur chaque sphère invariante.
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Lemme 3.2

Pour toute B+
ρ (c) ⊂ Sr(0), où 0 < r <

√
A, on a

f (B+
ρ (c)) = B+

ρ ( f (c)). (3.9)

Preuve.

On suppose B+
ρ (c) ⊂ Sr(0), alors c ∈ Sr(0), donc | c |p= r. D’où si z ∈ B+

ρ (c) (i.e

| z − c |p≤ ρ), alors

| f (z) − f (c) |p =|
az

z2 + a
−

ac
c2 + a

|p

=|
az(c2 + a) − ac(z2 + a)

(z2 + a)(c2 + a)
|p

=|
azc2 + a2z − acz2

− a2c
(z2 + a)(c2 + a)

|p

=|
a(a − zc)(z − c)
(z2 + a)(c2 + a)

|p

=| z − c |p
| a |p| a − zc |p
| z2 + a |p| c2 + a |p

(3.10)

Comme | z.c |p=| z |p . | c |p= r2 (car z ∈ B+
ρ (c) ⊂ Sr(0)) et | a |p= A, alors si

0 < r <
√

A, on a | z2
|p=| z.c |p= r2 < A. Puis, d’après l’égalité (3.10), on trouve

| f (z) − f (c) |p=| z − c |p≤ ρ.

Lemme 3.3

Si c ∈ Sr(0), et 0 < r <
√

A, alors | f (c) − c |p=
r3

A
.

Preuve.

Soit c ∈ Sp(0) (i.e | c |p= r), et 0 < r <
√

A, alors on obtient l’égalité suivante

| f (c) − c |p=|
ac

c2 + a
− c |p=|

−c3

c2 + a
|p=

| c3
|p

| c2 + a |p
=

r3

A
. (3.11)

(car | c2
|p= r2 < A =| a |p).
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Remarque 3.1

D’après le Lemme (3.3), on remarque que | f (c) − c |p dépend de r, mais ne dépend pas

de c ∈ Sr(0), donc on définit

ρ(r) =| f (c) − c |p, si c ∈ Sr(0).

Théorème 3.2 [12]

Si c ∈ Sr(0) et 0 < r <
√

A, alors

1. | f n+1(c) − f n(c) |p= ρ(r), ∀n ≥ 1.

2. f (B+
ρ(r)(c)) = B+

ρ(r)(c).

3. Si pour θ > 0, la boule B+
θ(c) ⊂ Sr(0) est invariante pour f , alors θ ≥ ρ(r).

Preuve.

1. Pour tout z ∈ B+
ρ(r)(c), alors d’après la définition de ρ(r), on a

| z |p=| (z − c) + c |p= max(| z − c |p, | c |p) =| c |p= r.

(car | z − c |p≤ ρ(r) =
r3

A
= r.(

r2

A
) < r.1 = r).

Donc z ∈ Sr(0), d’où

B+
ρ(r)(c) ⊂ Sr(0).

Comme | f n(c) |p= ϕA(r) = r (0 < r <
√

A) donc f n(c) ∈ Sr(0), alors

d’après le Lemme (3.3) on a

| f n+1(c) − f n(c) |p=| f ( f n(c)) − f n(c) |p= ρ(r).

2. D’après la partie (1.) de ce théorème, on a B+
ρ(r)(c) ⊂ Sr(0), et d’après le

Lemme (3.2) on a

f (B+
ρ(r)(c)) = B+

ρ(r)( f (c)). (3.12)

Comme | f (c) − c |p= ρ(r), donc f (c) ∈ B+
ρ(r)(c). Alors

B+
ρ(r)(c) = B+

ρ(r)( f (c)). (3.13)
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(car tout points d’un boule est un centre de ce boule, Voir la Proposition

(1.13)).

Donc de (3.12) et (3.13), on trouve

f (B+
ρ(r)(c)) = B+

ρ(r)(c).

3. On suppose queθ > 0, et B+
θ(c) ⊂ Sr(0) est invariante (i.e f (B+

θ(c)) = B+
θ(c)).

D’après le Lemme (3.2), on a

f (B+
θ(c)) = B+

θ( f (c)).

Alors

B+
θ(c) = B+

θ( f (c)) (i.e f (c) ∈ B+
θ(c)).

Donc

ρ(r) =| f (c) − c |p≤ θ.

3.2 Les points 2-périodiques

Dans cette section, on s’intéresse à l’étude des points 2-périodiques de la

fonction f (z) =
az

z2 + a
.

Définition 3.1

Soit U un ouvert deCp et f : U→ Cp une application. Un point z0 ∈ U est périodique

s’il existe k ≥ 1 tel que z0, f (z0), ..., f k−1(z0) ∈ U et f k(z0) = z0. On appelle k période

de z0, si k est le plus petit entier avec cette propriété, alors k est appelé la période

primitive de z0 et on dit que {z0, f (z0), ..., f k−1(z0)} est le cycle de z0.

Proposition 3.1 [12]

Si la fonction (3.5) admet les points k-périodiques {z0
f
→ z1

f
→ ...

f
→ zk−1

f
→ z0}, alors

| z0 |p=| z1 |p= ... =| zk−1 |p≤
√

A.
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Preuve.

On suppose que la fonction (3.5) admets les points k-périodiques {z0
f
→ z1

f
→

...
f
→ zk−1

f
→ z0}. Si | zi |p>

√
A pour certains i ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1}, alors d’après la

partie (1.) du Théorème (3.1) on a zi+1 = f (zi) ∈ B√A(0) i.e | zi+1 |p= r =
A
|zi|p

<
√

A,

et Sr(0) est une sphère invariante de la fonction (3.5), donc

| f (zi) |p=| zi+1 |p=| zi+2 |p= ... =| zk−1 |p=| z0 |p= ... =| f k(zi) |p=| zi |p<
√

A.

Cela contredit notre hypothèse. Par conséquent | zi |p≤
√

A,∀i ∈ {0, 1, ..., k − 1}.

De plus, si | zi |p= r <
√

A pour certains i ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1}, alors

| z0 |p=| z1 |p= ... =| zk−1 |p<
√

A

(car Sr(0) est invariante pour tout r <
√

A). Sinon | z0 |p=| z1 |p= ... =| zk−1 |p=
√

A.

Pour étudier les points 2-périodiques de la fonction (3.5), on étudie les

points fixes de la fonction 1(z) = f 2(z). Comme on a

1(z) = f ( f (z)) =
a. f (z)

( f (z))2 + a
=

a
az

z2 + a
a2z2

(z2 + a)2 + a

=
a2z(z2 + a)

a2z2 + az4 + a3 + 2a2z2 =
a(az3 + a2z)

a(z4 + 3az2 + a2)

=
az3 + a2z

z4 + 3az2 + a2 .

Alors

1(z) = z⇔
az3 + a2z

z4 + 3az2 + a2 = z

⇔ az3 + a2z = z5 + 3az3 + a2z

⇔ az2 + a2 = z4 + 3az2 + a2

⇔ z4 + 3az2 + az2 = 0

⇔ z2(z2 + 2a) = 0
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Comme z = 0 est l’unique point fixe de f , alors z = 0 est un point fixe de 1. On

suppose que z , 0, alors l’équation 1(z) = z est équivalente à z2 + 2a = 0, donc

les deux solutions sont t1,2 = ±
√
−2a. Pour ces points on a

- Si p , 2, alors

| t1 |p=| t2 |p=| ±
√

−2a |p=| (−2a)
1
2 |p= (| −2 |p| a |p)

1
2 =| a |

1
2
p =
√

A.

- Si p = 2, alors

| t1 |2=| t2 |2 =| ±
√

−2a |2=| (−2a)
1
2 |2= (| −2 |2| a |2)

1
2 = (| 2 |2| a |2)

1
2

= 2−1(| a |2)
1
2 =

1
√

2
| a |

1
2
2 =

√
A
2
.

D’où

| t1 |p=| t2 |p=


√

A, si p , 2√
A
2
, si p = 2.

Remarque 3.2

C’est une coïncidence que 1′(t1) = 1′(t2) = 9, i.e que la valeur ne dépend pas du

paramètre a. Par conséquent on a

| 1′(t1) |p=| 1′(t2) |p=


1, si p , 3
1
9
, si p = 3.

En effet

On a 1(z) =
az3 + a2z

z4 + 3az2 + a2 , alors

1′(z) =
(3az2 + a2)(z4 + 3az2 + a2) − (4z3 + 6az)(az3 + a2z)

(z4 + 3az2 + a2)2

=
3az6 + 9a2z4 + 3a3z2 + a2z4 + 3a3z2 + a4

− 4az6
− 4a2z4

− 6a2z4
− 6a3z3

(z4 + 3az2 + a2)2

=
a(a3
− z6)

(z4 + 3az2 + a2)2 .
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Donc

1′(t1) = 1′(t2) = 1′(±
√

−2a) =
a(a3
− (±

√
−2a)6)

((±
√
−2a)4 + 3a(±

√
−2a)2 + a2)2

=
a(a3 + 8a3)

(4a2 − 6a2 + a2)2 =
a4 + 8a4

(−a2)2 = 9.

D’où

- Si p = 3, alors | 1′(t1) |3=| 1′(t2) |3=| 9 |3=| 32
|3= 3−2 =

1
32 =

1
9
.

- Si p , 3, alors | 1′(t1) |p=| 1′(t2) |p=| 9 |p=| 32
|p= 30 = 1.

Donc

| 1′(t1) |p=| 1′(t2) |p=


1, si p , 3
1
9
, si p = 3.

Remarque 3.3

La fonction 1 est définie dans

Cp \

ẑ1,2 = ±
√
−a, ˆ̂z1,2,3,4 = ±

√
(−3 ±

√
5)a

2

 .
On définit l’ensemble P2 comme suit

P2 = {z ∈ Cp,∃n ∈N, tel que , f n(z) ∈ {ẑ1,2, ˆ̂z1,2,3,4}}.

3.2.1 Le cas p = 2

Dans ce cas on a

| t1 |2=| t2 |2=

√
A
2
<
√

A, et | t2 − t1 |2=

√
A

2
√

2
.

Car

| t2 − t1 |2=| 2
√

−2a |2=| 2 |2| −2a |
1
2
2 = 2−1

| 2 |
1
2
2 | a |

1
2
2 =

1
2

(2−1)
1
2
√

A =

√
A

2
√

2
.
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D’après le Lemme (3.3), on trouve

ρ(

√
A
2

) =| f (t1) − t1 |2=

(

√
A
2

)3

A
=

(

√
A
2

)2(

√
A
2

)

A
=

A
2

√
A
2

A
=

√
A

2
√

2
.

Et d’après la partie (2.) du Théorème (3.2) et comme

√
A
2
<
√

A, on a

f (B+

ρ(
√

A
2 )

(t1)) = B+

ρ(
√

A
2 )

(t1), (i.e f (B+
√

A
2
√

2

(t1)) = B+
√

A
2
√

2

(t1)).

De plus, | 1′(t1) |2=| 1′(t2) |2= 1, alors chaque point de {t1, t2} est un point fixe

indifférant de 1, et il est une centre d’une boule de Siegel.

Théorème 3.3 [12]

Si p = 2, alors

f (Sr(t1) \ P2) ⊆ Sr(t2), f (Sr(t2) \ P2) ⊆ Sr(t1),

pour tout 0 < r ≤

√
A

2
√

2
.

Preuve.

On utilise les égalités suivantes

f (t1) = t2, f (t2) = t1.

Soit t1 =
√
−2a et z ∈ Sr(t1) \ P2 ⊂ B+

√
A

2
√

2

(t1), (i.e | x − t1 |2= r ≤

√
A

2
√

2
). On a

| f (z) − t2 |2 =| f (z) − f (t1) |2=|
az

z2 + a
−

at
t2
1 + a

|2

=|
−a(z − t1)(t1z − a)
(z2 + a)(−2a + a)

|2=|
(z − t1)(t1z − 3a − (−2a)

(z2 + a)
|2

= r· |
(t1(z − t1) − 3a)

[z − t1 +
√
−a(
√

2 − 1)][z − t1 +
√
−a(
√

2 + 1)]
|2,

alors

| f (z) − t2 |2= r· |
−3a +

√
−2a(z − t1)

[z − t1 +
√
−a(
√

2 − 1)][z − t1 +
√
−a(
√

2 + 1)]
|2 . (3.14)
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Comme on a

∗ | −3a |2=| −3 |2| a |2= A.

∗ |
√
−2a(z − t1) |2=|

√
−2a |2| z − t1 |2= r

√
A
2 ≤

√
A
√

2
.

√
A

2
√

2
=

A
4
< A.

∗ |
√

2 − 1 |2=|
√

2 + 1 |2= max(|
√

2 |2, | 1 |2) = max(2−
1
2 , 1) = max(

1
√

2
, 1) =

1.

∗ |
√
−a |2=| a |

1
2
2 =
√

A.

Alors

| f (z) − t2 |2 =| f (z) − f (t1) |2= r
A

√
A
√

A
= r.

Donc | f (z) − t2 |2= r (i.e f (x) ∈ Sr(t2)), d’où f (Sr(t1) \ P2) ⊆ Sr(t2).

On fait les mêmes procédures, pour z ∈ Sr(t2) \ P2 ⊂ B+
√

A
2
√

2

(t1). Alors on a

| f (z) − t1 |2 =| f (z) − f (t2) |2

= r |
−3a −

√
−2a(z − t2)

[z − t2 −
√
−a(
√

2 − 1)][z − t2 −
√
−a(
√

2 + 1)]
|2 . (3.15)

Par conséquent

| f (z) − t1 |2=| f (z) − f (t2) |2= r (i.e f (z) ∈ Sr(t1)).

3.2.2 Le cas p = 3

Dans ce cas on a | t1 |3=| t2 |3=| t2 − t1 |3=
√

A et | 1′(t1) |3=| 1′(t2) |3=
1
9
< 1.

Donc chaque point fixe t1 et t2 de 1 est une point attractif.

Théorème 3.4 [12]

Si p = 3 et r <
√

A, alors

a) Pour tout z ∈ Sr(t1) \ P2, lim
n→+∞

f 2n(z) = t1 et lim
n→+∞

f 2n+1(z) = t2.

b) Pour tout z ∈ Sr(t2) \ P2, lim
n→+∞

f 2n(z) = t2 et lim
n→+∞

f 2n+1(z) = t1.
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Preuve.

Soit Sr(t1) ⊂ S√A(0), r <
√

A et z ∈ Sr(t1) \ P2 (i.e | z − t1 |3= r). Alors

| f (z) − t2 |3 =| f (z) − f (t1) |3

=| z − t1 |3
| −3a +

√
−2a(z − t1) |3

| z − t1 +
√
−a(
√

2 − 1) |3| z − t1 +
√
−a(
√

2 + 1) |3
.

Comme on a

∗ | −3a |3=| −3 |3| a |3= 3−1A =
A
3
.

∗ |
√
−2a(z − t1) |3=|

√
−2a |3| z − t1 |3= r | a |

1
2
3 = r
√

A.

∗ |
√

2 − 1 |3=|
√

2 + 1 |3= 1.

∗ |
√
−a |3=| a |

1
2
3 =
√

A.

D’où

- Si r <

√
A

3
, alors | f (z) − t2 |3= r

A
3

√
A
√

A
=

r
3
.

- Si

√
A

3
< r <

√
A, alors | f (z) − t2 |3= r

r
√

A
√

A
√

A
=

r2

√
A
.

- Si r =

√
A

3
, alors on a

| −3a +
√

−2a(z − t1) |3 ≤ max(| −3a |3, |
√

−2a(z − t1) |3)

= max(
A
3
, r
√

A) = max(
A
3
,

A
3

) =
A
3
.

Donc

| f (z) − t2 |3 ≤ r

A
3

√
A
√

A
=

√
A

3
A
3

A
=

√
A

9
.

Alors d’après les calcules présidents on a

| f (z) − t2 |3= φ(r) =



r2

√
A
, si

√
A

3
< r <

√
A,

≤

√
A

9
, si r =

√
A

3
,

r
3
, si r <

√
A

3
.

(3.16)
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Pour f 2, on obtient

| f 2(z) − t1 |3 =| f 2(z) − f 2(t1) |3

=| f (z) − t2 |3·
| −3a +

√
−2a( f (z) − t2) |3

| f (z) − t2 +
√
−a(
√

2 − 1) |3| f (z) − t2 +
√
−a(
√

2 + 1) |3

= φ(φ(r)) =



(φ(r))2

√
A
, si

√
A

3
< φ(r) <

√
A,

≤

√
A

9
, si φ(r) =

√
A

3
,

φ(r)
3
, si φ(r) <

√
A

3
.

En itérant cet argument, on obtient les formules suivantes pour z ∈ Sr(t1) \ P2

| f 2n(z) − t1 |3= φ2n(r), | f 2n+1(z) − t2 |3= φ2n+1(r). (3.17)

Ainsi le système dynamique réel associé à la fonction φ : [0,
√

A[→ [0,
√

A[

vérifie les propriétés suivantes

1. L’ensemble des points fixes de φ(r) est Fix(φ) = {0}.

2. Le point fixe r = 0 est attractif de bassin d’attraction [0,
√

A[.

En utilisant (3.17), il est facile de voir que l’assertion (a) est vérifiée.

3.2.3 Le cas p ≥ 5

Dans ce cas on a | t1 |p=| t2 |p=| t2 − t1 |p=
√

A et | 1′(t1) |p=| 1′(t2) |p= 1.

Donc chaque point fixe t1 et t2 de 1 est une point indifférent et est le centre

d’une boule de Siegel.

Théorème 3.5 [12]

Si p ≥ 5, alors

f (Sr(t1) \ P2) ⊆ Sr(t2), f (Sr(t1) \ P2) ⊆ Sr(t1),

pour tout 0 < r <
√

A.

Preuve.

Soit z ∈ Sr(t1) \ P2 ⊂ V√A(t1) (i.e | z − t1 |p= r <
√

A). Comme on a
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∗ | −3a |p=| −3 |p| a |p= A.

∗ |
√
−2a(z − t1) |p=|

√
−2a |p| z − t1 |p= r | −2a |

1
2
p = r | a |

1
2
p = r
√

A.

∗ |
√

2 − 1 |p=|
√

2 + 1 |p= 1.

∗ |
√
−a |p=| a |

1
2
p =
√

A.

Alors d’après l’égalité (3.15) on a

| f (z) − t2 |p=| f (z) − f (t1) |p = r
max(A, r

√
A)

max(r,
√

A) max(r,
√

A)

= r
A

√
A
√

A
= r (car r

√

A < A).

Donc

| f (z) − t2 |p=| f (z) − f (t1) |p= r (i.e f (z) ∈ Sr(t2)).

D’où

f (Sr(t1) \ P2) ⊆ Sr(t2).

On fait les mêmes procédures, pour z ∈ Sr(t2) \ P2 ⊂ B+
√

A
(t1).
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