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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier 'existence et I'unicité de solution pour certaines
classes d’inclusions différentielles du premier ordre régit par un opérateur maximal mo-
notone dans le cas autonome et non autonome.

Les opérateurs monotones (en général, multivoques), et notamment ceux qui sont maxi-
maux jouent un roéle trés important dans beaucoup de domaines mathématiques. Notons,
par exemple I'optimisation (les sous différentiels des fonctions propres convexes et semi
continues inférieurement sont des opérateurs maximaux monotones), équations différen-
tielles (souvent l'opérateur qui engendre I’équation est maximal monotone). Tous ¢a a
abouti a une large étude de ces opérateurs.

Puisque la nature d’un opérateur monotone peut étre assez difficile & manipuler, soit du
point de vue théorique, soit du point de vue numérique, de nombreux auteurs se sont
intéressés a chercher des approximations ou régularisations d’un opérateur, pour obtenir
a partir d'un opérateur monotone donné, un autre qui a plus de propriétés réguliére par
exemple la régularité de Yosida.

Les problémes gouvernés par les opérateurs maximaux monotones constituent une classe

importante d’inclusion différentielle

Un bref schéma du contenue présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit :

Le premier chapitre intitulé “Notions de base et résultats préliminaires ”, il contient
des notations ainsi qu'un ensemble de définitions, propositions et théorémes sur I'analyse
multivoque et convexe et qui vont nous servir de clé dans les deux chapitres qui suivent .
Le deuxiéme chapitre intitulé “Opérateurs maximaux monotones”’, qui contient des
résultats et des propriétés sur les opérateurs monotones et maximaux monotones, l'ap-
proximation de Yosida et la résolvante qui seront utilisés, en plus on expose la distance
de Vladimirov entre deux opérateurs maximaux monotones avec ses propriétés, enfin ces

concepts sont des outils fondamentaux pour nos problémes.
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Le troisiéme chapitre intitulé “Etude d’une inclusion différentielle gouvernée par un
opérateur maximal monotone”, scindé en trois section, dans la premiére section on s’in-
téresse a l'étude de 'existence et 1'unicité de solution pour l'inclusion différentielle du

premier ordre autonome qui ne dépend pas du temps de la forme

t(t) € —Ax(t), p.psur|0,T],
z(0) = x9 € D(A).

(P)

ou A : H — 2" un opérateur maximal monotone. Ensuite dans la deuxiéme section, nous
considérons le cas non autonome, ie lorsque 'opérateur dépend séparément du temps et

de I’état ce probléme est défini comme suit

du
) —%(t) € A(t)u(t) dr — p.p dans [0, T
u(0) = up € D(A(0)).
Enfin, dans la derniére section, nous généralisons 1’étude au probléme non autonome

gouverné par un opérateur maximal monotone et contenant une perturbation ie, des

forces extérieur appliquées au systéme.



Chapitre 1

Notions de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamen-
taux sur les multi-applications et on rappelle aussi quelques théorémes utiles dans les

démonstrations de nos résultats principaux.

1.1 Notations générales

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par
e H un espace de Hilbert muni de la norme ||.|| et du produit scalaire <.,.>.
e I un espace vectoriel normé.

e X un espace de Banach muni de la norme ||.||, X’ son dual, c’est a dire, 'espace

des formes linéaires continues sur X muni de la norme

£l = sup|(f, ).

zeB

o(X, X’) la topologie faible sur X.

N Tensemble des nombres naturels.

R l'ensemble des nombres réels.

e R =[—00,+00].

1, 'identité de H.

|.| la valeur absolue définie sur R.
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e D(A) le domaine de A.
e V(xg) est 'ensemble des voisinages du point z.

e ['o(H) est 'ensemble des fonctions propres convexes semi continue inférieurement

définie de H a valeurs dans | — oo, +0o0].
e 1, — x exprime que la suite (z,), converge faiblement vers x.
e 1, — x exprime que la suite (azn)n converge fortement vers x.
® D.p. presque partout
e 114 la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1 sizeA
x> Uy(x) =
0 stxegA

e B(a,r) est la boule ouverte de centre a et de rayon 7.

e B(a,r) est la boule fermée de centre a et de rayon r.

°
o

(H) espace des opérateurs linéaires bornés de H dans H.

e B(H,, Hy) espace des opérateurs linéaires bornés de H; dans Hs.
o P(H) = 2" est ensemble des parties de H.

o (T,%, 1) espace mesuré.

o LP(T, H, ;1) Pespace des applications p™¢ intégrable (1 < p < +o00) définies sur T

a valeurs dans H, muni de la norme

I = ( [ \If(t)ll”du(t));

e (C([0,T], H) I'espace de toutes les applications continues définies sur [0, 7] & valeurs

dans H muni de la norme

1fOlle = sup [[f(B)]]-

te[0,7

1.2 Notions sur les Multi-applications.

Nous donnons dans cette section quelques définitions concernant les multi-applications,
aussi appelées correspondances, applications multivoques ou multifonctions, pour une

étude détaillée a propos de ce sujet on peut se référer a [1], [2], [7] et [17],
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Définition 1.1. Soient T, Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application dé-
finie sur T a valeurs dans Y , toute application de T ayant ses valeurs dans 2¥. On
note

F:T=YouF :T—2".
C’est a dire Vt € T, F(t) est un sous ensemble de Y.
Définition 1.2. Soit F': T — 2¥ une multi-application.
1. On appelle domaine de F' qu’on note D(F') ’ensemble suivant
D(F)={teT;F(t) # 0}.
2. On appelle image de F' qu’on note R(F') l’ensemble

R(F)={zeY;FteTxcFt)}= (] F@).

teD(F)
3. La multi-application inverse F~1 1Y =2 T est définie par
te Fl(y) & ye F(t),
Fl'(y)={teTye Ft)},Vy €Y.

4. On appelle graphe de F' qu’on note Gr(F), le sous ensemble de T x Y défini par
Gr(F)={(t,y) e T xY;y € F(t)}.
5. On a les relations suivantes :
D(FYY=R(F), R(FY)Y=D(F)et (F)'=F

Nous pouvons définir de nouveaux opérations & partir des propriétés suivantes pour

la somme, la multiplication par un scalaire pour les opérateurs multivoques,
e Pour S, F : T — 2V,
(S+ F)(x) = S(x) + F(x).
e Pour \e¢Ret F: T — 2",
(A F)(z) =\ F(x).

Définition 1.3. Pour une fonction f : H — R propre, le sous-différentiel de f est l’opé-

rateur multivoque noté Of : H — 28 défini par

Of (x) ={a"€ H, f(y) = f(x) + (2',y —x) Vy € H}.

Les éléments du sous-différentiel sont appelés sous-gradients.

On dit que [ est sous-différentiable au point x si et seulement si 0f(x) # (.
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Définition 1.4. Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
e On ad(x,A) = infd(z,vy).
yeA
e On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A, B) = sup d(z, B) = sup (infd(x,y)> .

z€EA reA \YEB

e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note dy(A, B) la

quantité définie par

dy(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}.
Remarquons que dg(A, B) = dg (B, A).

1.3 Quelques notions sur 'analyse convexe et fonctions
semi continue inférieurement
Les résultats suivants sont pris des références [4] et [17] .
Soit E un espace vectoriel et A un sous ensemble non vide de E.
Définition 1.5. On dit que A est convexe si et seulement si,
Ve,ye AVAE0,1]: da+(1-ANye A M+ (1-NACA Ve[, 1]
Autrement dit, pour tout (z,y) € A%, le segment de droite

[z,yl =X+ (1= Ny:Ae]0,1] C A

Rappel sur les fonctions convexes dans R.

Définition 1.6. Soit I C R, f: I — R, on dit que f est convexe sur I si et seulement
1,

Ve,y € LYA€ [0, 1], f(Az + (1= N)y) < Af(z) + (1 = A) f(y).
f est dite strictement convexe si linégalité est stricte,

Va,y € LVA€[0,1], fAz + (1= Ny) < Af(z) + (1 = A)f(y).

Définition 1.7. le domaine effectif de f est l’ensemble noté D(f) et définie par

D(f)={z € E, f(z) < +o0}.
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Définition 1.8. Soit f : E — R, on dit que f est propre si et seulement si f(z) # —oo,
pour tout x € E et 3 xy € E tel que f(zg) < +00.

Alors une fonction f: E —| — 0o, +00] est propre si et seulement si D(f) # (.

Proposition 1.9. Soit f : E —] — 00, 4+00]. Alors la fonction f est dite convexe si et

seulement si,
Va,y € D(f),YA €0, 1], f(Azr + (1 = Ny) < Af(z) + (1= A) f(y).
Définition 1.10. L’épigraphe de f est [’ensemble défini par

Epi(f) = {(z,r) € EXR; f(z) <r}.

Proposition 1.11. Soit f : E — R, on dit que f est conveze si et seulement si son

épigraphe est conveze.

Définition 1.12. Soit C' C E, alors la fonction indicatrice de C, noté i est définie
par
o E— R
0 si xeC

r—ic(z) =
+00  sinon

Définition 1.13. Soit f : H — R. Alors

1. f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo € H si,
VheR, h< f(xg), 3V €V(xg),VzeV, h< f(zx).
2. f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point xo € H si,

VheR, h> f(zg), 3V eV(xy),YaeV, h> f(x).

Définition 1.14. Soient f: H — R, 9 € H, alors

liminf f(z) = sup [inf f(x)].

T—T0 ’UEV(J?()) A

limsup f(z) = inf [sup f(x)].

T—T0 weV(z0) zew
Proposition 1.15. Soient f : H - R, xo € H. Alors
1. f est s.c.i au point xy < liminff(z) > f(xo).
Tr—T0

2. f est s.c.s au point o < limsupf(z) < f(zo).

T—T0
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Proposition 1.16. Soit f : H — R. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est s.c.i sur H,
2. les ensembles de niveauzr Ax(f) = {x € H, f(x) <X },¥V XA € R sont fermés,
3. epi(f) est fermé.

Proposition 1.17. Soit f : H — [—00, +o0], alors f € To(H).

1.4 Adjoint d’un opérateur et fonction conjuguée

les résultats suivants sont pris de la référence [4] et [17] .

Définition 1.18. L’application A* définie de Hy a valeurs dans Hy par
Ve e Hi,Vy € Hy (Az,y) = (z, A™y),
est appelée Uadjoint de A.

Proposition 1.19. Soit Hy, Hy deux espaces de Hilbert et soit A € B(H, Hs), alors pour

tout y € Hy, il existe un unique z € Hy tels que
Vo € Hy, (Ax,y) = (z, 2),
on note z = A*y.
Proposition 1.20. Soit A € B(Hy, Hs), alors A* € B(Ha, Hy) et ||[A*|| = ||A]|.

Proposition 1.21. Soient A, B € B(Hy, Hy) et \,pn € R, on a
1. (Ig,)" = 1g,.
2. A = A.
3. A Al = | AA%] = Al
Définition 1.22. Soit f : E — R.
On appelle fonction conjuguée de f la fonction notée f* définie par :
f*:E' =R

o — ) = igg[@',@ — f(@)],

la fonction conjuguée de f* est la fonction notée f** définie par :
f*:FE—=R

z— f7(x) = xglglg/[(ﬂc’, x) — f*(2)].
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Proposition 1.23. Soient f1, f»: E — R, alors

1. f(x)+ f*(2') = (2, x) Vo € ENa' € E (cette inégalité est connue par l'inégalité
de Young-Fenchel).

2. () + f*(x) = («/,x) Ve e EN2' € E'.
< S

4. <= =2/

5. f*(0) = sup(—f) = —inf(f).

Proposition 1.24. Soient f : E — R, xg € X tel que f(xo) € R, et soit v’ € X'. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes
1. 2" € Of(xy),
2. (') + fxo) < (2, x0),
3. (") + fxo) = (2, x0).

De plus Of(xy) est un sous ensemble convexe fermé de X'

1.5 Topologie faible

les résultats suivants sont pris de la référence [5].

Soient X un espace de Banach et X’ son dual topologique.
Définition 1.25. Soit f € X', et considérons la fonction

pr: X — R
o () = flz) = (f,2).
Lorsque f décrit X' nous obtenons une famille d’applications (¢5)ex: définies sur X a
valeurs dans R.

On appelle la topologie faible sur X la topologie la moins fine rendant les applications

(pf)rexs continues et on la note o(X, X').

Remarque.

1. X étant un espace de Banach, X est muni d’une norme (donc d’une distance)
et alors on définit la topologie associée a cette morme, cette topologie sera dite
topologie forte.

2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour o(X,X')) sont aussi des ouverts (resp.

fermés) pour la topologie forte.
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Proposition 1.26. Soit (x,), une suite de X .

1. La suite (x,)n>1 converge vers x pour o(X, X') (ou faiblement) si et seulement si
((f, xn))ns1 converge vers (f,x) pour tout f € X'.

2. Si (x,)n>1 converge fortement vers x, alors (x,), converge faiblement vers x.

3. Si (xp)n>1 converge faiblement vers x alors ||x,|| est bornée et nous avons
lz|| < liminf||z,|.
n—oo

4. Si (Ty)n>1 converge faiblement vers x et (fn)ns1 converge fortement vers f dans

X', alors ((fpn, Tn))n=1 converge vers (f,x).

Proposition 1.27. Lorsque X est de dimension finie, la topologie forte de X et la topo-
logie faible o(X, X') coincident. En particulier, une suite (x,), C X converge faiblement

si et seulement si elle converge fortement.

1.6 Fonctions a variation bornée

Les résultats suivants sont pris des référence (6], [8] et [10].

Définition 1.28. f est une fonction de [0,T] dans H, on appelle variation totale de f

sur [0, T) Uexpression
Var(f,[0,T]) = sup { Z | f(ar)—f(ag—1)|| pour toutes les subdivisions 0 = ay < a3 < ... < a, = T}.
k=1

SiVar(f,[0,T]) < +o0, on dit que f est a variation bornée, on désigne par VB([0,T], H)

lespace des fonctions a variation bornée de [0,T] dans H.

Définition 1.29. Une application f définie sur I a valeurs dans un espace vectoriel normé
(E,|| -]|) est dite absolument continue si pour tout € > 0 il existe p > 0 tel que pour
toute famille finie d’intervalle ouverts disjoints deux a deux de I ; (Ja;, bi])icq,... ny, nOUS

avons
n

> (b —a) <p—= Z||f(bz‘) — fla)| <e.

=1

Proposition 1.30. Si f est absolument continue, alors [ est a variation bornée.

Proposition 1.31. Toute fonction a variation bornée est bornée.
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Définition 1.32. Soit f: I C R — H. La limite a droite de f au pointt € I est définie
par liglf(s) et on note

lim f(s) = f*(t).

st
La limite a gauche de f au point t € I est définie par liglf(s) et on note

lim f(s) = f~(t).

sTt

Si f1(t) existe alors on dit que f est continue & droite et on a

ft) =17 (1)

Si f~(t) existe alors on dit que f est continue & gauche et on a

Définition 1.33. Soit f € VB(I,H). La mesure de Stieltdjes d’un sous intervalle non
vide [a,b] C I est donnée par

df([a,b]):/[b]dfz/lf[a,b] df = fH(b) — f(a).

Proposition 1.34. Soit f € VB(I,H) et soit [a,b] un sous intervalle non vide de I.

Alors on a
1. df({a}) = [, df = FH(a) = £~ (a).
af([a,b) = /~(6) — J~(a).
af(Ja,b)) = £*(6) — f*(a).
4. df(Ja,b) = /~(6) — [*(a).

1.7 Quelques résultats utiles

Théoréme 1.35. (Théoréme de Projection) Voir [5] .
Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble convexe fermé non vide de

H. Alors pour tout x € H, il existe ' € A tel que
o . _
lz — &'l = d(z, A) = inf |z — 2.

x' s’appelle la projection de x sur A noté par P(x,A) ,i.e., 2’ = P(x, A).
De plus P(x, A) est caractérisée par, Re < x — P(z,A),z — P(z,A) >< 0 Vz e A.
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Lemme 1.36. Voir///

Soient x ety dans H, alors
(z,y) S0 VaeRy, |lz| <z - ay| < Va €[0,1], |z] < [lz - ayl|.

Lemme 1.37. (Lemme de Moreau) Voir [16]
la mesure vectorielle est égale a d,,, ou ) indique une suite de fonctions en escalier,d

valeurs dans la boule unitaire de H, construite a chaque intervalle |t t7,)| de la forme
1. Sir(th.,) =r(t}) on prend u),(t) = 0 dans cet intervalle.
2. Autrement u, a une valeur constante

v(th,) — v'tn;)
r(ti) = r(t})

Vt e [t ], u(t) =

3. En outre u!,(ty) = 0.

Proposition 1.38. (Formule de Moreau) Voir [10]
Pour tout v € BV (I, H), alors Moreau a donné un résultat général pour le cas du produit

scalaire donné comme suit
(2™, dv™) < d|[v?]| < (2vT, dvt).

Théoréme 1.39. (Banach-Mazur) Voir [5]
Soit (X, ||.]|) un espace de Banach et soit (x,,), une suite d’éléments qui converge faible-
ment vers x € X (x, — x). Alors, il existe une suite (y,), telle que chaque vy, est une

combinaison convexe des éléments de la suite (xy)g>n qui converge fortement vers x, i.e,

Vn € N, yn:Zagxk ot oy > 0, Zagzl et Vk > n, aj = 0.

k=n k=n

Théoréme 1.40. Voir [10]
Soit (up)nen une suite de fonction a variation bornée définie sur I = [0,T] a valeurs dans
H. On suppose que (uy)nen est uniformément bornée en variation et en norme, i.e il existe

un K >0 et M > 0, tels que pour tout t € 1
lun(W)]| < K et Var(u,,I) < M.

Alors il existe une sous suite (uy, )r de (uy), et une fonctionw : I — H a variation bornée

tels que pour tout t €

un(t) = u(t) et Var(u,I) < M.
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De plus, si (uy), et u sont continues a droite, alors pour toute fonction & variation bornée

continue ou continue & gauche @ : I — H on a
/ o du,, — D du.
[s,t] [s,t]

Si (un)n et u sont continues a droite, alors pour toute fonction a variation bornée continue

ou continue & droite @ : I — H on a
/ @ du,, — D du.
]s,t] ]s,t]

Théoréme 1.41. (Convergence dominée de Lebegue)

Soit (fn)n avec f, : X — R une suite de fonctions mesurables telle que
1. la suite (f,)n converge vers une fonction f,
2. il existe une fonction intégrable g telle que Vn € N, |f,| < g.

alors f est intégrable et [|f, — f| — 0.

/fn—>/f ou encore lim/fn:/limfn. (1.1)

Lemme 1.42. (Lemme de Gronwall ), Voir [9]

En particulier

Soient («;), (5:), (vi) et (a;) des suites a termes positives telles que pour tout Ny, ait
i1 < o+ Bilag + ... +ai—1) + (1 4+ v)as,

alors

j—1 j—1
a; < (CL(] + Zozk) . exp ( (k + ﬁ;ﬁk)) pour j € N.



Chapitre 2

Opérateurs maximaux monotones

Dans ce chapitre nous abordons une classe importante des multifonctions appelée classe
des opérateurs maximaux monotones, ou m-accretifs cette classe posséde certaines pro-
priétés intéressantes comme la fermeture du graphe et des applications trés utiles comme
I'unicité de solution pour des inclusions différentielles gouvernées par tels opérateurs (ce

qui n’est pas le cas pour les autres multifonctions).

2.1 Opérateurs monotones

Les résultats de cette section sont pris de la référence [4].

Définition 2.1. Soit A: H — 2H. Alors A est monotone si,

V(z,u) € Gr(A),¥Y(y,v) € Gr(A) = (z —y,u—v) >0 (2.1)

Un sous ensemble de H x H est monotone si c’est le graphe d’un opérateur monotone.

Si A est univoque alors la condition devient

Proposition 2.2. Soit A: H — 2%, Alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est monotone,

2. A est accretif i.e,
Va € [0,1], V(z,u), (y,v) € Gr(A), |z —y +alu—v)[ = ||z —y|, (2.2)

12
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(@, u), (y,v) € Gr(A), lly —ull® + llz —vl|* >l —ul* + ly — vl (23)

Preuve.
e Montrons que (2.2) et (2.1) sont équivalentes
Soient (x,u), (y,v) € Gr(A), alorson a u € Azx et v € Ay ,

A est monotone, alors

en appliquant le Lemme 1.36 pour a € [0, 1] C R on obtient
[z —yll < llz =y +a(v—u)l,

d’ott (2.1) et (2.2) sont équivalentes.
e Montrons que (2.1) et (2.3) sont équivalentes

Soient (, ), (y, v) € Gr(A), on a
ly = ull* + [lz = v]|* > [lz = ul* + [ly — v|*
d’apreés les propriétés de la norme

ly = ull* + e = vll* = [y + llul® = 20y, v) + l2l* + [[v]]* - 2{z, v)
lz = wll® + [ly = oll* = ll=[* + llull® = 262, w) + [lylI* + [0]1* — 2y, v),

alors,

Iyl + ull® = 2{y, v) + ll2l” + Jol* = 2(z, 0) > [J2]* + [Jull* — 2(z, w) + lylI* + ] - 2{y, v)
—2(y,u) — 2(z,v) + 2(x,u) + 2(y,v) >0
2(x,u—v) —2(y,u—v) >0
(x —y,u—v) > 0.
Donc A est monotone. |

Proposition 2.3. Soit A : H — 27 un opérateur monotone et soit v € Ro.. Alors les

opérateurs A=, yA sont monotones.
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Preuve.
1. Montrons que A~! est monotone.
Soient (yy,u1), (y2, u2) € Gr(A™1), on a
(y1,u1) € Gr(A™) & uy € ANy &y € Auy,
(y2,u2) € Gr(A™) & uy € A7y & 4y € Aus.

Comme A est monotone,

(U1 —ug,y1 — y2) = (Y1 — Y2, u1 — uz) > 0.
Alors A~! est monotone.

2. Montrons que vA est monotone.
Soient (y1,u1), (Y2, uz) € Gr(vA), alors u; € (vA)y1 et ug € (vA)ya
donc,
uy € (YA)y, & Jvy € A(yy) tel que ug = yy
uy € (YA)ys & Jvy € A(y2) tel que ug = vy,

par la monotone de A on a,

(Y1 — Yo, ur — uz) = (y1 — Y2, 701 — YV2)
= (1 — Y2, 7(v1 — v2))
= ¥{(y1 — Y2, V1 — Va)

0,

v

d’ou,
(Y1 — Y2, u1 — ug) > 0.
~vA est monotone Vy € R,.
|

Proposition 2.4. K est un espace de Hilbert réel, A - H — 2 et B : K — 2K deux
opérateurs monotones, soit L € B(H, K), alors A+ L*BL est monotone.

En particulier, si A et B sont monotones alors A+ B est monotone.

Preuve. Soient x,y € H,u € (A+ L*BL)x et v € (A+ L*BL)y.

u€ (A+ L'BL)x < Juy € Az et up € (L*BL)x tel que u = uy + us.

ug € (L*BL)x < Jus € B(Lx) tel que ug = L*uz et u=uj + L ug
ve(A+L'BL)y < Jvy € Ay et vy € (L"BL)y tel que v = vy + 9
)

ve € (L*BL)y < Jus € B(Ly) tel que vg = L*vs et v =1vy + L' v3
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(r—y,u—v)=(r—y,ug + L'ug — vy — Lv3)
= (r —y,u; —v1) + (x —y, L'uz — L*v3),
comme A est monotone alors
(x —y,u; —vy) =0,

donc

D’ou A + L*BL est monotone. [ |

Proposition 2.5. Soit A € B(H). Alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est monotone,
2. A* est monotone,

3. A+ A* est monotone.

Preuve. 1. Supposons que A est monotone et montrons que A* est monotone.
Dans ce cas il faut montrer que (xr — y, A*x — A*y) > 0, Va,y € H.
Soient x,y € H,

comme A € B(H), alors

(z—y, A"z —y)) = (Alx —y),z — y)
= (z —y, Ar — Ay)

comme A est monotone alors

D’ott la monotonie de A*.
2. Supposons que A* est monotone et montrons que A + A* est monotone.
D’abord on a déja prouvé que A est monotone = A* est monotone,

et d’aprés la Proposition 2.4 le cas particulier pour B = A* on trouve que A + A* est
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monotone.
3. Supposons que A + A* est monotone et montrons que A est monotone.

Soient x,y € H, alors

Donc A est monotone. |

Dans la suite on va donner quelque exemple sur les opérateurs monotones.

Exemple 2.6. Soit f : H —] — oo, +00] une fonction propre. Alors le sous différentiel

noté f est monotone.

Preuve. Soient x,y € H et soient u € df(z) et v € Of(y). Alors,

uedf(z) & fly) >
vedfly) & flx) >

En additionnant (2.4) et (2.5) on obtient

D’out Of est monotone. |

Exemple 2.7. Soit D un sous ensemble non vide de H et soient T : D — H, o €]0,1/2].

T est dit a-moyenné si,
|7w =Tyl + (1 — 20) |z — y|I? < 201 — a){w — y, Tz — Ty). (2.6)

Alors T est monotone si'T' est a-moyenné.
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Preuve. Montrons que T est monotone.
Soient «v €]0,1/2], x,y € D.
T est a-moyenné, en utilisant 'inégalité (2.6) on obtient

[Tw - Ty|* + (1 - 20) [z — y|”
2(1 — «)

et

a€)0,1/2] 0<a<1/2
< 0<2a0<1

S 0<1-2a<1.
De plus la norme ||.|| est toujours positive, 2(1 — «) > 0 et 1 — 2ax > 0. Alors
(x —y, Tz —Ty) >0,
d’ott la monotonie de T. |

Exemple 2.8. Soit C' un sous ensemble non vide de H fermé et soit Pc la projection sur

C. Alors Po est monotone.

Preuve. Soient (x,u), (y,v) € Gr(P¢), alors u € Po(z) et v € Po(y) ,

par la Définition de la Projection on a,
lz = Po(2)]| = d(z,C) = inf [|lz — ],

ly = Pe(y)ll = dly, €) = inf |y — ul].

u€ Po(r) = o —ul| =d(z,C) < |z —v]| = [l —ul* < o —v]*, (2.7)

vE Poly) = lly —vll = d(y. C) < lly —ul = lly —vl* < lly — ull”, (2.8)
en additionnant (2.7) et (2.8) on obtient
lz = ull® + lly = ol* < lly — ull* + [l — ]*
De la Proposition 2.2 il résulte que P est monotone. |

Exemple 2.9. Soit A: H — H linéaire. Alors A est monotone si et seulement si,

Ve e H, (x,Az)>0.
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Preuve. Supposons que A est monotone et montrons que (x, Ax) > 0.

Soient x,y € H, on a A linéaire alors pour tout x,y € H nous avons
Az +y) = Az + Ay,

Comme A est monotone et linéaire alors

En particulier pour y = 0 € H on obtient
(x, Az) > 0.

D’ou le résultat.
Maintenant supposons que (z, Az) > 0 et montrons que A est monotone.
Soit y,z € H, posons w =y — z € H (car H est un espace vectoriel),

puisque A est linéaire alors

(y—2,Ay— Az) = (y — 2z, Aly — 2))
= (w, Aw) > 0,

donc

(y — 2z, Ay — Az) > 0.

D’ou A est monotone. [ |

2.2 Opérateurs maximaux monotones

Les définitions et les propriétés suivantes sont pris des références [1], [3], [4] et [6].

Définition 2.10. Soit A : H — 2, A est dit mazimal monotone si A est monotone et
il nexiste aucun autre opérateur monotone B : H — 21 tel que Gr(A) C Gr(B), i.e,

pour tout (x,u) € H?
(z,u) € Gr(A) <=V (y,v) € Gr(A), (r—y,u—wv)>0.
Définition 2.11. Soit D C H, A: D C H — 2" on dit que A est une contraction si,

V(x,u), (y,U) € GT(A)v ||U - UH < H.T - y“
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Proposition 2.12. Soit A un opérateur de H. On a l’équivalence entre les trois propriétés

sutvantes
1. A est mazimal monotone.
2. A est monotone et R(I;+ A) = H.

3. Pour tout A > 0, (I;+ NA)™! est une contraction définie sur H tout entier.

Preuve.

1. Supposons que pour tout A > 0, (I; + MA)~! est une contraction définie sur H et
montrons que A est monotone et R(I;+ A) = H.

On a (I;+ AA)~! est une contraction alors,
V(u, ), (v,y) € Gr((Ta+AA) ™), o = yll < Ju -,

v= I+ ) usuec I+ )z = u € x+ Nz,

y= I+ ) weve I+ )y =vey+ \y.
Alors

lz = yll = |(Za + AA) " u — (1g + AA) "ol < [Ju — v

donc,

lz =yl < |lu—v| < ||z + Az —y — Ayl
<z —y + AMAx — Ay)]|.

D’aprés la Proposition 2.2 on déduit que A est monotone.
Pour tout A > 0 (I + AA)~! est une contraction définie de H dans H donc
R(I;+ AA) = D((I;+ AA)™1) alors R(I;+ AA) = H, en particulier pour A = 1 on
trouve R(I; + A) = H.

2. Supposons que A est monotone et que R(I; + A) = H et montrons que A est
maximal monotone.
Pour cela il suffit de prouver que (z,u) € Gr(A).

Soit (x,u) € H?, alors z +u € H et comme A est monotone alors
(x —2'u—d) >0, V() e Gr(A) (2.9)

par hypothése R(I; + A) = H donc d’aprés la Définition 1.2 il existe 2’ tel que
r4ue€ (lg+ A
En outre

Ju' € A’ tel que x4+ u=2"+u € (I + A, (2.10)
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d’une part d’aprés la relation (2.10) on trouve

() —zu —u) = (2 —x, 2 — 1)

—(2' —x, 2’ —x)
= — ||z’ — z|*
<0.

D’autre part nous avons d’aprés l'inégalité (2.9) que

(' —zu —u) = —||2" —z||* >0

alors
|2" —z|| =0,

d’ott ' = x, en remplagant dans (2.9) il résulte que v’ = u
On conclut que (z,u) = (2/,u') € Gr(A), alors A est maximal monotone.

3. Supposons que A est maximal monotone et montrons que (I; + AA)~! est une
contraction.

On pose z, = (I; + AA) 'z et y, = ({g + AA) 'y alors
r € (Ig+ M)z, (2.11)
y € (Ig+ AA)y,, (2.12)
en faisant la soustraction (2.12) de (2.11) alors
T—YETy —Yyu +>‘<Axu - Ayu)7
multiplions par (z, — y,) on trouve
(@ =)@ — yu) € (xp — yu) (@p — ypu) + MAzy — Ay,) (20 — yu),
pour 2’ € Az, et y' € Ay, on obtient
(T =Y, %0 — Yu) = (Tp — Yy Ty — Ypu) + AMa' =/, Ty = Yp)
= [z = yull® + XMa' =y, 20 — yu),
comme A est monotone alors (z' — ', z, —y,) > 0, d’otl
(@ =y, 2, —yu) > [z, =yl
d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz
1z = yllllzy — yull = Nz =yl
Alors

l2n = yull < llz =yl
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On conclut que (I; + AA)™! est une contraction. |

Proposition 2.13. Soient A : H — 2% et B : K — 2K deuz opérateurs mazimaux

monotones, alors Ax B : Hx K — 27 x 2K (x,y) — Ax x By est mazimal monotone.

Proposition 2.14. A : H — 21 est un opérateur mazimal monotone et v > 0 alors A~"

et YA sont maximauz monotones.

Preuve.

1. Montrons que A~! est maximal monotone.

Nous avons déja montré que A~' est monotone cela implique que
Y(x,u), (y,v) € Gr(A™), (x —y,u —v) > 0.
Soit (x,u) € H? tel que,
(x —y,u—v) >0, VY(yv)ecGr(A™),
alors
(x —y,u—v) >0 YveAly,

donc

<U—U,l'—y>20, VyEAU:

par la maximal monotonie de A on a
(u—v,x—y) >0,
VyeAv < (u,z) € Gr(A)
& (r,u) € Gr(A™).

ceci implique que A™! est maximal monotone.
2. Montrons que vA est maximal monotone.

Nous avons déja montré que vA est monotone cela implique que
V(fL‘,U), (y,’U) € GT(VA)v <ZE —Y,u-— U) Z 07

(x,u) € Gr(vA) & u € (yA)x & T u = ~yu' tel que v’ € Ax.

(y,v) € Gr(vA) & v € (vA)y & Fu = tel que v’ € Ay.
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Soit(z,u) € H?, alors

(r—y,u—v) >0, Yue(yA)y

& (z—y,yu =) >0, V' € (yA)y
& (z—y,y(u =) >0, V' € (vA)y
& Yo —y,u =) >0, V'€ (vA)y.

On a A est maximal monotone alors
(x —y,u' =) >0, Vo' € Ay & (x,u') € Gr(A).
Comme v > 0 donc

V(@ —y,u' =) >0, V'€ (yA)y & (z,7u') € Gr(yA),
& (z,u) € Gr(vA).

Alors yA est maximal monotone. |
Proposition 2.15. A: H — H est dit hemicontinue si,
Y(z,y,z) € H, Eg(z,A(m + ay)) = (z, Azx),
A est mazimal monotone si A est monotone et hemicontinue.
Preuve. Soit (z,u) € H?, supposons que ¥V y € H, (x —y,u — Ay) >0
V a €]0,1], on prend y, = x + a(u — Az), alors

(T — Yoyt — Ayy) = (. — 2 — a(u — Az),u — Ay,)
= (—a(u— Az),u — Ay,)

= —alu — Az,u — Ay,),

alors
(u— Ax,u— Ay,) = —l<x — Yo, U — Aya) < 0.
a
En effet,
1 1
— (T = Yo, — Ayp) = ——(x —x — a(u — Az),u — A(z + a(u — Ax)))
o a
= —l<—a(u — Az),u — A(x + a(u — Ax)))
a

= (u— Az,u — Az + a(u — Ax))),
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passant a la limite quand « tend vers 0

lim(u — Az, u — A(z + a(u — Az))) <0

al0
lig)l(u — Az, u) — hﬁ)l(u — Az, A(x + a(u — Az))) < 0. (2.13)

Comme A est hemicontinue alors

lalﬁ)l(u — Az, A(x + a(u — Az))) = (u — Az, Az), (2.14)

en remplacant (2.14) dans (2.13) on aura

li?ol(u —Az,u— Az + a(u — Ax))) = (u — Az,u — Azx) < 0.

Donc,

|lu — Az|* < 0. (2.15)

D’une part on sait que ||u — Az|* est une norme alors
|u — Az|* > 0, (2.16)

il résulte de (2.15) et (2.16) que ||u — Az||* = 0, ce qui implique que u = Az.

D’ou A est maximal monotone. [ |

Corollaire 2.16. Tout opérateur A : H — H monotone et continue est mazximal mono-

tone.

Preuve. C’est une conséquence directe de la Proposition précédente car continue im-
plique hemicontinue (continue = hemicontinue), d’out vient la maximale monotonie de

Al |

Proposition 2.17. A est un opérateur mazimal monotone défini de H dans 2% et soit
A un opérateur défini de D(A) C L*([0,T], H) dans L*([0,T], H) par (Az)(t) = Az(t),

alors A est maximal monotone.

Proposition 2.18. Soit A : H — 2% mazimal monotone et soit v € H. Alors l’ensemble
défini par

Ax = ﬂ {ue H (x—y,u—v) >0},
(y,v)EGr(A)

est convexe fermé.
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Preuve. Soit I'ensemble B défini par
B={ue H (x—y,u—v) >0},

Pour cela il suffit de montrer que B est fermé convexe.
En effet, on commence par démontrer que B est convexe.

Soient uy,up € B, A € [0,1].
wE€BESu € Hi{x—yu —v) >0 (2.17)
us € B ug € Hy(x —y,us —v) >0, (2.18)
(x —y,\up + (1 = Nug —v) = {(x —y, AMug —v) + (1 = Nug —v(1 — X))
{

z =y, Mug = v) + (1 = A)(uz = v))

=Nz —y,u; —v) + (1 = N){x — y,us — v),

d’apreés les inégalités (2.17) et (2.18) on obtient
(x —y, Aug + (1 — Nug —v) >0,
ceci implique que
Aup + (1 — Nug € B.

On passe maintenant a montrer que B est fermé.

En effet, soit u,, € B tel que u, — u.
u, € B (v —y,u, —v) 20, (2.19)
en passant a la limite dans (2.19)

lim (x —y,u,—v) >0 = (r—y, lim u,—v)>0

n—>-+00 n—>-+4o00

:><x—y,u—v>>0,

il résulte que u € B donc B est fermé.

Comme Axr = (B et B convexe fermé alors Az est convexe fermé. |
(y,0)eGr(A)

Proposition 2.19. Soit A : H — 28 mazimal monotone, soit (xy, up)pep une suite bornée

dans le graphe de A, et soit (x,u) € H?. Alors on a les assertions suivantes
1. Supposons que x, — = et up — u. Alors (xz,u) € Gr(A),

2. Supposons que x, — x et up, — u. Alors (z,u) € Gr(A).
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Preuve. Soient (x,,u,) € Gr(A) pour tout b € B.

A est monotone alors
<$b — Y, Uy — U) Z O’ V(y, U) € GT(A)7

donce

<$b7 ub) - <ya ub) - <.’I?b,?]> + <y7 U> > 07 V(y,’l)) S GT(A)>

en passant a la limite quand b — +o00

lim (2, —y,up—v) = limoo<$b,ub> (Y, up)

— lim
b——+o00

par la Proposition 1.26 on obtient

ry, > x et up = u = (up, ) — (u,x),

Up — U < <y7ub> - <y7u>7v y€H,
comme 1z, — z alors ||z, — z|| — 0 et d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz
(2o =z, 0)| < [l — zl[[v]| — 0,

alors ({xp,v)), converge fortement vers (z,v), en remplacant dans la relation (2.20) on

trouve
<x,u> - <y,U,> - <I,U> + <y,7J> > ‘v’(y,v) < GT(A)
(,u—v) = {y,u—v) 20 V(y,v) € Gr(A)
(x —y,u—v) >0, ¥Y(y,v)e€Gr(A)
D’aprés la maximal monotonie de A il résulte que (z,u) € Gr(A). [

Exemple 2.20. Soit T : H — H une contraction avec o € [—1,1]. Alors I + oT est

maximal monotone.

Preuve. Toute contraction univoque est continue d’ou T est continue sur H, ce qui
implique que Iy + oT est continue sur H, V (z,y) € H?.

Montrons la monotonie de I; + oT'.

(z—y,(Ua+al)z — (la+aT)y) =(x —y,x+ Tz —y — aTy)
=(r—y,z—y) —(z—y,a(Ty —Tx))
= ||z —yl* = (z — y,a(Ty — Tz)). (2.21)
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T est une contraction <= [Tz — Ty|| < ||z —y|| Vz,y € D,

nous avons

IN

—lelllz =yl Ty = Tz|| < (z —y,a(Ty = Tx)) <lalllz—yl.[|Ty—Tz|

N

—lall =yl < (z -y, a(Ty - Tz)) <lof|z -yl

—lol.lz = ylI* < (& —y,a(Ty — Tx)) < |a|.|z —ylI*, (2.22)
comme « € [—1, 1] et en substituant (2.22) dans (2.21), on obtient

(@ =y, (la+aT)z — (Ia+aT)y) = [z — y||* — |al]lo — y|*
> [l = yl(1 = |a])

> 0.

Il résulte la monotonie de I; + aT'.

En utilisant le Corollaire 2.16 il découle que I; + o1 est maximal monotone. |

2.3 La fonction Fitzpatrick

Ces résultats sont pris de la référence [4].

Définition 2.21. Soit A : H — 2% monotone, la fonction Fitzpatrick de A est définie
comme suit Fa: H x H — 28

(@, y) — Fa(r,u) = ( U;S;lgr(A)Ky,u} +(z,0) = (y,v)] (2.23)

= sup  [(y,w) + (z,v) — (z,u) + (z,u) — (y,v)]
(y,0)€Gr(A)

T (y,v)iEntr(A)[_<y7u> — (7, v) + (7, u) — (2,u) + (y,v)]

= (r,u) — inf r—y,u—v). 2.24
@y = ot (o= yu=v) 220

Exemple 2.22. Soit A € B(H) monotone et soit g4 : H — R : x — (1/2)(x, Ax).

Alors
V(z,u) € Hx H, Fa(z,u) = 2¢4(1/2u+ 1/2Az). (2.25)
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Preuve. Soit (z,u) € H x H. On a
Fa(x,u) = sup [(y,u) + (z, Ay) — (y, Ay)]
(y,v)eGr(A)

= sup [(y,u)+ (A"z,y) — (y, Ay)]
(y,v)EGr(A)

= sup [{y,u+ A"z) — (y, Ay)]
(y,v)EGr(A)

=2( sup [y, (1/2)u+ (1/2)A%z) — (1/2)(y, Ay)])

(yv)EHXH
=2¢5(1/2u + 1/2Az).
|

Proposition 2.23. Soit A : H — 2H monotone tel que Gr(A) # 0, soit (x,u) € H x H.

Alors on a les propriétés suivantes

1. Fa(z,u) = (z,u) si (z,u) € Gr(A).

2. Fa(z,u) = (Ogra—y(z,u) + (x,u))* € To(H).

3. Fa(z,u) < (z,u) si et seulement si {(z,u)}|JGr(A) est monotone.
4. Falw,u) < Fi(u,)

5. Fi(z,u) = (x,u) si (z,u) € Gr(A).

6. Fa(x,u) = Faoi(u, ).

Preuve. 1. Montrons que Fy(x,u) = (z,u) si (z,u) € Gr(A).
Soient (z,u), (y,v) € Gr(A).

A est monotone alors

V(z,u), (y,v) € Gr(A), (z —y,u — v)

>0
= V(z,u) € Gr(A), inf r—y,u—v)y =0
(@) € Gr(d), int (2= yu—v)

= V(r,u) € Gr(A),— inf r—y,u—v) <0
(@u) € GriA)— inf (r—yu—v)
il résulte
Fa(z,u) < (x,u). (2.26)

De l'autre part on a

Fa(x,u) = sup  [{y,u) + (,v) = (y,v)]
(y:0)€Gr(A)

= Fa(z,u) > (y,u) + (v,v) — (y,v),¥(y,v) € Gr(A)
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en particulier pour (y,v) = (z,v) on trouve

= (x,u), (2.27)
en combinant (2.26) et (2.27) on trouve
FA(ZL',U> = <ZE, U’>

2. Montrons que Fa(x,u) = (0gra-1) + (2, u))* € [o(H).
Soit (z,u) € H x H. On a

(6GT(A*1)(x7 u) + <JI, u>)* = (@ u)SEEA*l)[<(U7x)7 <y7 U>> - <5GT(A*1)(377U) + <.I‘, U’>)L

= sup  [(u,y) + (z,v) = (gra—) (2, u) + (z,0))],
(z,u)eGr(A—1)

puisque (z,u) € Gr(A™") alors

Ocra-n(@,u) + (@, u) = sup  [{u,y) + {z,v) — (z,u)]
(z,u)eGr(A—1)

= Fu(x,u).

par (i) et d’aprés la Proposition 2.54 on obtient F)y € I'y(H).

3. Montrons que Fa(z,u) < (x,u) si et seulement si {(z,u)}|JGr(A) est mono-
tone.
— Montrons que si Fa(z,u) < (x,u) alors {(z,u)}|JGr(A) est monotone.
En effet,
Soit Gr(B) = {(z,u)} JGr(A), soient (z,w), (y,v) € Gr((B).

(a) si (z,w), (y,v) € Gr(A) et A monotone alors
<Z—U),U)—U> 207
(b) si (z,w) = (x,u) on trouve

Fa(z,u) = sup  [(y,u) + (z,0) = (y,0)] < (z,u)
(y:0)€Gr(4)

(Y, u) + (z,v) = (y,v) < (z,u),V(y,v) € Gr(A)
(y,u —v) < (x,u—v),V(y,v) € Gr(A)
0<(x—y,u—0v),Y(y,v) e Gr(A)

IN

alors {(x,u)} JGr(A) est monotone.
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— Montrons que si {(x,u)}|JGr(A) est monotone alors Fyu(z,u) < (z,u).

En effet,
Soient (x,u) € Gr(A), (y,v) € Gr(A).

On a {(z,u)}|JGr(A) est monotone alors Gr(A) est monotone,

par conséquent

4. Montrons que Fa(z,u) < Fi(u,z).
Soit (z,u) € Gr(A). On a
FA(LE, 'LL) = sup [(SC, U) + <y7 u) - <y7 U>]
(y,v)eGr(A)

d’aprés l'assertion (1) on obtient

FA(mau) = sup [<$7U> +<y7u> —FA(y,U)]
(y,v)eGr(A)

< sup [(z,v) +(y,u) — Fa(y,v)]
(y,v)EHXH

= sup [{(z,u),(y,v)) — Fa(y,v)],

(y,v)eHxH

= F(u,x).

5. Montrons que F(z,u) = (z,u) si (z,u) € Gr(A).
Soit (z,u) € Gr(A). On a

Fy= ((5Gr(A*1) + <., >)*
= FZ — (6GT‘(A_1) —+ <., >)**,

en utilisant la Proposition 1.23 et 'assertion (3) on trouve
FX(“: I) S 6GT(A’1)(U7 l’) + <I7 u>7
et comme (z,u) € Gr(A) & (u,z) € Gr(A™') on trouve

Fi(u,z) < (z,u) = Fa(z,u),

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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on a déja preuvé que

Fa(z,u) < Fi(u, ), (2.31)
en combinant (2.30) et (2.31) on trouve

Fi(u,x) = Fa(z,u). (2.32)

6. Montrons que Fy(z,u) = Fa-1(u,x) .
On a
Fa(u,x) = sup  [(z,0) + {y,u) = (y,0)]
(v,y)eGr(A—1)

= sup [(z,v)+ (y,u) — (y,v)]
(y,0)€Gr(A)

= FA(LE,U).

Proposition 2.24. Soit A : H — 2% mazimal monotone. Alors Fa(x,u) > (x,u) et

Gr(A) ={(z,u) € H x H, Fy(z,u) = (z,u)}.

Preuve. Soit (z,u) € H x H.
1. si (z,u) € Gr(A), Fa(z,u) = (x,u) (d’aprés la Proposition précédente),
2. si(z,u) ¢ Gr(A) alors {(z,u)} | J Gr(A) n’est pas monotone, d’aprés la Proposition
précédente Fa(z,u) > (x, u).

Proposition 2.25. Soit A: H — 2% mazimal monotone, soient © € H, (T, Up)nen une

suite dans Gr(A) telle que (x,,u,) — (x,u). Alors on a les propriétés suivantes
. < limi .
1. (z,u) < liminf(a,, un)

2. Siliminf(x,, u,) = (x,u) alors (z,u) € Gr(A) .

n—-+o0o

3. Silimsup(z,, u,) < (z,u) alors (x,,u,) = (x,u) et (z,u) € Gr(A)) .

n—-+4o0o

Preuve. Soit (2, un)neny € Gr(A),s0it x € H. Alors
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1. Par la Proposition 2.24 on a
(x,u) < Fa(x,u), (2.33)

d’aprés la Proposition 2.23 on a Fy = (igra-1)+ (.,.))" € I'o(H) alors F4 est semi
continue inférieurement en (z,u), et en utilisant la Proposition 1.15 'assertion (1)
on trouve

Fa(z,u) <liminf Fy(z,, u,) = iminf(x,, u,) (2.34)

n—-+0o n—-+o0o

en combinant (2.33) et (2.34) on obtient

< Tim
(x,u) < %r_rggjf(xn,un)

2. Par (2.34) on a

Fa(z,u) <liminf Fy(zp, u,) = iminf(z,, u,) = (z, u), (2.35)

n—-+4o0o n—-4o00

et en combinant (2.33) et (2.35) on trouve
Fa(z,u) = (z,u),

par conséquent (z,u) € Gr(A).

3. On a

lim sup(z,, u,) < ( z,u) et (z,u) <liminf(z,,u,),
n—+oo n—+00

alors

lim sup(x,, u,) = liminf(x,, u,) = ( z,u),
n——+o00 n—+00

ceci équivaut a

(T, up) — (x,u),

par l'assertion (2) on obtient (z,u) € Gr(A).

2.4 Approximation de Yosida

On va établir quelques propriétés et preuves reliées a ’approximation de Yosida pour
les opérateurs maximaux monotones, pour plus de détails on se référe a [1] et[6].
Dans cette section considérons A un opérateur maximal monotone, A > 0 et A° est

I'élément de norme minimale de A tel que ||A°|| = inf{||y||, v € Az} = d(0, A).
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Définition 2.26. Soit A: D(A) C H — 28, Lopérateur Jy = (I; + AA)™! est appelé la

résolvante de A pour tout A > 0.

Définition 2.27. Soit A : D(A) € H — 2%, L'opérateur Ay = $(I; — J)) est appelé

l’approximation de Yosida de A pour tout A > 0.

Proposition 2.28. A est un opérateur maximal monotone. Alors pour tout X > 0 nous

avons

1. Ay est un opérateur maximal monotone, univoque et Lipschitzien de rapport %

2. Pour tout x € H on a Jyx € D(A) et Ayx € AJyx.

Preuve. 1) On va prouver que A, est maximal monotone.

Soient z1, x5 € H, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz
(r1 — x9, Apx1 — Apxa) < |71 — 22|||ArT1 — ArT2]|, (2.36)
et
1 1
<J,\331 — Jzzo, Aywy — A,\332> = (J,\331 — Jrxo, X(Id - J,\)331 - X(Id - J,\)l"Q)
1
= (Jyz1 — Jrxo, X(% — T3))
1
+ (Jaxr — Jhao, X(J,\ﬂh — Jrx2))
1 1
= X<J>\ZL‘1 — J)@L‘Q,l‘l — I’Q) + XHJ)\l‘l — J)\l‘2||2.

Par la Proposition 2.12 on conclut que la résolvante est monotone d’ou
<J)\$1 — J)\QSQ, A)\{Bl — A)\$2> Z 0, (237)

il résulte de la Définition 2.27 que x = AA z + Jyx et en utilisant I'inégalité (2.37)

on trouve

<561 — X9, A)\xl — A)\J?2> = <()\A)\ + J)\>($1 — x2>, A)\Jil — A)\x2>
= <)\A)\£L‘1 — )\A)\:UQ, A)\$1 - A)\l’2> + <J)\.Z'1 — J)\.’L'Q, A)\l'l — A)JL‘Q)
> (Axx1 — Myx2, Arry — ApT)

A
> M| Axzy — Axzsl? (2.38)
0
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D’ou la monotonie de Ay.
Maintenant il suffit de prouver que A, est hemicontinue pour montrer que A, est
maximal monotone,

. . 1
101&1(27 Az +ay)) = 11&)1(2, X([d — J\)(z + ay))

[e7

r+ay  JA(r+ay)

= limtz —3 P
z S
PR
- <z7A)\'T>7

donc A, est hemicontinue.
A, est monotone et hemicontinue alors d’aprés la Proposition 2.15 A, est maximal monotone.

1
Ensuite montrons que A, est lipschitzien de rapport —.

A
En combinant (2.36) et (2.38) on trouve
MlAxz: — Apas|)? < (21 — 2, Axay — Apwa) < ||z — 2|||Anzy — Axaal

d’ou
M[Axzy — Axzo|® < [lon — || Ayzr — Axas|

1
|Axz — Axas|| < X||$1 — a]|.

1
Donc Ay est lipschitzien de rapport X

2) Soit x € H, nous avons

JIx = (Id + )\A)_lﬂi’ T e (Id + )\A)J,\l‘
Saxe o+ Nl
S — hr e M
r— Jhx
A
& Ay € Ady.

< A(J,\x)

Alors Jyz € D(A) et Ayz € AJyx.

Proposition 2.29. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors pour tous A, > 0

on a

(A)\)u = AA—i—u-
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Preuve. Soit (z,y) € Gr(A,), en effet

1
yeAur < ye —(Id—J)\)ZE

Y
eyt
YSX7 7N

= \yecx—J
= yecx— I+ )
oy (ly+ )
=z e (Iy+ M A)(z — N\y)
= v ex— A y+ ANz — \y)
= yeAlx—\y),
d’ou
(z,y) € Gr(A)) <= (v — \y,y) € Gr(A). (2.39)
En appliquant cette derniére (2.39) sur Ay, on obtient
(2,9) € Gr(Axi,) <= (= (A + )y, y) € Gr(A)
= (v — Ay — py,y) € Gr(A)
— (v — py,y) € Gr(A))
s (n,y) € Gr((Ay),).
Il résulte que (Ay), = Axs, pour tous A, > 0. [ |
Proposition 2.30. Soit Ay Uapprozimation de Yosida de A, pour tout x € D(A) on a
1 ||Ayz = A%x|? < [|A%]* — [[ Az
2. | Az < [|A%][.

Preuve. 1. Montrons que |[|[Ayz — A°z|* < ||A%z||* — || Axz||*
Soit z € D(A),
A — A%x|? = [|[A%]* + [ Ase]* - 2(Asz, A°2)
= [|A%|* + || Axz||? — 2(Arz, A2 + Ay — Ayz)
= [|A%|]* + || Axz||? — 2(Axz, Ayz) — 2{Asz, A2 — Aya)
= [A4°@)II” — [ Axz]]* — 2(Asz, A%z — Asa)
A°z est un élément de Az d’ou A°z € Ax et Ayx € AJyx alors

(Ayx, A%z — Ayz) = —(x — Jyz, A%z — Ayx)

—_ | =

= —(v — Jyx, Az — AJ,x),

>~
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comme A est monotone alors
(Ayz, A%z — Ayz) > 0 = —2(A\z, Az — Ayz) <0,
d’ou
[Ane — A%[|* < [|A%2]* — [[Aral. (2.40)
2. Montrons que ||Ayz|| < ||A°z]|.
Soit x € D(A), d’aprés l'inégalité (2.40) on trouve
[Ae — A" + [|Axz||* < [ A%
= Axa|* < || A%

= [ Axz|| < [|A%]],

d’ou le résultat . [ |

Proposition 2.31. Pour tout x € D(A), on a
1. Jyx converge vers x quand A — 0.

2. Az converge vers A°x quand A — 0.

Preuve. Soit x € D(A), on a

[ = x| = AllAxz]]
de la Proposition 2.30 nous avons,

[Axz| < [[A%],

alors ,

Al Axz|| < Al A%z,
d’ou

[l = Jnz| < AlA%]],
en passant a la limite lorsque A — 0,

}\iir(l) |z — Jhz|| < }\1{}1(1) AM|A°z|| — 0.

Alors Jyx converge vers x. |

Remarque. il découle de la Proposition 2.12 que la résolvante est une contraction pour

un opérateur monotone, et est définie sur tout [’espace si A est maximal monotone.

Théoréme 2.32. Soit A : H — 2" un opérateur mazimal monotone. Alors D(A) est
convexe et pour tout x € H
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2.5 La pseudo-distance de Vladimirov entre deux opé-

rateurs maximaux monotones

Ces résultats sont pris des références [18] et [9].

Définition 2.33. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones sur un espace de

Hilbert, La pseudo-distance introduite par Viadimirov entre A et B est définie par

. <y—gj,§:—x> — — }
dis(A, B) = WZYLZL) e D(A).ye Ar.z € D(B).j€ Bxs. (242
ata,5) = { gl £ € Wy e anz € DBV g Brf . )

Proposition 2.34. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones. Alors on a
1. dis(A, B) € [0,400|, dis(A, B) = dis(B,A) et dis(A, B) = 0 si et seulement si
A=DB.
2. ||z1 — Ppggy(@1)|| < dis(A, B) pour tout x1 € D(B).
3. dy(D(A),D(B)) < dis(A, B).

Preuve. 1. Montrons que dis(A, B) € [0, 400].

Pour cela il suffit de montrer que
(AJdx — BJPz, JBx — J{z) -0
L+ [|[A ]| + || BTl —

comme Az € AJ{'z et Byz € BJPx alors on montre que

(Ayr — Byx, JPax — Jiz) > 0,

Pour tout x € H, on a
r—Jiz x—JBzx
A A

(JPx — Jla, JPx — J{2)

(Axz — Byx, JPx — Jda) =

—~

L JPr — Jd)

17z — I

>l =]

Y
o

d’ou
dis(A, B) € [0, +0o0].
Montrons que dis(A, B) = dis(B, A).

. <g—y,$—j> 7 7 7
dis(B, A) = sup {—_,93 € D(A),y € Az,z € D(B),y € Bz
L+ [lyll -+ 19l

o (ly—p—-a) N )
- p{ T € PB e B GMMWGA}
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Montrons que dis(A, B) = 0 si et seulement si A = B.
<) supposons que A = B et montrons que dis(A, B) =0

(x —z,y—y) >0,Vy € Az, € AT
(y—7g,2—7>0,Vy € Az, y € AT
(y—y,—(x—x)) >20,Vy € Az, y € AZ
—(y—75,T—z) >0,Yy € Az, j € AT
(y—9,7 —z) <0,Vy € Az, € AT

<0,Vy € Ax,y € AT

<y_gai'_$> _ _
= sup ——————— x € D(A),y € Ax,z € D(B),€ Bz ; <0,
{1+||y\|+\|y|! (4) (5)

comme dis(A, B) > 0 alors dis(A,B) =0
=) supposons que dis(A, B) = 0 et montrons que A = B.
dis(A, B) = 0 alors pour tous x € D(A),y € Az,z € D(B),y € BZ on a

(y—yg,z—x) >0 (2.43)

Soit l'opérateur défini par C' = A|J B et Gr(C) = Gr(AJ B)

il suffit de montrer que C' est monotone.

Soient (x,y), (z,y) € Gr(C).

Si (z,y), (7,7) € Gr(A) alors C' est monotone.

Si (x,y), (Z,y) € Gr(B) alors C' est monotone.

Si (z,y) € Gr(A) C Gr(C) et (z,y) € Gr(B) C Gr(C),
d’aprés (2.43) on a

donc C est monotone mais A et B sont maximaux monotones donc C = A = B.

2. Soient z1 € D(A;), y1 € Ajxy. D’aprés la Définition de l’opérateur maximal mo-

notone A,, VA > 0 il existe un unique x5 € D(A,) tel que = n-2) ¢ Ay,

On a
331—]:% _ _ A
dis(Aq, As) > - — et %),
Tr1—2x
=52+ [l + 1
alors
L1 — x% A . 2
( By — Y1, T1 — TY) <d13(A17A2)(|| ||Jr lyall +1)

(x1 — 2y — Ay, 21 — 73) < )\dz's(Al,AQ)(H

H + [l + 1)
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posons x3 = Jox; donc
<[B1 - JQ)\.Tl - )\yl,l'l — J2)\$1> < diS(Al,A2)||.I'1 - JQ)\[KlH + )\dzs(Al,Ag)(HylH + 1)
par passage a la limite A\ — 0 et d’aprés le Théoréme 2.4 on trouve que

(#1 = Pprayy(21), w1 — Pppagy(a1)) < dis(Av, As) ||z — Prggy(a) |
<d

Hili'l — Pm(l‘l)” is(Al,AQ),Vxl € D(Al),

par conséquent

”131 — Pm<l’1)|| < diS(Al,AQ),VZ‘l € D(Al)

3. Montrons que dy(D(A), D(B)) < dis(A, B).
Soient x; € D(A),xz2 € D(B). On a

d(x1, D(B)) = [lz1 — Pps)||
en utilisant ’assertion (2) on trouve

d(z1, D(B)) < dis(A, B)

sup d(x1,D(B)) < dis(A, B).
.’EleD(A)

On fait les mémes étapes pour zo € D(B) on trouve
sup d(zq, D(A)) < dis(A, B).
IQED(B)
Donc

max{ sup d(zy, D(B)), sup d(za, D(A))} < dis(A, B)
z1€D(A) x2€D(B)

dy(D(A), D(B)) < dis(A, B).

Proposition 2.35. Soient (A,), une suite des opérateurs mazimauz monotones et A un
opérateur mazximal monotone tel que dis(A,, A) — 0.on suppose que x,, € D(A,,) tel que

T, — v €H ety, € Apx, avecy, =~y € H. Alors x € D(A) et y € Ax.

Preuve. Soient s € D(A), t € As. comme z,, € D(A,) et y, € A,x, et par la définition

de la pseudo-distance on trouve

<yn - t; s — xn>
L+ It =+ [lynl

(o — to5 = 20) < (L4 ] + ) dis(An, A),

< dis(Ay, A)
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par passage a la limite

lim (y, —t,s —x,) < n1—1>I—|I—100 (1 + ||t]| + HynH)dzs(An, A) (2.45)

n—-+o0o

D’autre part on a

lim (y, —t,s —x,) = lim (y,,s) — lim (y,,x,) — lm (¢,s)+ lim (¢, x,),

n—+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—+o0o n—-+o0o

en utilisant la Proposition 1.26 on trouve

lim (y, —t,s —x,) = (y,s —x) + (—t,s — )
h—+o00

:<y—t,5—l‘>,

on a (||y,||) bornée et dis(A,, A) — 0 alors

i (g =5 =) < lim (L+ 0]+ [ ldis(4,. A
(y—t,s—x) <0
(y—t,—(z—1s)) <0,
(y—t,x—s) >0 (2.46)

Comme A est maximal monotone et d’apreés (2.46) on trouve que z € D(A) ety € Axz. R

Lemme 2.36. Soient A et B deux opérateurs mazximaux monotones. Alors on a

1. pour tout A > 0 et pour tout x € D(A)

|z — J2x|| < M|A°z|| + dis(A, B) + VA1 + || A°z|)dis(A, B). (2.47)
2. pour X > 0 et pour tout x,x € H

[Tz — J2Z|| < ||z — 2?4+ 2M(1 + || Axz|| + || BaZ|)dis(A, B). (2.48)
3. pour A > 0 et pour tout x,x € H

1 2 .
1Az = Bz|| < 5lle = 2I° + 5 (1 + [Asall + 1 Baz|l)dis(A, B). (2.49)

Preuve. 1. Soient z € D(A), y € Az,JPx € D(B), Byx € B(JPx), d’aprés la définition
de la pseudo distance on a

y — Bz, JPx — x)
L+ [lyll + (| Baz]]
= (y — Bz, JPz — 2) < (14 ||y|| + || Baz|)dis(A, B).

dis(A, B) > <
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D’une part on a

(y — Byx, JPx —2) = (y, JPwx — 2) — (Baz, JP2 — )
r— JPx
A

1
= (g, S~ a) + Sl — Sl

en particulier pour y = A°x, on a

r— JPx
A

<A1+ ||A%2|)dis(A, B) + ||x — JEx|dis(A, B) — M| A°z||||z — J ||

<A1+ ||A°2||)dis(A, B) + (M| A°z|| + dis(A, B)) ||z — JEx|.

= llo = Jlzl* <A1+ 14| + | Ddis(A, B) = MA%x, Jiz — )

Ceci équivalent a

1 2 1
e = IPa]| = SOIA°] +dis(A, B) | < A1+ [ 4% |)dis(A, B) + (N A% + dis(4, B))?

1 1
e = Il = A% + dis(A, B)| < J A1+ || 4%} dis(A, B) + 7 (N[ A°]| + dis(A, B))?,

on a pour tous ¢,d > 0, ve+d < e+ V/d alors on trouve

1 1
lz = Tzl = S A + dis(A, B) < VAL + [|A4°2)dis(A, B) + 5 (A% + dis(A, B)),

donc

|z — JPz|| < VA1 4+ ||A°z|)dis(A, B) + \|A°z|| + dis(A, B)).

2. Soient Ayz € A(J{lz), Bxz € B(JPZ). D’aprés la Définition de la pseudo-distance on
peut écrire

(JPz — Jlw, Axe — Baw) < (14 || Az + || Baz||)dis(A, B). (2.50)
On a
|Jide — JPz|)? = || J{e — JPZ —a + . — 7 + 7|2

= [(Jiz —2) = (77 = 2) + (= — )|

= (e =) = ({2 = D) + [lv — 2] + 2((Jile — 2) = (JV7 - 7),2 — 1)

= —|(Jiz —2) = (J¥z = 2)|* + = - 2|

+2(Jie — 2 — JPz + 7, Jie — JPT)

= ISz — @) = (VT = )| + [l — 7)|?

+2(x — Jdw — 2+ JPz, JP7 — Jl)

= —|(Jiz —2) = (J¥z - 2)|* + = — 2|

+ 2M Az — Byz, JPz — J{2),
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ce qui implique que
|z — JPz|)2 < ]z — 2)||* + 2M(Asz — Baz, JPz — J{z) (2.51)
en utilisant (2.50) on obtient
13z = J3z[* < llo = 2|* + 2M(1 + [|Asz|| + [|Bxz||)dis(A, B).
3. Soient A >0, z,z € H. On a
M| Ayz — Baz||* = ||z — Jiz — 2 + JPz)?
= |l —z|* + |JPz — Jiz|)? + 2(x — 7, JP% — Jix)

= ||z — z|* — || JP7 — J{a|? + 2(x — J{w — 3+ TPz, JP7 — Ji2)

= [l — z||* + |77z — J{z|? + 2M(Asz — Byz, JVZ — J}'x)
donc
M| Aye — BaZ|? < |lz — Z||* + 2M(Ayz — Byz, JPT — Jin),
en utilisant (2.50) on trouve
[Axz — Byz||* < %Hx —7|* + ;(1 + [[Axe || + ([ Baz||) dis(A, B).

Proposition 2.37. Soit A un opérateur mazximal monotone, si x € D(A) ety € H tels
que

(A°z —y,n —x) > 0 pour n € D(A),
alors x € D(A) ety € Ax.

Proposition 2.38. Soit (A,), une suite des opérateurs mazximauzr monotones telles que
dis(A,, A) — 0 pour A un opérateur maximal monotone, supposons que n, € D(A,,) tel

que n, — n € D(A) et que M = sup||A°n|| < oo, Alors il existe une suite (&,)nen telle

neN
que
& € D(A,), & —m, et A%, — A°n. (2.52)
Pour étre plus précis,on peut prendre &, = ;\4””77” avec
An = (|70 — || + dis(An, A))2 — 0 lorsque n —s 0. (2.53)

En particulier, si dis(A,, A) — 0 et ||ASz|| < c(1+ ||z]]) pour ¢ > 0, pour tout n € N et
pour x € D(A,), alors pour tout n € D(A) il existe une suite (£,), telle que (2.52) soit

satisfaite.
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Preuve. Soient 7, € D(A,), n € H tel que n, — 1. On a
[Asnnnll < 1Axamm — Axanl] + ([ Axanl], (2.54)

d’aprés I'inégalité (2.49) de la Proposition 2.36 on obtient

1 9 .
| Axnmin — Axan|” < 2l = nll* + = Al + ([ Al dis(Ax,, Ax,).

comme dis(Ay,, Ay,) = 0 alors
2 1 2
[ Axntin — Axan|l” < _2||77n Ul
AL
1
= || Axanin — Axan|| < )\_”nn — 1]l

Revenant a l'inégalité (2.54) on trouve

1 [e]
[ Asatall < 5l =l + 1 4°],

avec
. 1
An = (Hnn - 77” + dlS(AnaA>)2>
done
|7 — nll + | A°7]]
[ Ax, 7|l < 3
17— |2

L o
< |l = nll= + (1A
Comme |[A,\ 7| < || Apn|| < M et n, — n alors (Ay,n,), bornée,i.e,
35 >0 tel que ||[Ax, 7| < S.

D’autre part on a
Hnn - fn” = ||77n - i"nn + Jﬂﬁn - J)éﬂ]ﬂ”a

en utilisant les inégalités (2.47) et (2.48) de la Proposition 2.36 on trouve

170 = &all < Aall A%l + dis(An, A) + /An(L+ [[ A% )dis(An, A)

10— 1| + \/2)‘71(1 + | Ax, |l + HAn,)\nnnH)diS(AmA)»

puisque [ An 7l < [14%0]] < M et [[ Ay, 1l < S alors

Hnn - gn“ — 0.
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Et

160 = 1ll = 1371 = 1 = 0 + 04

< HJﬂ"nn — Dl + 17 — 1] — 0 lorsque n — +o0,
par lassertion (2.49) de la Proposition 2.36 on trouve

1 2 .
[ At = Anll < 55l = 0l =0+ [ A, 7l + | Ar, 7l dis(An, 4) — 0.
Et par conséquent

HAn)\nnn - AM”H < ||An7>\n777’b - AOT]H + ||AOT] - A>\nn|| — 07n — 07 (255)

il résulte

[An i = Al = | Anx,nn — A% — Ay + Ax,nll,
< [[Anaaie = Axanll + [|Ax,n — A%l

par (2.55) et la Proposition (2.30) on obtient

| Apr,mn — A°n]| — 0, lorsque n — +o00.
Puisque A, 7, € An(an"nn) = A,&, on obtient [|A2E,| < [[Ana, M| et alors

lim sup A€, | < limsup [[ Ay r, 7)) = [[4°7]). (2.56)

n——+00 n—> —+00
Pour montrer que A°¢,, — A°n, nous pouvons assumer que y, = A%S, =y € H et

rn, = &, — 1 et en appliquant la Proposition 2.35 on obtient y € An,

comme A°n, est I’élément de norme minimale de An et par la Proposition 2.25 on trouve
1A% < llyll < liminf | A7E[], (2.57)
n—r-+00
en combinant (2.57) et (2.56) on trouve que y = A°n et
AZan"nn — A%n.

Le cas particulier
Pour tout = € D(A) posons 1, = J;j‘n"n avec [, une suite arbitraire telle que p,, — 0, en

utilisant la Proposition 2.36 I’assertion (1) on trouve

17— 1all < pall D] + dis(An, A) + v/ (1 + [[Aon]])dis (A, A),

en passant a la limite
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On a encore

1A%l < (X + [lnall) = (L + 9 — 1 +nl])
< (LA [lnn = nll + lInl]) :== N.

Comme les conditions sont satisfaites alors on peut appliquer le cas général. |



Chapitre 3

Etude d’une inclusion différentielle
gouvernée par un opérateur maximal

monotone

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat principal de ce mémoire, ’existence et
I'unicité de solution pour une inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un

opérateur maximal monotone sans et avec une perturbation.

3.1 Cas autonome

Les résultats suivant sont pris des référence [1] et [6].
Le but de cette section est de montrer I'existence et I'unicité de solutions pour une in-
clusion différentielle de premier ordre avec une condition initiale, le probléme est donné

comme suit
&(t) € —Az(t), p.psur|0,T],
(P)
z(0) = z9 € D(A).
oll A un opérateur maximal monotone défini de H & valeurs dans 27, ne dépendant pas

séparément de t, pour cela on aura besoin du Théoréme suivant

Théoréme 3.1. Considérons le probléme (P), alors il existe une solution unique x(.)
définie sur [0,T] telle que
Vit € [0,T),4(t) = A°x(t). (3.1)

45
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3.1. Cas autonome

En outre
1. t — ||2(t)|| est décroissante.
2. Soient x(.),y(.) deuz solutions de (P), alors
V=0, lz(t) =y < [lzo = ol (3-2)
3. ¥t>0, @(t)= hli)r(r)1+x(t i hf)L —2() et ©(.) est continue a droite.

Preuve. a) Commengons d’abord par prouver l'unicité de la solution du probléme

(P)

Supposons qu’il existe x et y deux solutions distinctes de (P) telles que z(0) = y(0) = xo,

alors
x(t) € —Az(t), p.psur|0,T]

y(t) € =Ay(t), ppsur[0,T]

y(0) = xo.

Comme A est monotone alors,

Donc,
(z(t) —y(t),2(t) —y@)) <0 ppsur[0,T].

Par la dérivé de la norme on a
. ) 1d )
(2(t) —y(t),2(t) —9(t) = 52 ll=@) —y@I7,

en intégrant de 0 & t on déduit que,

/ C () — y(r)Pdr = la(t) — y(0) | ~ 2(0) ~ y(O)[? <0,

alors
Yt >0

(@) =y < l2(0) = y(O)];

c’est a dire
Yt > 0. (3.3)

() =y < l2(0) = y(O)]

Comme z(0) = y(0) = 2 d’on,
lz(t) =y =0 vt >0.

Donc si le probléme (P) admet une solution, alors elle est unique.
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b)

Montrons que t — ||Z(t)|| est décroissante.
Pour cela posons y(t) = x(t + h) avec h > 0 et supposons que z(t) est une solution

de (P), cela satisfait

y(t) € —Ay(t), p.psur|0,T],
y(0) = xz(h) € D(A).
En utilisant la relation (3.3) on aura,

[t +h) — x| < [le(h) —=0)]] Vi =0,

divisons sur A

|zt +h) —=@®] _ lz(h) —2(0)]

vVt >0
h - h -
par passage a la limite lorsque A tend vers 0 on obtient
o 21 =2 O _ L la) =2 O)]
h—0 h h—0 h

donc
l@)[ < O, vt =0.
Cela donne que t — ||&(t)|| est décroissante.
Considérons les solutions approximative x,(t) du probléme (P)

B(t) = —Ana(t), Ve[0T, (3.4)

z2(0) = xo.

Puisque A, est univoque alors elle admet une solution unique et comme elle est
lipschitzienne donc la solution est continuement différentielle x(¢) défini sur [0, 7).
Dans la suite nous allons prouver que x,(t) est une suite de Cauchy dans C([0, T, H).
Tout d’abord dans ’étape (b) nous avons montré que ¢ — ||z(t)|| est décroissante

alors,

[Axza ()] = [[Zx(2)]]
< |2 (0)]]
= [[Axzoll,

par la Proposition 2.30 l'assertion (2) on aura,

[AxzA@)] < [[A%o]- (3.5)
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on pose g(t) = [|za(t) — z,(t)]. Alors,

olt) = 5larl) = 2,0 = 5 [ Glor() = ap(r).a () =

étant donné que x = AA x + Jyx, alors
o(0) = = [ OAras(r) = iAuay(0) + Has() = D) Axen(r) = Ay
= [ Odaasr) = iy (o), Anas() — A
- /0 t<Jm(T) — T, (1), Asaa(t) — A, (1))dr. (3.6)
Ainsi, A est monotone et Ayx € AJyx, alors de la relation (2.37) on a,
(Daa(t) — Juwu(t), Anea(t) — Auzu(t)) 2 0,
d’ou
t
- / (Intr(T) = T, (7), Axea(r) = Ay, (7))dr < 0.
En remplagant dans (3.6) on trouve
o0 < = [ Otars() = (), Axos() = Ayt
< [ MAser) At r + [ Ay (o), v
— [ QLA (P + Ay () Pl 37
On a
(1427 (@) = 5 Az ()7 > 0
Az (t)]* + iHAM(t)HQ > [[Axea(@ON [ Apz (D], (3.8)
d’apres I'inégalité (3.8) et Cauchy-Schwartz
MANEA(T), Ap (1)) < Al Axza(7)[[[[ A ()]

A
< A Avaer (DI + 71 A1), (3.9)
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de méme,
H(A,,(7), Axea(r)) < pll Aua ()2 + Sl Asea )1 (3.10)

En remplagant (3.9), (3.10) dans (3.7) et d’apres I'inégalité (3.5) on trouve

t)\ U
o) < [ 1A + Fl e o)Far
t
A
< [ J14emlP + GswolPar
0

A B e '
<G+ DAl [ Lar

(Aﬂt)

<t A

D’out z,(t) est une suite de Cauchy dans C([0,T], H) et toute suite de Cauchy est
une suite convergente,

ainsi

(Aﬂb)

g(t) = S llea(t) — 2, (O] < === A%

o an(t) — 2 ()2 < 2T *‘” Ao

= [la(t) — 2u(t) !<—\/ (A -+ m)[[ Aol

quand g — 0 on obtient
V2 '
lex(®) —z(8)]] < —\/_HA Zoll,
par passage a la limite quand A tend vers 0
A (t) — z(t)[| — 0.

Par conséquent (z,), converge uniformément vers z sur [0, 7], pour tout T < +o0.

d) Dans cette étape on vas prouver que z(t) est une solution de inclusion (P).
Commengons par montrer que Z(.) converge uniformément vers Z(.) en suivant la
méme méthode utilisé dans 1'étape (c).

On pose z(t) = z(t) et 25(t) = Z\(t), pour tout t € [0, 7]
donc z,(t) = —Axza (1),
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En utilisant I'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwartz on trouve,

B(t) = 3 llex(t) — 2 (1)

< = [ Ohiar(t) — izt Asealt) = Az ()

< [ M OlIA00 + Wl A0 O - M OF -l 4,z
< [ MAOI14z 00~ [0 + 114,21 Ao 0] = 1Az )
< [ WAzl = 1A ODAIAeA D] ~ 1l A,z

< /0 Azu O] + 1A @ DA ANA@ ] + pll A2 (@)D,

d’aprés l'inégalité (3.5) on trouve que
t
b(t) < /0 (I A%zol[ + [[A%zo[[) (Al Aol + pl| A%ol])

t
< [ 20+ A%
0

alors,

1 o
llaa(®) — 2|7 < 24N+ p)[| A%z 1%,

donc

22 () = 2u (O] < 2VEHA + )| A%

Lorsque p tend vers 0 alors
1A () = 2u ()] < 2VAE]| Ao .
Quand A — 0 on aura
I22(8) = 2. ()] — 0.

Donc (z)), converge uniformément vers z.
Toute suite convergente est une suite borné par conséquent on peut extraire une
sous suite (zy, ), qui converge faiblement vers z pour tout 7' > 0 dans L*([0, 7], H)

e, 2y, — z et

l2x(t) = Iaa@) = Al Az @]
< M| A%z

Donc Jyz)(t) converge uniformément vers x(t) quand A tend vers 0, d’ou Jyz,(t)

converge fortement vers z(t) dans L*([0,T], H).
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La Proposition 2.17 implique que la multi-application x — (Ax)(.) = Az(.) est
maximal monotone dans L*([0, T, H).
Puisque Az, (t) € AJyxx(t), alors d’aprés la demi fermeture du graphe, on déduit
que —i(t) € Az(t) dans L*([0,T), H).
Par conséquent #(t) € —Ax(t), p.p sur [0,T].

e) Dans cette étape on doit montrer que ¢t — || A°z|| est décroissante.
D’aprés l'inégalité (3.5) on déduit qu’on peut extraire une sous suite (A, zy, (¢)),
qui converge vers u(t) dans H,
comme Ay z,, (t) € AJy, xy,(t), donc on déduit de la Proposition 2.19 que u(t) € Ax(t)
ce qui prouve que pour tout ¢t > 0, x(t) € D(A).

Pour tout ¢ > ¢, on a,
[Ex@] = [Axea@)] < | A%z (to) |
Passant a lim inf,
lim inf|[25(#) ]| < lim inf||A%2(to)]]
< [[A%z(to)ll,

et
lim inf|[2x(¢) || > [Ju()],
A—0

donc,
[ A%z (to) || = [[u(@)]]

Puisque u(t) € Az(t) alors,
[A%z ()] < flu(®)]],
d’ou
[A%z(@)]| < |A%x(to)ll, vt € [0,T]. (3.11)
Ce qui donne que [|A°z|| est décroissante.

f) Dans cette étape on va montrer que t — A°x(t) est continue a droite.
Soit t, > to tel que t,, — tg, alors z(t,) — x(to).

d’aprés l'inégalité (3.11), on a

[A%z (@) < Jlulta) | < A% (o),
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g)

donc on peut extraire une sous suite A°z(t,) qui converge faiblement vers g € H,
il résulte de la Proposition 2.19 que g € Ax(t),
par conséquent ,

1A%z (o)l < llgll,

et on a aussl

lgll < lim inf ||A%z(2,)]| < [[A%2(to)]],
n—r+00

cela implique que g = A°z(ty) d’ou A°z(t,) — A°x(to),

de plus z(t,) — x(to) alors,
Tim [[A°(t,)] = [ A°2(t)],

on déduit que A°x(t,) — A°x(ty) quand t, — to+,
donc,

lim [[A%2(8)]] = [[A%(to) |-
t—t]

On conclut que t — A°z(t) est continue a droite.

Dans cette derniére étape on doit conclure que #(t) = —A°z(t) et que x(t) est
dérivable a droite.
Soit C' un sous ensemble qui appartient a [0, +oo[ ou z(t) n’est pas différentiable

i.e, #(t) ¢ —Ax(t). Soit to ¢ C, h >0 on a

Hd%+40—xﬁwH§/w () |dr,

to

to+h
<[ Wsw)ar,

to

< h[[A%x(to)];

cela implique que

[z (to + h) — 2 (to) ||
h

en passant a la limite quand h — 07, on trouve

L e + b — ()|
h—0t h

< [| A% (to)

= & (to) | < [[A%z(to)]l- (3.12)
Puisque #(tg) € —Ax(ty), alors
(o)l = [[A%z(to)]l, (3.13)

d’aprés les inégalités (3.12) et (3.13), on déduit que z(t) est dérivable a droite en
t=0et ZE(t()) = —Aol'(to).
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3.2 Le cas non autonome

les résultats sont pris de la référence [9).
Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude de 'existence et I'unicité de solution

a variation bornée du probléme,

(7)) _%(t) € A(t)u(t) dr — p.p dans [0, T]
u(0) = ug € D(A(0)).

Ou A(t) : D(A(t)) € H — 2" est un opérateur maximal monotone pour tout ¢ € [0, 7).
Ceci généralise le cas d'une solution absolument continue.

Tout d’abord pour la résolution du probléme (P’) on aura besoin des hypothéses suivantes,

(H1) Il existe une fonction r : [0,7] — R, continue a droite sur [0, 7] et croissante

avec (1) < oo telle que
dis(A(t), A(s)) < dr(]s,t]) =r(t) —r(s) pour 0 <s<t<T. (3.14)

Comme on a mentionné dans le Chapitre 2, A°(t, z) est 1’élément de norme minimal

de A(t)x et supposons que

(H2) 1l existe une constante ¢ € L'([0, T]; dr) qui est positive telle que
|A°(t, )| < (1 + ||z|]) pour t € [0,T], x € D(A(t)). (3.15)

Théoréme 3.2. Soit A(t) : D(A(t)) — 2H un opérateur mazimal monotone pour tout
t € [0,7T] tel que (H1) et (H2) sont vérifies. Alors pour tout ug € D(A(0)) le probleme
d’évolution (P') avec la condition initiale u(0) = g, a une solution unique & variation

bornée.

Preuve.
a) Subdivision de lintervalle [0,7] .
On choisit une suite (§,) C ]0,1] avec &, N\, 0, on subdivise lintervalle [0,7] avec la

partition 0 = t7 <t} < ... <ty =T telle que
On peut supposer que r(0) = 0, u(0) € D(A(0)) et

5?+1 = dr(]t}, t?—i—l[) = T(t?ﬂ) —7r(t), Vi=0,..., k, — 1. (3.17)
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b) Construction d’une suite u, de fonctions étagées.

On définit (u,,), une suite d’application en escalier continue a droite telle que
up 1 [0, 7] — H
up  site 0,
t—u(t) = qup  site[th ]
up  sit="1T.

et pour i =0,...,k, — L on a, ul',; = J (u) avec J x = (I;+ 6l AtY)) x.

i
c) Montrons que u,, converge faiblement vers u.
On commence par montrer que la suite (u,), est uniformément bornée en variation et en

norme, pour cela il suffit de trouver deux constantes positives distinctes telles que Vn € N,

Vi=0,..,k,resp. 1 =0,..k, — 1

luil| < M resp. |luiyy —uill] < Rdr(Jt, 4]). (3.18)

En particulier,
sgg“uf” <M et Var(u[0,T]) < Rdr(]0,T7]). (3.19)
En plus que, pour tout n e Net 0 < s <t T
[un(t) — un(s)|| < R(dr(]s, t]) + €n). (3.20)

En effet,
d’aprés l'inégalité (3.14) dans la premiére hypothése et la relation (3.17) on a,

dis(A(t7), Alti)) < dr(Jt], 1)

= r(tfy,) — ()

_n
- 6z‘+17

pour i =0, ...,k, — 1. On montre la premiére inégalité de (3.18).

Par la Proposition 2.36 I’assertion (1) on obtient,

[y = il = [l = i ()|
< O 1A ()i || + dis(AL), At1))
(07 (L Ay ) dis (A7), A(1]1)) 2
< G A E T + 67 + (07 (1 + A () )07 )?
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pour tout @ > 1 on a v/a < a, tel que a est un réel et d’aprés la deuxiéme hypotheése on

trouve,

gy — 'l < 201+ |4 )07,
<21+ e(1+ [uf )87 (3.21)

Onn a

[l < Ml Il + iy = il

en utilisant 'inégalité (3.21),

el < e+ 2(1 + e (1 + [l 1)) 832
= (1+2e0i ) [[wf || +2(1 + ¢)oj,

en appliquant le Lemme de Gronwall quand S; = 0 il résulte que

1—1 1—1
2l < (nuOn L2140 Zéz+1).exp (%Zézﬂ),
k=0 k=0

de plus
i—1 i—1
Z Ops1 = Z dr (]tLZ tZ+1])
k=0 k=0
i—1
= (r(tiy) — ()
k=0
=r(t7) = r(tg) + ... +r(t) —r(tiy)
= r(t) —r(tg)
= r(t) —r(0)
= dr(J0,]]),
mais
ty <ty =T,

et comme 1 est croissante il découle

alors

S a = dr(0,67) < dr ()0, 7). (322)
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o6

Par conséquent

|| < (HuoH 4201 +c)dr(]o,ty])).exp (2cdr(}0,t?])>

< (HUOH +2(1+ c)dr(]O,T])).eXp (2cdr(]0,T])), VneN, Vi=0,..,k,

posant M := <||u0|| +2(1+ c)dr(]O,T])).exp (20dr(]0,T])) > 0,
donc,

|lul] < M, YneN, Yi=0,..,k,
d’ou

sup||u, || < M.
neN

Par conséquent la suite (uy,),en est bornée en norme.
On montre la deuxiéme inégalité de (3.18).

En effet,

en substituant 07,, par sa valeur dans l'inégalité (3.21) on trouve
iy =l < 201+ e+ [l ) dr(, 4)),
en utilisant (3.23) on obtient,
iy = il < 2(1+ (1 + M) dr(}, £4]),
on pose R :=2(1+c(1+ M)) d’ou

luivy — il < Rdr(]t], t44]),

done
kn—1 kn—1
Z Jufyr —u?'ll < Z Rdr(]t}, t}14]),
i=0 i=0

I'inégalité (3.22) implique que
Var(up,[0,7]) < Rdr(]0,T1]).

Maintenant on passe & montrer l'inégalité (3.20).

(3.23)

(3.24)

(3.25)

On fixe s € [t7, 17, [ et t € [t}, 1}, [ avec j > i, on pose u,(t) = u} et u,(s) = uj alors

[un(t) = un(s)[| = [luf — uf|
= ||U? - U;‘L—l + U?—1 — o udy —
j—i—1
= Z Uiy 1 — Uiy
k=0
j—i—1

< Z [y pr — uirll-
k=0
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En utilisant I'inégalité (3.18),

j—i—1

lun(t) = un(s)l < > Relr(tfyp typn])
k=0
j—i—1

=R Z Oi't k1

= R(dr(Jt}, t7,1]) + dr(lt?, 17y 1 ]) + -+ dr(Jt7 1, £7]))
= Rdr(Jt, 7).

1777

Pour t € [t7,t7,,[ et t >t} et comme r est croissante alors r(t) > r(t7),

pour s € [t7,17, [ et s > {7 et comme 7 est croissante alors r(s) > r(t}).

Donc

|wn(t) — un(s)|| < R(r(t})

R(()
R(r(t?) +
< R(r(t?) +
R(r(s) —r(t}) +r<t> (s))
R(dr(Jt}, s]) + dr(]s,t])),

r

comme s < £7', et r croissante alors r(s) < r(t},), d’ou
lun(t) = un ()| < R(dr(Jt7, £41]) + dr(]s, 1])), (3.26)
depuis l'inégalité (3.16) on a,
dr(Jt}, tia]) < & — [t — 8] < &, (3:27)
revenant a (3.26) on obtient
[un(t) — un(s)ll < R(dr(]s,t]) + &)

Par le Théoréme 1.40 on a la suite (u,),eny d’applications continues a droite a variation
bornée et uniformément bornée en norme et en variation, alors il existe une fonction a

variation bornée wu : [0,7T] — H telle que
un(t) = u(t) pour te0,T].

d) Montrons que v’ € L*([0,T], H;dr).

En particulier, on a u(0) = ug et

lu(t) —u(s)|| < R dr(]s,t]) pour 0<s<t<T. (3.28)
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Commengons par prouver cette derniére inégalité (3.28).

Tout d’abord on a w,(t) — u(t) et u,(s) — u(s) donc
Un(t) — up(s) = u(t) — u(s),
étant donné que &, \, 0 on trouve

[u(t) — u(s)|| < lim inf ffun (t) — un(s)]]

n——+oo

< liminf R(dr(]s,t]) + &)

n—»-+400

= liminf Rdr(]s,t]) + R ilﬂinog &n

n— —+00
< Rdr(]s, 1)),
alors
llu(t) — u(s)|] < Rdr(]s,t]) pour 0<s<t<T.
En outre,
[du(]s,t])|| < Rdr(]s,]),
alors

|dul| < Rdr.

De plus, u est continue a droite car

lin [u(t) — u(s)]| < lim R(-(6) = (5))

r est continue a droite alors

lim fJu(t) — u(s)l| — 0,

d’ott u est continue & droite sur [0, 7] et u' € L*([0,T], H; dr) sachant que v’ est la densité
de u par rapport a dr.
e) Construction de la suite de solution approximées (v,),.

Considérons une autre suite de fonctions v, : [0,7] — H définie par

rt) —r(t)
t— v,(t) = r(ti) —r(t}
uy sit=T.

n

)(uz—l—l u?) + u? site [t?7t?—+—1[

dans la suite on va utiliser la convention % =0,

f) Bornitude de la suite v, en variation et en norme.
On a

pour 0;,, = 0,v,(t) = uj = uiy, dans [t], ¢}, ], (3.29)
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v, (0) = wy,
et
[0n(t) — un(t)|| < RE,, Yn €N, Vit € [0,T], (3.30)
de plus
v, (t) = v (s)|| S R(r(t) —r(s)) pour 0<s<t<T. (3.31)
En effet,
soit ¢ € [t} ¢} [, on a
r(t) — r(t?
0nlt) = T sy =) +
= O ) ) o, (3.32)

pour ¢/ ; = 0 et de I'inégalité (3.21) on trouve que
Juityy — ui’l] <0,
comme la norme est positive alors
[ui —ui'll = 0 = ui = uiyy,

en remplacant dans la relation (3.32) on obtient,

en particulier pour ¢ = 0 et t = 0 on trouve,
v, (0) = uf = up.

Montrons que pour tout n € N, |ju,(t) — v,(t)]| < RE,, , Vt € [0,T].
Soient n € N, t € [0,7], on a

lon(®) — un(t)]] = || L= )

(i) =)
r(t) — r(th)

7

T(t?ﬂ) —r(t})

(e =) + |

= [l — '

Y

par la deuxiéme inégalité de (3.18) on trouve

Ir(t) = r(t7)
dr(er )

1 Vi1

[on(t) — un(t)|| < Rdr(Jt}, ¢2,,])
= Rlr(t) —r(t})|
< R|r(th) — r(t?)]
= Rdr(Jt!, t7,1])),
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de I'inégalité (3.27), il découle
[tn(t) — va(t)]] < Ré&n. (3.33)
Enfin on montre la troisiéme propriété de v,.
Soient s,t € [0,7] tels que 0 < s <t < T, on a
r(t) —rty) r(s) —r(t})
[on(t) = vn(s)|| = || S (il — )+ — —— o (g ug
r(th) —r(t}) ! r(ti) —r(t}) !
=) (0
r(ty) — ()T
r(t) —r(s)
= [luipy —ui'l
o dr(Jtf, t4])
r(t) —r(s)
< Rdr(Jt? 2o | amn
i d (]tz 7t2+1])
< R(r(t) —r(s)),
donc
|vn(t) — vn(9)|| < R(r(t) — T(S)) pour 0<s<t<T. (3.34)

Soient s,t € [0,77], on a
lon(t) = vals)]| < R(r(t) = r(s)).
En particulier pour ¢ =t ; et s =t} on trouve
[on(ti1) = (B = Judsr — wi'l]
Grace a (3.18) on obtient
[on(ti1) = va () < Rar(Jt, ¢50)]),

alors,

k

-1 k—1
D loatis) = vt < YO Rar(t 1)) = R Y dr(t?, £,
=1 1 i=1

i=

donc
k—1
D lon(tis) = ealt)l < Rdr(j0,77),
i=1
Var(v,, [0,T]) < Rdr(]0,T7).
Et pour tout t € [t,17,,[ on a v,(t) = u} alors,

[on ()] = llui'll, Ve € 8, 8],
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d’aprés l'inégalité (3.18) on trouve
[vnlloe < M,

il résulte que (v,) est bornée en variation et en norme.
Et en utilisant 'inégalité (3.34), on trouve que
. B <1 _
lim [|on (#) = vn(s)l| < m R (r(t) = r(s)),
et comme r est continue a droite alors
lim ||v,(t) — va(s)|| < 0.
tls
D’ou (vy,), est continue a droite.
Donc (v,,)nen est une suite d’applications a variation bornée continues a droite et unifor-
mément bornée en norme et en variation.
On a,
(0, vn (1)) — (0, u(t)) = (0,v,(t) —u(t)), VO€H,

comme u,(t) — u(t) alors,

(0, 0,(t) —u(t)) = lim (0, v,(t) — u,(t)),

n—o0

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz,
(0,0(8) — u(t)) < Y 6] 0,(1) — ua ()]
d’aprés l'inégalité (3.33) on obtient
(6,0a(t) = u(t) < Tim 6] R &, = 0

alors v,,(t) — wu(t) pour tout ¢t € [0, T.
I en va de méme pour le Lemme de Moreau on obtient que dv, = v/, dr et v/,(0) =0
telle que v/, est définie par

n n
' Uipr — Uy

v, = —— — pour te& |t} ]
r(tiy) —r(t)) ] H]

g) Montrons la convergence faible de v/ vers «' dans L?([0,T], H;dr).

Maintenant nous allons prouver que toute n € N

[onll < R. (3.35)
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Tout d’abord on a

|| o H—l U?
Hui-i-l ui|

_ !
|dr (87, 6 DI
d’aprés l'assertion (3.18) on trouve
Rdr(Jt}, t}1,])
looll < o e = R
|dr(Jt7, £74])]

Par conséquent,

vl <R VneN.

Il résulte que (v!,) C L*([0,T], H;dr), alors on peut lui extraire une sous suite qui converge

faiblement vers w € L*([0,T], H; dr) i.e,
v/, — w dans L*([0,T], H; dr).
Pour tout ¢ €]0, 7] et pour tout x € H on a

(x,u(t) —u(0)) = lim (z,v,(t)) — (z,v,(0))

n—oo

= lim (z, v,(t) — v,(0))

n—oo

= lim (x, dv,(]0,1]))

n—oo

= lim z.dv,(]0,t]).

n—oo

v, € BV (]0,T], H), alors d’aprés les propriétés de la mesure de Stieltdjes on a

dv,([a, b]) :/ dv, :/H[a,b] dv,,
[a,]

d’ou

(x,u(t) —u(0)) = lim x./}oﬂ dv,(T)

n—oo

T
= lim :E/ H]o,t] dvn(T)
0

n—oo

T
= lim z. / Wy, vy, (T)dr(7)

n—oo

:nlgrolo/ <]I]0t] x, >d7’( )

comme v/, = w et en introduisant (3.36) on obtient

(x,u(t) / (Mo 2, w(T))dr(T)

= <x,/]07t]w(7)dr(7)>.

(3.36)

(3.37)
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Comme dv,, = v/, dr alors du = u/dr et d’aprés la relation (3.37)
(u'dr)(]0,2]) = du(]0,1]) = u(t) — u(0)

_ /m wle)dr() = ()04 pour ¢ € 0.7

Par conséquent v’ = w dr — p.p dans [0, T).

Puisque v, = w et v’ = w alors
v/, — ' dans L*([0,T], H;dr).

h) Montrons que —v/,(t) € A(¢n(t), va(pn(t)) dr —p.p t € 1[0,T].

Considérons la suite ¢,, définie par
Pn * [O’T] — [OvT]

tr st t ettt
t s pn(t) = +1 ] +1]
0 st t=0.

qui pour tout ¢ € [0, T] satisfait que ¢, (t) >t et

—0,(t) € A(pn(t), vn(en(t))) dr —p.p t €[0,T7].

En effet, on a
fen—1

[0, 7] = {0} U ]t?7t?+1]7

i=0
pour t =0 on a ¢,(0) =0 > 0 et pour ¢t €]}, ¢, ;] on a, @, (t) =t > t.
Soit t €]t?, 7, ] alors
ut s =yt
(1) = e
rtiy) = r(t})
(= ()
071

= _A5in+1 (t?+1)u?

D’une part on a

rlta) = ()
rltga) = ()

= U?H = Jiﬁl(un)?

)

Un(pn(t)) = va(tiy) = (uilyy — ui') +

en utilisant le fait que Ayz € AJ\x et la relation (3.39) on trouve

_A6?+l<t?+1>u? € —A(J](u), t),

(3.38)

(3.39)
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donc
— Ay, (G € = A(vn(en(t)), on(t))-
Par conséquent
—0n(t) € Alpn(t), vn(n(t))).
i) Montrons que v, converge fortement et uniformément vers u.

Commengons d’abord par montrer que |r(p,(t)) — r(t)| — 0.
Soit ¢ € [0, 7],

|on(t) =t = |7 — 1|

onlt) =t < _max_Jt2, — 7],

en utilisant 'inégalité (3.16) on trouve

|on(t) = t] < & — dr(Jti', 144 ])
= &n-

En passant a la limite on obtient
|on(t) —t] — 0,
comme 1 est continue a droite il découle,
Ir(pn(t)) —r(t)] — 0, lorsque n — 4o0. (3.40)
Passant maintenant & montrer
v (n(t)) — v ()] + dis(A(en(t)), A(t)) — 0, V¢ € [0,T]. (3.41)
Soit ¢t € [0,T], de ’hypotheése (H1) et 'assertion (3.34) on obtient,

[vn(en(t) = va(B)l| + dis(A(a(t)), At)) < R(r(ea(t)) — (1) + (r(en(t)) — ()
= (R+1)(r(en(t)) — (1)),

par passage a la limite on trouve
|vn(n(t)) — va(t)]] + dis(A(en(t), A(t)) — 0, lorsque n — +o0.

En introduisant la Définition de la pseudo-distance pour tout t € [0, T et 'inégalité (3.35)

on obtient,

(Va(n(t)) = vin(m(£)), v, (8) — v (1)) < (L + [V, 0 + [y, (W) D dis(Alen(t), Alom (1)),
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en utilisant les inégalités (3.14) et (3.35) on trouve

(Vn(@n(t)) = vm(m(t), v, (1) — v, (1)) < (14 2R)|r(en(t) — r(0m(t))|
= (1+2R)[r(¢a(t)) = r(t) +7(t) = r(pm(1))]
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(0n(pn(t)) = vm(em(?)),
(Om (Pm (1)) = vm (1), 01,
[{on () = vn(on (1)), vn (£) — v, (£))]
(Un(£n (1)) = Om (P (1)), v, () — 17, (1))
(Um (Pm (1)) = vm (), 05, (E) = v, ()],

+ + A+ +

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient

(Vn(t) = vm(t), v, () = V(1)) < (Un(pn(t)) — V(@i (t)), v (1) — V], (1))
+ [[on(t) = va(en () I1|v5 (1) = v, (D)l
+ [[om(@m(t)) = vm (D)0 (8) = 03 (D]
= (Un(n(t)) = vm(Pm(t)), v, () — v, (1))
VL () = v O (lva () = va(a @) + [0 (0m(t) — v (B)]])

en utilisant les inégalités (3.35) et (3.42) il résulte que

(n(t) = vm(t), v, (8) — 3 () < (n(2n(t)) = vin(0m (1), v (E) — v, ()

= Ap (). (3.43)

Cette estimation nous aide a démontrer la convergence forte et uniforme de v,, vers u .

Soit w une fonction continue a droite & variation bornée telle que w = v, — v,,, alors
dw = dv,, — dv,,

et

o /
dw = v, dr — v,,dr,
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d
d’on d_w =, — v, ainsi v,(0) = ug = v,,(0), on a
r
1 1
o) = v (@)1 = Sl o)
et w(0) = v,(0) — v,,(0) =0, d’ou

1

S lloa(t) = v (I =

1
Sl @I” = [[w(0)[%,
on applique la formule de Moreau qui est valable pour la fonction a variation bornée w et
précise que d||w?|| < 2w'.dw™, donc

1 2_1 w 2
gln®) — @l =5 [ dtml

depuis (3.43) on trouve,

%an(t) — v < | Apm(h)dr(h) < Anm(h)dr(h),

10,1] [0,7]
(3.44)
alors,
o) = o (Ol <2 [ Aunb)ir(h),
[0,7]
des relations (3.34) et (3.40) on obtient
lim v, (en(t)) — v ()] < lim R(r(en(t)) —r(t)) — 0. (3.45)

n—oo n—oo

On sait que

Anm(t) = (14 2R)(|r(en(t)) — r(®)] + Ir(en(t)) — r(£)])
+ 2R(||vn(en(t)) — va®)l + [[vm (0m(1) — vm(B])
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en passant a la limite on obtient

lim A, ,.(t):= lim (1+ ZR)(\T(gOn(t)) —r(t)| + |r(pn(t)) — T(t)|)

,1M—+00 T,1M—+00

+ lim QR(HUVL(‘Pn(t)) — (@) + lom(pm(t)) — Um<t)H)>

n,Mm—00

en introduisant (3.45) et (3.40)
Ay (t) — 0,

alors A, ,,(t) est borné i.e, il existe g(t) tel que

An,m (t) < g(t)a

en appliquant le Théoreme de la convergence dominé on aura

im [ A (R)dr(h) = /[ lim A, (h)dr(h) —s 0,

n,m—o0 [O,T] O,T] n,m—oo
d’onl
|vn — Um|loc — 0.

Donc (v, (t))nen est une suite de Cauchy dans H alors elle converge uniformément vers
une fonction et vu que (v,(t))nen converge faiblement vers wu(t) alors (v, (t)),en converge
fortement vers u(t).

De plus, pour tout ¢ € [0,7] on a

[u(t) = vn(pn ()] = [lu(t) = vnlen(t)) = vn(t) + va(t)]
< Jlu(®) = va @1 + [loa(t) = valen ()]
< Ju(t) = on()lloo + [lon(en(t) — va ()],

en passant a la limite

lim [Ju(t) — en(en(®)] < Ton [Ju(t) = va(®)]le + 1m0 Jon(pn(t)) = a(0)]

n—o0
comme v, —> u et en utilisant I'inégalité (3.45) on trouve,

[u(t) = vnen(®)]] — 0. (3.46)

j) Montrons que la limite de v,, satisfait (P’).

Maintenant, passant a prouver I'existence de solution u(t) du probléme (P’) telle que

—u'(t) € A(t)u(t) dr p.p sur [0,T].
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D’abord montrons que u(t) € D(A(t)), pour tout t € [0,T].
On a déja montré que u est une fonction a variation bornée, continue a droite et absolu-
ment continue par rapport a dr.

On considére la fonction 3, définie comme suit
B :[0,T] — [0, T

B site )

7

t— Bu(t) =
T sit="1T.

D’abord on montre que pour tout ¢ € 0,77, u,(t) € D(A(B,(t))) ceci équivaux a
ui € D(A(t!)),Vi=0, ..., k.
Pour 6, > 0, par la deuxiéme assertion de la Proposition 2.28 on trouve
ui = Ji (u') € D(A(t),)) Vi=0,...k, — 1

c’est a dire,
uy € D(A(tY)),Vi=1,... k.

Pour 6, =0, on a
01 = dr(Jt, i) = r(ti) —r(tf) =0,
il suit de I'hypothese (H1) que
dis(A(t},,), A(t))) <0, (3.47)
par l'assertion (1) de la Proposition 2.34 on obtient
dis(A(t,,), A(t)) € [0, 400, (3.48)
en combinant (3.47) et (3.48),
dis(A(t},,), A(t))) =0, (3.49)
il résulte de l'assertion (1) de la Proposition 2.34 que
AfE) = A(ED)
Et on a,

uipy = Jia (uf) = (la+ 6 A7) uf = uf,
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comme Ji, (u') € D(A({7y,)) alors,
uip = ui € D(AL})) = D(A(t44)),

ce qui donne
un(t) € D(A(BL(1))) VYt € [0,T]. (3.50)

En utilisant (H1) et pour ¢ € [¢7',¢7 [ donc

dis(A(t), A(Ba(t)))

IN

dr(]Bn(t), 1])
() — r(Bu(t))
() —r(t7)

d?”(]t?, t?—l—l])v

r
T

IN

de I'inégalité (3.16) on trouve que dr(]t}?, ¢ ,]) <&, alors,
dis(A(t), A(Pu(t))) <& Vn €N,
il découle de 'assertion (1) de la Proposition 2.34 que
dis(A(Bn(t)), A(t)) < &, Vn € N.
Par conséquent, on fixe ¢t € [0, 7] on obtient
dis(A(Bn(t)), A(t)) — 0. (3.51)
Et on a,

[[un(t) = w(@)|] = llun(t) = va(t) + va(t) = u(?)]]
< Jun(t) — o (D) + [lon(t) — w(®)],

de I'inégalité (3.33),
[un(t) = u(@)]| < R&n + [loa(t) — u@)]),
comme v, (t) — u(t) et en passant a la limite on obtient
[un(t) = u(®)]] — 0,

ceci implique que

un(t) — u(t). (3.52)

Par I'hypothése (H2),

1A% (Ba (1), un ()| < e (L + [un(®)]), ¥t € [0, 7], Yu, € D(A),
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d’apres la relation (3.18),
1A° (Ba(t), un (1)) | < e (1 + M),

et

A% (Bu(t), un(t)) € A(Bn(t))un(t). (3.53)
Par suite y, = A°(B,(t),u,(t)) est bornée alors on peut lui extraire une sous suite qui
converge faiblement vers y € H i.e,

Yn = Y, (3.54)

d’aprés les relations (3.51), (3.50), (3.52) (3.53) et (3.54) on peut appliquer la Proposition
2.35 qui donne
u(t) € D(A(t)).
Montrons que —u/(t) € A(t)u(t) dr p.p sur [0,T].
D’aprés le Théoréme de Mazur, on peut choisir une combinaison convexe
w; = ZZJ:J il vy, € L2([0,T), H;dr) tel que w; — o, alors il existe un Ny C [0, T avec

dr(Np) = 0 et une sous suite (j,) de N qui satisfait
t€[0,T)\ No = wj, (t) — u'(t) lorsque p — 0. (3.55)

Soit n € N et soit I'ensemble [0, \ N,, tel que pour tout t € [0,7]\ N,, on a

—vp(t) € A(pn(t), valpn(t)))-
A est monotone, en particulier pour ¢t € [0,7]\ NV, et € € D(A(pn(t))),

(Un(pn(t)) = & Alpn(t), va(en(t))) — Alpn(t),€)) = 0,

en utilisant la relation (3.38) on trouve

(e = valen(t), A(en(t) €)) = (n(pn(t)) — £, v, (1)) (3.56)

D’ou le résultat.

Pour prouver la suite de ce Théoréme il suffit de montrer que
() = ') < - A, e\ (U)o
n=0

posons A, = A(p,(t)) et A = A(t), comme dis(A,, A) — 0 et ||A°z| < (1 + [|z|))
Vx € D(A) alors on peut appliquer la Proposition 2.38 pour trouver une suite (€,)nen

telle que
en € D(A(pn(t))),en —> n et A°(@n(t),e,) — A°(t, 1), (3.58)



3.2. Le cas non autonome 71

alors
(u(t) =m0, (1)) = (u(t) = n = va(en(t)) + valpn(t)) — en + €n, v, (1))
= <Un(90n(t)) - 5n7v7/1(t)> + <(5n - 77) + (u(t) - Un(wn(t»)av;z(t))%
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz et les relations (3.56), (3.35) on obtient
(u(t) = n,v(t)) < (en — val@n(?)), A°(en(t),€0)) + llpll (llen — nll + ut) — valen(®)])
< {en = va(pa(t)), A°(@a(t),€0)) + R(llen — nll + l[u(t) = valen(®)]]),

prenant la lim sup,

lim sup(u(t) — n, vy, (t)) < limsup(e, — vn(@n(t)), A°(¢n(t), en))

n—oo n—oo

+limsup R(|le, — ]| + [u(t) — va(@n(®))]]),

n—oo

les assertions (3.58) et (3.46) implique que

lim sup(u(t) — n, v, (1)) < (n —u(t), A°(t,m)), (3.59)

n—oo

comme v/, (t) converge faiblement vers u'(t) alors pour tout n € L?, on a
(0, (), u(t) = m) — (u'(t), u(t) —n), (3.60)
et

(u(t) —n, /(1)) = Tim (u(t) = n,w;, (1))

p—r00
k]'p ‘
X CORES WEION
k=jp

en utilisant (3.59) et (3.60) on obtient

(u(t) = n,u'(t)) < (n—ult), A°(t,n)), Vn € D(A)
— (n—u(t), u'(t)) < (n—u(t),A°(t,n), Vn € D(A)
(n —u(t), A°(t,n) +4/(t)) = 0, Vn € D(A)
(n—u(t), A°(t,n) — (=u'(t)) = 0, ¥n € D(A),

en conséquence la Proposition 2.37 implique que —u/(t) € A(t)u(t).

k) L’unicité de solution du probléme (P').

Pour cela on suppose qu'’il existe u et u deux solutions de notre probléme i.e,
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du
Cdr
u(0) = ug € D(A(0));

(t) € A(t)u(t) dr — p.p dans [0, T],

en utilisant le fait que A est monotone on trouve

<_%(t) + %(t),u(t) —a(t)) =0, dr — p.p dans [0, T,
<j_jf(t) - Z—z(t),u(t) —u(t)) <0, dr — p.p dans [0,T].

en suivant les mémes étapes que dans (3.44) on trouve que

du du

Ju(t) - a(®)]1? ~ [lu(0) - a@(0)|* < 2 /] G~ g mar <o,

comme u(0) = @(0) = ug alors ||u(t) — @(t)||> = 0 ce qui implique que u = .
Donc la démonstration du Théoréme est compléte et le probléme (P’) admet une solution

unique a variation bornée. |

3.3 Application

Ce type de problémes d’évolution trouve des applications diverses surtout lorsque
le systéme considéré est sujet a des forces extérieures que l'on appelle perturbations.
Elles peuvent étre univoques ou multivoques. On en trouve en économétrie (procédure de
planning), dynamique des populations (au biologie), théorémes des jeux...etc.

Les théorémes ci dessus sont pris des références [12] et [14].

3.3.1 Perturbation univoque

On commence par une perturbation dépend seulement de t.

Théoréme 3.3. Sous les hypotheéses (H1) et (H2) du Théoreme 3.2, pour tout h € L*([0,T], H)
et ug € D(A(0)) le probleme (Pr,) donné comme suit

admet une solution u(.) a variation bornée unique.
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Preuve. Pour tout ¢ € [0,7] on pose ®(t) = fg h(7)dr. Alors le probléme (P),) est

équivalent a
_dy
dr
y(0) = 70 € D(A(0)).

—=(t) € B(t)y(t) dr — p.p dans [0, T]

ou

y(t) =u(t) + ®(t) Vtel0,T],

B(t)z = A(t)(z — ®(t)) ¥V(t,z) €[0,T] x H.
Il est évident que B(t) est un opérateur maximal monotone dans H .
Par conséquent il suffit de montrer que pour tout ¢ € [0, 7], B(t) satisfait les hypothéses
(H1) et (H2) du Théoréme 3.2.
Tout d’abord vérifions (H1).
Considérons pour tout s,t € [0,T], z1 € D(B(t)), zo € D(B(s)) et y1 € B(t)z; et
Y2 € B(s)xo, on a pour tout t € [0, 7], D(B(t)) = D(A(t)) + fot h(s)ds, de plus

t
xEDB@ﬂ@ém—/h@MsGMﬂ@%
0
et
y1 € B(t)z1 <= 11 € A(t)(x1 — (1)),
Y2 € B(t)r <= y2 € A(t)(z2 — ®(1)),
alors d’aprés la Définition de la distance de Vladimirov et I'inégalité (3.14) on a,

(Y2 — y1, 21 — O(t) — (z2 — ©(s))) < dis(A(t), A(s)) (1 + [l ]l + llyll)

< (r(@®) = () (1 + llyall + llgell).

par conséquence

(Yo —y1, 21 — 22) = (Y2 — Y1, 01 — B(t) — (22 — D(5))) + (y2 — y1, 2(t) — D(s))

(r(®) = () (L + ol + lw2ll) + llye = wall-12(2) — 2(s)]]

(r(t) —r(s)) (1 + Iyl + Hy2H) (L+ llyall + lyzll) 1@ (2) — @(s)]]
(r(t) —r(s) +[|@(t) s L+ lyall + llell),

r

IN

IN

< (r

on met
mw:A@vmwmwmﬂwEmﬂ,

qui est a variation borné donc,

(Y2 = y1, 21 = 22) < (r1(t) = () (T + [l + [ly2lD);
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par conséquent

dis(B(t), B(s)) < ri(t) — ri(s).

11 suit que I’hypothése (H1) est satisfaite.
Passant maintenant a prouver (H2).

Pour tout ¢ € [0,7] et y € D(B(t)) on a,
1B @)yl = [A4°()(y — (1))
< c(l+[ly —2@)])
= ety [ hryarl)

t

<e(t+lyl+1 | h(r)dr)

<e(1+ |yl +/O [2(7)||dT).

On pose ¢ = ¢(1+ fot |A(7)|dr) d'on

1B°()yll < ¢ + 1yl

C/
1+ [ [|h(T)||d7
<1+ |yl

Par conséquent les hypothéses du Théoréme 3.2 sont satisfaites, nous concluons que le

probléme (P},) admet une solution unique & variation bornée u(.). [ |

Maintenant on étudie le cas d'une perturbation univoque qui dépend de t et x.

Théoréme 3.4. Supposons que les Hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites et soit
f:10,T] x H— H une application telle que

1. f est séparément mesurable sur [0, T].
2. ¥n > 0 il existe une fonction positive v,(.) € L*([0,T],R) telle que Vt € [0,T] et
Yu,v € B(0,7),
L (8 u) = f (& 0) ] < m(B)][w = vl
3. il existe une fonction B(.) € L*([0,T],R) telle que ¥t € [0,T] et Yu € H on a

£t w)l < B+ [lul]).

Alors pour toute condition initiale ug € D(A(0)) le probleme
. _%(t) € Ayu(t) + f(t.u(t)) dr —ppt e [0,T]

u(0) = uy € D(A(0)).

admet une solution unique & variation bornée u(.) sur [0,T].
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Preuve.

On utilise une méthode de discrétisation qui consiste a subdiviser U'intervalle [0, 7] en
sous intervalle et construire des solutions approchées dans chacun en procédant comme
suit : on fixe la deuxiéme variable de f en commencant par f(¢,ug), on obtient une per-
turbation h(t) = f(¢,ug) et on applique le Théoréme 3.3.

On considére donc la subdivision utilisée précédemment, et on considére I'inclusion diffé-

rentielle sur U'intervalle [t 7]

du

(Po)q dr
u(®) = u(0) = uy € D(A(0)).

() € A(tyu(t) + f(t,uo) dr —p.pt € [t5,1Y]

observons que f(.,ug) dépend seulement de ¢ sur [0,7] et f(.,uo) € L*([t],t7], H).
En effet,
On a

1/ (t, uo) || < B(£)(1 + JJuol])

comme f(.) € L*([0,T],R) alors f(.,up) € L*([tn, 1], R).

Puisque f(.,up) dépend que de ¢ sur [0, 7] alors on peut appliquer le Théoréme 3.3 sur le
probléme (Py) donc on trouve qu’il admet une unique solution a variation bornée notée
ug [ty 7] — H.

De la méme fagon on trouve que le probléme suivant admet une solution unique a variation

bornée p
U
——- () € A)u(t) + f{t, ug(87)) dr —ppt € [t 1]

u(tt) = ug(ty) € D(A(tY)).
cette solution est notée uf'(.) : [t} th] — H avec uf(t}) = up(t}).
On suit les mémes étapes pour tout n € N, alors il existe une suite finie de fonctions a

variation bornée

u? [t ] — H  telle que Vi=0,..,n—1
T ar (1) € A(t)ui'(t) + f(t,uiy (8)) dr —ppt € [t} 67]

ui (7)) = iy (t7) € D(A(L))-

ou u™;(0) = up.

Maintenant on définit une suite (uy)nen telle que u, : [0,7] — H comme suit
un(t) = ui'(t), vt € [t 14].

u, est a variation bornée. En effet,

On a déja prouvé dans les étapes précédentes que pour tout ¢ = 0,...,n — 1 u} est a
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variation bornée donc la suite (u,) est & variation bornée.
Et on met

0,(0) = 0
0,(t) = t

(2

si teltr ], i=0,..,n—1
Donc le probléme (Py) est équivalent &

(1) € AW uA0) + (1 0al0,0)) dr—ppt € [0.7]

n(0) = 1o € D(A(0)).

En suivant les mémes étapes que [9] et ||, on obtient les estimations pour les suites de
solutions approximatives et leurs dérivées, puis on montre la convergence de ces suites(en
montrant qu’elles sont de Cauchy).

Enfin, on montre que la limite est solution de notre inclusion en utilisant la propriété de

demi fermeture de graphe et on conclut que

du

—— (1) € A(t)u(t) + f(t,u(t) dr — ppt € [0,T).

3.3.2 Perturbation multivoque

Théoréme 3.5. Soit A(t) : D(A(t)) € H — 2% un opérateur mazimal monotone pour
tout t € [0,T], vérifie les hypotheéses (H1) et (H2), soit F:[0,T] x H — 2" une multi-
application a valeurs compactes convexes non vide telle que

1. F(.,.) est semi continue supérieurement dans [0,T] x H.

2. pour tout ensemble compact K C B et pour toute fonction non-négative B(.) €

L*([0,T)), ¥(t,xz) € [0,T] x H, on a la condition de croissance linéaire

F(t,x) < B+ [l=]) K-

Alors pour tout ug € D(A(ty,.)) le probleme suivant

du
) —5(75) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) dr — p.p dans [0, T)
u(0) = up € D(A(0)).

admet au moins une solution & variation bornée.
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Preuve.

On commence par construire la suite u,(.).

On considére la méme partition de la preuve du Théoréme 3.2, on fixe pour tout n € N,
ug(th) = up et on choisit une sélection yi € F(ty, up) alors du Théoréme 3.3 le probléme

suivant

du
Cdr
u(ty) = ug(ty) = uo € D(A(0)).

(t) € A(t)u(t) +yy dr — p.p dans [tg, t7]

admet une solution a variation bornée notée ug(.) : [t5, 7] — H.

Et aussi pour tout 7 = 1,...,n on choisit y* € F(t,u (1)) et soit w} : [t7, ¢}, ] — H la

solution a variation bornée de

d
—d—:f(t) € A(t)u(t) +y;' dr — p.p dans [t} t},,]

u(ty) = uy () = uo € D(A(t})).

Maintenant on définit u,(t) : [0,7] — H par

ul(t) site[th [ pouri=0,..,n
up(t) =
ul(t) sit="T.

n

u, est une suite a variation bornée.

On considére 6, : [0, 7] — [0,T] telle que

ty site |t | pour 1 =0,...,n
i 82

T sit=T.
et y, : [0,7] — H par

yr site [ty [pouri=0,..,n

Yn sit="1T.

donc le probléme (Pr)est équivalent a

_du,
dr
u(ty) = ui (t}) = uo € D(A(t})).

(t) € A(t)un(t) +y;" dr — p.p dans [t} 1} ,]

En suivant les mémes étapes que [9] et ||, on obtient les estimations pour les suites de
solutions approximatives et leurs dérivées, puis on montre la convergence de ces suites en
montrant qu’elles sont de Cauchy.

Dans la derniére étape on montre que u(.) est une solution du Probléme (Px).



3.3. Application 78

En utilisant les propriétés des opérateurs maximaux monotones en particulier la propriété

de la demi fermeture du graphe on conclut que

_Z_:f(t) € At)u(t) + F(t,u(t)) dr — pp dans [0,T).



Conclusion

Ce mémoire est consacré a I’étude des opérateurs maximaux monotones et ses pro-
priétés pour prouver l’existence et 1'unicité de solution de quelque inclusions différentielles
régit par un opérateur maximal monotone. ces problémes trouvent beaucoup d’applica-
tions en théorie du controdle, relaxation, viscosité, Hamilton-Jacobi-Belman problems.

Voir ([11], [13], [14] et [15]).
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