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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier l’existence et l’unicité de solution pour certaines

classes d’inclusions différentielles du premier ordre régit par un opérateur maximal mo-

notone dans le cas autonome et non autonome.

Les opérateurs monotones (en général, multivoques), et notamment ceux qui sont maxi-

maux jouent un rôle très important dans beaucoup de domaines mathématiques. Notons,

par exemple l’optimisation (les sous différentiels des fonctions propres convexes et semi

continues inférieurement sont des opérateurs maximaux monotones), équations différen-

tielles (souvent l’opérateur qui engendre l’équation est maximal monotone). Tous ça a

abouti à une large étude de ces opérateurs.

Puisque la nature d’un opérateur monotone peut être assez difficile à manipuler, soit du

point de vue théorique, soit du point de vue numérique, de nombreux auteurs se sont

intéressés à chercher des approximations ou régularisations d’un opérateur, pour obtenir

à partir d’un opérateur monotone donné, un autre qui a plus de propriétés régulière par

exemple la régularité de Yosida.

Les problèmes gouvernés par les opérateurs maximaux monotones constituent une classe

importante d’inclusion différentielle

Un bref schéma du contenue présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit :

Le premier chapitre intitulé “Notions de base et résultats préliminaires ”, il contient

des notations ainsi qu’un ensemble de définitions, propositions et théorèmes sur l’analyse

multivoque et convexe et qui vont nous servir de clé dans les deux chapitres qui suivent .

Le deuxième chapitre intitulé “Opérateurs maximaux monotones”, qui contient des

résultats et des propriétés sur les opérateurs monotones et maximaux monotones, l’ap-

proximation de Yosida et la résolvante qui seront utilisés, en plus on expose la distance

de Vladimirov entre deux opérateurs maximaux monotones avec ses propriétés, enfin ces

concepts sont des outils fondamentaux pour nos problèmes.

iii



Introduction iv

Le troisième chapitre intitulé “Étude d’une inclusion différentielle gouvernée par un

opérateur maximal monotone”, scindé en trois section, dans la première section on s’in-

téresse à l’étude de l’existence et l’unicité de solution pour l’inclusion différentielle du

premier ordre autonome qui ne dépend pas du temps de la forme

(P)

ẋ(t) ∈ −Ax(t), p.p sur [0, T ],

x(0) = x0 ∈ D(A).

où A : H → 2H un opérateur maximal monotone. Ensuite dans la deuxième section, nous

considérons le cas non autonome, ie lorsque l’opérateur dépend séparément du temps et

de l’état ce problème est défini comme suit

(P ′)

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) dr − p.p dans [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Enfin, dans la dernière section, nous généralisons l’étude au problème non autonome

gouverné par un opérateur maximal monotone et contenant une perturbation ie, des

forces extérieur appliquées au système.



Chapitre 1

Notions de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamen-

taux sur les multi-applications et on rappelle aussi quelques théorèmes utiles dans les

démonstrations de nos résultats principaux.

1.1 Notations générales

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

• H un espace de Hilbert muni de la norme ‖.‖ et du produit scalaire <.,.>.

• E un espace vectoriel normé.

• X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖, X’ son dual, c’est à dire, l’espace

des formes linéaires continues sur X muni de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈B̄
|〈f, x〉|.

• σ(X,X ′) la topologie faible sur X.

• N l’ensemble des nombres naturels.

• R l’ensemble des nombres réels.

• R = [−∞,+∞].

• Id l’identité de H.

• |.| la valeur absolue définie sur R.

1



1.2. Notions sur les Multi-applications. 2

• D(A) le domaine de A.

• V (x0) est l’ensemble des voisinages du point x0.

• Γ0(H) est l’ensemble des fonctions propres convexes semi continue inférieurement

définie de H à valeurs dans ]−∞,+∞].

• xn ⇀ x exprime que la suite (xn)n converge faiblement vers x.

• xn → x exprime que la suite (xn)n converge fortement vers x.

• p.p. presque partout

• 1IA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

x 7−→ 1IA(x) =

1 si x ∈ A

0 si x 6∈ A

• B(a, r) est la boule ouverte de centre a et de rayon r.

• B(a, r) est la boule fermée de centre a et de rayon r.

• B(H) espace des opérateurs linéaires bornés de H dans H.

• B(H1, H2) espace des opérateurs linéaires bornés de H1 dans H2.

• P (H) = 2H est l’ensemble des parties de H.

• (T,Σ, µ) espace mesuré.

• LP (T,H, µ) l’espace des applications pme intégrable (1 6 p 6 +∞) définies sur T

à valeurs dans H, muni de la norme

‖f(.)‖Lp =

(∫
T

‖f(t)‖pdµ(t)

) 1
p

.

• C([0, T ], H) l’espace de toutes les applications continues définies sur [0, T ] à valeurs

dans H muni de la norme

‖f(.)‖C = sup
t∈[0,T ]

‖f(t)‖.

1.2 Notions sur les Multi-applications.

Nous donnons dans cette section quelques définitions concernant les multi-applications,

aussi appelées correspondances, applications multivoques ou multifonctions, pour une

étude détaillée à propos de ce sujet on peut se référer à [1], [2], [7] et [17],
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Définition 1.1. Soient T , Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application dé-

finie sur T à valeurs dans Y , toute application de T ayant ses valeurs dans 2Y . On

note

F : T ⇒ Y ou F : T → 2Y .

C’est à dire ∀t ∈ T , F (t) est un sous ensemble de Y.

Définition 1.2. Soit F : T → 2Y une multi-application.

1. On appelle domaine de F qu’on note D(F ) l’ensemble suivant

D(F ) = {t ∈ T ;F (t) 6= ∅}.

2. On appelle image de F qu’on note R(F ) l’ensemble

R(F ) = {x ∈ Y ;∃t ∈ T, x ∈ F (t)} =
⋃

t∈D(F )

F (t).

3. La multi-application inverse F−1 : Y ⇒ T est définie par

t ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (t),

F−1(y) = {t ∈ T ; y ∈ F (t)},∀y ∈ Y.

4. On appelle graphe de F qu’on note Gr(F ), le sous ensemble de T × Y défini par

Gr(F ) = {(t, y) ∈ T × Y ; y ∈ F (t)}.

5. On a les relations suivantes :

D(F−1) = R(F ), R(F−1) = D(F ) et (F−1)−1 = F.

Nous pouvons définir de nouveaux opérations à partir des propriétés suivantes pour

la somme, la multiplication par un scalaire pour les opérateurs multivoques,

• Pour S, F : T → 2Y ,

(S + F )(x) = S(x) + F (x).

• Pour λ ∈ R et F : T → 2Y ,

(λ F )(x) = λ F (x).

Définition 1.3. Pour une fonction f : H → R propre, le sous-différentiel de f est l’opé-

rateur multivoque noté ∂f : H → 2H défini par

∂f(x) := {x′ ∈ H, f(y) ≥ f(x) + 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ H}.

Les éléments du sous-différentiel sont appelés sous-gradients.

On dit que f est sous-différentiable au point x si et seulement si ∂f(x) 6= ∅.
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Définition 1.4. Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

• On a d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

• On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)

)
.

• On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note dH(A,B) la

quantité définie par

dH(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Remarquons que dH(A,B) = dH(B,A).

1.3 Quelques notions sur l’analyse convexe et fonctions

semi continue inférieurement

Les résultats suivants sont pris des références [4] et [17] .

Soit E un espace vectoriel et A un sous ensemble non vide de E.

Définition 1.5. On dit que A est convexe si et seulement si,

∀x, y ∈ A,∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ A⇔ λA+ (1− λ)A ⊂ A, ∀ λ ∈ [0, 1].

Autrement dit, pour tout (x, y) ∈ A2, le segment de droite

[x, y] = λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1] ⊂ A.

Rappel sur les fonctions convexes dans R.

Définition 1.6. Soit I ⊂ R, f : I → R, on dit que f est convexe sur I si et seulement

si,

∀x, y ∈ I,∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

f est dite strictement convexe si l’inégalité est stricte,

∀x, y ∈ I,∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.7. le domaine effectif de f est l’ensemble noté D(f) et définie par

D(f) = {x ∈ E, f(x) < +∞}.
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Définition 1.8. Soit f : E → R̄, on dit que f est propre si et seulement si f(x) 6= −∞,

pour tout x ∈ E et ∃ x0 ∈ E tel que f(x0) < +∞.

Alors une fonction f : E →]−∞,+∞] est propre si et seulement si D(f) 6= ∅.

Proposition 1.9. Soit f : E →] −∞,+∞]. Alors la fonction f est dite convexe si et

seulement si,

∀x, y ∈ D(f),∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.10. L’épigraphe de f est l’ensemble défini par

Epi(f) = {(x, r) ∈ E × R; f(x) ≤ r}.

Proposition 1.11. Soit f : E → R, on dit que f est convexe si et seulement si son

épigraphe est convexe.

Définition 1.12. Soit C ⊂ E, alors la fonction indicatrice de C, noté iC est définie

par

iC :E −→ R

x 7−→ iC(x) =

0 si x ∈ C

+∞ sinon

Définition 1.13. Soit f : H → R. Alors

1. f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ H si,

∀ h ∈ R, h < f(x0), ∃ V ∈ V (x0),∀ x ∈ V, h < f(x).

2. f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ H si,

∀ h ∈ R, h > f(x0), ∃ V ∈ V (x0),∀ x ∈ V, h > f(x).

Définition 1.14. Soient f : H → R, x0 ∈ H, alors

lim inf
x→x0

f(x) = sup
v∈V (x0)

[inf
x∈v

f(x)].

lim sup
x→x0

f(x) = inf
w∈V (x0)

[sup
x∈w

f(x)].

Proposition 1.15. Soient f : H → R, x0 ∈ H. Alors

1. f est s.c.i au point x0 ⇔ lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0).

2. f est s.c.s au point x0 ⇔ lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).
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Proposition 1.16. Soit f : H → R. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. f est s.c.i sur H,

2. les ensembles de niveaux Aλ(f) = {x ∈ H, f(x) ≤ λ },∀ λ ∈ R sont fermés,

3. epi(f) est fermé.

Proposition 1.17. Soit f : H → [−∞,+∞], alors f ∈ Γ0(H).

1.4 Adjoint d’un opérateur et fonction conjuguée

les résultats suivants sont pris de la référence [4] et [17] .

Définition 1.18. L’application A∗ définie de H2 à valeurs dans H1 par

∀x ∈ H1,∀y ∈ H2 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉,

est appelée l’adjoint de A.

Proposition 1.19. Soit H1, H2 deux espaces de Hilbert et soit A ∈ B(H1, H2), alors pour

tout y ∈ H2, il existe un unique z ∈ H1 tels que

∀x ∈ H1, 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉,

on note z = A∗y.

Proposition 1.20. Soit A ∈ B(H1, H2), alors A∗ ∈ B(H2, H1) et ‖A∗‖ = ‖A‖.

Proposition 1.21. Soient A,B ∈ B(H1, H2) et λ, µ ∈ R, on a

1. (IH1)
∗ = IH1.

2. A∗∗ = A.

3. ‖A∗A‖ = ‖AA∗‖ = ‖A‖.

Définition 1.22. Soit f : E → R.

On appelle fonction conjuguée de f la fonction notée f ∗ définie par :

f ∗ :E ′ → R

x′ 7−→ f ∗(x′) = sup
x∈E

[〈x′, x〉 − f(x)],

la fonction conjuguée de f ∗ est la fonction notée f ∗∗ définie par :

f ∗∗ :E → R

x 7−→ f ∗∗(x) = sup
x′∈E′

[〈x′, x〉 − f ∗(x′)].
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Proposition 1.23. Soient f1, f2 : E → R, alors

1. f(x) + f ∗(x′) > 〈x′, x〉 ,∀x ∈ E,∀x′ ∈ E (cette inégalité est connue par l’inégalité

de Young-Fenchel).

2. f ∗(x′) + f ∗∗(x) > 〈x′, x〉 ,∀x ∈ E,∀x′ ∈ E ′.

3. f ∗∗ 6 f .

4. f1 6 f2 ⇒ f ∗1 > f ∗2 .

5. f ∗(0) = sup(−f) = − inf(f).

Proposition 1.24. Soient f : E → R, x0 ∈ X tel que f(x0) ∈ R, et soit x′ ∈ X ′. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes

1. x′ ∈ ∂f(x0),

2. f ∗(x′) + f(x0) ≤ 〈x′, x0〉,

3. f ∗(x′) + f(x0) = 〈x′, x0〉.

De plus ∂f(x0) est un sous ensemble convexe fermé de X’.

1.5 Topologie faible

les résultats suivants sont pris de la référence [5].

Soient X un espace de Banach et X ′ son dual topologique.

Définition 1.25. Soit f ∈ X ′, et considérons la fonction

ϕf : X −→ R

x 7−→ ϕf (x) = f(x) := 〈f, x〉.

Lorsque f décrit X ′ nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈X′ définies sur X à

valeurs dans R.

On appelle la topologie faible sur X la topologie la moins fine rendant les applications

(ϕf )f∈X′ continues et on la note σ(X,X ′).

Remarque.

1. X étant un espace de Banach, X est muni d’une norme (donc d’une distance)

et alors on définit la topologie associée à cette norme, cette topologie sera dite

topologie forte.

2. Les ouverts (resp. fermés) faibles (pour σ(X,X ′)) sont aussi des ouverts (resp.

fermés) pour la topologie forte.
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Proposition 1.26. Soit (xn)n une suite de X.

1. La suite (xn)n>1 converge vers x pour σ(X,X ′) (ou faiblement) si et seulement si

(〈f, xn〉)n>1 converge vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ X ′.

2. Si (xn)n>1 converge fortement vers x, alors (xn)n converge faiblement vers x.

3. Si (xn)n>1 converge faiblement vers x alors ‖xn‖ est bornée et nous avons

‖x‖ 6 lim inf
n→∞

‖xn‖.

4. Si (xn)n>1 converge faiblement vers x et (fn)n>1 converge fortement vers f dans

X ′, alors (〈fn, xn〉)n>1 converge vers 〈f, x〉.

Proposition 1.27. Lorsque X est de dimension finie, la topologie forte de X et la topo-

logie faible σ(X,X ′) coïncident. En particulier, une suite (xn)n ⊂ X converge faiblement

si et seulement si elle converge fortement.

1.6 Fonctions à variation bornée

Les résultats suivants sont pris des référence [6], [8] et [10].

Définition 1.28. f est une fonction de [0, T ] dans H, on appelle variation totale de f

sur [0, T ] l’expression

V ar(f, [0, T ]) = sup

{ n∑
k=1

‖f(ak)−f(ak−1)‖ pour toutes les subdivisions 0 = a0 < a1 < ... < an = T

}
.

Si V ar(f, [0, T ]) < +∞, on dit que f est à variation bornée, on désigne par V B([0, T ], H)

l’espace des fonctions à variation bornée de [0, T ] dans H.

Définition 1.29. Une application f définie sur I à valeurs dans un espace vectoriel normé

(E, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe µ > 0 tel que pour

toute famille finie d’intervalle ouverts disjoints deux à deux de I ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n}, nous

avons
n∑
i=1

(bi − ai) ≤ µ =⇒
n∑
i=1

‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Proposition 1.30. Si f est absolument continue, alors f est à variation bornée.

Proposition 1.31. Toute fonction à variation bornée est bornée.
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Définition 1.32. Soit f : I ⊂ R→ H. La limite à droite de f au point t ∈ I est définie

par lim
s↓t
f(s) et on note

lim
s↓t

f(s) = f+(t).

La limite à gauche de f au point t ∈ I est définie par lim
s↑t
f(s) et on note

lim
s↑t

f(s) = f−(t).

Si f+(t) existe alors on dit que f est continue à droite et on a

f(t) = f+(t).

Si f−(t) existe alors on dit que f est continue à gauche et on a

f(t) = f−(t).

Définition 1.33. Soit f ∈ V B(I,H). La mesure de Stieltdjes d’un sous intervalle non

vide [a, b] ⊂ I est donnée par

df([a, b]) =

∫
[a,b]

df =

∫
1I[a,b] df = f+(b)− f−(a).

Proposition 1.34. Soit f ∈ V B(I,H) et soit [a, b] un sous intervalle non vide de I.

Alors on a

1. df({a}) =
∫
{a} df = f+(a)− f−(a).

2. df([a, b[) = f−(b)− f−(a).

3. df(]a, b]) = f+(b)− f+(a).

4. df(]a, b[) = f−(b)− f+(a).

1.7 Quelques résultats utiles

Théorème 1.35. (Théorème de Projection) Voir [5] .

Soit (H, 〈., .〉) un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble convexe fermé non vide de

H. Alors pour tout x ∈ H, il existe x′ ∈ A tel que

‖x− x′‖ = d(x,A) = inf
z∈A
‖x− z‖.

x′ s’appelle la projection de x sur A noté par P (x,A) ,i.e., x′ = P (x,A).

De plus P (x,A) est caractérisée par, Re < x− P (x,A), z − P (x,A) >6 0 ∀z ∈ A.
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Lemme 1.36. Voir[4]

Soient x et y dans H, alors

〈x, y〉 ≤ 0⇔ ∀α ∈ R+, ‖x‖ ≤ ‖x− αy‖ ⇔ ∀α ∈ [0, 1], ‖x‖ ≤ ‖x− αy‖.

Lemme 1.37. (Lemme de Moreau) Voir [16]

la mesure vectorielle est égale à dun, où u′n indique une suite de fonctions en escalier,à

valeurs dans la boule unitaire de H, construite à chaque intervalle ]tni , t
n
i+1)] de la forme

1. Si r(tni+1) = r(tni ) on prend u′n(t) = 0 dans cet intervalle.

2. Autrement u′n a une valeur constante

∀t ∈ [tni , t
n
i+1], u′n(t) =

v(tni+1)− v(tni)

r(tni+1)− r(tni )

3. En outre u′n(t0) = 0.

Proposition 1.38. (Formule de Moreau) Voir [10]

Pour tout v ∈ BV (I,H), alors Moreau a donné un résultat général pour le cas du produit

scalaire donné comme suit

〈2v−, dv−〉 6 d‖v2‖ 6 〈2v+, dv+〉.

Théorème 1.39. (Banach-Mazur) Voir [5]

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach et soit (xn)n une suite d’éléments qui converge faible-

ment vers x ∈ X (xn ⇀ x). Alors, il existe une suite (yn)n telle que chaque yn est une

combinaison convexe des éléments de la suite (xk)k≥n qui converge fortement vers x, i.e,

∀n ∈ N, yn =
∞∑
k=n

αnkxk où αnk ≥ 0,
∞∑
k=n

αnk = 1 et ∀k ≥ n, αnk = 0.

Théorème 1.40. Voir [10]

Soit (un)n∈N une suite de fonction à variation bornée définie sur I = [0, T ] à valeurs dans

H. On suppose que (un)n∈N est uniformément bornée en variation et en norme, i.e il existe

un K > 0 et M > 0, tels que pour tout t ∈ I

‖un(t)‖ ≤ K et V ar(un, I) ≤M.

Alors il existe une sous suite (unk)k de (un)n et une fonction u : I → H à variation bornée

tels que pour tout t ∈ I

un(t) ⇀ u(t) et V ar(u, I) ≤M.
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De plus, si (un)n et u sont continues à droite, alors pour toute fonction à variation bornée

continue ou continue à gauche Φ : I → H on a∫
[s,t[

Φ dunk −→
∫

[s,t[

Φ du.

Si (un)n et u sont continues à droite, alors pour toute fonction à variation bornée continue

ou continue à droite Φ : I → H on a∫
]s,t]

Φ dunk −→
∫

]s,t]

Φ du.

Théorème 1.41. (Convergence dominée de Lebegue)

Soit (fn)n avec fn : X → R une suite de fonctions mesurables telle que

1. la suite (fn)n converge vers une fonction f ,

2. il existe une fonction intégrable g telle que ∀n ∈ N, |fn| 6 g.

alors f est intégrable et
∫
|fn − f | → 0.

En particulier ∫
fn →

∫
f ou encore lim

∫
fn =

∫
lim fn. (1.1)

Lemme 1.42. (Lemme de Gronwall ), Voir [9]

Soient (αi), (βi), (γi) et (ai) des suites à termes positives telles que pour tout N0, ait

ai+1 ≤ αi + βi(a0 + ...+ ai−1) + (1 + γi)ai,

alors

aj ≤
(
a0 +

j−1∑
k=0

αk

)
. exp

( j−1∑
k=0

(k + βkγk)

)
pour j ∈ N0.



Chapitre 2

Opérateurs maximaux monotones

Dans ce chapitre nous abordons une classe importante des multifonctions appelée classe

des opérateurs maximaux monotones, ou m-accretifs cette classe possède certaines pro-

priétés intéressantes comme la fermeture du graphe et des applications très utiles comme

l’unicité de solution pour des inclusions différentielles gouvernées par tels opérateurs (ce

qui n’est pas le cas pour les autres multifonctions).

2.1 Opérateurs monotones

Les résultats de cette section sont pris de la référence [4].

Définition 2.1. Soit A : H → 2H . Alors A est monotone si,

∀(x, u) ∈ Gr(A),∀(y, v) ∈ Gr(A) =⇒ 〈x− y, u− v〉 ≥ 0. (2.1)

Un sous ensemble de H ×H est monotone si c’est le graphe d’un opérateur monotone.

Si A est univoque alors la condition devient

〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0.

Proposition 2.2. Soit A : H → 2H . Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est monotone,

2. A est accretif i.e,

∀α ∈ [0, 1], ∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(A), ‖x− y + α(u− v)‖ ≥ ‖x− y‖, (2.2)

12
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3.

∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(A), ‖y − u‖2 + ‖x− v‖2 ≥ ‖x− u‖2 + ‖y − v‖2. (2.3)

Preuve.

• Montrons que (2.2) et (2.1) sont équivalentes

Soient (x, u), (y, v) ∈ Gr(A), alors on a u ∈ Ax et v ∈ Ay ,

A est monotone, alors

〈x− y, u− v〉 ≥ 0

〈x− y,−(v − u)〉 ≥ 0

−〈x− y, v − u〉 ≥ 0

〈x− y, v − u〉 ≤ 0,

en appliquant le Lemme 1.36 pour α ∈ [0, 1] ⊂ R on obtient

‖x− y‖ ≤ ‖x− y + α(v − u)‖,

d’où (2.1) et (2.2) sont équivalentes.

• Montrons que (2.1) et (2.3) sont équivalentes

Soient (x, u), (y, v) ∈ Gr(A), on a

‖y − u‖2 + ‖x− v‖2 ≥ ‖x− u‖2 + ‖y − v‖2

d’après les propriétés de la norme

‖y − u‖2 + ‖x− v‖2 = ‖y‖2 + ‖u‖2 − 2〈y, v〉+ ‖x‖2 + ‖v‖2 − 2〈x, v〉

‖x− u‖2 + ‖y − v‖2 = ‖x‖2 + ‖u‖2 − 2〈x, u〉+ ‖y‖2 + ‖v‖2 − 2〈y, v〉,

alors,

‖y‖2 + ‖u‖2 − 2〈y, v〉+ ‖x‖2 + ‖v‖2 − 2〈x, v〉 ≥ ‖x‖2 + ‖u‖2 − 2〈x, u〉+ ‖y‖2 + ‖v‖2 − 2〈y, v〉

−2〈y, u〉 − 2〈x, v〉+ 2〈x, u〉+ 2〈y, v〉 ≥ 0

2〈x, u− v〉 − 2〈y, u− v〉 ≥ 0

〈x− y, u− v〉 ≥ 0.

Donc A est monotone. �

Proposition 2.3. Soit A : H → 2H un opérateur monotone et soit γ ∈ R+. Alors les

opérateurs A−1, γA sont monotones.
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Preuve.

1. Montrons que A−1 est monotone.

Soient (y1, u1), (y2, u2) ∈ Gr(A−1), on a

(y1, u1) ∈ Gr(A−1)⇔ u1 ∈ A−1y1 ⇔ y1 ∈ Au1,

(y2, u2) ∈ Gr(A−1)⇔ u2 ∈ A−1y2 ⇔ y2 ∈ Au2.

Comme A est monotone,

〈u1 − u2, y1 − y2〉 = 〈y1 − y2, u1 − u2〉 ≥ 0.

Alors A−1 est monotone.

2. Montrons que γA est monotone.

Soient (y1, u1), (y2, u2) ∈ Gr(γA), alors u1 ∈ (γA)y1 et u2 ∈ (γA)y2

donc,

u1 ∈ (γA)y1 ⇔ ∃v1 ∈ A(y1) tel que u1 = γv1

u2 ∈ (γA)y2 ⇔ ∃v2 ∈ A(y2) tel que u2 = γv2,

par la monotone de A on a,

〈y1 − y2, u1 − u2〉 = 〈y1 − y2, γv1 − γv2〉

= 〈y1 − y2, γ(v1 − v2)〉

= γ〈y1 − y2, v1 − v2〉

≥ 0,

d’où,

〈y1 − y2, u1 − u2〉 ≥ 0.

γA est monotone ∀γ ∈ R+.

�

Proposition 2.4. K est un espace de Hilbert réel, A : H → 2H et B : K → 2K deux

opérateurs monotones, soit L ∈ B(H,K), alors A+ L∗BL est monotone.

En particulier, si A et B sont monotones alors A+B est monotone.

Preuve. Soient x, y ∈ H, u ∈ (A+ L∗BL)x et v ∈ (A+ L∗BL)y.

u ∈ (A+ L∗BL)x⇔ ∃u1 ∈ Ax et u2 ∈ (L∗BL)x tel que u = u1 + u2.

u2 ∈ (L∗BL)x⇔ ∃u3 ∈ B(Lx) tel que u2 = L∗u3 et u = u1 + L∗u3

v ∈ (A+ L∗BL)y ⇔ ∃v1 ∈ Ay et v2 ∈ (L∗BL)y tel que v = v1 + v2

v2 ∈ (L∗BL)y ⇔ ∃v3 ∈ B(Ly) tel que v2 = L∗v3 et v = v1 + L∗v3
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〈x− y, u− v〉 = 〈x− y, u1 + L∗u3 − v1 − L∗v3〉

= 〈x− y, u1 − v1〉+ 〈x− y, L∗u3 − L∗v3〉,

comme A est monotone alors

〈x− y, u1 − v1〉 > 0,

donc

〈x− y, u− v〉 > 〈x− y, L∗u3 − L∗v3〉

= 〈L(x)− L(y), u3 − v3〉

> 0.

D’où A+ L∗BL est monotone. �

Proposition 2.5. Soit A ∈ B(H). Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est monotone,

2. A∗ est monotone,

3. A+ A∗ est monotone.

Preuve. 1. Supposons que A est monotone et montrons que A∗ est monotone.

Dans ce cas il faut montrer que 〈x− y, A∗x− A∗y〉 ≥ 0, ∀x, y ∈ H.

Soient x, y ∈ H,

〈x− y, A∗x− A∗y〉 = 〈x− y, A∗(x− y)〉

comme A ∈ B(H), alors

〈x− y, A∗(x− y)〉 = 〈A(x− y), x− y〉

= 〈Ax− Ay, x− y〉

= 〈x− y, Ax− Ay〉

comme A est monotone alors

〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0.

D’où la monotonie de A∗.

2. Supposons que A∗ est monotone et montrons que A+ A∗ est monotone.

D’abord on a déjà prouvé que A est monotone =⇒ A∗ est monotone,

et d’après la Proposition 2.4 le cas particulier pour B = A∗ on trouve que A + A∗ est
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monotone.

3. Supposons que A+ A∗ est monotone et montrons que A est monotone.

Soient x, y ∈ H, alors

〈x− y, (A+ A∗)x− (A+ A∗)y〉 ≥ 0

〈x− y, Ax− Ay + A∗x− A∗y〉 ≥ 0

〈x− y, Ax− Ay〉+ 〈x− y, A∗x− A∗y〉 ≥ 0

〈x− y, Ax− Ay〉+ 〈x− y, A∗(x− y)〉 ≥ 0

〈x− y, Ax− Ay〉+ 〈A(x− y), x− y〉 ≥ 0

〈x− y, Ax− Ay〉+ 〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0

2〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0.

Donc A est monotone. �

Dans la suite on va donner quelque exemple sur les opérateurs monotones.

Exemple 2.6. Soit f : H →] −∞,+∞] une fonction propre. Alors le sous différentiel

noté ∂f est monotone.

Preuve. Soient x, y ∈ H et soient u ∈ ∂f(x) et v ∈ ∂f(y). Alors,

u ∈ ∂f(x)⇔ f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, u〉, (2.4)

v ∈ ∂f(y)⇔ f(x) ≥ f(y) + 〈x− y, v〉. (2.5)

En additionnant (2.4) et (2.5) on obtient

f(x) + f(y) + 〈y − x, u〉+ 〈x− y, v〉 ≤ f(x) + f(y)

〈−x+ y, u〉+ 〈x− y, v〉 ≤ 0

〈x− y, u〉 − 〈x− y, v〉 ≥ 0

〈x− y, u〉+ 〈x− y,−v〉 ≥ 0

〈x− y, u− v〉 ≥ 0.

D’où ∂f est monotone. �

Exemple 2.7. Soit D un sous ensemble non vide de H et soient T : D → H, α ∈]0, 1/2].

T est dit α-moyenné si,

‖Tw − Ty‖2 + (1− 2α)‖x− y‖2 ≤ 2(1− α)〈x− y, Tx− Ty〉. (2.6)

Alors T est monotone si T est α-moyenné.
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Preuve. Montrons que T est monotone.

Soient α ∈]0, 1/2], x, y ∈ D.

T est α-moyenné, en utilisant l’inégalité (2.6) on obtient

〈x− y, Tx− Ty〉 ≥ ‖Tw − Ty‖
2 + (1− 2α)‖x− y‖2

2(1− α)

et

α ∈]0, 1/2]⇔ 0 ≤ α ≤ 1/2

⇔ 0 ≤ 2α ≤ 1

⇔ 0 ≤ 1− 2α ≤ 1.

De plus la norme ‖.‖ est toujours positive, 2(1− α) > 0 et 1− 2α ≥ 0. Alors

〈x− y, Tx− Ty〉 ≥ 0,

d’où la monotonie de T. �

Exemple 2.8. Soit C un sous ensemble non vide de H fermé et soit PC la projection sur

C. Alors PC est monotone.

Preuve. Soient (x, u), (y, v) ∈ Gr(PC), alors u ∈ PC(x) et v ∈ PC(y) ,

par la Définition de la Projection on a,

‖x− PC(x)‖ = d(x,C) = inf
v∈C
‖x− v‖,

‖y − PC(y)‖ = d(y, C) = inf
u∈C
‖y − u‖.

On a,

u ∈ PC(x)⇒ ‖x− u‖ = d(x,C) ≤ ‖x− v‖ ⇒ ‖x− u‖2 ≤ ‖x− v‖2, (2.7)

v ∈ PC(y)⇒ ‖y − v‖ = d(y, C) ≤ ‖y − u‖ ⇒ ‖y − v‖2 ≤ ‖y − u‖2, (2.8)

en additionnant (2.7) et (2.8) on obtient

‖x− u‖2 + ‖y − v‖2 ≤ ‖y − u‖2 + ‖x− v‖2.

De la Proposition 2.2 il résulte que PC est monotone. �

Exemple 2.9. Soit A : H → H linéaire. Alors A est monotone si et seulement si,

∀x ∈ H, 〈x,Ax〉 ≥ 0.
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Preuve. Supposons que A est monotone et montrons que 〈x,Ax〉 ≥ 0.

Soient x, y ∈ H, on a A linéaire alors pour tout x, y ∈ H nous avons

A(x+ y) = Ax+ Ay,

Comme A est monotone et linéaire alors

〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0

〈x− y, A(x− y)〉 ≥ 0,

En particulier pour y = 0 ∈ H on obtient

〈x,Ax〉 ≥ 0.

D’où le résultat.

Maintenant supposons que 〈x,Ax〉 ≥ 0 et montrons que A est monotone.

Soit y, z ∈ H, posons w = y − z ∈ H (car H est un espace vectoriel),

puisque A est linéaire alors

〈y − z, Ay − Az〉 = 〈y − z, A(y − z)〉

= 〈w,Aw〉 ≥ 0,

donc

〈y − z, Ay − Az〉 ≥ 0.

D’où A est monotone. �

2.2 Opérateurs maximaux monotones

Les définitions et les propriétés suivantes sont pris des références [1], [3], [4] et [6].

Définition 2.10. Soit A : H → 2H , A est dit maximal monotone si A est monotone et

il n’existe aucun autre opérateur monotone B : H → 2H , tel que Gr(A) ⊂ Gr(B), i.e,

pour tout (x, u) ∈ H2

(x, u) ∈ Gr(A)⇐⇒ ∀ (y, v) ∈ Gr(A), 〈x− y, u− v〉 ≥ 0.

Définition 2.11. Soit D ⊂ H, A : D ⊂ H → 2H on dit que A est une contraction si,

∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(A), ‖u− v‖ ≤ ‖x− y‖.
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Proposition 2.12. Soit A un opérateur de H. On a l’équivalence entre les trois propriétés

suivantes

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(Id + A) = H.

3. Pour tout λ > 0, (Id + λA)−1 est une contraction définie sur H tout entier.

Preuve.

1. Supposons que pour tout λ > 0, (Id + λA)−1 est une contraction définie sur H et

montrons que A est monotone et R(Id + A) = H.

On a (Id + λA)−1 est une contraction alors,

∀(u, x), (v, y) ∈ Gr((Id + λA)−1), ‖x− y‖ ≤ ‖u− v‖,

x = (Id + λA)−1u⇔ u ∈ (Id + λA)x⇒ u ∈ x+ λAx.

y = (Id + λA)−1v ⇔ v ∈ (Id + λA)y ⇒ v ∈ y + λAy.

Alors

‖x− y‖ = ‖(Id + λA)−1u− (Id + λA)−1v‖ 6 ‖u− v‖

donc,

‖x− y‖ ≤ ‖u− v‖ ≤ ‖x+ λAx− y − λAy‖

≤ ‖x− y + λ(Ax− Ay)‖.

D’après la Proposition 2.2 on déduit que A est monotone.

Pour tout λ > 0 (Id + λA)−1 est une contraction définie de H dans H donc

R(Id + λA) = D((Id + λA)−1) alors R(Id + λA) = H, en particulier pour λ = 1 on

trouve R(Id + A) = H.

2. Supposons que A est monotone et que R(Id + A) = H et montrons que A est

maximal monotone.

Pour cela il suffit de prouver que (x, u) ∈ Gr(A).

Soit (x, u) ∈ H2, alors x+ u ∈ H et comme A est monotone alors

〈x− x′, u− u′〉 ≥ 0, ∀ (x′, u′) ∈ Gr(A) (2.9)

par hypothèse R(Id + A) = H donc d’après la Définition 1.2 il existe x′ tel que

x+ u ∈ (Id + A)x′.

En outre

∃ u′ ∈ Ax′ tel que x+ u = x′ + u′ ∈ (Id + A)x′, (2.10)
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d’une part d’après la relation (2.10) on trouve

〈x′ − x, u′ − u〉 = 〈x′ − x, x− x′〉

= −〈x′ − x, x′ − x〉

= −‖x′ − x‖2

≤ 0.

D’autre part nous avons d’après l’inégalité (2.9) que

〈x′ − x, u′ − u〉 = −‖x′ − x‖2 ≥ 0

alors

‖x′ − x‖ = 0,

d’où x′ = x, en remplaçant dans (2.9) il résulte que u′ = u

On conclut que (x, u) = (x′, u′) ∈ Gr(A), alors A est maximal monotone.

3. Supposons que A est maximal monotone et montrons que (Id + λA)−1 est une

contraction.

On pose xµ = (Id + λA)−1x et yµ = (Id + λA)−1y alors

x ∈ (Id + λA)xµ (2.11)

y ∈ (Id + λA)yµ, (2.12)

en faisant la soustraction (2.12) de (2.11) alors

x− y ∈ xµ − yµ + λ(Axµ − Ayµ),

multiplions par (xµ − yµ) on trouve

(x− y)(xµ − yµ) ∈ (xµ − yµ)(xµ − yµ) + λ(Axµ − Ayµ)(xµ − yµ),

pour x′ ∈ Axµ et y′ ∈ Ayµ on obtient

〈x− y, xµ − yµ〉 = 〈xµ − yµ, xµ − yµ〉+ λ〈x′ − y′, xµ − yµ〉

= ‖xµ − yµ‖2 + λ〈x′ − y′, xµ − yµ〉,

comme A est monotone alors 〈x′ − y′, xµ − yµ〉 ≥ 0, d’où

〈x− y, xµ − yµ〉 ≥ ‖xµ − yµ‖2,

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz

‖x− y‖‖xµ − yµ‖ ≥ ‖xµ − yµ‖2,

Alors

‖xµ − yµ‖ ≤ ‖x− y‖.
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On conclut que (Id + λA)−1 est une contraction. �

Proposition 2.13. Soient A : H → 2H et B : K → 2K deux opérateurs maximaux

monotones, alors A×B : H ×K → 2H × 2K, (x, y) 7−→ Ax×By est maximal monotone.

Proposition 2.14. A : H → 2H est un opérateur maximal monotone et γ > 0 alors A−1

et γA sont maximaux monotones.

Preuve.

1. Montrons que A−1 est maximal monotone.

Nous avons déjà montré que A−1 est monotone cela implique que

∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(A−1), 〈x− y, u− v〉 ≥ 0.

Soit (x, u) ∈ H2 tel que,

〈x− y, u− v〉 ≥ 0, ∀(y, v) ∈ Gr(A−1),

alors

〈x− y, u− v〉 ≥ 0, ∀v ∈ A−1y,

donc

〈u− v, x− y〉 ≥ 0, ∀y ∈ Av,

par la maximal monotonie de A on a

〈u− v, x− y〉 ≥ 0,

∀ y ∈ Av ⇔ (u, x) ∈ Gr(A)

⇔ (x, u) ∈ Gr(A−1).

ceci implique que A−1 est maximal monotone.

2. Montrons que γA est maximal monotone.

Nous avons déjà montré que γA est monotone cela implique que

∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(γA), 〈x− y, u− v〉 ≥ 0,

(x, u) ∈ Gr(γA)⇔ u ∈ (γA)x⇔ ∃ u = γu′ tel que u′ ∈ Ax.

(y, v) ∈ Gr(γA)⇔ v ∈ (γA)y ⇔ ∃ u = γv′ tel que v′ ∈ Ay.
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Soit(x, u) ∈ H2, alors

〈x− y, u− v〉 ≥ 0, ∀u ∈ (γA)y

⇔ 〈x− y, γu′ − γv′〉 ≥ 0, ∀γv′ ∈ (γA)y

⇔ 〈x− y, γ(u′ − v′)〉 ≥ 0, ∀γv′ ∈ (γA)y

⇔ γ〈x− y, u′ − v′〉 ≥ 0, ∀γv′ ∈ (γA)y.

On a A est maximal monotone alors

〈x− y, u′ − v′〉 ≥ 0, ∀ v′ ∈ Ay ⇔ (x, u′) ∈ Gr(A).

Comme γ > 0 donc

γ〈x− y, u′ − v′〉 ≥ 0, ∀ γv′ ∈ (γA)y ⇔ (x, γu′) ∈ Gr(γA),

⇔ (x, u) ∈ Gr(γA).

Alors γA est maximal monotone. �

Proposition 2.15. A : H → H est dit hemicontinue si,

∀(x, y, z) ∈ H3, lim
α↓0
〈z, A(x+ αy)〉 = 〈z, Ax〉,

A est maximal monotone si A est monotone et hemicontinue.

Preuve. Soit (x, u) ∈ H2, supposons que ∀ y ∈ H, 〈x− y, u− Ay〉 ≥ 0

∀ α ∈]0, 1], on prend yα = x+ α(u− Ax), alors

〈x− yα, u− Ayα〉 = 〈x− x− α(u− Ax), u− Ayα〉

= 〈−α(u− Ax), u− Ayα〉

= −α〈u− Ax, u− Ayα〉,

alors

〈u− Ax, u− Ayα〉 = − 1

α
〈x− yα, u− Ayα〉 ≤ 0.

En effet,

− 1

α
〈x− yα, u− Ayα〉 = − 1

α
〈x− x− α(u− Ax), u− A(x+ α(u− Ax))〉

= − 1

α
〈−α(u− Ax), u− A(x+ α(u− Ax))〉

= 〈u− Ax, u− A(x+ α(u− Ax))〉,
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passant à la limite quand α tend vers 0

lim
α↓0
〈u− Ax, u− A(x+ α(u− Ax))〉 ≤ 0

lim
α↓0
〈u− Ax, u〉 − lim

α↓0
〈u− Ax,A(x+ α(u− Ax))〉 ≤ 0. (2.13)

Comme A est hemicontinue alors

lim
α↓0
〈u− Ax,A(x+ α(u− Ax))〉 = 〈u− Ax,Ax〉, (2.14)

en remplaçant (2.14) dans (2.13) on aura

lim
α↓0
〈u− Ax, u− A(x+ α(u− Ax))〉 = 〈u− Ax, u− Ax〉 ≤ 0.

Donc,

‖u− Ax‖2 ≤ 0. (2.15)

D’une part on sait que ‖u− Ax‖2 est une norme alors

‖u− Ax‖2 ≥ 0, (2.16)

il résulte de (2.15) et (2.16) que ‖u− Ax‖2 = 0, ce qui implique que u = Ax.

D’où A est maximal monotone. �

Corollaire 2.16. Tout opérateur A : H → H monotone et continue est maximal mono-

tone.

Preuve. C’est une conséquence directe de la Proposition précédente car continue im-

plique hemicontinue (continue ⇒ hemicontinue), d’où vient la maximale monotonie de

A. �

Proposition 2.17. A est un opérateur maximal monotone défini de H dans 2H et soit

A un opérateur défini de D(A) ⊂ L2([0, T ], H) dans L2([0, T ], H) par (Ax)(t) = Ax(t),

alors A est maximal monotone.

Proposition 2.18. Soit A : H −→ 2H maximal monotone et soit x ∈ H. Alors l’ensemble

défini par

Ax =
⋂

(y,v)∈Gr(A)

{u ∈ H, 〈x− y, u− v〉 > 0} ,

est convexe fermé.
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Preuve. Soit l’ensemble B défini par

B = {u ∈ H, 〈x− y, u− v〉 > 0} ,

Pour cela il suffit de montrer que B est fermé convexe.

En effet, on commence par démontrer que B est convexe.

Soient u1, u2 ∈ B, λ ∈ [0, 1].

u1 ∈ B ⇔ u1 ∈ H, 〈x− y, u1 − v〉 > 0 (2.17)

u2 ∈ B ⇔ u2 ∈ H, 〈x− y, u2 − v〉 > 0, (2.18)

〈x− y, λu1 + (1− λ)u2 − v〉 = 〈x− y, λ(u1 − v) + (1− λ)u2 − v(1− λ)〉

= 〈x− y, λ(u1 − v) + (1− λ)(u2 − v)〉

= λ〈x− y, u1 − v〉+ (1− λ)〈x− y, u2 − v〉,

d’après les inégalités (2.17) et (2.18) on obtient

〈x− y, λu1 + (1− λ)u2 − v〉 > 0,

ceci implique que

λu1 + (1− λ)u2 ∈ B.

On passe maintenant à montrer que B est fermé.

En effet, soit un ∈ B tel que un −→ u.

un ∈ B ⇔ 〈x− y, un − v〉 > 0, (2.19)

en passant à la limite dans (2.19)

lim
n−→+∞

〈x− y, un − v〉 > 0 ⇒ 〈x− y, lim
n−→+∞

un − v〉 > 0

⇒ 〈x− y, u− v〉 > 0,

il résulte que u ∈ B donc B est fermé.

Comme Ax =
⋂
B

(y,v)∈Gr(A)

et B convexe fermé alors Ax est convexe fermé. �

Proposition 2.19. Soit A : H → 2H maximal monotone, soit (xb, ub)b∈B une suite bornée

dans le graphe de A, et soit (x, u) ∈ H2. Alors on a les assertions suivantes

1. Supposons que xb → x et ub ⇀ u. Alors (x, u) ∈ Gr(A),

2. Supposons que xb ⇀ x et ub → u. Alors (x, u) ∈ Gr(A).
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Preuve. Soient (xb, ub) ∈ Gr(A) pour tout b ∈ B.

A est monotone alors

〈xb − y, ub − v〉 ≥ 0, ∀(y, v) ∈ Gr(A),

donc

〈xb, ub〉 − 〈y, ub〉 − 〈xb, v〉+ 〈y, v〉 ≥ 0, ∀(y, v) ∈ Gr(A),

en passant à la limite quand b −→ +∞

lim
b→+∞

〈xb−y, ub−v〉 = lim
b→+∞

〈xb, ub〉− lim
b→+∞

〈y, ub〉− lim
b→+∞

〈xb, v〉+ lim
b→+∞

〈y, v〉 ≥ 0, (2.20)

par la Proposition 1.26 on obtient

xb → x et ub ⇀ u ⇒ 〈ub, xb〉 → 〈u, x〉,

ub ⇀ u⇐⇒ 〈y, ub〉 → 〈y, u〉, ∀ y ∈ H,

comme xb → x alors ‖xb − x‖ → 0 et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|〈xb − x, v〉| ≤ ‖xb − x‖‖v‖ −→ 0,

alors (〈xb, v〉)b converge fortement vers 〈x, v〉, en remplaçant dans la relation (2.20) on

trouve

〈x, u〉 − 〈y, u〉 − 〈x, v〉+ 〈y, v〉 ≥ 0 ∀(y, v) ∈ Gr(A)

〈x, u− v〉 − 〈y, u− v〉 ≥ 0 ∀(y, v) ∈ Gr(A)

〈x− y, u− v〉 ≥ 0, ∀(y, v) ∈ Gr(A)

D’après la maximal monotonie de A il résulte que (x, u) ∈ Gr(A). �

Exemple 2.20. Soit T : H → H une contraction avec α ∈ [−1, 1]. Alors Id + αT est

maximal monotone.

Preuve. Toute contraction univoque est continue d’où T est continue sur H, ce qui

implique que Id + αT est continue sur H, ∀ (x, y) ∈ H2.

Montrons la monotonie de Id + αT .

〈x− y, (Id + αT )x− (Id + αT )y〉 = 〈x− y, x+ αTx− y − αTy〉

= 〈x− y, x− y〉 − 〈x− y, α(Ty − Tx)〉

= ‖x− y‖2 − 〈x− y, α(Ty − Tx)〉. (2.21)
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T est une contraction⇐⇒ ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ D,

nous avons

−|α|.‖x− y‖.‖Ty − Tx‖ ≤ 〈x− y, α(Ty − Tx)〉 ≤ |α|.‖x− y‖.‖Ty − Tx‖

−|α|.‖x− y‖2 ≤ 〈x− y, α(Ty − Tx)〉 ≤ |α|.‖x− y‖2

−|α|.‖x− y‖2 ≤ −〈x− y, α(Ty − Tx)〉 ≤ |α|.‖x− y‖2, (2.22)

comme α ∈ [−1, 1] et en substituant (2.22) dans (2.21), on obtient

〈x− y, (Id + αT )x− (Id + αT )y〉 ≥ ‖x− y‖2 − |α|.‖x− y‖2

≥ ‖x− y‖2(1− |α|)

≥ 0.

Il résulte la monotonie de Id + αT .

En utilisant le Corollaire 2.16 il découle que Id + αT est maximal monotone. �

2.3 La fonction Fitzpatrick

Ces résultats sont pris de la référence [4].

Définition 2.21. Soit A : H → 2H monotone, la fonction Fitzpatrick de A est définie

comme suit FA : H ×H → 2H

(x, y) 7−→ FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈y, v〉] (2.23)

= sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈x, u〉+ 〈x, u〉 − 〈y, v〉]

= − inf
(y,v)∈Gr(A)

[−〈y, u〉 − 〈x, v〉+ 〈x, u〉 − 〈x, u〉+ 〈y, v〉]

= 〈x, u〉 − inf
(y,v)∈Gr(A)

[〈x− y, u− v〉]. (2.24)

Exemple 2.22. Soit A ∈ B(H) monotone et soit qA : H → R : x 7−→ (1/2)〈x,Ax〉.
Alors

∀(x, u) ∈ H ×H,FA(x, u) = 2q∗A(1/2u+ 1/2A∗x). (2.25)
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Preuve. Soit (x, u) ∈ H ×H. On a

FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈x,Ay〉 − 〈y, Ay〉]

= sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈A∗x, y〉 − 〈y, Ay〉]

= sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u+ A∗x〉 − 〈y, Ay〉]

= 2( sup
(y,v)∈H×H

[〈y, (1/2)u+ (1/2)A∗x〉 − (1/2)〈y, Ay〉])

= 2q∗A(1/2u+ 1/2A∗x).

�

Proposition 2.23. Soit A : H → 2H monotone tel que Gr(A) 6= ∅, soit (x, u) ∈ H ×H.

Alors on a les propriétés suivantes

1. FA(x, u) = 〈x, u〉 si (x, u) ∈ Gr(A).

2. FA(x, u) = (δGr(A−1)(x, u) + 〈x, u〉)∗ ∈ Γ0(H).

3. FA(x, u) 6 〈x, u〉 si et seulement si {(x, u)}
⋃
Gr(A) est monotone.

4. FA(x, u) 6 F ∗A(u, x).

5. F ∗A(x, u) = 〈x, u〉 si (x, u) ∈ Gr(A).

6. FA(x, u) = FA−1(u, x).

Preuve. 1. Montrons que FA(x, u) = 〈x, u〉 si (x, u) ∈ Gr(A).

Soient (x, u), (y, v) ∈ Gr(A).

A est monotone alors

∀(x, u), (y, v) ∈ Gr(A), 〈x− y, u− v〉 > 0

⇒ ∀(x, u) ∈ Gr(A), inf
(y,v)∈Gr(A)

〈x− y, u− v〉 > 0

⇒ ∀(x, u) ∈ Gr(A),− inf
(y,v)∈Gr(A)

〈x− y, u− v〉 ≤ 0

il résulte

FA(x, u) ≤ 〈x, u〉. (2.26)

De l’autre part on a

FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈y, v〉]

⇒ FA(x, u) ≥ 〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈y, v〉,∀(y, v) ∈ Gr(A)
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en particulier pour (y, v) = (x, v) on trouve

FA(x, u) ≥ 〈x, u〉+ 〈x, v〉 − 〈x, v〉

= 〈x, u〉, (2.27)

en combinant (2.26) et (2.27) on trouve

FA(x, u) = 〈x, u〉.

2. Montrons que FA(x, u) = (δGr(A−1) + 〈x, u〉)∗ ∈ Γ0(H).

Soit (x, u) ∈ H ×H. On a

(δGr(A−1)(x, u) + 〈x, u〉)∗ = sup
(x,u)∈Gr(A−1)

[〈(u, x), (y, v)〉 − (δGr(A−1)(x, u) + 〈x, u〉)],

= sup
(x,u)∈Gr(A−1)

[〈u, y〉+ 〈x, v〉 − (δGr(A−1)(x, u) + 〈x, u〉)],

puisque (x, u) ∈ Gr(A−1) alors

(δGr(A−1)(x, u) + 〈x, u〉)∗ = sup
(x,u)∈Gr(A−1)

[〈u, y〉+ 〈x, v〉 − 〈x, u〉]

= FA(x, u).

par (i) et d’après la Proposition 2.54 on obtient FA ∈ Γ0(H).

3. Montrons que FA(x, u) 6 〈x, u〉 si et seulement si {(x, u)}
⋃
Gr(A) est mono-

tone.

— Montrons que si FA(x, u) ≤ 〈x, u〉 alors {(x, u)}
⋃
Gr(A) est monotone.

En effet,

Soit Gr(B) = {(x, u)}
⋃
Gr(A), soient (z, w), (y, v) ∈ Gr((B).

(a) si (z, w), (y, v) ∈ Gr(A) et A monotone alors

〈z − w,w − v〉 ≥ 0,

(b) si (z, w) = (x, u) on trouve

FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈y, v〉] ≤ 〈x, u〉

〈y, u〉+ 〈x, v〉 − 〈y, v〉 ≤ 〈x, u〉,∀(y, v) ∈ Gr(A)

〈y, u− v〉 ≤ 〈x, u− v〉,∀(y, v) ∈ Gr(A)

0 ≤ 〈x− y, u− v〉, ∀(y, v) ∈ Gr(A)

alors {(x, u)}
⋃
Gr(A) est monotone.
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— Montrons que si {(x, u)}
⋃
Gr(A) est monotone alors FA(x, u) ≤ 〈x, u〉.

En effet,

Soient (x, u) ∈ Gr(A), (y, v) ∈ Gr(A).

On a {(x, u)}
⋃
Gr(A) est monotone alors Gr(A) est monotone,

〈x− y, u− v〉 ≥ 0

〈x, u〉 − 〈x, v〉 − 〈y, u〉+ 〈y, v〉 ≥ 0

〈x, u〉 ≥ 〈x, v〉+ 〈y, u〉 − 〈y, v〉, ∀(y, v) ∈ Gr(A)

〈x, u〉 ≥ sup
(y,v∈Gr(A))

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − 〈y, v〉]

= FA(x, u),

par conséquent

FA(x, u) ≤ 〈x, u〉.

4. Montrons que FA(x, u) 6 F ∗A(u, x).

Soit (x, u) ∈ Gr(A). On a

FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − 〈y, v〉]

d’après l’assertion (1) on obtient

FA(x, u) = sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − FA(y, v)]

≤ sup
(y,v)∈H×H

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − FA(y, v)]

= sup
(y,v)∈H×H

[〈(x, u), (y, v)〉 − FA(y, v)],

= F ∗A(u, x).

5. Montrons que F ∗A(x, u) = 〈x, u〉 si (x, u) ∈ Gr(A).

Soit (x, u) ∈ Gr(A). On a

FA = (δGr(A−1) + 〈., .〉)∗ (2.28)

⇒ F ∗A = (δGr(A−1) + 〈., .〉)∗∗,

en utilisant la Proposition 1.23 et l’assertion (3) on trouve

F ∗A(u, x) ≤ δGr(A−1)(u, x) + 〈x, u〉, (2.29)

et comme (x, u) ∈ Gr(A) ⇔ (u, x) ∈ Gr(A−1) on trouve

F ∗A(u, x) 6 〈x, u〉 = FA(x, u), (2.30)
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on a déja preuvé que

FA(x, u) 6 F ∗A(u, x), (2.31)

en combinant (2.30) et (2.31) on trouve

F ∗A(u, x) = FA(x, u). (2.32)

6. Montrons que FA(x, u) = FA−1(u, x) .

On a

FA−1(u, x) = sup
(v,y)∈Gr(A−1)

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − 〈y, v〉]

= sup
(y,v)∈Gr(A)

[〈x, v〉+ 〈y, u〉 − 〈y, v〉]

= FA(x, u).

�

Proposition 2.24. Soit A : H → 2H maximal monotone. Alors FA(x, u) ≥ 〈x, u〉 et

Gr(A) = {(x, u) ∈ H ×H,FA(x, u) = 〈x, u〉}.

Preuve. Soit (x, u) ∈ H ×H.

1. si (x, u) ∈ Gr(A), FA(x, u) = 〈x, u〉 (d’après la Proposition précédente),

2. si (x, u) /∈ Gr(A) alors {(x, u)}
⋃
Gr(A) n’est pas monotone, d’après la Proposition

précédente FA(x, u) > 〈x, u〉.

�

Proposition 2.25. Soit A : H → 2H maximal monotone, soient x ∈ H, (xn, un)n∈N une

suite dans Gr(A) telle que (xn, un) ⇀ (x, u). Alors on a les propriétés suivantes

1. 〈x, u〉 ≤ lim inf
n→+∞

〈xn, un〉.

2. Si lim inf
n→+∞

〈xn, un〉 = 〈x, u〉 alors (x, u) ∈ Gr(A) .

3. Si lim sup
n→+∞

〈xn, un〉 ≤ 〈x, u〉 alors 〈xn, un〉 → 〈x, u〉 et (x, u) ∈ Gr(A)) .

Preuve. Soit (xn, un)n∈N ∈ Gr(A),soit x ∈ H. Alors
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1. Par la Proposition 2.24 on a

〈x, u〉 ≤ FA(x, u), (2.33)

d’après la Proposition 2.23 on a FA = (iGr(A−1) + 〈., .〉)∗ ∈ Γ0(H) alors FA est semi

continue inférieurement en (x, u), et en utilisant la Proposition 1.15 l’assertion (1)

on trouve

FA(x, u) ≤ lim inf
n→+∞

FA(xn, un) = lim inf
n→+∞

〈xn, un〉 (2.34)

en combinant (2.33) et (2.34) on obtient

〈x, u〉 ≤ lim inf
n→+∞

〈xn, un〉.

2. Par (2.34) on a

FA(x, u) ≤ lim inf
n→+∞

FA(xn, un) = lim inf
n→+∞

〈xn, un〉 = 〈x, u〉, (2.35)

et en combinant (2.33) et (2.35) on trouve

FA(x, u) = 〈x, u〉,

par conséquent (x, u) ∈ Gr(A).

3. On a

lim sup
n→+∞

〈xn, un〉 6 〈 x, u〉 et 〈x, u〉 ≤ lim inf
n→+∞

〈xn, un〉,

alors

lim sup
n→+∞

〈xn, un〉 = lim inf
n→+∞

〈xn, un〉 = 〈 x, u〉,

ceci équivaut à

〈xn, un〉 → 〈x, u〉,

par l’assertion (2) on obtient (x, u) ∈ Gr(A).

�

2.4 Approximation de Yosida

On va établir quelques propriétés et preuves reliées à l’approximation de Yosida pour

les opérateurs maximaux monotones, pour plus de détails on se réfère à [1] et[6].

Dans cette section considérons A un opérateur maximal monotone, λ > 0 et A0 est

l’élément de norme minimale de A tel que ‖A0‖ = inf{‖y‖, y ∈ Ax} = d(0, A).
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Définition 2.26. Soit A : D(A) ⊂ H → 2H . L’opérateur Jλ = (Id + λA)−1 est appelé la

résolvante de A pour tout λ > 0.

Définition 2.27. Soit A : D(A) ⊂ H → 2H . L’opérateur Aλ = 1
λ
(Id − Jλ) est appelé

l’approximation de Yosida de A pour tout λ > 0.

Proposition 2.28. A est un opérateur maximal monotone. Alors pour tout λ > 0 nous

avons

1. Aλ est un opérateur maximal monotone, univoque et Lipschitzien de rapport 1
λ
.

2. Pour tout x ∈ H on a Jλx ∈ D(A) et Aλx ∈ AJλx.

Preuve. 1) On va prouver que Aλ est maximal monotone.

Soient x1, x2 ∈ H, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz

〈x1 − x2, Aλx1 − Aλx2〉 ≤ ‖x1 − x2‖‖Aλx1 − Aλx2‖, (2.36)

et

〈Jλx1 − Jλx2, Aλx1 − Aλx2〉 = 〈Jλx1 − Jλx2,
1

λ
(Id − Jλ)x1 −

1

λ
(Id − Jλ)x2〉

= 〈Jλx1 − Jλx2,
1

λ
(x1 − x2)〉

+ 〈Jλx1 − Jλx2,
1

λ
(Jλx1 − Jλx2)〉

=
1

λ
〈Jλx1 − Jλx2, x1 − x2〉+

1

λ
‖Jλx1 − Jλx2‖2.

Par la Proposition 2.12 on conclut que la résolvante est monotone d’où

〈Jλx1 − Jλx2, Aλx1 − Aλx2〉 ≥ 0, (2.37)

il résulte de la Définition 2.27 que x = λAλx+ Jλx et en utilisant l’inégalité (2.37)

on trouve

〈x1 − x2, Aλx1 − Aλx2〉 = 〈(λAλ + Jλ)(x1 − x2), Aλx1 − Aλx2〉

= 〈λAλx1 − λAλx2, Aλx1 − Aλx2〉+ 〈Jλx1 − Jλx2, Aλx1 − Aλx2〉

≥ 〈λAλx1 − λAλx2, Aλx1 − Aλx2〉

≥ λ〈Aλx1 − Aλx2, Aλx1 − Aλx2〉

≥ λ‖Aλx1 − Aλx2‖2 (2.38)

≥ 0.
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D’où la monotonie de Aλ.

Maintenant il suffit de prouver que Aλ est hemicontinue pour montrer que Aλ est

maximal monotone,

lim
α↓0
〈z, Aλ(x+ αy)〉 = lim

α↓0
〈z, 1

λ
(Id − Jλ)(x+ αy)〉

= lim
α↓0
〈z, x+ αy

λ
− Jλ(x+ αy)

λ
〉

= 〈z, x
λ
− Jλx

λ
〉

= 〈z, Aλx〉,

donc Aλ est hemicontinue.

Aλ est monotone et hemicontinue alors d’après la Proposition 2.15Aλ est maximal monotone.

Ensuite montrons que Aλ est lipschitzien de rapport
1

λ
.

En combinant (2.36) et (2.38) on trouve

λ‖Aλx1 − Aλx2‖2 ≤ 〈x1 − x2, Aλx1 − Aλx2〉 ≤ ‖x1 − x2‖‖Aλx1 − Aλx2‖,

d’où

λ‖Aλx1 − Aλx2‖2 ≤ ‖x1 − x2‖‖Aλx1 − Aλx2‖

‖Aλx1 − Aλx2‖ ≤
1

λ
‖x1 − x2‖.

Donc Aλ est lipschitzien de rapport
1

λ
.

2) Soit x ∈ H, nous avons

Jλx = (Id + λA)−1x⇔ x ∈ (Id + λA)Jλx

⇔ x ∈ Jλx+ λAJλx

⇔ x− Jλx ∈ λAJλx

⇔ x− Jλx
λ

∈ A(Jλx)

⇔ Aλx ∈ AJλx.

Alors Jλx ∈ D(A) et Aλx ∈ AJλx.

�

Proposition 2.29. Soit A un opérateur maximal monotone. Alors pour tous λ, µ > 0

on a

(Aλ)µ = Aλ+µ.
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Preuve. Soit (x, y) ∈ Gr(Aλ), en effet

y ∈ Aλx ⇐⇒ y ∈ 1

λ
(Id − Jλ)x

⇐⇒ y ∈ x

λ
− Jλx

λ

⇐⇒ λy ∈ x− Jλx

⇐⇒ λy ∈ x− (Id + λA)−1x

⇐⇒ x− λy ∈ (Id + λA)−1x

⇐⇒ x ∈ (Id + λA)(x− λy)

⇐⇒ x ∈ x− λy + λA(x− λy)

⇐⇒ y ∈ A(x− λy),

d’où

(x, y) ∈ Gr(Aλ)⇐⇒ (x− λy, y) ∈ Gr(A). (2.39)

En appliquant cette dernière (2.39) sur Aλ+µ on obtient

(x, y) ∈ Gr(Aλ+µ)⇐⇒ (x− (λ+ µ)y, y) ∈ Gr(A)

⇐⇒ (x− λy − µy, y) ∈ Gr(A)

⇐⇒ (x− µy, y) ∈ Gr(Aλ)

⇐⇒ (x, y) ∈ Gr((Aλ)µ).

Il résulte que (Aλ)µ = Aλ+µ pour tous λ, µ > 0. �

Proposition 2.30. Soit Aλ l’approximation de Yosida de A, pour tout x ∈ D(A) on a

1. ‖Aλx− A◦x‖2 ≤ ‖A◦x‖2 − ‖Aλx‖2.

2. ‖Aλx‖ ≤ ‖A◦x‖.

Preuve. 1. Montrons que ‖Aλx− A◦x‖2 ≤ ‖A◦x‖2 − ‖Aλx‖2.

Soit x ∈ D(A),

‖Aλx− A◦x‖2 = ‖A◦x‖2 + ‖Aλx‖2 − 2〈Aλx,A◦x〉

= ‖A◦x‖2 + ‖Aλx‖2 − 2〈Aλx,A◦x+ Aλx− Aλx〉

= ‖A◦x‖2 + ‖Aλx‖2 − 2〈Aλx,Aλx〉 − 2〈Aλx,A◦x− Aλx〉

= ‖A◦(x)‖2 − ‖Aλx‖2 − 2〈Aλx,A◦x− Aλx〉

A◦x est un élément de Ax d’où A◦x ∈ Ax et Aλx ∈ AJλx alors

〈Aλx,A◦x− Aλx〉 =
1

λ
〈x− Jλx,A◦x− Aλx〉

=
1

λ
〈x− Jλx,Ax− AJλx〉,
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comme A est monotone alors

〈Aλx,A◦x− Aλx〉 ≥ 0 =⇒ −2〈Aλx,A◦x− Aλx〉 ≤ 0,

d’où

‖Aλx− A◦x‖2 ≤ ‖A◦x‖2 − ‖Aλx‖2. (2.40)

2. Montrons que ‖Aλx‖ ≤ ‖A◦x‖.
Soit x ∈ D(A), d’après l’inégalité (2.40) on trouve

‖Aλx− A◦x‖2 + ‖Aλx‖2 ≤ ‖A◦x‖2

=⇒‖Aλx‖2 ≤ ‖A◦x‖2

=⇒‖Aλx‖ ≤ ‖A◦x‖,

d’où le résultat . �

Proposition 2.31. Pour tout x ∈ D(A), on a

1. Jλx converge vers x quand λ −→ 0.

2. Aλx converge vers A◦x quand λ −→ 0.

Preuve. Soit x ∈ D(A), on a

‖x− Jλx‖ = λ‖Aλx‖

de la Proposition 2.30 nous avons,

‖Aλx‖ ≤ ‖A◦x‖,

alors ,

λ‖Aλx‖ ≤ λ‖A◦x‖,

d’où

‖x− Jλx‖ ≤ λ‖A◦x‖,

en passant à la limite lorsque λ −→ 0,

lim
λ→0
‖x− Jλx‖ ≤ lim

λ→0
λ‖A◦x‖ −→ 0.

Alors Jλx converge vers x. �

Remarque. il découle de la Proposition 2.12 que la résolvante est une contraction pour

un opérateur monotone, et est définie sur tout l’espace si A est maximal monotone.

Théorème 2.32. Soit A : H → 2H un opérateur maximal monotone. Alors D(A) est

convexe et pour tout x ∈ H
lim
λ−→0

Jλx = PD(A)(x). (2.41)
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2.5 La pseudo-distance de Vladimirov entre deux opé-

rateurs maximaux monotones

Ces résultats sont pris des références [18] et [9].

Définition 2.33. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones sur un espace de

Hilbert, La pseudo-distance introduite par Vladimirov entre A et B est définie par

dis(A,B) = sup

{
〈y − ȳ, x̄− x〉
1 + ‖y‖+ ‖ȳ‖

, x ∈ D(A), y ∈ Ax, x̄ ∈ D(B), ȳ ∈ Bx̄
}
. (2.42)

Proposition 2.34. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones. Alors on a

1. dis(A,B) ∈ [0,+∞], dis(A,B) = dis(B,A) et dis(A,B) = 0 si et seulement si

A = B.

2. ‖x1 − PD(B)(x1)‖ 6 dis(A,B) pour tout x1 ∈ D(B).

3. dH(D(A), D(B)) 6 dis(A,B).

Preuve. 1. Montrons que dis(A,B) ∈ [0,+∞].

Pour cela il suffit de montrer que
〈AJAλ x−BJBλ x, JBλ x− JAλ x〉

1 + ‖AJAλ x‖+ ‖BJBλ x‖
≥ 0,

comme Aλx ∈ AJAλ x et Bλx ∈ BJBλ x alors on montre que

〈Aλx−Bλx, J
B
λ x− JAλ x〉 ≥ 0,

Pour tout x ∈ H, on a

〈Aλx−Bλx, J
B
λ x− JAλ x〉 = 〈x− J

A
λ x

λ
− x− JBλ x

λ
, JBλ x− JAλ x〉

=
1

λ
〈JBλ x− JAλ x, JBλ x− JAλ x〉

=
1

λ
‖JBλ x− JAλ x‖2

≥ 0,

d’où

dis(A,B) ∈ [0,+∞].

Montrons que dis(A,B) = dis(B,A).

dis(B,A) = sup

{
〈ȳ − y, x− x̄〉
1 + ‖y‖+ ‖ȳ‖

, x ∈ D(A), y ∈ Ax, x̄ ∈ D(B), ȳ ∈ Bx̄
}

= sup

{
〈−(y − ȳ),−(x̄− x)〉

1 + ‖y‖+ ‖ȳ‖
, x̄ ∈ D(B), ȳ ∈ Bx̄, x ∈ D(A), y ∈ Ax

}
= dis(A,B).
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Montrons que dis(A,B) = 0 si et seulement si A = B.

⇐) supposons que A = B et montrons que dis(A,B) = 0

〈x− x̄, y − ȳ〉 > 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄

〈y − ȳ, x− x̄ > 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄

〈y − ȳ,−(x̄− x)〉 > 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄

−〈y − ȳ, x̄− x〉 > 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄

〈y − ȳ, x̄− x〉 6 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄
〈y − ȳ, x̄− x〉
1 + ‖y‖+ ‖ȳ‖

6 0,∀y ∈ Ax, ȳ ∈ Ax̄

⇒ sup

{
〈y − ȳ, x̄− x〉
1 + ‖y‖+ ‖ȳ‖

, x ∈ D(A), y ∈ Ax, x̄ ∈ D(B),∈ Bx̄
}
6 0,

comme dis(A,B) > 0 alors dis(A,B) = 0,

⇒) supposons que dis(A,B) = 0 et montrons que A = B.

dis(A,B) = 0 alors pour tous x ∈ D(A), y ∈ Ax, x̄ ∈ D(B), ȳ ∈ Bx̄ on a

〈y − ȳ, x̄− x〉 > 0 (2.43)

Soit l’opérateur défini par C = A
⋃
B et Gr(C) = Gr(A

⋃
B)

il suffit de montrer que C est monotone.

Soient (x, y), (x̄, ȳ) ∈ Gr(C).

Si (x, y), (x̄, ȳ) ∈ Gr(A) alors C est monotone.

Si (x, y), (x̄, ȳ) ∈ Gr(B) alors C est monotone.

Si (x, y) ∈ Gr(A) ⊂ Gr(C) et (x̄, ȳ) ∈ Gr(B) ⊂ Gr(C),

d’après (2.43) on a

〈y − ȳ, x̄− x〉 > 0, (2.44)

donc C est monotone mais A et B sont maximaux monotones donc C = A = B.

2. Soient x1 ∈ D(A1), y1 ∈ A1x1. D’après la Définition de l’opérateur maximal mo-

notone A2, ∀λ > 0 il existe un unique xλ2 ∈ D(A2) tel que x1−xλ2
λ
∈ A2x

λ
2 .

On a

dis(A1, A2) >
〈x1−x

λ
2

λ
− y1, x1 − xλ2〉

‖x1−x
λ
2

λ
‖+ ‖y1‖+ 1

,

alors

〈x1 − xλ2
λ

− y1, x1 − xλ2〉 6 dis(A1, A2)
(
‖x1 − xλ2

λ
‖+ ‖y1‖+ 1

)
〈x1 − xλ2 − λy1, x1 − xλ2〉 6 λdis(A1, A2)

(
‖x1 − xλ2

λ
‖+ ‖y1‖+ 1

)
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posons xλ2 = Jλ2 x1 donc

〈x1 − Jλ2 x1 − λy1, x1 − Jλ2 x1〉 6 dis(A1, A2)
∥∥x1 − Jλ2 x1‖+ λdis(A1, A2)(‖y1‖+ 1)

par passage à la limite λ −→ 0 et d’après le Théorème 2.4 on trouve que

〈x1 − PD(A2)(x1), x1 − PD(A2)(x1)〉 6 dis(A1, A2)‖x1 − PD(A2)(x1)‖

‖x1 − PD(A2)(x1)‖ 6 dis(A1, A2),∀x1 ∈ D(A1),

par conséquent

‖x1 − PD(A2)(x1)‖ 6 dis(A1, A2),∀x1 ∈ D(A1).

3. Montrons que dH(D(A), D(B)) 6 dis(A,B).

Soient x1 ∈ D(A), x2 ∈ D(B). On a

d(x1, D(B)) = ‖x1 − PD(B)x1‖

en utilisant l’assertion (2) on trouve

d(x1, D(B)) 6 dis(A,B)

sup
x1∈D(A)

d(x1, D(B)) 6 dis(A,B).

On fait les mêmes étapes pour x2 ∈ D(B) on trouve

sup
x2∈D(B)

d(x2, D(A)) 6 dis(A,B).

Donc

max{ sup
x1∈D(A)

d(x1, D(B)), sup
x2∈D(B)

d(x2, D(A))} 6 dis(A,B)

dH(D(A), D(B)) 6 dis(A,B).

�

Proposition 2.35. Soient (An)n une suite des opérateurs maximaux monotones et A un

opérateur maximal monotone tel que dis(An, A) −→ 0.on suppose que xn ∈ D(An) tel que

xn −→ x ∈ H et yn ∈ Anxn avec yn ⇀ y ∈ H. Alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Preuve. Soient s ∈ D(A), t ∈ As. comme xn ∈ D(An) et yn ∈ Anxn et par la définition

de la pseudo-distance on trouve

〈yn − t, s− xn〉
1 + ‖t‖+ ‖yn‖

6 dis(An, A)

〈yn − t, s− xn〉 6
(
1 + ‖t‖+ ‖yn‖

)
dis(An, A),
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par passage à la limite

lim
n→+∞

〈yn − t, s− xn〉 6 lim
n→+∞

(
1 + ‖t‖+ ‖yn‖

)
dis(An, A) (2.45)

D’autre part on a

lim
n→+∞

〈yn − t, s− xn〉 = lim
n→+∞

〈yn, s〉 − lim
n→+∞

〈yn, xn〉 − lim
n→+∞

〈t, s〉+ lim
n→+∞

〈t, xn〉,

en utilisant la Proposition 1.26 on trouve

lim
h→+∞

〈yn − t, s− xn〉 = 〈y, s− x〉+ 〈−t, s− x〉

= 〈y − t, s− x〉,

on a (‖yn‖) bornée et dis(An, A) −→ 0 alors

lim
n→+∞

〈yn − t, s− xn〉 6 lim
n→+∞

(1 + ‖t‖+ ‖yn‖)dis(An, A)

〈y − t, s− x〉 6 0

〈y − t,−(x− s)〉 6 0,

〈y − t, x− s〉 > 0. (2.46)

Comme A est maximal monotone et d’après (2.46) on trouve que x ∈ D(A) et y ∈ Ax. �

Lemme 2.36. Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones. Alors on a

1. pour tout λ > 0 et pour tout x ∈ D(A)

‖x− JBλ x‖ 6 λ‖A◦x‖+ dis(A,B) +
√
λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B). (2.47)

2. pour λ > 0 et pour tout x, x̄ ∈ H

‖JAλ x− JBλ x̄‖ 6 ‖x− x̄‖2 + 2λ(1 + ‖Aλx‖+ ‖Bλx̄‖)dis(A,B). (2.48)

3. pour λ > 0 et pour tout x, x̄ ∈ H

‖Aλx−Bλx̄‖ 6
1

λ2
‖x− x̄‖2 +

2

λ2
(1 + ‖Aλx‖+ ‖Bλx̄‖)dis(A,B). (2.49)

Preuve. 1. Soient x ∈ D(A), y ∈ Ax,JBλ x ∈ D(B), Bλx ∈ B(JBλ x), d’après la définition

de la pseudo distance on a

dis(A,B) >
〈y −Bλx, J

B
λ x− x〉

1 + ‖y‖+ ‖Bλx‖

⇒ 〈y −Bλx, J
B
λ x− x〉 6 (1 + ‖y‖+ ‖Bλx‖)dis(A,B).
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D’une part on a

〈y −Bλx, J
B
λ x− x〉 = 〈y, JBλ x− x〉 − 〈Bλx, J

B
λ x− x〉

= 〈y, JBλ x− x〉 − 〈
x− JBλ x

λ
, JBλ x− x〉

= 〈y, JBλ x− x〉+
1

λ
‖x− JBλ x‖2,

en particulier pour y = A◦x, on a

⇒ ‖x− JBλ x‖2 6 λ(1 + ‖A◦x‖+ ‖x− J
B
λ x

λ
‖)dis(A,B)− λ〈A◦x, JBλ x− x〉

6 λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) + ‖x− JBλ x‖dis(A,B)− λ‖A◦x‖‖x− JBλ x‖

6 λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) + (λ‖A◦x‖+ dis(A,B))‖x− JBλ x‖.

Ceci équivalent à[
‖x− JBλ x‖ −

1

2
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B))

]2

6 λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) +
1

4
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B))2

[
‖x− JBλ x‖ −

1

2
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B))

]
6

√
λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) +

1

4
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B))2,

on a pour tous c, d > 0,
√
c+ d 6

√
c+
√
d alors on trouve

‖x− JBλ x‖ −
1

2
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B)) 6

√
λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) +

1

2
(λ‖A◦x‖+ dis(A,B)),

donc

‖x− JBλ x‖ 6
√
λ(1 + ‖A◦x‖)dis(A,B) + λ‖A◦x‖+ dis(A,B)).

2. Soient Aλx ∈ A(JAλ x), Bλx̄ ∈ B(JBλ x̄). D’après la Définition de la pseudo-distance on

peut écrire

〈JBλ x̄− JAλ x,Aλx−Bλx̄〉 6 (1 + ‖Aλx‖+ ‖Bλx̄‖)dis(A,B). (2.50)

On a

‖JAλ x− JBλ x̄‖2 = ‖JAλ x− JBλ x̄− x+ x− x̄+ x̄‖2

= ‖(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄) + (x− x̄)‖2

= ‖(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄)‖2 + ‖x− x̄‖2 + 2〈(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄), x− x̄〉

= −‖(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄)‖2 + ‖x− x̄)‖2

+ 2〈JAλ x− x− JBλ x̄+ x̄, JAλ x− JBλ x̄〉

= −‖(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄)‖2 + ‖x− x̄)‖2

+ 2〈x− JAλ x− x̄+ JBλ x̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉

= −‖(JAλ x− x)− (JBλ x̄− x̄)‖2 + ‖x− x̄)‖2

+ 2λ〈Aλx−Bλx̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉,
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ce qui implique que

‖JAλ x− JBλ x̄‖2 6 ‖x− x̄)‖2 + 2λ〈Aλx−Bλx̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉 (2.51)

en utilisant (2.50) on obtient

‖JAλ x− JBλ x̄‖2 6 ‖x− x̄‖2 + 2λ(1 + ‖Aλx‖+ ‖Bλx̄‖)dis(A,B).

3. Soient λ > 0, x, x̄ ∈ H. On a

λ2‖Aλx−Bλx̄‖2 = ‖x− JAλ x− x̄+ JBλ x̄‖2

= ‖x− x̄‖2 + ‖JBλ x̄− JAλ x‖2 + 2〈x− x̄, JBλ x̄− JAλ x〉

= ‖x− x̄‖2 − ‖JBλ x̄− JAλ x‖2 + 2〈x− JAλ x− x̄+ JBλ x̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉

= ‖x− x̄‖2 + ‖JBλ x̄− JAλ x‖2 + 2λ〈Aλx−Bλx̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉

donc

λ2‖Aλx−Bλx̄‖2 6 ‖x− x̄‖2 + 2λ〈Aλx−Bλx̄, J
B
λ x̄− JAλ x〉,

en utilisant (2.50) on trouve

‖Aλx−Bλx̄‖2 6
1

λ2
‖x− x̄‖2 +

2

λ
(1 + ‖Aλx‖+ ‖Bλx̄‖)dis(A,B).

�

Proposition 2.37. Soit A un opérateur maximal monotone, si x ∈ D(A) et y ∈ H tels

que

〈A◦x− y, η − x〉 ≥ 0 pour η ∈ D(A),

alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Proposition 2.38. Soit (An)n une suite des opérateurs maximaux monotones telles que

dis(An, A) −→ 0 pour A un opérateur maximal monotone, supposons que ηn ∈ D(An) tel

que ηn −→ η ∈ D(A) et que M = sup
n∈N
‖A◦η‖ < ∞, Alors il existe une suite (ξn)n∈N telle

que

ξn ∈ D(An), ξn −→ η, et A◦ξn −→ A◦η. (2.52)

Pour être plus précis,on peut prendre ξn = JAnλn ηn avec

λn = (‖ηn − η‖+ dis(An, A))
1
2 −→ 0 lorsque n −→ 0. (2.53)

En particulier, si dis(An, A) −→ 0 et ‖A◦nx‖ 6 c(1 + ‖x‖) pour c > 0, pour tout n ∈ N et

pour x ∈ D(An), alors pour tout η ∈ D(A) il existe une suite (ξn)n telle que (2.52) soit

satisfaite.
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Preuve. Soient ηn ∈ D(An), η ∈ H tel que ηn −→ η. On a

‖Aλnηn‖ 6 ‖Aλnηn − Aλnη‖+ ‖Aλnη‖, (2.54)

d’aprés l’inégalité (2.49) de la Proposition 2.36 on obtient

‖Aλnηn − Aλnη‖2 6
1

λ2
n

‖ηn − η‖2 +
2

λn
(1 + ‖Aλnηn‖+ ‖Aλnη‖)dis(Aλn , Aλn).

comme dis(Aλn , Aλn) = 0 alors

‖Aλnηn − Aλnη‖2 6
1

λ2
n

‖ηn − η‖2

⇒ ‖Aλnηn − Aλnη‖ 6
1

λn
‖ηn − η‖.

Revenant à l’inégalité (2.54) on trouve

‖Aλnηn‖ 6
1

λn
‖ηn − η‖+ ‖A◦η‖,

avec

λn = (‖ηn − η‖+ dis(An, A))
1
2 ,

donc

‖Aλnηn‖ 6
‖ηn − η‖+ ‖A◦η‖
‖ηn − η‖

1
2

6 ‖ηn − η‖
1
2 + ‖A◦η‖.

Comme ‖An,λnη‖ 6 ‖A◦nη‖ 6M et ηn −→ η alors (Aλnηn)n bornée,i.e,

∃S > 0 tel que ‖Aλnηn‖ 6 S.

D’autre part on a

‖ηn − ξn‖ = ‖ηn − JAnλn ηn + JAλnηn − J
A
λnηn‖,

en utilisant les inégalités (2.47) et (2.48) de la Proposition 2.36 on trouve

‖ηn − ξn‖ 6 λn‖A◦ηn‖+ dis(An, A) +
√
λn(1 + ‖A◦η‖)dis(An, A)

+‖ηn − ηn‖+
√

2λn(1 + ‖Aλnηn‖+ ‖An,λnηn‖)dis(An, A),

puisque ‖An,λnηn‖ 6 ‖A◦ηn‖ 6M et ‖Aλnηn‖ 6 S alors

‖ηn − ξn‖ −→ 0.
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Et

‖ξn − η‖ = ‖JAnλn ηn − η − ηn + ηn‖

6 ‖JAnλn ηn − ηn‖+ ‖ηn − η‖ −→ 0 lorsque n −→ +∞,

par l’assertion (2.49) de la Proposition 2.36 on trouve

‖An,λnηn − Aλnη‖2 6
1

λ2
n

‖ηn − η‖2 +
2

λn
(1 + ‖An,λnηn‖+ ‖Aλnη‖)dis(An, A) −→ 0.

Et par conséquent

‖An,λnηn − Aλnη‖ 6 ‖An,λnηn − A◦η‖+ ‖A◦η − Aλnη‖ −→ 0, n −→ 0, (2.55)

il résulte

‖An,λnηn − A◦η‖ = ‖An,λnηn − A◦η − Aλnη + Aλnη‖,

6 ‖An,λnηn − Aλnη‖+ ‖Aλnη − A◦η‖,

par (2.55) et la Proposition (2.30) on obtient

‖An,λnηn − A◦η‖ −→ 0, lorsque n −→ +∞.

Puisque An,λnηn ∈ An(JAnλn ηn) = Anξn on obtient ‖A◦nξn‖ 6 ‖An,λnηn‖ et alors

lim sup
n−→+∞

‖A◦ξn‖ 6 lim sup
n−→+∞

‖An,λnηn‖ = ‖A◦η‖. (2.56)

Pour montrer que A◦ξn −→ A◦η, nous pouvons assumer que yn = A◦nξn ⇀ y ∈ H et

xn = ξn −→ η et en appliquant la Proposition 2.35 on obtient y ∈ Aη,
comme A◦ηn est l’élément de norme minimale de Aη et par la Proposition 2.25 on trouve

‖A◦η‖ 6 ‖y‖ 6 lim inf
n−→+∞

‖A◦nξn‖, (2.57)

en combinant (2.57) et (2.56) on trouve que y = A◦η et

A◦nJ
An
λn
ηn −→ A◦η.

Le cas particulier

Pour tout x ∈ D(A) posons ηn = JAnµn η avec µn une suite arbitraire telle que µn −→ 0, en

utilisant la Proposition 2.36 l’assertion (1) on trouve

‖η − ηn‖ 6 µn‖A◦η‖+ dis(An, A) +
√
µn(1 + ‖A◦η‖)dis(An, A),

en passant à la limite

‖η − ηn‖ −→ 0.
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On a encore

‖A◦ηn‖ 6 c(1 + ‖ηn‖) = c(1 + ‖ηn − η + η‖)

6 c(1 + ‖ηn − η‖+ ‖η‖) := N.

Comme les conditions sont satisfaites alors on peut appliquer le cas général. �



Chapitre 3

Étude d’une inclusion différentielle

gouvernée par un opérateur maximal

monotone

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat principal de ce mémoire, l’existence et

l’unicité de solution pour une inclusion différentielle du premier ordre gouvernée par un

opérateur maximal monotone sans et avec une perturbation.

3.1 Cas autonome

Les résultats suivant sont pris des référence [1] et [6].

Le but de cette section est de montrer l’existence et l’unicité de solutions pour une in-

clusion différentielle de premier ordre avec une condition initiale, le problème est donné

comme suit

(P)

ẋ(t) ∈ −Ax(t), p.p sur [0, T ],

x(0) = x0 ∈ D(A).

où A un opérateur maximal monotone défini de H à valeurs dans 2H , ne dépendant pas

séparément de t, pour cela on aura besoin du Théorème suivant

Théorème 3.1. Considérons le problème (P), alors il existe une solution unique x(.)

définie sur [0, T ] telle que

∀t ∈ [0, T ], ẋ(t) = A◦x(t). (3.1)

45
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En outre

1. t −→ ‖ẋ(t)‖ est décroissante.

2. Soient x(.), y(.) deux solutions de (P), alors

∀t > 0, ‖x(t)− y(t)‖ 6 ‖x0 − y0‖. (3.2)

3. ∀t > 0, ẋ(t) = lim
h→0+

x(t+ h)− x(t)

h
et ẋ(.) est continue à droite.

Preuve. a) Commençons d’abord par prouver l’unicité de la solution du problème

(P).

Supposons qu’il existe x et y deux solutions distinctes de (P) telles que x(0) = y(0) = x0,

alors  ẋ(t) ∈ −Ax(t), p.p sur [0, T ]

x(0) = x0.

 ẏ(t) ∈ −Ay(t), p.p sur [0, T ]

y(0) = x0.

Comme A est monotone alors,

〈x(t)− y(t), Ax(t)− Ay(t)〉 ≥ 0,

−〈 x(t) − y(t), ẋ(t) − ẏ(t)〉 ≥ 0.

Donc,

〈 x(t) − y(t), ẋ(t) − ẏ(t)〉 ≤ 0 p.p sur [0, T ].

Par la dérivé de la norme on a

〈 x(t) − y(t), ẋ(t) − ẏ(t)〉 =
1

2

d

dt
‖x(t)− y(t)‖2,

en intégrant de 0 à t on déduit que,∫ t

0

d

dt
‖x(τ)− y(τ)‖2dτ = ‖x(t)− y(t)‖2 − ‖x(0)− y(0)‖2 ≤ 0,

alors

‖x(t)− y(t)‖ ≤ ‖x(0)− y(0)‖, ∀t ≥ 0

c’est à dire

‖x(t)− y(t)‖ 6 ‖x(0)− y(0)‖ ∀t ≥ 0. (3.3)

Comme x(0) = y(0) = x0 d’où,

‖x(t)− y(t)‖ = 0 ∀t ≥ 0.

Donc si le problème (P) admet une solution, alors elle est unique.
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b) Montrons que t→ ‖ẋ(t)‖ est décroissante.
Pour cela posons y(t) = x(t+h) avec h > 0 et supposons que x(t) est une solution

de (P), cela satisfait ẏ(t) ∈ −Ay(t), p.p sur [0, T ],

y(0) = x(h) ∈ D(A).

En utilisant la relation (3.3) on aura,

‖x(t+ h)− x(t)‖ ≤ ‖x(h)− x(0)‖ ∀t ≥ 0,

divisons sur h
‖x(t+ h)− x(t)‖

h
≤ ‖x(h)− x(0)‖

h
∀t ≥ 0,

par passage à la limite lorsque h tend vers 0 on obtient

lim
h→0

‖x(t+ h)− x(t)‖
h

≤ lim
h→0

‖x(h)− x(0)‖
h

∀t ≥ 0,

donc

‖ẋ(t)‖ ≤ ‖ẋ(0)‖, ∀t ≥ 0.

Cela donne que t→ ‖ẋ(t)‖ est décroissante.

c) Considérons les solutions approximative xλ(t) du problème (P )ẋλ(t) = −Aλxλ(t), ∀t ∈ [0, T ],

xλ(0) = x0.
(3.4)

Puisque Aλ est univoque alors elle admet une solution unique et comme elle est

lipschitzienne donc la solution est continuement différentielle xλ(t) défini sur [0, T ].

Dans la suite nous allons prouver que xλ(t) est une suite de Cauchy dans C([0, T ], H).

Tout d’abord dans l’étape (b) nous avons montré que t→ ‖ẋ(t)‖ est décroissante
alors,

‖Aλxλ(t)‖ = ‖ẋλ(t)‖

≤ ‖ẋλ(0)‖

= ‖Aλx0‖,

par la Proposition 2.30 l’assertion (2) on aura,

‖Aλxλ(t)‖ ≤ ‖A◦x0‖. (3.5)
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on pose g(t) = 1
2
‖xλ(t)− xµ(t)‖2. Alors,

g(t) =
1

2
‖xλ(t)− xµ(t)‖2 =

1

2

∫ t

0

d

dt
〈xλ(τ)− xµ(τ), xλ(τ)− xµ(τ)〉dτ

=
1

2

∫ t

0

d

dt
‖xλ(τ)− xµ(τ)‖2dτ

=

∫ t

0

〈xλ(τ)− xµ(τ), ẋλ(τ)− ẋµ(τ)〉dτ

= −
∫ t

0

〈xλ(τ)− xµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ,

étant donné que x = λAλx+ Jλx, alors

g(t) = −
∫ t

0

〈λAλxλ(τ)− µAµxµ(t) + Jλxλ(τ)− Jµxµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ

= −
∫ t

0

〈λAλxλ(τ)− µAµxµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ

−
∫ t

0

〈Jλxλ(τ)− Jµxµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ. (3.6)

Ainsi, A est monotone et Aλx ∈ AJλx, alors de la relation (2.37) on a,

〈Jλxλ(t)− Jµxµ(t), Aλxλ(t)− Aµxµ(t)〉 ≥ 0,

d’où

−
∫ t

0

〈Jλxλ(τ)− Jµxµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ ≤ 0.

En remplaçant dans (3.6) on trouve

g(t) ≤ −
∫ t

0

〈λAλxλ(τ)− µAµxµ(τ), Aλxλ(τ)− Aµxµ(τ)〉dτ

≤
∫ t

0

λ〈Aλxλ(τ), Aµxµ(τ)〉dτ +

∫ t

0

µ〈Aµxµ(τ), Aλxλ(τ)〉dτ

−
∫ t

0

(λ‖Aλxλ(τ)‖2 + µ‖Aµxµ(τ)‖2)dτ. (3.7)

On a

(‖Aλxλ(t)‖ −
1

2
‖Aµxµ(t)‖)2 ≥ 0

‖Aλxλ(t)‖2 +
1

4
‖Aµxµ(t)‖2 ≥ ‖Aλxλ(t)‖‖Aµxµ(t)‖, (3.8)

d’après l’inégalité (3.8) et Cauchy-Schwartz

λ〈Aλxλ(τ), Aµxµ(τ)〉 ≤ λ‖Aλxλ(τ)‖‖Aµxµ(τ)‖

≤ λ‖Aλxλ(τ)‖2 +
λ

4
‖Aµxµ(τ)‖2, (3.9)
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de même,

µ〈Aµxµ(τ), Aλxλ(τ)〉 ≤ µ‖Aµxµ(τ)‖2 +
µ

4
‖Aλxλ(τ)‖2. (3.10)

En remplaçant (3.9), (3.10) dans (3.7) et d’après l’inégalité (3.5) on trouve

g(t) ≤
∫ t

0

λ

4
‖Aµxµ(τ)‖2 +

µ

4
‖Aλxλ(τ)‖2dτ

≤
∫ t

0

λ

4
‖A◦x0‖2 +

µ

4
‖A◦x0‖2dτ

≤ (
λ

4
+
µ

4
)‖A◦x0‖2

∫ t

0

1.dτ

≤ t
(λ+ µ)

4
‖A◦x0‖2.

D’où xλ(t) est une suite de Cauchy dans C([0, T ], H) et toute suite de Cauchy est

une suite convergente,

ainsi

g(t) =
1

2
‖xλ(t)− xµ(t)‖2 ≤ t

(λ+ µ)

4
‖A◦x0‖2

=⇒ ‖xλ(t)− xµ(t)‖2 ≤ t
(λ+ µ)

2
‖A◦x0‖2

=⇒ ‖xλ(t)− xµ(t)‖ ≤
√

2

2

√
t(λ+ µ)‖A◦x0‖,

quand µ→ 0 on obtient

‖xλ(t)− x(t)‖ ≤
√

2

2

√
λt‖A◦x0‖,

par passage à la limite quand λ tend vers 0

‖xλ(t)− x(t)‖ −→ 0.

Par conséquent (xλ)λ converge uniformément vers x sur [0, T ], pour tout T < +∞.

d) Dans cette étape on vas prouver que x(t) est une solution de l’inclusion (P).

Commençons par montrer que ẋλ(.) converge uniformément vers ẋ(.) en suivant la

même méthode utilisé dans l’étape (c).

On pose z(t) = ẋ(t) et zλ(t) = ẋλ(t), pour tout t ∈ [0, T ]

donc zλ(t) = −Aλzλ(t),
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En utilisant l’inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwartz on trouve,

b(t) =
1

2
‖zλ(t)− zµ(t)‖2

≤ −
∫ t

0

〈λAλzλ(t)− µAµzµ(t), Aλzλ(t)− Aµzµ(t)〉

≤
∫ t

0

λ‖Aλzλ(t)‖‖Aµzµ(t)‖+ µ‖Aµzµ(t)‖‖Aλzλ(t)‖ − λ‖Aλzλ(t)‖2 − µ‖Aµzµ(t)‖2

≤
∫ t

0

λ‖Aλzλ(t)‖(‖Aµzµ(t)‖ − ‖Aλzλ(t)‖) + µ‖Aµzµ(t)‖(‖Aλzλ(t)‖ − ‖Aµzµ(t)‖)

≤
∫ t

0

(‖Aµzµ(t)‖ − ‖Aλzλ(t)‖)(λ‖Aλzλ(t)‖ − µ‖Aµzµ(t)‖)

≤
∫ t

0

(‖Aµzµ(t)‖+ ‖Aλzλ(t)‖)(λ‖Aλzλ(t)‖+ µ‖Aµzµ(t)‖),

d’après l’inégalité (3.5) on trouve que

b(t) ≤
∫ t

0

(‖A◦x0‖+ ‖A◦x0‖)(λ‖A◦x0‖+ µ‖A◦x0‖)

≤
∫ t

0

2(λ+ µ)‖A◦x0‖2.

alors,
1

2
‖zλ(t)− zµ(t)‖2 ≤ 2.t(λ+ µ)‖A◦x0‖2,

donc

‖zλ(t)− zµ(t)‖ ≤ 2
√
t(λ+ µ)‖A◦x0‖.

Lorsque µ tend vers 0 alors

‖zλ(t)− zµ(t)‖ ≤ 2
√
λt‖A◦x0‖.

Quand λ −→ 0 on aura

‖zλ(t)− zµ(t)‖ −→ 0.

Donc (zλ)λ converge uniformément vers z.

Toute suite convergente est une suite borné par conséquent on peut extraire une

sous suite (zλn)n qui converge faiblement vers z pour tout T > 0 dans L2([0, T ], H)

i.e, zλn ⇀ z et

‖xλ(t)− Jλxλ(t)‖ = λ‖Aλxλ(t)‖

≤ λ‖A◦x0‖.

Donc Jλxλ(t) converge uniformément vers x(t) quand λ tend vers 0, d’où Jλxλ(t)

converge fortement vers x(t) dans L2([0, T ], H).
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La Proposition 2.17 implique que la multi-application x → (Ax)(.) = Ax(.) est

maximal monotone dans L2([0, T ], H).

Puisque Aλxλ(t) ∈ AJλxλ(t), alors d’après la demi fermeture du graphe, on déduit

que −ẋ(t) ∈ Ax(t) dans L2([0, T ], H).

Par conséquent ẋ(t) ∈ −Ax(t), p.p sur [0, T ].

e) Dans cette étape on doit montrer que t→ ‖A◦x‖ est décroissante.
D’après l’inégalité (3.5) on déduit qu’on peut extraire une sous suite (Aλnxλn(t))n

qui converge vers u(t) dans H,

commeAλnxλn(t) ∈ AJλnxλn(t), donc on déduit de la Proposition 2.19 que u(t) ∈ Ax(t)

ce qui prouve que pour tout t ≥ 0, x(t) ∈ D(A).

Pour tout t > t0 on a,

‖ẋλ(t)‖ = ‖Aλxλ(t)‖ ≤ ‖A◦x(t0)‖.

Passant à lim inf,

lim inf
λ→0

‖ẋλ(t)‖ ≤ lim inf
λ→0

‖A◦x(t0)‖

≤ ‖A◦x(t0)‖,

et

lim inf
λ→0

‖ẋλ(t)‖ ≥ ‖u(t)‖,

donc,

‖A◦x(t0)‖ ≥ ‖u(t)‖.

Puisque u(t) ∈ Ax(t) alors,

‖A◦x(t)‖ ≤ ‖u(t)‖,

d’où

‖A◦x(t)‖ ≤ ‖A◦x(t0)‖, ∀t ∈ [0, T ]. (3.11)

Ce qui donne que ‖A◦x‖ est décroissante.

f) Dans cette étape on va montrer que t→ A◦x(t) est continue à droite.

Soit tn > t0 tel que tn −→ t0, alors x(tn) −→ x(t0).

d’après l’inégalité (3.11), on a

‖A◦x(tn)‖ ≤ ‖u(tn)‖ ≤ ‖A◦x(t0)‖,
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donc on peut extraire une sous suite A◦x(tn) qui converge faiblement vers g ∈ H,

il résulte de la Proposition 2.19 que g ∈ Ax(t0),

par conséquent ,

‖A◦x(t0)‖ ≤ ‖g‖,

et on a aussi

‖g‖ ≤ lim inf
tn→+∞

‖A◦x(tn)‖ ≤ ‖A◦x(t0)‖,

cela implique que g = A◦x(t0) d’où A◦x(tn) ⇀ A◦x(t0),

de plus x(tn) −→ x(t0) alors,

lim
n→∞

‖A◦x(tn)‖ = ‖A◦x(t0)‖,

on déduit que A◦x(tn) −→ A◦x(t0) quand tn −→ t0+ ,

donc,

lim
t→t+0
‖A◦x(t)‖ = ‖A◦x(t0)‖.

On conclut que t→ A◦x(t) est continue à droite.

g) Dans cette dernière étape on doit conclure que ẋ(t) = −A◦x(t) et que x(t) est

dérivable à droite.

Soit C un sous ensemble qui appartient à [0,+∞[ où x(t) n’est pas différentiable

i.e, ẋ(t) /∈ −Ax(t). Soit t0 /∈ C, h > 0 on a

‖x(t0 + h)− x(t0)‖ ≤
∫ t0+h

t0

‖ẋ(τ)‖dτ,

≤
∫ t0+h

t0

‖A◦x(t0)‖dτ,

≤ h ‖A◦x(t0)‖,

cela implique que

‖x(t0 + h)− x(t0)‖
h

≤ ‖A◦x(t0)‖,

en passant à la limite quand h −→ 0+, on trouve

lim
h→0+

‖x(t0 + h)− x(t0)‖
h

= ‖ẋ(t0)‖ ≤ ‖A◦x(t0)‖. (3.12)

Puisque ẋ(t0) ∈ −Ax(t0), alors

‖ẋ(t0)‖ ≥ ‖A◦x(t0)‖, (3.13)

d’après les inégalités (3.12) et (3.13), on déduit que x(t) est dérivable à droite en

t = 0 et ẋ(t0) = −A◦x(t0).

�
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3.2 Le cas non autonome

les résultats sont pris de la référence [9].

Dans cette section, nous nous intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité de solution

à variation bornée du problème,

(P ′)

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) dr − p.p dans [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Où A(t) : D(A(t)) ⊂ H → 2H est un opérateur maximal monotone pour tout t ∈ [0, T ].

Ceci généralise le cas d’une solution absolument continue.

Tout d’abord pour la résolution du problème (P ′) on aura besoin des hypothèses suivantes,

(H1) Il existe une fonction r : [0, T ] → R+ continue à droite sur [0, T [ et croissante

avec r(T ) <∞ telle que

dis(A(t), A(s)) ≤ dr(]s, t]) = r(t)− r(s) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.14)

Comme on a mentionné dans le Chapitre 2, A◦(t, x) est l’élément de norme minimal

de A(t)x et supposons que

(H2) Il existe une constante c ∈ L1([0, T ]; dr) qui est positive telle que

‖A◦(t, x)‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour t ∈ [0, T ], x ∈ D(A(t)). (3.15)

Théorème 3.2. Soit A(t) : D(A(t)) −→ 2H un opérateur maximal monotone pour tout

t ∈ [0, T ] tel que (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors pour tout u0 ∈ D(A(0)) le problème

d’évolution (P ′) avec la condition initiale u(0) = u0, a une solution unique à variation

bornée.

Preuve.

a) Subdivision de l’intervalle [0, T ] .

On choisit une suite (ξn) ⊂
]
0, 1
]
avec ξn ↘ 0, on subdivise l’intervalle [0, T ] avec la

partition 0 = tn0 < tn1 < ... < tnkn = T telle que

|tni+1 − tni |+ dr(]tni , t
n
i+1[) 6 ξn, ∀i = 0, ..., kn − 1. (3.16)

On peut supposer que r(0) = 0, u(0) ∈ D(A(0)) et

δni+1 = dr(]tni , t
n
i+1[) = r(tni+1)− r(tni ), ∀i = 0, ..., kn − 1. (3.17)
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b) Construction d’une suite un de fonctions étagées.

On définit (un)n une suite d’application en escalier continue à droite telle que

un : [0, T ] −→ H

t 7−→ un(t) =


u0 si t ∈ [0, tni [

uni si t ∈ [tni , t
n
i+1[

unkn si t = T.

et pour i = 0, ..., kn − 1 on a, uni+1 = Jni+1(uni ) avec Jni+1x = (Id + δni+1A(tni ))−1x.

c) Montrons que un converge faiblement vers u.

On commence par montrer que la suite (un)n est uniformément bornée en variation et en

norme, pour cela il suffit de trouver deux constantes positives distinctes telles que ∀n ∈ N,

∀i = 0, ..., kn resp. i = 0, .., kn − 1

‖uni ‖ ≤M resp. ‖uni+1 − uni ‖ ≤ Rdr(]tni , t
n
i+1]). (3.18)

En particulier,

sup
n∈N
‖uni ‖ ≤M et V ar(un, [0, T ]) ≤ Rdr(]0, T ]). (3.19)

En plus que, pour tout n ∈ N et 0 6 s 6 t 6 T

‖un(t)− un(s)‖ 6 R(dr(]s, t]) + εn). (3.20)

En effet,

d’après l’inégalité (3.14) dans la première hypothèse et la relation (3.17) on a,

dis(A(tni ), A(tni+1)) ≤ dr(]tni , t
n
i+1])

= r(tni+1)− r(tni )

= δni+1,

pour i = 0, ..., kn − 1. On montre la première inégalité de (3.18).

Par la Proposition 2.36 l’assertion (1) on obtient,

‖uni+1 − uni ‖ = ‖uni − Jni+1(uni )‖

≤ δni+1‖A◦(tni )uni ‖+ dis(A(tni ), A(tni+1))

+ (δni+1(1 + ‖A◦(tni )uni ‖)dis(A(tni ), A(tni+1)))
1
2

≤ δni+1‖A◦(tni )uni ‖+ δni+1 + (δni+1(1 + ‖A◦(tni )uni ‖)δni+1)
1
2 ,
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pour tout a ≥ 1 on a
√
a ≤ a, tel que a est un réel et d’après la deuxième hypothèse on

trouve,

‖uni+1 − uni ‖ ≤ 2(1 + ‖A◦(tni )uni ‖)δni+1

≤ 2
(
1 + c(1 + ‖uni ‖)

)
δni+1. (3.21)

Onn a

‖uni+1‖ 6 ‖uni ‖+ ‖uni+1 − uni ‖,

en utilisant l’inégalité (3.21),

‖uni+1‖ 6 ‖uni ‖+ 2
(
1 + c(1 + ‖uni ‖)

)
δni+1

= (1 + 2c δni+1)‖uni ‖+ 2(1 + c)δni+1,

en appliquant le Lemme de Gronwall quand βi = 0 il résulte que

‖uni ‖ 6
(
‖u0‖+ 2(1 + c)

i−1∑
k=0

δnk+1

)
. exp

(
2c

i−1∑
k=0

δnk+1

)
,

de plus

i−1∑
k=0

δnk+1 =
i−1∑
k=0

dr
(
]tnk , t

n
k+1]

)
=

i−1∑
k=0

(
r(tnk+1)− r(tnk)

)
= r(tn1 )− r(tn0 ) + ...+ r(tni )− r(tni−1)

= r(tni )− r(tn0 )

= r(tni )− r(0)

= dr
(
]0, tni ]

)
,

mais

tni 6 tnkn = T,

et comme r est croissante il découle

r(tni ) 6 r(T ),

alors
i−1∑
k=0

δnk+1 = dr
(
]0, tni ]

)
6 dr

(
]0, T ]

)
. (3.22)
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Par conséquent

‖uni ‖ 6
(
‖u0‖+ 2(1 + c)dr

(
]0, tni ]

))
. exp

(
2c dr(

]
0, tni ]

))
6
(
‖u0‖+ 2(1 + c)dr

(
]0, T ]

))
. exp

(
2c dr

(
]0, T ]

))
, ∀n ∈ N, ∀i = 0, ..., kn

posant M :=
(
‖u0‖+ 2(1 + c)dr

(
]0, T ]

))
. exp

(
2c dr

(
]0, T ]

))
> 0,

donc,

‖uni ‖ 6M, ∀n ∈ N, ∀i = 0, ..., kn (3.23)

d’où

sup
n∈N
‖un‖ 6M. (3.24)

Par conséquent la suite (un)n∈N est bornée en norme.

On montre la deuxième inégalité de (3.18).

En effet,

en substituant δni+1 par sa valeur dans l’inégalité (3.21) on trouve

‖uni+1 − uni ‖ 6 2
(
1 + c(1 + ‖uni ‖)

)
dr(]tni , t

n
i+1]),

en utilisant (3.23) on obtient,

‖uni+1 − uni ‖ 6 2
(
1 + c(1 +M)

)
dr(]tni , t

n
i+1]), (3.25)

on pose R := 2
(
1 + c(1 +M)

)
d’où

‖uni+1 − uni ‖ 6 Rdr(]tni , t
n
i+1]),

donc
kn−1∑
i=0

‖uni+1 − uni ‖ 6
kn−1∑
i=0

Rdr(]tni , t
n
i+1]),

l’inégalité (3.22) implique que

V ar(un, [0, T ]) 6 Rdr(]0, T ]).

Maintenant on passe à montrer l’inégalité (3.20).

On fixe s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , t

n
j+1[ avec j > i, on pose un(t) = unj et un(s) = uni alors

‖un(t)− un(s)‖ = ‖unj − uni ‖

= ‖unj − unj−1 + unj−1 − ...+ uni+1 − uni ‖

=

∥∥∥∥ j−i−1∑
k=0

uni+k+1 − uni+k
∥∥∥∥

≤
j−i−1∑
k=0

‖uni+k+1 − uni+k‖.
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En utilisant l’inégalité (3.18),

‖un(t)− un(s)‖ ≤
j−i−1∑
k=0

Rdr(]tni+k, t
n
i+k+1])

= R

j−i−1∑
k=0

δni+k+1

= R
(
dr(]tni , t

n
i+1]) + dr(]tni+1, t

n
i++]) + ..+ dr(]tnj−1, t

n
j ])
)

= Rdr(]tni , t
n
j ]).

Pour t ∈ [tnj , t
n
j+1[ et t ≥ tnj et comme r est croissante alors r(t) ≥ r(tnj ),

pour s ∈ [tni , t
n
i+1[ et s ≥ tni et comme r est croissante alors r(s) ≥ r(tni ).

Donc

‖un(t)− un(s)‖ ≤ R
(
r(tnj )− r(tni )

)
= R

(
r(tnj ) + r(tni )− r(tni )− r(tni )

)
≤ R

(
r(tnj ) + r(s)− r(s)− r(tni )

)
≤ R

(
r(s)− r(tni ) + r(t)− r(s)

)
= R

(
dr(]tni , s]) + dr(]s, t])

)
,

comme s ≤ tni+1 et r croissante alors r(s) ≤ r(tni+1), d’où

‖un(t)− un(s)‖ ≤ R
(
dr(]tni , t

n
i+1]) + dr(]s, t])

)
, (3.26)

depuis l’inégalité (3.16) on a,

dr(]tni , t
n
i+1[) 6 ξn − |tni+1 − tni | 6 ξn, (3.27)

revenant à (3.26) on obtient

‖un(t)− un(s)‖ ≤ R
(
dr(]s, t]) + ξn

)
.

Par le Théorème 1.40 on a la suite (un)n∈N d’applications continues à droite à variation

bornée et uniformément bornée en norme et en variation, alors il existe une fonction à

variation bornée u : [0, T ]→ H telle que

un(t) ⇀ u(t) pour t ∈ [0, T ].

d) Montrons que u′ ∈ L2([0, T ], H; dr).

En particulier, on a u(0) = u0 et

‖u(t)− u(s)‖ ≤ R dr(]s, t]) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.28)
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Commençons par prouver cette dernière inégalité (3.28).

Tout d’abord on a un(t) ⇀ u(t) et un(s) ⇀ u(s) donc

un(t)− un(s) ⇀ u(t)− u(s),

étant donné que ξn ↘ 0 on trouve

‖u(t)− u(s)‖ ≤ lim inf
n−→+∞

‖un(t)− un(s)‖

≤ lim inf
n−→+∞

R
(
dr(]s, t]) + ξn

)
= lim inf

n−→+∞
Rdr(]s, t]) +R lim inf

n−→+∞
ξn

≤ Rdr(]s, t]),

alors

‖u(t)− u(s)‖ ≤ Rdr(]s, t]) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

En outre,

‖du(]s, t])‖ ≤ Rdr(]s, t]),

alors

‖du‖ ≤ Rdr.

De plus, u est continue à droite car

lim
t↓s
‖u(t)− u(s)‖ ≤ lim

t↓s
R(r(t)− r(s)),

r est continue à droite alors

lim
t↓s
‖u(t)− u(s)‖ −→ 0,

d’où u est continue à droite sur [0, T [ et u′ ∈ L2([0, T ], H; dr) sachant que u′ est la densité

de u par rapport à dr.

e) Construction de la suite de solution approximées (vn)n.

Considérons une autre suite de fonctions vn : [0, T ]→ H définie par

t 7−→ vn(t) =


r(t)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni ) + uni si t ∈ [tni , t

n
i+1[

unkn si t = T.

dans la suite on va utiliser la convention 0
0

= 0,

f) Bornitude de la suite vn en variation et en norme.

On a

pour δni+1 = 0, vn(t) = uni = uni+1 dans [tni , t
n
i+1[, (3.29)
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vn(0) = u0,

et

‖vn(t)− un(t)‖ ≤ Rξn, ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T ], (3.30)

de plus

‖vn(t)− vn(s)‖ 6 R
(
r(t)− r(s)

)
pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.31)

En effet,

soit t ∈ [tni , t
n
i+1[, on a

vn(t) =
r(t)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni ) + uni

=
r(t)− r(tni )

δni+1

(uni+1 − uni ) + uni , (3.32)

pour δni+1 = 0 et de l’inégalité (3.21) on trouve que

‖uni+1 − uni ‖ ≤ 0,

comme la norme est positive alors

‖uni+1 − uni ‖ = 0⇐⇒ uni = uni+1,

en remplaçant dans la relation (3.32) on obtient,

vn(t) =
0

0

(
r(t)− r(tni )

)
+ uni

vn(t) = uni = uni+1,

en particulier pour i = 0 et t = 0 on trouve,

vn(0) = un0 = u0.

Montrons que pour tout n ∈ N, ‖un(t)− vn(t)‖ ≤ Rξn , ∀t ∈ [0, T ].

Soient n ∈ N, t ∈ [0, T ], on a

‖vn(t)− un(t)‖ =

∥∥∥∥ r(t)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni ) + uni − uni

∥∥∥∥
= ‖uni+1 − uni ‖

∣∣∣∣ r(t)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )

∣∣∣∣,
par la deuxième inégalité de (3.18) on trouve

‖vn(t)− un(t)‖ ≤ Rdr(]tni , t
n
i+1])
|r(t)− r(tni )|
|dr(]tni , tni+1]|

= R |r(t)− r(tni )|

≤ R |r(tni+1)− r(tni )|

= Rdr(]tni , t
n
i+1])),
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de l’inégalité (3.27), il découle

‖un(t)− vn(t)‖ ≤ Rξn. (3.33)

Enfin on montre la troisième propriété de vn.

Soient s, t ∈ [0, T ] tels que 0 6 s 6 t 6 T , on a

‖vn(t)− vn(s)‖ =

∥∥∥∥ r(t)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni ) + uni −

r(s)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni )− uni

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ r(t)− r(s)
r(tni+1)− r(tni )

(uni+1 − uni )

∥∥∥∥
= ‖uni+1 − uni ‖

∣∣∣∣ r(t)− r(s)dr(]tni , t
n
i+1])

∣∣∣∣
≤ Rdr(]tni , t

n
i+1])

∣∣∣∣ r(t)− r(s)dr(]tni , t
n
i+1])

∣∣∣∣
≤ R

(
r(t)− r(s)

)
,

donc

‖vn(t)− vn(s)‖ 6 R
(
r(t)− r(s)

)
pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.34)

Soient s, t ∈ [0, T ], on a

‖vn(t)− vn(s)‖ 6 R
(
r(t)− r(s)

)
.

En particulier pour t = tni+1 et s = tni on trouve

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ = ‖uni+1 − uni ‖.

Grâce à (3.18) on obtient

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ 6 Rdr(]tni , t
n
i+1)]),

alors,

k−1∑
i=1

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ 6
k−1∑
i=1

Rdr(]tni , t
n
i+1)]) = R

k−1∑
i=1

dr(]tni , t
n
i+1)]),

donc
k−1∑
i=1

‖vn(tni+1)− vn(tni )‖ 6 Rdr
(
]0, T ]

)
,

V ar(vn, [0, T ]) 6 Rdr
(
]0, T ]

)
.

Et pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[ on a vn(t) = uni alors,

‖vn(t)‖ = ‖uni ‖, ∀t ∈ [tni , t
n
i+1[,
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d’après l’inégalité (3.18) on trouve

‖vn‖∞ 6M,

il résulte que (vn) est bornée en variation et en norme.

Et en utilisant l’inégalité (3.34), on trouve que

lim
t↓s
‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ lim

t↓s
R
(
r(t)− r(s)

)
,

et comme r est continue à droite alors

lim
t↓s
‖vn(t)− vn(s)‖ ≤ 0.

D’où (vn)n est continue à droite.

Donc (vn)n∈N est une suite d’applications à variation bornée continues à droite et unifor-

mément bornée en norme et en variation.

On a,

〈θ, vn(t)〉 − 〈θ, u(t)〉 = 〈θ, vn(t)− u(t)〉, ∀θ ∈ H,

comme un(t) ⇀ u(t) alors,

〈θ, vn(t)− u(t)〉 = lim
n→∞
〈θ, vn(t)− un(t)〉,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz,

〈θ, vn(t)− u(t)〉 ≤ lim
n→∞

‖θ‖‖vn(t)− un(t)‖,

d’après l’inégalité (3.33) on obtient

〈θ, vn(t)− u(t)〉 ≤ lim
n→∞

‖θ‖R ξn = 0

alors vn(t) ⇀ u(t) pour tout t ∈ [0, T ].

Il en va de même pour le Lemme de Moreau on obtient que dvn = v′ndr et v′n(0) = 0

telle que v′n est définie par

v′n =
uni+1 − uni

r(tni+1)− r(tni )
pour t ∈

]
tni , t

n
i+1

]
.

g) Montrons la convergence faible de v′n vers u′ dans L2([0, T ], H; dr).

Maintenant nous allons prouver que toute n ∈ N

‖v′n‖ ≤ R. (3.35)
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Tout d’abord on a

‖v′n‖ =

∥∥∥∥ uni+1 − uni
r(tni+1)− r(tni )

∥∥∥∥
=
‖uni+1 − uni ‖
|dr(]tni , tni+1])|

,

d’après l’assertion (3.18) on trouve

‖v′n‖ ≤
Rdr(]tni , t

n
i+1])

|dr(]tni , tni+1])|
= R

Par conséquent,

‖v′n‖ ≤ R ∀n ∈ N.

Il résulte que (v′n) ⊂ L2([0, T ], H; dr), alors on peut lui extraire une sous suite qui converge

faiblement vers w ∈ L2([0, T ], H; dr) i.e,

v′n ⇀ w dans L2([0, T ], H; dr).

Pour tout t ∈]0, T ] et pour tout x ∈ H on a

〈x, u(t)− u(0)〉 = lim
n→∞
〈x, vn(t)〉 − 〈x, vn(0)〉

= lim
n→∞
〈x, vn(t)− vn(0)〉

= lim
n→∞
〈x, dvn(]0, t])〉

= lim
n→∞

x.dvn(]0, t]).

vn ∈ BV ([0, T ], H), alors d’après les propriétés de la mesure de Stieltdjes on a

dvn([a, b]) =

∫
[a,b]

dvn =

∫
1I[a,b] dvn, (3.36)

d’où

〈x, u(t)− u(0)〉 = lim
n→∞

x.

∫
]0,t]

dvn(τ)

= lim
n→∞

x.

∫ T

0

1I]0,t] dvn(τ)

= lim
n→∞

x.

∫ T

0

1I]0,t] v′n(τ)dr(τ)

= lim
n→∞

∫ T

0

〈
1I]0,t] x, v′n(τ)

〉
dr(τ),

comme v′n ⇀ w et en introduisant (3.36) on obtient

〈x, u(t)− u(0)〉 =

∫ T

0

〈
1I]0,t] .x, w(τ)

〉
dr(τ)

=

〈
x,

∫
]0,t]

w(τ)dr(τ)

〉
. (3.37)
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Comme dvn = v′n dr alors du = u′dr et d’après la relation (3.37)

(u′dr)(]0, t]) = du(]0, t]) = u(t)− u(0)

=

∫
]0,t]

w(τ)dr(τ) = (w(τ)dr(τ))(]0, t]) pour t ∈ [0, T ].

Par conséquent u′ = w dr − p.p dans [0, T ].

Puisque v′n ⇀ w et u′ = w alors

v′n ⇀ u′ dans L2([0, T ], H; dr).

h) Montrons que −v′n(t) ∈ A(ϕn(t), vn(ϕn(t)) dr − p.p t ∈ [0, T ].

Considérons la suite ϕn définie par

ϕn : [0, T ] −→ [0, T ]

t 7−→ ϕn(t) =

t
n
i+1 si t ∈]tni , t

n
i+1]

0 si t = 0.

qui pour tout t ∈ [0, T ] satisfait que ϕn(t) > t et

−v′n(t) ∈ A(ϕn(t), vn(ϕn(t))) dr − p.p t ∈ [0, T ]. (3.38)

En effet, on a

[0, T ] = {0}
kn−1⋃
i=0

]tni , t
n
i+1],

pour t = 0 on a ϕn(0) = 0 > 0 et pour t ∈]tni , t
n
i+1] on a, ϕn(t) = tni+1 > t.

Soit t ∈]tni , t
n
i+1] alors

v′n(t) =
uni+1 − uni

r(tni+1)− r(tni )

=
−(uni − Jni+1(uni ))

δni+1

= −Aδni+1
(tni+1)uni .

D’une part on a

vn(ϕn(t)) = vn(tni+1) =
r(tni+1)− r(tni )

r(tni+1)− r(tni )
(uni+1 − uni ) + uni (3.39)

= uni+1 = Jni+1(uni ),

en utilisant le fait que Aλx ∈ AJλx et la relation (3.39) on trouve

−Aδni+1
(tni+1)uni ∈ −A(Jni+1(uni ), tni+1),
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donc

−Aδni+1
(tni+1)uni ∈ −A(vn(ϕn(t)), ϕn(t)).

Par conséquent

−v′n(t) ∈ A(ϕn(t), vn(ϕn(t))).

i) Montrons que vn converge fortement et uniformément vers u.

Commençons d’abord par montrer que |r(ϕn(t))− r(t)| −→ 0.

Soit t ∈ [0, T ],

|ϕn(t)− t| = |tni+1 − t|

|ϕn(t)− t| 6 max
i=0,...,kn−1

|tni+1 − tni |,

en utilisant l’inégalité (3.16) on trouve

|ϕn(t)− t| 6 ξn − dr(]tni , tni+1[)

= ξn.

En passant à la limite on obtient

|ϕn(t)− t| −→ 0,

comme r est continue à droite il découle,

|r(ϕn(t))− r(t)| −→ 0, lorsque n −→ +∞. (3.40)

Passant maintenant à montrer

‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖+ dis(A(ϕn(t)), A(t)) −→ 0, ∀ t ∈ [0, T ]. (3.41)

Soit t ∈ [0, T ], de l’hypothèse (H1) et l’assertion (3.34) on obtient,

‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖+ dis(A(ϕn(t)), A(t)) 6 R
(
r(ϕn(t))− r(t)

)
+
(
r(ϕn(t))− r(t)

)
= (R + 1)(r(ϕn(t))− r(t)),

par passage à la limite on trouve

‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖+ dis(A(ϕn(t), A(t)) −→ 0, lorsque n −→ +∞.

En introduisant la Définition de la pseudo-distance pour tout t ∈ [0, T ] et l’inégalité (3.35)

on obtient,〈
vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)

〉
6 (1 + ‖v′n(t)‖+ ‖v′m(t)‖)dis(A(ϕn(t)), A(ϕm(t))),
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en utilisant les inégalités (3.14) et (3.35) on trouve〈
vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)

〉
6 (1 + 2R)

∣∣r(ϕn(t))− r(ϕm(t))
∣∣

= (1 + 2R)
∣∣r(ϕn(t))− r(t) + r(t)− r(ϕm(t))

∣∣
6 (1 + 2R)

(
|r(ϕn(t))− r(t)|+ |r(ϕm(t))− r(t)|

)
.

(3.42)

Alors pour tout t ∈ [0, T ] on a,〈
vn(t)− vm(t), v′n(t)− v′m(t)

〉
= 〈vn(t)− vn(ϕn(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ 〈vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ 〈vm(ϕm(t))− vm(t), v′n(t)− v′m(t)〉

6 |〈vn(t)− vn(ϕn(t)), v′n(t)− v′m(t)〉|

+ 〈vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ |〈vm(ϕm(t))− vm(t), v′n(t)− v′m(t)〉|,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient〈
vn(t)− vm(t), v′n(t)− v′m(t)

〉
6 〈vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ ‖vn(t)− vn(ϕn(t))‖‖v′n(t)− v′m(t)‖

+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖‖v′n(t)− v′m(t)‖

= 〈vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ ‖v′n(t)− v′m(t)‖
(
‖vn(t)− vn(ϕn(t))‖+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖

)
en utilisant les inégalités (3.35) et (3.42) il résulte que〈

vn(t)− vm(t), v′n(t)− v′m(t)
〉
6 〈vn(ϕn(t))− vm(ϕm(t)), v′n(t)− v′m(t)〉

+ 2R
(
‖vn(t)− vn(ϕn(t))‖+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖

)
6 (1 + 2R)

(
|r(ϕn(t))− r(t)|+ |r(ϕn(t))− r(t)|

)
+ 2R

(
‖vn(t)− vn(ϕn(t))‖+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖

)
:= ∆n,m(t). (3.43)

Cette estimation nous aide à démontrer la convergence forte et uniforme de vn vers u .

Soit w une fonction continue à droite à variation bornée telle que w = vn − vm, alors

dw = dvn − dvm

et

dw = v′ndr − v′mdr,
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d’où
dw

dr
= v′n − v′m, ainsi vn(0) = u0 = vm(0), on a

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 =

1

2
‖w(t)‖2,

et w(0) = vn(0)− vm(0) = 0, d’où

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 =

1

2
‖w(t)‖2 − ‖w(0)‖2,

on applique la formule de Moreau qui est valable pour la fonction à variation bornée w et

précise que d‖w2‖ ≤ 2w+.dw+, donc

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 =

1

2

∫
]0,t]

d(‖w(h)‖2)

≤ 1

2

∫
]0,t]

2w+(h).dw+(h)

=

∫
]0,t]

w+(h).dw+(h),

comme w est une fonction à variation bornée alors,

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 =

∫
]0,t]

w(h).dw(h)

=

∫
]0,t]

〈w(h), dw(h)〉

=

∫
]0,t]

〈vn(h)− vm(h), dvn(h)− dvm(h)〉

=

∫
]0,t]

〈vn(h)− vm(h), v′n(h)dr(h)− v′m(h)dr(h)〉

=

∫
]0,t]

〈vn(h)− vm(h), v′n(h)− v′m(h)〉dr(h),

depuis (3.43) on trouve,

1

2
‖vn(t)− vm(t)‖2 ≤

∫
]0,t]

∆n,m(h)dr(h) ≤
∫

[0,T ]

∆n,m(h)dr(h),

(3.44)

alors,

‖vn(t)− vm(t)‖2
∞ ≤ 2

∫
[0,T ]

∆n,m(h)dr(h),

des relations (3.34) et (3.40) on obtient

lim
n→∞

‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖ ≤ lim
n→∞

R
(
r(ϕn(t))− r(t)

)
−→ 0. (3.45)

On sait que

∆n,m(t) := (1 + 2R)
(
|r(ϕn(t))− r(t)|+ |r(ϕn(t))− r(t)|

)
+ 2R

(
‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖

)
,
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en passant à la limite on obtient

lim
n,m→∞

∆n,m(t) := lim
n,m→∞

(1 + 2R)
(
|r(ϕn(t))− r(t)|+ |r(ϕn(t))− r(t)|

)
+ lim

n,m→∞
2R
(
‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖+ ‖vm(ϕm(t))− vm(t)‖

)
,

en introduisant (3.45) et (3.40)

∆n,m(t) −→ 0,

alors ∆n,m(t) est borné i.e, il existe g(t) tel que

∆n,m(t) ≤ g(t),

en appliquant le Théorème de la convergence dominé on aura

lim
n,m→∞

∫
[0,T ]

∆n,m(h)dr(h) =

∫
[0,T ]

lim
n,m→∞

∆n,m(h)dr(h) −→ 0,

d’où

‖vn − vm‖∞ −→ 0.

Donc (vn(t))n∈N est une suite de Cauchy dans H alors elle converge uniformément vers

une fonction et vu que (vn(t))n∈N converge faiblement vers u(t) alors (vn(t))n∈N converge

fortement vers u(t).

De plus, pour tout t ∈ [0, T ] on a

‖u(t)− vn(ϕn(t))‖ = ‖u(t)− vn(ϕn(t))− vn(t) + vn(t)‖

≤ ‖u(t)− vn(t)‖+ ‖vn(t)− vn(ϕn(t))‖

≤ ‖u(t)− vn(t)‖∞ + ‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖,

en passant à la limite

lim
n→∞

‖u(t)− vn(ϕn(t))‖ ≤ lim
n→∞

‖u(t)− vn(t)‖∞ + lim
n→∞

‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖

comme vn −→ u et en utilisant l’inégalité (3.45) on trouve,

‖u(t)− vn(ϕn(t))‖ −→ 0. (3.46)

j) Montrons que la limite de vn satisfait (P ′).
Maintenant, passant à prouver l’existence de solution u(t) du problème (P ′) telle que

−u′(t) ∈ A(t)u(t) dr p.p sur [0, T ].
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D’abord montrons que u(t) ∈ D(A(t)), pour tout t ∈ [0, T ].

On a déjà montré que u est une fonction à variation bornée, continue à droite et absolu-

ment continue par rapport à dr.

On considère la fonction βn définie comme suit

βn : [0, T ] −→ [0, T ]

t 7−→ βn(t) =

t
n
i si t ∈ [tni , t

n
i+1[;

T si t = T.

D’abord on montre que pour tout t ∈ [0, T ], un(t) ∈ D
(
A(βn(t))

)
ceci équivaux à

uni ∈ D(A(tni )),∀i = 0, ..., kn.

Pour δni+1 > 0, par la deuxième assertion de la Proposition 2.28 on trouve

uni+1 = Jni+1(uni ) ∈ D(A(tni+1)) ∀i = 0, ..., kn − 1

c’est à dire,

uni ∈ D(A(tni )),∀i = 1, ..., kn.

Pour δni+1 = 0, on a

δni+1 = dr(]tni , t
n
i+1]) = r(tni+1)− r(tni ) = 0,

il suit de l’hypothèse (H1) que

dis(A(tni+1), A(tni )) ≤ 0, (3.47)

par l’assertion (1) de la Proposition 2.34 on obtient

dis(A(tni+1), A(tni )) ∈ [0,+∞], (3.48)

en combinant (3.47) et (3.48),

dis(A(tni+1), A(tni )) = 0, (3.49)

il résulte de l’assertion (1) de la Proposition 2.34 que

A(tni+1) = A(tni ).

Et on a,

uni+1 = Jni+1(uni ) = (Id + δni+1A(tni+1))−1uni = uni ,
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comme Jni+1(uni ) ∈ D(A(tni+1)) alors,

uni+1 = uni ∈ D(A(tni )) = D(A(tni+1)),

ce qui donne

un(t) ∈ D(A(βn(t))) ∀t ∈ [0, T ]. (3.50)

En utilisant (H1) et pour t ∈ [tni , t
n
i+1[ donc

dis(A(t), A(βn(t))) ≤ dr(]βn(t), t])

= r(t)− r(βn(t))

= r(t)− r(tni )

≤ dr(]tni , t
n
i+1]),

de l’inégalité (3.16) on trouve que dr(]tni , tni+1]) ≤ ξn alors,

dis(A(t), A(βn(t))) ≤ ξn ∀n ∈ N,

il découle de l’assertion (1) de la Proposition 2.34 que

dis(A(βn(t)), A(t)) ≤ ξn, ∀n ∈ N.

Par conséquent, on fixe t ∈ [0, T ] on obtient

dis(A(βn(t)), A(t)) −→ 0. (3.51)

Et on a,

‖un(t)− u(t)‖ = ‖un(t)− vn(t) + vn(t)− u(t)‖

6 ‖un(t)− vn(t)‖+ ‖vn(t)− u(t)‖,

de l’inégalité (3.33),

‖un(t)− u(t)‖ 6 Rξn + ‖vn(t)− u(t)‖,

comme vn(t) −→ u(t) et en passant à la limite on obtient

‖un(t)− u(t)‖ −→ 0,

ceci implique que

un(t) −→ u(t). (3.52)

Par l’hypothèse (H2),

‖A◦
(
βn(t), un(t)

)
‖ 6 c (1 + ‖un(t)‖), ∀t ∈ [0, T ],∀un ∈ D(A),
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d’après la relation (3.18),

‖A◦
(
βn(t), un(t)

)
‖ 6 c (1 +M),

et

A◦
(
βn(t), un(t)

)
∈ A(βn(t))un(t). (3.53)

Par suite yn = A◦
(
βn(t), un(t)

)
est bornée alors on peut lui extraire une sous suite qui

converge faiblement vers y ∈ H i.e,

yn ⇀ y, (3.54)

d’après les relations (3.51), (3.50), (3.52) (3.53) et (3.54) on peut appliquer la Proposition

2.35 qui donne

u(t) ∈ D(A(t)).

Montrons que −u′(t) ∈ A(t)u(t) dr p.p sur [0, T ].

D’après le Théorème de Mazur, on peut choisir une combinaison convexe

wj =
∑kj

k=j µ
j
k.v
′
k ∈ L2([0, T ], H; dr) tel que wj −→ u′, alors il existe un N0 ⊂ [0, T ] avec

dr(N0) = 0 et une sous suite (jp) de N qui satisfait

t ∈ [0, T ] \N0 =⇒ wjp(t) −→ u′(t) lorsque p −→∞. (3.55)

Soit n ∈ N et soit l’ensemble [0, T ] \Nn tel que pour tout t ∈ [0, T ] \Nn on a

−v′n(t) ∈ A(ϕn(t), vn(ϕn(t))).

A est monotone, en particulier pour t ∈ [0, T ] \Nn et ε ∈ D(A(ϕn(t))),

〈vn(ϕn(t))− ε, A(ϕn(t), vn(ϕn(t)))− A(ϕn(t), ε)〉 ≥ 0,

en utilisant la relation (3.38) on trouve

〈vn(ϕn(t))− ε,−v′n(t)− A
(
ϕn(t), ε

)
〉 ≥ 0

〈vn(ϕn(t)))− ε,−A
(
ϕn(t), ε

)
〉 ≥ 〈vn(ϕn(t))− ε, v′n(t)〉

〈ε− vn(ϕn(t)), A
(
ϕn(t), ε

)
〉 ≥ 〈vn(ϕn(t))− ε, v′n(t)〉. (3.56)

D’où le résultat.

Pour prouver la suite de ce Théorème il suffit de montrer que

〈u(t)− η, u′(t)〉 6 〈η − u(t), A◦(t, η)〉, ∀t ∈ [0, T ] \
( ∞⋃
n=0

Nn

)
, (3.57)

posons An = A(ϕn(t)) et A = A(t), comme dis(An, A) −→ 0 et ‖A◦x‖ 6 c(1 + ‖x‖)
∀x ∈ D(A) alors on peut appliquer la Proposition 2.38 pour trouver une suite (εn)n∈N

telle que

εn ∈ D(A(ϕn(t))), εn −→ η et A◦(ϕn(t), εn) −→ A◦(t, η), (3.58)
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alors

〈u(t)− η, v′n(t)〉 = 〈u(t)− η − vn(ϕn(t)) + vn(ϕn(t))− εn + εn, v
′
n(t)〉

= 〈vn(ϕn(t))− εn, v′n(t)〉+
〈
(εn − η) +

(
u(t)− vn(ϕn(t))

)
, v′n(t))

〉
,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et les relations (3.56), (3.35) on obtient

〈u(t)− η, v′n(t)〉 6 〈εn − vn(ϕn(t)), A◦(ϕn(t), εn)〉+ ‖v′n‖
(
‖εn − η‖+ ‖u(t)− vn(ϕn(t))‖

)
6 〈εn − vn(ϕn(t)), A◦(ϕn(t), εn)〉+R

(
‖εn − η‖+ ‖u(t)− vn(ϕn(t))‖

)
,

prenant la lim sup,

lim sup
n→∞

〈u(t)− η, v′n(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

〈εn − vn(ϕn(t)), A◦(ϕn(t), εn)〉

+ lim sup
n→∞

R
(
‖εn − η‖+ ‖u(t)− vn(ϕn(t))‖

)
,

les assertions (3.58) et (3.46) implique que

lim sup
n→∞

〈u(t)− η, v′n(t)〉 ≤ 〈η − u(t), A◦(t, η)〉, (3.59)

comme v′n(t) converge faiblement vers u′(t) alors pour tout η ∈ L2, on a

〈v′n(t), u(t)− η〉 −→ 〈u′(t), u(t)− η〉, (3.60)

et

〈u(t)− η, u′(t)〉 = lim
p→∞
〈u(t)− η, wjp(t)〉

= lim
n→∞

〈
u(t)− η,

kjp∑
k=jp

µ
jp
k v
′
k(t)

〉
,

en utilisant (3.59) et (3.60) on obtient

〈u(t)− η, u′(t)〉 ≤ 〈η − u(t), A◦(t, η)〉, ∀η ∈ D(A)

− 〈η − u(t), u′(t)〉 ≤ 〈η − u(t), A◦(t, η)〉, ∀η ∈ D(A)

〈η − u(t), A◦(t, η) + u′(t)〉 > 0, ∀η ∈ D(A)

〈η − u(t), A◦(t, η)− (−u′(t))〉 > 0, ∀η ∈ D(A),

en conséquence la Proposition 2.37 implique que −u′(t) ∈ A(t)u(t).

k) L’unicité de solution du problème (P ′).
Pour cela on suppose qu’il existe u et ũ deux solutions de notre problème i.e,−

du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) dr − p.p dans [0, T ],

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),



3.3. Application 72

et −
dũ

dr
(t) ∈ A(t)ũ(t) dr − p.p dans [0, T ],

ũ(0) = u0 ∈ D(A(0));

en utilisant le fait que A est monotone on trouve

〈−du
dr

(t) +
dũ

dr
(t), u(t)− ũ(t)〉 > 0, dr − p.p dans [0, T ],

〈du
dr

(t)− dũ

dr
(t), u(t)− ũ(t)〉 6 0, dr − p.p dans [0, T ].

en suivant les mêmes étapes que dans (3.44) on trouve que

‖u(t)− ũ(t)‖2 − ‖u(0)− ũ(0)‖2 6 2

∫
]0,T ]

〈du
dt
− dũ

dt
, u− ũ〉dr 6 0,

comme u(0) = ũ(0) = u0 alors ‖u(t)− ũ(t)‖2 = 0 ce qui implique que u = ũ.

Donc la démonstration du Théorème est complète et le problème (P ′) admet une solution

unique à variation bornée. �

3.3 Application

Ce type de problèmes d’évolution trouve des applications diverses surtout lorsque

le système considéré est sujet à des forces extérieures que l’on appelle perturbations.

Elles peuvent être univoques ou multivoques. On en trouve en économétrie (procédure de

planning), dynamique des populations (au biologie), théorèmes des jeux...etc.

Les théorèmes ci dessus sont pris des références [12] et [14].

3.3.1 Perturbation univoque

On commence par une perturbation dépend seulement de t.

Théorème 3.3. Sous les hypothèses (H1) et (H2) du Théorème 3.2, pour tout h ∈ L2
(
[0, T ], H

)
et u0 ∈ D(A(0)) le problème (Ph) donné comme suit

(Ph)

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + h(t) dr − p.p dans [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

admet une solution u(.) à variation bornée unique.
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Preuve. Pour tout t ∈ [0, T ] on pose Φ(t) =
∫ t

0
h(τ)dτ . Alors le problème (Ph) est

équivalent à −
dy

dr
(t) ∈ B(t)y(t) dr − p.p dans [0, T ]

y(0) = x0 ∈ D(A(0)).
.

où

y(t) = u(t) + Φ(t) ∀t ∈ [0, T ],

B(t)z = A(t)(z − Φ(t)) ∀(t, z) ∈ [0, T ]×H.

Il est évident que B(t) est un opérateur maximal monotone dans H .

Par conséquent il suffit de montrer que pour tout t ∈ [0, T ], B(t) satisfait les hypothèses

(H1) et (H2) du Théorème 3.2.

Tout d’abord vérifions (H1).

Considérons pour tout s, t ∈ [0, T ], x1 ∈ D(B(t)), x2 ∈ D(B(s)) et y1 ∈ B(t)x1 et

y2 ∈ B(s)x2, on a pour tout t ∈ [0, T ], D(B(t)) = D(A(t)) +
∫ t

0
h(s)ds, de plus

x ∈ D(B(t))⇐⇒ x−
∫ t

0

h(s)ds ∈ D(A(t)),

et

y1 ∈ B(t)x1 ⇐⇒ y1 ∈ A(t)(x1 − Φ(t)),

y2 ∈ B(t)x1 ⇐⇒ y2 ∈ A(t)(x2 − Φ(t)),

alors d’après la Définition de la distance de Vladimirov et l’inégalité (3.14) on a,

〈y2 − y1, x1 − Φ(t)− (x2 − Φ(s))〉 ≤ dis(A(t), A(s))
(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
≤
(
r(t)− r(s)

)(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
,

par conséquence

〈y2 − y1, x1 − x2〉 = 〈y2 − y1, x1 − Φ(t)− (x2 − Φ(s))〉+ 〈y2 − y1,Φ(t)− Φ(s)〉

≤
(
r(t)− r(s)

)(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
+ ‖y2 − y1‖.‖Φ(t)− Φ(s)‖

≤
(
r(t)− r(s)

)(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
+
(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
‖Φ(t)− Φ(s)‖

≤
(
r(t)− r(s) + ‖Φ(t)− Φ(s)‖

)(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
,

on met

r1(t) =

∫ t

0

(
r(τ) + ‖h(τ)‖

)
dτ, ∀t ∈ [0, T ],

qui est à variation borné donc,

〈y2 − y1, x1 − x2〉 6 (r1(t)− r1(s))(1 + ‖y1‖+ ‖y2‖),
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par conséquent

dis(B(t), B(s)) 6 r1(t)− r1(s).

Il suit que l’hypothèse (H1) est satisfaite.

Passant maintenant à prouver (H2).

Pour tout t ∈ [0, T ] et y ∈ D(B(t)) on a,

‖B◦(t)y‖ = ‖A◦(t)(y − Φ(t))‖

≤ c(1 + ‖y − Φ(t)‖)

= c
(
1 + ‖y −

∫ t

0

h(τ)dτ‖
)

≤ c
(
1 + ‖y‖+ ‖

∫ t

0

h(τ)dτ‖
)

≤ c
(
1 + ‖y‖+

∫ t

0

‖h(τ)‖dτ
)
.

On pose c′ = c
(
1 +

∫ t
0
‖h(τ)‖dτ

)
d’où

‖B◦(t)y‖ ≤ c′ +
c′

1 +
∫ t

0
‖h(τ)‖dτ

‖y‖

≤ c′(1 + ‖y‖).

Par conséquent les hypothèses du Théorème 3.2 sont satisfaites, nous concluons que le

problème (Ph) admet une solution unique à variation bornée u(.). �

Maintenant on étudie le cas d’une perturbation univoque qui dépend de t et x.

Théorème 3.4. Supposons que les Hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites et soit

f : [0, T ]×H −→ H une application telle que

1. f est séparément mesurable sur [0, T ].

2. ∀η > 0 il existe une fonction positive γn(.) ∈ L2([0, T ],R) telle que ∀t ∈ [0, T ] et

∀u, v ∈ B(0, η),

‖f(t, u)− f(t, v)‖ 6 γn(t)‖u− v‖.

3. il existe une fonction β(.) ∈ L2([0, T ],R) telle que ∀t ∈ [0, T ] et ∀u ∈ H on a

‖f(t, u)‖ 6 β(t)(1 + ‖u‖).

Alors pour toute condition initiale u0 ∈ D(A(0)) le problème

(Pf )

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) dr − p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

admet une solution unique à variation bornée u(.) sur [0, T ].
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Preuve.

On utilise une méthode de discrétisation qui consiste à subdiviser l’intervalle [0, T ] en

sous intervalle et construire des solutions approchées dans chacun en procédant comme

suit : on fixe la deuxième variable de f en commençant par f(t, u0), on obtient une per-

turbation h(t) = f(t, u0) et on applique le Théorème 3.3.

On considère donc la subdivision utilisée précédemment, et on considère l’inclusion diffé-

rentielle sur l’intervalle [tn0 , t
n
1 ]

(P0)

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u0) dr − p.p t ∈ [tn0 , t

n
1 ]

u(tn0 ) = u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

observons que f(., u0) dépend seulement de t sur [0, T ] et f(., u0) ∈ L2([tn0 , t
n
1 ], H).

En effet,

On a

‖f(t, u0)‖ 6 β(t)(1 + ‖u0‖)

comme β(.) ∈ L2([0, T ],R) alors f(., u0) ∈ L2([tn0 , t
n
1 ],R).

Puisque f(., u0) dépend que de t sur [0, T ] alors on peut appliquer le Théorème 3.3 sur le

problème (P0) donc on trouve qu’il admet une unique solution à variation bornée notée

un0 : [tn0 , t
n
1 ]→ H.

De la même façon on trouve que le problème suivant admet une solution unique à variation

bornée −
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, un0 (tn1 )) dr − p.p t ∈ [tn1 , t

n
2 ]

u(tn1 ) = un0 (tn1 ) ∈ D(A(tn1 )).

cette solution est notée un1 (.) : [tn1 , t
n
0 ]→ H avec un0 (tn1 ) = un1 (tn1 ).

On suit les mêmes étapes pour tout n ∈ N, alors il existe une suite finie de fonctions à

variation bornée

uni : [tni , t
n
i+1]→ H telle que ∀i = 0, ..., n− 1−

duni
dr

(t) ∈ A(t)uni (t) + f(t, uni−1(tni )) dr − p.p t ∈ [tni , t
n
i+1]

uni (tni ) = uni−1(tni ) ∈ D(A(tni )).

où un−1(0) = u0.

Maintenant on définit une suite (un)n∈N telle que un : [0, T ]→ H comme suit

un(t) = uni (t),∀t ∈ [tni , t
n
i+1].

un est à variation bornée. En effet,

On a déjà prouvé dans les étapes précédentes que pour tout i = 0, ..., n − 1 uni est à
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variation bornée donc la suite (un) est à variation bornée.

Et on met θn(0) = 0

θn(t) = tni si t ∈
]
tni , t

n
i+1

]
, i = 0, ..., n− 1.

Donc le problème (Pf ) est équivalent à−
dun
dr

(t) ∈ A(t)un(t) + f(t, un(θn(t))) dr − p.p t ∈ [0, T ]

un(0) = u0 ∈ D(A(0)).

En suivant les mêmes étapes que [9] et [], on obtient les estimations pour les suites de

solutions approximatives et leurs dérivées, puis on montre la convergence de ces suites(en

montrant qu’elles sont de Cauchy).

Enfin, on montre que la limite est solution de notre inclusion en utilisant la propriété de

demi fermeture de graphe et on conclut que

−du
dr

(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) dr − p.p t ∈ [0, T ].

�

3.3.2 Perturbation multivoque

Théorème 3.5. Soit A(t) : D(A(t)) ⊂ H → 2H un opérateur maximal monotone pour

tout t ∈ [0, T ], vérifie les hypothèses (H1) et (H2), soit F : [0, T ]×H → 2H une multi-

application à valeurs compactes convexes non vide telle que

1. F (., .) est semi continue supérieurement dans [0, T ]×H.

2. pour tout ensemble compact K ⊂ B et pour toute fonction non-négative β(.) ∈
L2([0, T ]), ∀(t, x) ∈ [0, T ]×H, on a la condition de croissance linéaire

F (t, x) ⊂ β(t)(1 + ‖x‖)K.

Alors pour tout u0 ∈ D(A(t0, .)) le problème suivant

(PF)

−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t)) dr − p.p dans [0, T ]

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

admet au moins une solution à variation bornée.
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Preuve.

On commence par construire la suite un(.).

On considère la même partition de la preuve du Théorème 3.2, on fixe pour tout n ∈ N,

un0 (tn0 ) = u0 et on choisit une sélection yn0 ∈ F (tn0 , u0) alors du Théorème 3.3 le problème

suivant −
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + yn0 dr − p.p dans [tn0 , t

n
1 ]

u(tn0 ) = un0 (tn0 ) = u0 ∈ D(A(0)).

admet une solution à variation bornée notée un0 (.) : [tn0 , t
n
1 ]→ H.

Et aussi pour tout i = 1, ..., n on choisit yni ∈ F (tni , u
n
i−1(tni )) et soit uni : [tni , t

n
i+1]→ H la

solution à variation bornée de−
du

dr
(t) ∈ A(t)u(t) + yni dr − p.p dans [tni , t

n
i+1]

u(tni ) = uni−1(tni ) = u0 ∈ D(A(tni )).

Maintenant on définit un(t) : [0, T ]→ H par

un(t) =

u
n
i (t) si t ∈ [tni , t

n
i+1[ pour i = 0, ..., n

unn(t) si t = T.

un est une suite à variation bornée.

On considère θn : [0, T ]→ [0, T ] telle que

θn(t) =

t
n
i si t ∈ [tni , t

n
i+1[ pour i = 0, ..., n

T si t = T.

et yn : [0, T ]→ H par

yn(t) =

y
n
i si t ∈ [tni , t

n
i+1[ pour i = 0, ..., n

ynn si t = T.

donc le problème (PF)est équivalent à−
dun
dr

(t) ∈ A(t)un(t) + yni dr − p.p dans [tni , t
n
i+1]

u(tni ) = uni−1(tni ) = u0 ∈ D(A(tni )).

En suivant les mêmes étapes que [9] et [], on obtient les estimations pour les suites de

solutions approximatives et leurs dérivées, puis on montre la convergence de ces suites en

montrant qu’elles sont de Cauchy.

Dans la dernière étape on montre que u(.) est une solution du Problème (PF).
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En utilisant les propriétés des opérateurs maximaux monotones en particulier la propriété

de la demi fermeture du graphe on conclut que

−du
dr

(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t)) dr − p.p dans [0, T ].

�



Conclusion

Ce mémoire est consacré à l’étude des opérateurs maximaux monotones et ses pro-

priétés pour prouver l’existence et l’unicité de solution de quelque inclusions différentielles

régit par un opérateur maximal monotone. ces problèmes trouvent beaucoup d’applica-

tions en théorie du contrôle, relaxation, viscosité, Hamilton-Jacobi-Belman problems.

Voir ([11], [13], [14] et [15]).
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