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NOTATION

Accélération normale (m/s?)
Largeur en amont du déversoir (m)
Large du canal (m)
Coefficient de débit (-)
Diamétre d’un déversoir circulaire (m)
Nombre de Froude (-)
Accélération de pesanteur (m/s?)
Profondeur d’eau (m)
Energie spécifique (m)
Profondeur critique (m)
profondeur a I’extrémité du canal (m)
Energie spécifique critique (m)
Pente (-)
Angle de I’inclusion (°)
Coefficient de déversoir incliné
Largeur de déversoir (m)
Hauteur de pelle (m)
Force de pression (N)
Débit (m?/s)
Débit de la partie rectangulaire (m3/s)

Débit de la partie triangulaire (m3/s)

Débit déversé par un déversoir du méme type placé perpendiculairement (m®/s)

Rayon de courbure (m)

Section de la chute (m?)

Vitesse d’écoulement dans la direction x (m/s)

Vitesse (m/s)

Vitesse d’écoulement dans la direction z (m/s)



Angle de sommet (°)
Coefficient de Boussinesq (-)

Masse volumique du fluide (Kg/ m®)
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Introduction générale

Introduction Genérale

Le probléme de la chute libre a recu beaucoup d’attention depuis pres de 50 ans parce qu’il
agit comme un outil simple pour mesurer le débit, car c’est Rouse qui a calculé les relations
simples du rapport de profondeur final.

Le probléme de la valeur seuil a également été formulé sous forme d’équation intégrée,
puis résolu analytiquement. Son but est de trouver une relation de drainage quant aux canaux
rectangulaires et la profondeur du bord de la falaise. Le calcul du débit sur des écoulements a
surface libre est réalisé en associant une mesure de niveau a des mesures de vitesse et a la
profondeur.

Il est possible de formuler I’équation du profil de la surface libre régissant 1’écoulement
étudié qui est dans ce cas une équation aux dérivées ordinaires (EDO) de deuxiéme ordre, non
linéaire.

Parmi les nombreuses méthodes dédiées a la précision analytique des équations
différentielles est la méthode de Galerkin.

L’importance de 1'écoulement dans un canal a profil rectangulaire a conduit & une
multitude de recherches expérimentales a 1’image de celle de Rouse (1934), Hager (1983),
Marchi (1993) et Dey (1998).

Dans ce cas, nous avons étudié 1I’écoulement du canal rectangulaire, le but de cette étude
est de trouver une formule de la chute libre a l'extrémité du canal, ainsi que 1’équation
différentielle du profil de la surface libre, calculant ainsi le débit.

Ce travail s’articule autour de quatre chapitres principaux :

Dans le premier chapitre, nous chercherons a effectuer une recherche bibliographique
compléte sur la classification des déversoirs et de leurs différents types, en plus d'un apercu de
la chute libre dans les canaux rectangulaires, selon certaines approches et chercheurs de cette
étude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous formulerons les équations différentielles de base afin
d'obtenir I'apparence de la chute libre ainsi que la profondeur finale et le profil de la surface
libre.

Dans le chapitre trois, nous nous sommes concentrés sur la solution analytique, et ceci en
appliquant plusieurs méthodes, dont la méthode de Collocation par point et Galerkin, ou cette
derniére est la plus précise et nous permet également d'obtenir la solution exacte des équations
différentielles ordinaires.

[1]
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Dans le quatriéme chapitre, nous étudierons les applications de différents modéles et
comparerons les résultats analytiques (la méthode de collocation par point et Galerkin) d’une
part. d’autre part nous comparerons des résultats analytiques avec les résultats obtenus par
chaque chercheur avec les résultats analytiques. Ceci nous permet de juger la véracité de
I'approche analytique dans ce type de probleme hydraulique.

A la fin de cet humble travail, nous terminerons par une conclusion générale.

[2]
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Chapitre | Généralités et état de I’art

Chapitre | ;
Geénéralités et état de ’art

1.1. Introduction

Les déversoirs jouent un role tres important dans les constructions hydrauliques. 1ls
sont utilises pour les mesures de débit d'une part et servent souvent d'ouvrages de controle
d'autre part. Dans ce chapitre, nous essayerons de donner une vue générale sur la classification
et les différents types des déversoirs, puis nous nous pencherons sur la chute libre dans un canal.
Il sera ensuite enchainé par une présentation de I’état de 1’art, ou nous présenterons les
principaux résultats de notre recherche bibliographique dans le domaine de calcul de la chute
libre dans un canal de profil rectangulaire.

1.2. Déversoirs
1.2.1. Définition

Un déversoir est un orifice superficiel ouvert a sa partie supérieure et pratiqué dans une
paroi généralement verticale, la Figure (1.1) présente un déversoir rectangulaire.

C D

\

g

Figure (1.1) : Déversoir rectangulaire (Carlier, 1980).

Lorsque le profil de 1’échancrure est rectangulaire, AB est seuil ou créte et AC et BD sont les
joues

Examinons I’aspect qualitatif de I’écoulement successivement a ’amont et a 1’aval du
deversoir.

A PPamont :

On constate que le niveau supposé constant a I'amont s'abaisse sensiblement au-dessus du
seuil, ou la hauteur H du niveau constant d'amont au-dessus du seuil est la charge. L'abaissement
au-dessus du seuil dépend de la charge H et des caractéristiques du déversoir.

En effet, un déversoir peut étre vertical ou incling, soit vers I'amont, soit vers l'aval, sa créte
peut étre épaisse ou mince. Il peut, en outre, y avoir ou non une contraction latérale. Enfin, la
forme de I'échancrure peut étre tres diverse (rectangle, triangle, cercle, etc....).

A Paval :

Aprés son passage sur le seuil, la lame déversante ou nappe déversante peut présenter
différentes formes en rapport avec la charge et le niveau d'aval (Carlier, 1980).

[4]
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1.2.2. Classification des Déversoirs
Généralement, un déversoir est classé selon ses dimensions, sa forme, I’orientation de sa
créte, de son profil en plan et fonction des conditions amont et aval du courant.

La figure (1.2) suivante résume les détails de cette classification :

CLASSIFICATION GENERALE DES DEVERSOIRS

- TR T
- deversemenf parfaff déversoir dénaye

CRITERE TYPE DE DEVERSOIRS
FORME
DE L4
PARO! Jle _ >
% petit forte courbure r<h faible courbure rph Fhele8h
O @
N : _' _%' Type de contraction
SR e, (D pas de contraction  b=8
i 8 - = ) -
CONTRACTION  |(3) @ @ contraction incompléte ba--? disposition
LATERALE 7 - 3 i
t% %: (3 contraction compléte b‘g— symétrique
5 . . disposition
tract
P - s Fr ] (&) contraction partielle asymétrigue
[}
- + | i . -
EN PLAN = .. q= ’
frontal latéraux polygonaux courbes
- i —
FORME \ /
EN ELEVATION
: rectanguiaire trapeézoidal triangulaire circulaire hyperboligue
adhérente déprimée libre ondulée
—_\_/"“
FORME
OE LA NAPPE stadie nstobie P oo |
DEVERSANTE g
0y N ,_r l\:\
au-dessous de la crete au-dessus de la créte
POSITION -
DU NIVEAU p :
AvaL g \

Deeorrr e m N

déversement imparfait - déversoir noyé

Figure (1.2) : Classification des déversoirs (Bonvin ,2005)

[5]
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1.2.3. Différentes formes de déversoirs

Il'y a plusieurs types de déversoirs, et les déversoirs a mince paroi sont les plus couramment
utilisés en pratique.

1.2.3.1. Déversoir a mince paroi

Le déversoir en mince paroi de largeur b permet de déterminer le débit Q en connaissant
uniquement la hauteur d'eau a I'amont de I'ouvrage. Ce type de déversoir constitue donc une
structure qui permet une mesure de débit. Si la paroi est placée verticalement dans un canal
rectangulaire prismatique, la créte ayant la forme de la figure (1.3) et la nappe inférieure étant
suffisamment aérée, cette structure est appelée déversoir en mince paroi standard (Hager,
1988).

..,
=

x

Tl —>

1a2mm
I!"

aréte
vive

NN

b)

n——i|———>'::

Figure (1.3) : Déversoir en mince paroi standard, a) définition de la géomeétrie,
b) détail de la créte (Hager, 1988).
1.2.3.1.1. Déversoir vertical
Suivant la forme du profil de I’échancrure nous distinguerons plusieurs types :
a) Déversoir rectangulaire

C’est le plus classique et celui qui a été le mieux étudié, la théorie exacte est délicate a
établir en raison de la difficulté a définir une section transversale perpendiculaire & tous les
filets.

Considérons figure (1.4) dans le plan vertical de 1’échancrure rectangulaire de largeur L, une
tranche de la nappe de hauteur dh située a une profondeur h par rapport au niveau Constant
d’amont.

Le théoreme de Bernoulli appliqué entre un point de vitesse négligeable situé sur la surface
libre a I’amont, origine du filet liquide passant par la tranche de nappe considéree et le point de
vitesse V situé dans cette tranche et en negligeant la perte de charge entre ces deux points permet
d’écrire :

V =./2gh (1.1)
Le débit élémentaire de la tranche de nappe considérée est égal a la vitesse commune V de
ses divers points multipliée par la section L dh que nous affecterons d’un coefficient m pour

[6]
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tenir compte de la contraction de la nappe a son passage dans 1’échancrure pratiquée dans une
paroi mince, soit :

dQ = mL,/2ghdh (1.2)
Le débit du déversoir sera donc :
H 1.3
Q= jml_,/zghdh (13)
0
§
N
DO
Sy dh

NI

Figure (1.4) : Débit du déversoir rectangulaire a créte mince et a nappe libre (Carlier, 1980).

Ou, en supposant m constant avec h :

ngmLH 2gH (14)

C’est la formule établie par Poleni au XVIII° siécle. On lui donne généralement la forme
simplifiée suivante :

Q= uLH 2gH (1.5)

Cette formule qui rappelle la formule de débit des orifices et des ajutages

Les coefficients m et u = 2/3 m devront tenir compte non seulement de la contraction
proprement dite mais également des diverses approximations faites, en particulier de la vitesse
a I’amont qui peut prendre des valeurs appréciables si la hauteur de pelle z est faible par rapport
aH.

Par ailleurs, les expériences 1’ont confirmé, de méme pour que les orifices m varie avec les
caractéristiques locales de 1’écoulement, de méme x variera avec la charge H, avec la largeur L

du déversoir, avec la hauteur de pelle z et, s’il y a contraction latérale, avec la largeur relative
des joues par rapport a la largeur du canal.

Nous examinerons successivement le cas d’un déversoir rectangulaire sans contraction latérale
et avec contraction latérale (Carlier, 1980).

e Déversoir rectangulaire sans contraction latérale : « déversoir de Bazin »

Sur le déversoir rectangulaire sans contraction latérale, habituellement désigné par déversoir
de Bazin, il existe un grand nombre d’observation, ce qui permet d’obtenir une bonne précision
dans la mesure des débits (Lancastre, 1996).

[7]
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Lorsque la largeur du déversoir (L) est égale a la largeur de (B) en amont du déversoir, on dit
que le déversoir rectangulaire est « sans contraction » Sous cité dans la figure ci-apres (Figure
1.5).

Figure (1.5) : Vue en perspective d’un déversoir rectangulaire sans contraction latérale
(Cetmef, 2005)

e Déversoir rectangulaire avec contraction latérale

Il 'y a contraction latérale quand la largeur B du canal est supérieure a la largeur L du
déversoir. (Lancastre, 1996). Elle est citée dans les figures ci-dessous (1.6) et (1.7).

Figure (1.6) : Vue en perspective d’un déversoir rectangulaire avec contraction latérale
(Cetmef, 2005)

écoulement

Figure (1.7) : Forme de la créte du déversoir rectangulaire avec contraction latérale (Cetmef,
2005)

1a2mm
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b) Déversoir triangulaire

Dans un déversoir triangulaire, le profil de I'échancrure est un triangle (I’échancrure est en
forme de V), et la bissectrice parfaitement verticale. (Figures 1.8 et 1.9)

Figure (1.8) : Déversoir triangulaire Figure (1.9) : Forme de la créte d’un
(Carlier, 1980). déversoir a échancrure triangulaire
(Cetmef,2005)

Entre autres formules, nous indiquons celle de Kindsvater (1957), recommandée par
I'Association Internationale de Normalisation (I1.S.0.), comme formule pratique pour des
calculs approchés, nous proposons celle de Gourley et Grimp :

Q=132tg % h247 (16)
Ou:
Q : le débit en m3/s ;
h : la charge sur le sommet, en m ;
a : I'angle du sommet, (°) ;
La surlargeur, L-I doit étre, au moins, égale a 31/2.
Pour o = n/2, on retrouve la formule de Thompson (Lancastre, 1996)

Q=142h" (1.7)

c) Déversoir trapézique

Si I’échancrure du déversoir a la forme d’un trapéze isocele évasé vers le haut le débit total
est la somme des débits Q1 et Q elle est citée dans la figure ci-dessous. (1.10).

[9]
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|
L

Figure (1.10) : Déversoir trapézique. (Carlier, 1980).

Avec Q1 : débit de la partie rectangulaire :

Q = uh,/2gh (18)

Et Q2: débit des deux parties triangulaire :
8 1.9
QzZEﬂlI'hVZQh (19)

Pour une valeur quelconque de 1’angle o d’inclinaison des joues du déversoir sur la verticale
le débit peut étre calculé par la formule de Gourley et Crimp :

Q =1.32h*"tg o +1.691:% " (1.10)
Cipolletti a imaginé un déversoir trapézique dont I’angle o est tel que tga = 1/4, ce qui
permet de compenser I'influence de la contraction due aux joues par I’augmentation de la
largeur superficielle de la nappe due a la forme de I’échancrure, de maniére a conserver un
coefficient 4 constant pour une large plage de variation de la charge h

Le débit du déversoir trapézique de Cipolletti est donc donné par la formule générale :

Q= uhy/2gh

La formule de Cipolletti s’écrit donc sous forme simplifiée (Carlier, 1980) :

Q=1.68h"* (1.11)

d) Déversoir circulaire

Ce type de déversoir, assez similaire a un écoulement de type orifice du point de vue
géométrique, n’en est pas moins totalement différent du point de vue hydraulique les figures
(1.11) et (1.12) présente ce type. En effet, ce type de déversoir comporte une section
d’écoulement a surface libre et présente les avantages suivants :

» Simplicité et facilité d’exécution et de mise en place (il n’y a ni a placer le seuil parfaitement
horizontalement comme ¢’est le cas pour un déversoir rectangulaire, ni a placer la bissectrice
parfaitement verticalement comme c’est le cas pour un déversoir triangulaire),

> Facilité de ventilation de la nappe,

(10]
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» Une plus grande précision que le déversoir rectangulaire pour la mesure des petits débits.
(Cetmef, 2005)

%
<>
%a_‘_
=

l |
NRANTR RS RS

o

Figure (1.11) : coupe transversale d’un Figure (1.12) : Déversoir
déversoir circulaire (Cetmef, 2005) circulaire.(Lancastre, 1996)

1.2.3.1.2. Déversoir incline

Le déversoir incliné a une créte perpendiculaire & I'axe du canal, mais le plan qui le contient
est incliné par rapport a la verticale. Sous cité dans les figures ci-apres (1.13) et (1.14)

Considérons l'angle d'inclinaison i, on constate d'aprés la théorie de Boussinesq, que le
coefficient de débit de ce type de déversoirs est égal au produit du coefficient de débit d'un

déversoir vertical par un coefficient K =1— 0.3902% , tel que a exprimé en degrés (Lancastre,

1996)

+ —

=

Figure (1.13) : Coupe longitudinale d’un déversoir incliné (Carlier, 1980).
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Figure (1.14) : coupe longitudinale de deux types d’ouvrages (a créte épaisse et a créte mince
incliné) (Cetmef, 2005)
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1.2.3.1.3. Déversoir oblique

C'est un déversoir sur un plan vertical dont la créte est oblique par rapport a I'axe longitudinal
du canal ou il est installé, les figures suivantes (1.15) et (1.16) représentent une vue en plan d’un
déversoir oblique.

Figure (1.15) : Vue en plan d’un déversoir oblique (Carlier, 1980).
Ou
gn : débit déeversé par un déversoir du méme type placé perpendiculairement a I’axe ;
h: charge ;
a : distance de la créte au fond du canal ;

B : fonction sans dimensions de I'angle £ (Lancastre, 1996).

Amont A Aval Amont Aval
y A
L] P
Bl ! 14 L > L3
l li Axe Axe
d'écoulement d'écoulement
Y

Figure (1.16) : vue en plan d’un déversoir avec contraction latérale et d’un déversoir oblique
(Cetmef, 2005).

1.2.3.1.4. Déversoir latérale

Le déversoir latéral est un déversoir installé dans la paroi d'un canal, parallelement a son axe.

| L - « ——L >
X -
bu l::;\ s h! hl g e a
$ ————— -L Ll /_’ T h,
—— P ! ) , o=
p S— p
- m 4 > ’7;-);',—,.,, G T —— ,_,",_’,’__
a) b) Régime rapide c) Régime lent

Figure (1.17) : Les régimes d’écoulement —schéma de définition (Lancastre, 1996).
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On détermine la forme de la surface libre au long du déversoir latéral et conjointement, la
charge sur le déversoir, en considérant que I'énergie specifique, sur le fond, le long du canal, se
maintient constante, et que le débit se réduit progressivement au fur et a mesure qu'il est déverse.

Dans ces conditions, compte tenu de la notion d’énergie spécifique (figure 1.18) reliant la
hauteur d'eau, h, et le débit Q, en supposant I'énergie (H constante), la hauteur d'eau en fonction
du débit diminue en régime torrentiel et augmente en régime fluvial Figure (1.17.)

H =H; (const.)

H, Fluvial

Figure (1.18) : Ecoulement a débit Q ou a énergie spécifique H constante (Lancastre, 1996)

En régime torrentiel (figure (1.17) b), 1lI'écoulement est commandé par I'amont Ainsi, a
partir de la hauteur h, en amont, (qui peut étre la profondeur normale, si 1> I¢, ou une autre
imposée a I'écoulement), on calcule par différences finies, le débit déversé et, & partir de la
courbe h(Q), avec H constante, on détermine les hauteurs d'eau dans le canal et les débits
déversés correspondants.

En régime fluvial (figure (1.17) c), I'écoulement est commandé par I'aval, et I'on procéde
d'une maniere identique a partir de la hauteur h, en aval qui peut étre la profondeur normale, si
I<lc, ou une autre imposée a I'écoulement).

Le débit déversé peut étre déterminé par la formule de Dominguez. (Lancastre, 1996)

Q= gul [Zgh* (112)

Les figures suivantes (1.19) et (1.20) représentent les déversoirs latéraux et 1’écoulement

dans ce type des déversoirs.

Figure (1.19) : Déversoir latéral (Hager, 1980).

[13]
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Figure (1.20) : Schéma de définition de 1’écoulement dans le déversoir latéral (Subramanya,
2009).

1.2.3.2.Déversoir a créte épaisse

Ce type de déversoir a angles vifs, représenté dans la figure (1.21), peut s'imposer notamment
pour des phases de construction de barrages. Comparé au déversoir en mince paroi, deux
parameétres supplémentaires relatifs a la pente amont et la longueur de la créte L du déversoir
doivent étre considérés. Le calcul simplifié introduit le coefficient de correction dans la formule
générale du déversoir en mince paroi, (Hager, 1988).

Donc:

Q= C_:bceb\/ﬁﬁ% (1.13)

Figure (1.21) : Déversoir a seuil épais, géométrie polygonale, (Hager, 1988).
1.2.3.2.1. Particularités du seuil a créte épaisse

a) Caractéristiques suivant la plage de valeurs de h1/C

Le seuil épais est caractérisé par le fait que la nappe inférieure de 1’écoulement adhére a la
créte du seuil. En effet, plus cette créte est faible, plus le seuil se comporte comme un seuil a
créte mince. Trois types de seuils épais peuvent étre distingués et sont reportés sur la figure
(1.22).

[14]
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hy/C<0,1 01<h/C<04 04<h/C<15
Seuil a créte épaisse et longue Seuil a créte épaisse Seuil a créte «pas trés
épaisse»

Un ressaut se crée au-dessus
du déversoir

La nappe s'abaisse jusqu'a
obtenir un parallélisme avec la
créte du déversoir et passe par

La nappe s'incline de ['amont
vers |'aval sur toute I'épaisseur

du déversoir. L'écoulement
passe par une hauteur critique
difficilement identifiable.

une hauteur critique, notée h..

Figure.l.22 : Types des seuils a créte épaisse selon le rapport % (Cetmef, 2005).

1.2.3.3.Déversoir a créte arrondie

Les déversoirs a créte ronde (ou a créte arrondie) illustrés dans les figures (1.23) et (1.24)
sont définis comme des déversoirs dont les crétes sont des surfaces lisses a courbe simple
(cylindriques). Les profils longitudinaux de la créte ne sont généralement pas un arc de
circulaire, comme son nom l'indique ; il s'agit souvent d'une courbe complexe qui ne peut étre
décrite en termes géométriques simples. Les crétes des déversoirs de la plupart des hauts
barrages modernes, qui ont la forme de la surface inférieure de la nappe d'un déversoir a plaques
minces pleine largeur, sont des exemples particuliers de déversoirs a créte ronde. Ceux-ci sont
communément appelés barrages en doucine ou barrages a charge de conception.

La géométrie du profil des déversoirs a créte ronde montre qu'ils appartiennent a une classe
intermédiaire entre les déversoirs a plaques minces et les déversoirs a créte large. La créte est
suffisamment longue (dans le sens de I'écoulement) pour fournir un support a la nappe a travers
la section de contrdle, mais elle est suffisamment courte pour que I'écoulement sur la créte soit
nettement curviligne. La limite inférieure fixe de la nappe est donc soumise a de fortes
variations de pression ; pour une charge donnée, la pression peut varier considérablement d'un
point a l'autre, et en un point donné la pression varie sensiblement avec la charge.

La géométrie et le schéma d'écoulement d'un simple déversoir a créte arrondie sont
illustrés dans les figures (1.23 et 1.24). L'intersection de la créte curviligne et de la face verticale
(ou inclinée) du déversoir est appelée "point de ressort” et la hauteur P du déversoir est
référencé au point le plus élevé de la créte.

La hauteur P du déversoir au-dessus du plancher du chenal d'approche est une propriété
importante du profil car, avec la charge, c'est une mesure du degré de contraction dans un plan
vertical imposé a I'écoulement par la limite. Ceci, a son tour, affecte la répartition de la pression
le long de la créte et dans la section de contréle, pour la raison suivante : la hauteur du déversoir

_—
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par rapport a la charge regit la trajectoire que les particules dans les filaments les plus bas de la
nappe prendraient si elles Etaient « libres » (comme dans le cas d'un écoulement sur un
déversoir a plagues minces ventilé). C'est-a-dire que la "montée™ de la nappe libre est controlée
par le degré de contraction verticale des limites, tout comme la contraction du jet a partir d'un
orifice est contrélée par les amplitudes relatives des diamétres de tuyau et d'orifice. Dans
certaines limites, plus le seuil est haut pour une charge donnée, plus la montée est importante.
Ainsi, si un déversoir a créte ronde a une créte qui correspond exactement a une nappe libre
pour une certaine charge, la pression le long de la créte est sensiblement nulle (atmosphérique).
Si, sans changement de charge ou de conformation de la créte, la hauteur du déversoir devait
étre réduite, la créte solide dépasserait du profil de la nappe a partir d'un déversoir a plaques
minces de hauteur comparable. La pression le long de la créte solide ne serait plus nulle. Une
pression positive existerait parce que la créte dévierait le courant Iégerement vers le haut a partir
de sa position "libre". L'augmentation de la pression dans la section de contrdle doit entrainer
une diminution du coefficient de débit.

L'inclinaison de la face amont du déversoir influence également le débit par son influence
sur la contraction de la nappe. En régle générale, plus la pente du parement amont est plate,
plus le profil de nappe libre sera faible.

Les déversoirs a créte arrondie comprennent une variété illimitée de profils de créte
specifiques, méme avec la limitation qu'aucun profil ne peut inclure une courbure locale si
grande que la nappe se sépare de la créte. Etant donné que les effets visqueux sont considérés
comme négligeables, la géométrie de la limite détermine de maniere unique le modele
d'écoulement sur la créte. Ainsi, pour chaque profil de limite spécifique, il existe un modele
d'écoulement unique pour toute charge donnée, avec des distributions de vitesse et de pression
uniques dans la nappe qui déterminent le coefficient de débit (Hulsing, 1968).

Emnerg grade lme

h
4 Energy prade lino
T

—T1 —H
T
—

Figure (1.23) : Croquis de définition d’un barrage a charge creuse a écoulement libre et a
écoulement submergé (Hulsing, 1968).
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Figure (1.24) : déversoir a créte arrondie (Rouse, 1929).

1.3. Chute libre dans un canal

Toute les fois que 1’on dispose d’une chute libre dans un canal, celle-Ci peut servir pour la
mesure des débits. La figure (1.25) représente les caractéristiques principales d’un canal, comme
c¢’est définis dans les photos suivantes (1.26, 1.27).

=

| he =
| T I <0,0025 \“SI\
e e e L o e L L o L L N\ ?
\A 2> 06h,

Figure (1.25) : Chute libre dans un canal et caractéristiques principales (Lancastre, 1996).
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Figure (1.27) : Photo d’une chute libre a créte arrondie (Rouse, 1929).

a) Canal rectangulaire sans contraction latéral :

En amont de la section de chute, dans une zone ou il y a encore parallélisme des lignes de
courant, 1I’écoulement s’opére en régime critique et 1’on a alors h, = 2/3 H. Si 1’on prend
comme coefficient de Coriolis ¢ = 1,

onaura: Q=1/gh’ (1.14)

Dans la pratique, il est difficile de déterminer exactement la section ou I’écoulement atteint
le régime critique ; il est plus facile au moyen d’une pointe ou d’une régle, de mesurer la hauteur
d’eau, exactement dans la section S correspondant a 1’arréte de la chute.

(18]
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Les expériences de Rouse (1936), confirmé par d’autre expérimentateurs, ont montré que
hg = 0.715h,.

Ainsi, le débit sera donné par :

o I@( h, j% (1.15)

0.715
Si la valeur de hs est mesurée au milieu du canal, I’erreur est de 1’ordre de 2% a 3% ; les
coOtés du canal doivent étre parall¢les et I’arétes de chute doit Etre bien définie et perpendiculaire
a I’écoulement. La longueur du canal d’approche doit étre supérieur a 12 hc et sa pente, dans ce
trongon, doit étre, de préférence, nulle, et ne doit pas dépasser, en tout cas, 0,0025. La hauteur
d’eau doit étre telle que hs > 0,03 cm ; la chute Az doit étre plus grande que 0,6 hc. La largeur
du canal doit étre | >3 hc et non inférieure a 0,30 m (Lancastre, 1996)

b) Chute libre dans un canal trapézoidal avec section de contrdle rectangulaire :

Dans cette partie, nous parlerons de la chute libre dans un canal trapézoidal et la figure
suivante (1.28) représentent la chute libre dans un canal trapézoidal avec section de contréle
rectangulaire.

Canal

d'approche 1,80 m
revétu | < i
|
i

| e ]—| > d I~ Complément

| aéré
P SK i
D '‘— | yh
NN N R NS E
N <
SRR \ /
\‘ > 2,0 m ;0/ : L)
| .:7
/0

Figure (1.28) : Chute libre dans un canal trapézoidal avec section de contrdle rectangulaire
(Lancastre, 1996)

Le débit est donné par la formule suivante :

22 1" 3 (1.16)
-C,C, 2| Zg| I
Q d v3|:3g:|
22 195
La valeur de K = Cdeg[gg] enm?.
0 - Kin¥ (117)

Il est recommandeé 0,09 m< h< 0,90 m ; b= 1,251 : h’ /h< 0,20. (Lancastre, 1996).
1.4. Etat de I’art sur les approches de calcul

L’écoulement dans une chute brusque est un cas typique de I’écoulement spatialement varié.
Des solutions analytiques, et expérimentales sont été proposées par plusieurs chercheurs.

Les etudes existantes ont comme objectif de répondre aux problemes des écoulements d'une
chute libre dans un canal et ce par les différentes approches (Approximation de Boussinesq,

_—
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approche énergétique, approche de quantité de mouvement, approche du débit du déversoir
(sans créte), approche en vortex libre, approche écoulement en potentiel et approche
empirigque).

e Approximation de Boussinesq : La courbure de la surface libre d'un déversoir libre étant
relativement faible, varie d'une valeur finie a la surface libre a zéro au fond du canal. Selon
I'approximation de Boussinesq, une variation linéaire de la courbure de la ligne de courant avec
la profondeur y est supposée (Dey, 2002).

e Approche énergétique : Hager a appliqué une équation d'énergie étendue en tenant
compte de I'inclinaison et de la courbure de la ligne de courant. Rubin a utilisé une solution
analytique d'une équation non linéaire de la théorie d'une nappe fluide directe pour prouver que
pour une profondeur d'extrémité constante et une profondeur amont variable, la charge d'énergie
en écoulement constant en chute libre est minimisée lorsque I'écoulement est critique. (Dey,
2002).

e Approche de quantité de mouvement : A la section d'extrémité, la pression est non
hydrostatique en raison de I'écoulement accéléré et du profil incliné de la ligne de courant. En
appliquant I'équation de quantité de mouvement unidimensionnelle entre deux sections pour la
chute libre d'un canal ayant une pente de lit (Dey, 2002).

e Approche du débit du déversoir (sans créte) : On peut supposer que I'écoulement d'un
déversoir libre dans un chenal est similaire a I'écoulement sur un déversoir a créte mince ayant
la méme section avec une hauteur de créte égale a zéro. Comme cela est fait pour déterminer
le débit sur un déversoir a créte mince, en négligeant le compactage de la nappe, une distribution
de pression nulle et des lignes de courant paralléles a la section d'extrémité sont supposées. La
vitesse d'écoulement a la section d'extrémité est calculée en appliquant I'équation de Bernoulli
sur une ligne de courant entre la section amont et la section d'extrémité (Dey, 2002).

e Approche vortex libre : La distribution des vitesses et la courbure du vortex libre ont été
utilisées pour simuler I'écoulement a I'extrémité d'un canal horizontal de différentes sections
transversales par Ali et A. Sykes, 1972, et Ali et Ridgway, 1977. En supposant un mouvement
de vortex libre a la section d'extrémité d'un canal (Dey, 2002).

e Approche en écoulement potentiel : Les conditions aux limites de I'écoulement potentiel
dans une chute libre ont été exprimées en termes de nombre de Froude, de hauteur d'élévation
y et de dérivées partielles avec respectivement le potentiel de vitesse et les fonctions de courant,
dans le plan potentiel complexe. Les formes aux différences finies de I'équation de Laplace
ainsi que les conditions aux limites, la constance de la charge totale et la pression nulle aux
lignes de courant libres ont été résolues ensemble par un processus itératif pour le nombre de
Froude approchant égal et supérieur a I'unité (Dey, 2002).

e Approche empirique: L'ensemble des paramétres caractéristiques propres au
phénomeéne de chute libre en bout de canal peut étre donné sous forme fonctionnelle comme
suit :

Q = fi(he,,m, g, 1)

» Pour les canaux rectangulaires, le parametre de longueur caractéristique | devient la
largeur de canal b avec m=1. Bauer et Graf, (1971) ont donné une équation de déversoir
rectangulaire.

D'autre part, Ferro (2002) a exprimé la relation fonctionnelle en utilisant les données mesurées
de Paderi (1954), Gill (1979) et Ferro (1992) sur le dépassement libre rectangulaire (Dey, 2002).

[20]
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» Pour les canaux trapézoidaux, Ferro (2002) a donneé une relation fonctionnelle en
utilisant les données mesurées de Diskin (1961), Rajaratham et Muralidhar (1970), Keller et
Fong (1989), et Pagliara et Viti (1995) sur la chute libre trapézoidale.

Cependant, Pagliara et Viti (1995) ont proposé une équation empirique des canaux
trapézoidaux incluant la pente | (Dey, 2002).

» Aussi, pour les canaux circulaires, Dey (2001) a proposé une relation fonctionnelle
utilisant les données mesurées de Rajaratnam et Muralidhar (1964) sur le déversoir circulaire.

Aussi, les equations empiriques de la profondeur finale h et 'EDR (EDR= la profondeur
finale / la profondeur critique) en fonction de la profondeur critique hc (Dey, 2002).

1.5. Conclusion

Dans le premier chapitre de notre étude, nous avons abordé plusieurs éléments, dont les plus
importants sont la définition et la classification des déversoirs ainsi que leurs différents types.
Nous avons aussi parlé de la chute libre dans les canaux rectangulaires d’une part. Par ailleurs,
nous avons introduit certaines approches qui nous ont aidés a calculer le débit déversé dans
différents types des canaux, selon un certain nombre de chercheurs.

[21]
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Chapitre 11 Analyse théorique

11.1. Introduction

Apres avoir effectué une recherche bibliographique générale sur la classification, et les
différents types des déversoirs, dans ce chapitre nous allons présenter les équations principales
permettant de formuler le modéle mathématique qui gouverne 1’écoulement dans les canaux
rectangulaires. L’ objectif de cette analyse théorique est de trouver la formulation analytique de
la hauteur de chute a I’extrémité du canal et I’équation différentielle du profil de la surface libre.

11.2. Equations de base

11.2.1. Equation de quantité de mouvement uni dimensionnelle

En appliquant I'équation de quantité de mouvement entre la section x = —L et la section
x = —x dans la direction longitudinale x comme la figure suivant (11.1) , On écrit :

AP 1

Figure (11.1) : Un canal du profil rectangulaire

Les forces extérieures s’exergant sur la tranche liquide projetées sur I’axe x du canal se
composent de :
— Les forces de pressions 2, /A
— La force d’inertie F;

Dans ce cas on peut conclure :

B 1P = oAV (112

En projetant sue I’axe ox, on trouve :

P =P = QB - AV,) (113)

[23]
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Avec :
p - la masse volumique du fluide ;

Q : le débit ;
/3. coefficient de Boussinesq.

Dans un écoulement curviligne ayant une accélération constante an perpendiculaire a la
direction d’écoulement, L’intensité de la pression A & toute profondeur h est déterminée a partir
de I’intégration de I’équation d’Euler(Chow,1959) :

ov ov ov ov 10P

Suivant x : LV, AV Y, = ) (11.4)
ot OX oy oz P OX
ov ov ov ov
Suivanty : —"+vx—y+vy—y+vz—y:—£@+fy (11.5)
ot OX oy 0oz p oy
Suivant z : v, +V, v, +V, v, +V, o, =—£@+ f, (11.6)
ot OX oy 0z p oz
Ainsi donc, Suivanty :
d—v=—l§P+]? (1.7)
dt P '
5 —-1vp
Donc : & T, -9 (11.8)
0
——(A+pgy)= pa, 1.9
oy (11.9)

Avec :
g accélération de la pesanteur.

Selon la théorie de Boussinesq, la courbure d’une ligne de courant est supposée varier
linéairement avec la profondeur(Jaeger,1957). Ainsi, le rayon de courbure d’une ligne de
courant & un niveau y s’exprime par :

1 (y)1
—=|=| — 11.10
r (hJ[VJ (149
Ou:
h : la profondeur d’eau ;

r : le rayon de courbure.

Le rayon de courbure de la petite surface libre peut étre approxime comme suit :

[24]
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1 d°h
F:W (1.11)
Avec .
V2
a,=— (1.12)

r
En mettant I’équation (11.10) dans I’équation (11.12), on obtient :

y d’h
a, = h dx (1.13)
Donc :
a, =Ry
(1.14)
Ou:
vZi(d'h

En supposant que la vitesse d’écoulement a n’importe quelle profondeur est la vitesse
d’écoulement moyenne Vv, I’accélération normale an est egale a Ry. Ici,

En utilisant a, =Ry , I’équation (I1.9) est intégrée de y a h pour obtenir I’équation de la
distribution de la pression comme suit:

h

S (A payy = Ipandy (11.16)

L Oy

h
Donc : —IQ(A+PQY)dy = IpRydy (11.17)

y 8y y

h2 _ y2
—(A+,09(h—Y))=,0R[ ; J (11.18)

Alors : (1.19)

A=pg(h-y)+2 RN - y?)

Par conséquent, 1’équation ci-dessus ne nécessite pas la détermination empirique d’un
coefficient de pression, la force de pression P, & X =—X donner par I’équation suivante :

[25]
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h g R
P=b[Pdy=pbh? =+—h 11.20
! »dy = b [2 3 j (11.20)
‘ 1
Donc : P= bj(ﬂg(h - Y)+§PR(h2 - yz))dy (11.22)
0
h>-0%) 1 h® -0°
On obtient : P=D| pg| h.h— +=pR| h*h— (11.22)
2 2 3
h*) 1 h?®
: P=b| pg| h* —— [+ = pR| h® —— 11.23
Donc : {,09( > J ZPR( 3 H (11.23)
h? 12h°
En simplifiant, on trouve : P= b[pg(;} + ,oR(E ?ﬂ (11.24)
R
Alors : P :pbhz[%Jrghj (11.25)
Ou b est la largeur du canal. A x=—I, la force de pression hydrostatique bien connue P, est
h h (11.26)
P, =b[ Ady =b[ pg(h—y)dy
0 0
. . P — h2 g
Ainsi : o = pbhy 2 (1.27)
h2
Donc : P = pgb(%J (11.28)
11.2.2. Equation de continuité
L’équation de continuité dans un écoulement peut étre écrite comme suit :
a_u + @ =0
o o (11.29)
u : Vitesse d’écoulement dans la direction x ;
W : Vitesse d’écoulement dans la direction z ;
L’équation de continuité entre les sections a X=—L et X=-X
Q =bhV, =bhV (11.30)

[26]
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11.2.3. Nombre de Froude
\Y

F ZE (11.32)

Ou h est la hauteur d’eau moyenne dans la section d’écoulement et V est la vitesse moyenne.
Il permet en particulier de distinguer trois régimes d’écoulement :
F. =1 Régime critique ;
F.)1 Régime torrentiel ;
F.(1 Régime fluvial.

En utilisant les équations (11.20), (11.28) et (11.30), et en incorporant le nombre de Froude en
amont du débit Fr dans 1’équation (I1.3)

P =P =BV - AV,) (11:32)
ho2 o(9 R
pgb[?J — pbh (E t3 hj = pbhV (BV - BV,) (11.33)
En divisant 1’équation (11.33) par le terme pgth?
g R Q
-h (2 3 j goh’ BV - BV,) (11.34)

Pour la simplifier, on suppose que =4, =

1 1 Rh Q
Z_h = |=p—=(V-V
> (2 3gj P ol V-v,) (11.35)
Ou h= ﬂ,
h,
Et: Q
F = bg®*his (11.36)
Par ailleurs Q =bh,)V, =bhV doncV = Q etV, = Q
bh bh,
Ainsi, I’équation (11.35) devient :
1 1 Rh Q (Q O
~-h? = — == 11.37
2 (2 3gj 'nghj (bh bhO) (11.37)
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Donc :
1, = Rh Q% (1 1
~{1-h? -= .
2( ) Bg ﬂgb h? (h hoj (11.38)
En multipliant la deuxiéme partie de 1’équation précédent par ho/ ho:
1 Rh ~ Q* (h, h
1-h?)-—h?’=p—=—_| 2-—> Il.
2( ) 3g ﬁgbh{h h] (11.39)
Alors : 1, = Rh
E(l—hz) 3g [ j (11.40)

11.3. Rapport de profondeur finale :

Dans les canaux horizontaux, le débit devient critique (Fr=1) a (x=-L). En réalité, le profil
d’écoulement est une surface libre en chute continue qui traverse le bord et se termine par une
trajectoire parabolique d’une chute par gravité. Par conséquent, le taux de changement de la
pente de la surface libre a la section d’extrémite, tel que considéré par Anderson (1967), et

donne par 1’équation suivante :
(d th S (11.41)
12 ~T\/2 .
dx* ) , Ve

Ou I’indice « e » fait référence a la section finale (x=0). En utilisant 1’équation (11.41), R &
la section finale trouvée a partir de 1’équation (11.15), on écrit :

R _Ve[dh
e he dX2 o (”42)
dh) _ Rh
dX2 . - Vez (”43)
_ __ 9
Rh,=-g =R, =-+ (11.44)

e

En compensant 1’équation (I11.44) dans 1’équation (I1.40) on obtient :

1 =2) 1-> 1
E(l_he )+§he =,3Fr2(ﬁ—— J (11.45)

e

Ou ﬁe = % est le rapport de profondeur d’extrémité , et Fr=1

C

(28]
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En multipliant 1’équation (I1.45) par 2, nous trouvons :

(1—562)4%592 =2ﬂ(ﬁi— ] (11.46)

e

En multipliant I’équation (I1.46) par h,_, on obtient :

h, - F‘eZ)Jr%F‘: -2p(L-h,) (11.47)
Donc:
h, —ﬁS+Eﬁ3—2ﬂ+2ﬂﬁ =0
LI : (11.48)
Ainsi : —%E3+(1+2ﬂ)ﬁe—2ﬂ=0 (11.49)
En multipliant 1’équation (11.52) par (-3), nous trouvons :
h?-3h,(28+1)+68=0 (11.50)

L’équation (11.50) c’est une équation de troisiéme degré sans terme de second ordre, de type :

h’+ah’+ah +a,=0 (11:51)
Pour =4 =1
a =0
Avec <a, =-9
a, =6

La solution s’obtient avec le changement de la variable comme suit :

3a, —a’
7=—29 -3 (11.52)

9a,a, —27a, — 2a’
y =% 4 ho3 (11.53)

Discriminant A=y° +y* =-18<0

[29]
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Ayant A < 0, la solution sera trouvée par la méthode trigonomeétrique :

— 1 al
hew = 24—y cos(g ej 3 (11.54)

_ 1 O &
he(2) =2 —ycos(§0+120 j——s (11.55)
hes) = 24— 7 cos| =6+ 240° |- &
o(3) = ycos| S0+ 3 (11.56)
Donc:

Fe 1)=-3 .28994
Re (2)= 2.58422

Re 3y=0.70571

: 4 \ r e .. h —_ —
le régime d’écoulement a extrémité du canal est supercritique, donc — <1l et h,<h, =h <1

c

, alors la racine de cette équation est h, =0.7057

Pour B =1.033la racine de cette équation est h, =0.7133.

11.4. Profil d’écoulement

L’effet de courbure de la ligne de courant a la surface libre d’un déversoir rectangulaire est

utilisé pour déterminer le profil d’écoulement en amont d’un ouvrage de chute. En considérant
(Fr=1) et en utilisant les équations (11.15), (11.30) et (11.36) dans 1’équation (11.40),

39 P (11.57)
Alors : 1/ —\ Vv2—_, d?h 1
—1- h2 ——h2 = 2l = —
2( ) 30" Il P ( j (11.58)
d’h _ d*(hh,)
Et: v = T (1.59)
Alors : d2h _l 2K 60
dx> h, dx? (11.60)

(30]



Chapitre 11 Analyse théorique

1 1-, V¥ —,d*h 1
: ——=h%- h? = f[F? = —
Donc: 2 3gh, X r(h j (1.61)

En multipliant I’équation (I1.61) par h , on obtient :

g_lﬁg V2 ﬁ3d2r_1

2 - Sgho d)—(Z :IBFI’ (1_h) (“62)

3gh,

vih®'

En multipliant I’équation (11.62) par on obtient :

3gh, 3gh, d’h _,gh
2v?h? 2 v?  dx? vihe

pFE(L-h) (11.63)

Avec vohozvh:>v:v°h°, donc v=1o
h h
3gh, 3gh -, d’h _gh .. =
, 2% 2Z%0p2_ 20 _32% gr(1-h
Donc : 2V, 2V} dx*>  v2h r( ) (11.64)
Ou Fr:ﬁ’ et Q=bh\V, =bhV
2
Donc: F2=o
gh

31 31, dh

2F2 2F7  d%

:B%ﬁ(l—ﬁ) (11.65)

En multipliant I’équation (I1.65) par h , on obtient :

_ -
g%(l—ﬁz)—ﬁ(;)_g =3p(1-h) (11.66)
Alors :
-
ﬁ‘;)_(f :g%(l—ﬁz)—?,ﬂ(l—ﬁ) (11.67)
Donc :

———j—3ﬂ+3ﬂﬁ (11.68)

(31]
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Pour F* =1, on obtient :

d’h

r_] =
dx?

3h(8+0.5)-1.5h°-3p (11.69)

11.5. Débit

Le concept de chute libre est utilisé pour estimer le débit & partir des valeurs connues de h,

et €. En considérant F, =1, I’équation du débit en terme adimensionnel est obtenue a partir
de I’équation (11.42) comme suit :

Q
Fr ZW:]- (”70)
Donc :
Q =hg 051415 (1.72)
Par ailleurs :
o b 05 _15
Q-2 Qe_ (11.72)
On déduit que :
. 61.5 c 15
Q :F:(ﬁ] (11.73)
Pour
g2 = g?h (1.74)
Et:
Q=gb (11.75)
Donc :
Q2 =g?hb? =>Q= /gzh3b2 (11.76)
Ainsi :
_ abh2
Q=gbh;? (11.77)
Et:
h,
h, =0.715h, = h, = 0715 (11.78)

En compensant I’équation (I1.78) dans 1’équation (I1.77) on obtient :

(32]
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%
Q:gb( h, j (11.79)

Donc pour chaque valeur de he mesuré, on calcule la valeur de he par I’équation précédent
(11.79), puis on déduit le débit Q.

11.6. Conclusion

Au cours de ce chapitre, la conception de la chute libre dans les canaux rectangulaires
disposés horizontalement a été theoriquement modélisée pour calculer le rapport de profondeur
finale et le profil d'écoulement. Enfin, I'équation du débit a été obtenue a partir de la profondeur
critique.

(33]
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Chapitre 111 ;
Reésolution analytigue approchee

I11.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous concentrerons sur I'exposition de la discrétisation par la
méthode des Résidus pondérées au tant que la méthode de Galerkin est la méthode la plus
précise. Cette méthode permet d'obtenir une approximation de la solution exacte des équations
difféerentielles ordinaires.

111.2. Méthodes d’ Approximations Intégrales et Variationnelles

On présente les méthodes de résolution des équations différentielles aux dérivées partielles,
sont principalement les méthodes de résidus pondérés et les méthodes variationnelles. Les
méthodes de résidus pondérés, principalement la méthode de collocation par point, par sous
domaines, la méthode des moindres carrés et la méthode de Galerkin. On présente également
la méthode de Rayleigh - Ritz, méthode variationnelle de résolution de problemes a extremum.

111.2.1.Méthodes de résidus pondérés

C’est une technique utilisée pour la résolution approximative des équations différentielles
aux dérivées partielles linéaires et non linéaires. (Gouri.D, Gilbert.T,1984)
111.2.1.1. Forme générale

Lorsqu’on recherche la solution sous forme approchée. La méthode des résidus pondérés
consiste a calculer les N + 1 composantes q; de la solution approchée par projection sur N + 1
couples de fonctions de projection

[ROOR(IQ+ [ROOP(OAC =0 i=0,... N (1.1

Les fonctions( P (X), P () )sont appelées fonctions de pondération d’oti le nom de la méthode.

Dans le cas usuel ou les fonctions pondération sont les mémes sur le contour et dans le
domaine, lorsqu’on développe les résidus et qu’on introduit I’approximation de la solution. On
obtient le systeme suivant :

[[L(a,@,(x)-g)IP (a2 + [ [B(q, @, (x)-h)}P,()dr =0 j=0,..N  (112)
Q r
Dans le cas ou les opérateurs L et B sont linéaires, la résolution du systéme conduit a la

résolution du systeme algébrique :

Kq = f (111.3)
Ou

<, [AL(0 Ko+ [R50 r e

(35]
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Et: f, = [P.gdQ+ [ P.hdl (111.5)
Q r

111.2.1.2. Méthodes des résidus pondéreés
Les choix possibles pour les fonctions de projection p (x) sont nombreux. Certains choix

particuliers correspondent a des méthodes connues dont voici certaines :

A. Méthode de collection par points
» Fonction de Dirac
La fonction de Dirac® (on dit aussi fonction § ou fonction impulsion de Dirac) est définie par la

limite , d’une fonction rectangulaire d, (X), définie sur P'intervalle [Xi-¢ xi+¢/ dont Iaire est

égale a I'unité. A la limite quand & — 0 , la fonctiond, (X) est idéalisée par la fonction de
Dirac.

La fonction rectangulaire d, (X)est définie par

1 e <x<x e (111.6)
dxi(x): 2¢ i B
0 X # X;

Les principales propriétés de la fonction de Dirac sont les suivantes :

1)la fonction de Dirac est nulle aux points qui ne sont pas soumis a I’impulsion

§(X_XI):0 X # %, (I”?)
2)Définition de la fonction de Dirac a partir de la fonction rectangulaire

+0 Xj+& (11.8)
Ié(x—xi)dx:lirrg d, (X)dx =1 » » x
—00 X;j—¢&
3) Représentation d’une charge donné f(x) agissant en un point x=x; a I’aide de la fonction de
Dirac

+00 1.9
I&(x—xi)f(x)dx= f(x) Vf(x) (19)

» Meéthode de collocation par points

Dans la méthode de collocation par points, les fonctions test ,, sont donné par les fonction de
Dirac :

Ou x; représente la position du point de collocation.

Les points de collocations x; sont des points geométriques du domaine Q. lls sont choisis
selon les deux criteres principaux suivant :

Rl

% La symeétrie du probleme,

_—
(36]




Chapitre 111 Résolution analytique approchee
_—

% Le nombre des points de collocation doit étre égal au nombre de paramétré de
I’approximation et ce pour avoir autant d’équations que d’inconnus intervenant dans

’approximation ¢ .

Utilisant 1’équation (111.9) de la fonction de Dirac, on obtient le résultat important suivant :
[ &(x—x Pr(x)dx = R(%) =0 (I11.11)
Q

Pour I’ensemble des n composantes de la fonction test [y ],

S(x=%),8(x=%,),....0(x=x, )

L’équation (III.11) s’écrit :

[8(x=x M(x)dx=R(x)=0i=1,.n (I11.12)

Soit ;
R(x)=0 i=1,..n (111.13)

L’équation ci-dessus définit la méthode de colllocation par point, on obtient un systeme
d’équation ou chaque équation est obtenue par I’annulation du résidu au point de collocation.
Sous forme matricielle, la relation (I11.13) s’écrit :

o(X—x,) o
| S R0 P 0OL % b+ £ fix=0 (I11.14)
’ o(x—x,) a,

En faisant sortir le vecteur {}, indépendant de x, a I’extérieur de I’intégrale puis en distribuant
I’opération L sur chacun des termes de la matrice polynomiale, 1’équation(IIl.14) s’écrit :

[0 mLEMIG [S0-X)LBXIGE ... [S0x-X)L(P, K)o ) [ 30c=x)f () :

[0 LR [Sx=3)LR,00) oo [A(X=1,)L(P, (X)) ai [30=x)t0ex| o

2 0 0 e “1.(@1s
.............................. (

ja(x-xn)L(a(x))dx jé(x—xn)L(Pz(x))dx ...... jé(x—xn)L(Pn(x))dx a j&(x—xn)f(x)dx 0

Appliquant la propreté (111.9) de la fonction de Dirac a chacun des termes matriciels on
obtient :

(37]
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LR, LR, LR (e F(x)
LR, LRMX), . LRX) ||a _ ] fx) (111.16)
LR, LRX), -~ LRMX e, f(x,)

Le systeme d’équation (II1.16) s’écrit sous la forme connue :

{F}=[K}e} (11.17)
Avec .
LROOL, LR(J], - LR, |
K] Lpl-(.’.<)|x2 LPZ.(_).()|X2 LPn.(.>.<)|X2 (111.18)
LR, LR, - LR,
Et ) -
f(x)
F1=— 0% (111.19)
f(x)

On détermine le vecteur {<} en résolvant le systeme (111.16) par la méthode directes comme
la méthode d’élimination substitution de Gauss ou les méthodes itératives comme la méthode

de sur-relaxation. Un fois le vecteur {o} déterminé, I’approximation ¢ (X)est alors obtenue a
’aide de I’équation suivante :

#(x)=[P(x)]- {a} (111.20)

a) Résolution approchée par la méthode de Collocation par points

Pour une équation aux dérivée ordinaire de second ordre suivante :

.3, 3 9
h*+Sh™+ -2 =0 (111.22)
Avec la fonction de forme est :
1
h=1-——— 11.22
(ax+b) (n.22)

Pour x=0 la valeur de h est égale 0.715 (la profondeur dans I’extrémité de canal), en
remplagant cette condition dans 1’équation (II1.22). On trouve :

_—
(38]
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1
0.715=1-—— (111.23)

(b

b= L 1873171623 (111.24)
1-0.715

Donc I’équation (I111.22) comme suivante :

Donc

1

h=1- 1.2
(ax+1.873171623) (1125
En remplagant 1’équation (I11.22) dans 1’équation (I11.21), on obtient :
ba 3 : ' (111.26)
(ax+1.873171623)" 2 (ax+1.873171623)
3 9
+ 1 - E =0

1- 2
(a.x+1.873171623)
Pour déduire la valeur de a en pose x=0 dans cette équation, on obtient

a=-0.9743206358 (m.27)
En remplacant les valeurs de a et b dans I’équation (II1.22), on trouve :
1
h=1- (111.28)

(—0.9743206358.x +1.873171623)°
Alors pour chaque valeur de x en déduit la profondeur h.

B. Méthode de collocation par sous domaines

Dans la méthode de collection par sous-domaine, la fonction de test y est définit par
I’ensemble de sous-domaine £ = [Xi XM] du domaine global cx=[a b]. La fonction test a
la propriété suivant :

)1 Si X e Q,
Vi=1, Xz Q (111.29)

Comme pour la méthode de collection par point, le nombre de sous-domaine doit étre égal au
nombre de paramétre de I’approximation. Le domaine Q étant décomposé en n sous-domaine

Q,, I’équation intégrale s’écrit :

Twi%(x)dx+....+ Iwi%(x)dx (111.30)

i Xn1

x1 x2
Jz//iﬂ%(x)dx = jyxﬁR(x)dx + Iwi%(x)dx ot
Q a x1
i=1n
En tenant compte de la propriété (111.30), on a:

_—
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¥i=0 pour tout X &£, D’ou % X
[ysedx=...= [yR(dx=0 (111.31)
¥i=1 pour tout X € {2, D’ot Xis1
i > Jl//aiR(X)dx = jin(x)dx = jiR(x)dx (111.32)
Q Xi Q;
D’ou
(111.33)

J'gn(x)dxzoi =1,..n
Q.

La relation (111.33) exprime la formulation de la méthode de collocation par sous-domaines.
La relation montre que la moyenne du résidu sur chacun des sous-domaine de collection est
nulle.

A chaque sous-domaine i correspond une équation (I11.33). On obtient un systeme
d’équation qui s’écrit :

4 o 4
[172 LR LR oo LROON™ tax=-[1"7 [f(oax ~ (134)
l//n an lr//n
Qui s’écrit encore
{F}=[K e} (111.35)
Avec
fLH(x)dx fLPz(x)dx fLPn(x)dx
[K]=| JLROOdC [LRGdx ... LR (dx (111.36)
oo e e
j LR (x)dx j LP, (x)dx j LP. (x)dx
ff(x)dx
(Fl=— [ £ (0dx (111.37)
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C. Méthode des moindres carrés

Soit a former la moyenne du carré du résidu de 1’équation différentielle définie sur le
domaine Q

5 :szdx (111.38)
Q

La méthode des moindres carrés consiste a rechercher les meilleurs valeur o de

I’approximation ¢ qui rendent ’intégrale 3 minimale, soit :

111.39
szj@mdx:m:h..n )
oa, o,

Q 1
D’ou
R (111.40)
j—mdx =0i=1,..n
50,

L’équation (I11.40) et I’équation intégrale (II1.39) sont équivalentes, la fonction test pour la
méthode des moindres carrés est donc égale a :

R (111.41)
Wi =—i= 1,...n
oa,

Sous forme matricielle 1’équation (I11.40) s’écrit :

R
o,
M (111.42)
I da; (Rdx=0
o
oa,
Tenant compte de la valeur du résidu, le terme a—S’éCI‘lt:
a;
o
R _0Ire LR ... LR} Lst (11.43)
ooy Ocy|  ~ T
an
Soit M 0 (111.44)

—=—LP(x
Ooa, Oc, )

[41]
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D’ou
eus
Ja, LR (X)
M LR x)
o (7 (111.45)
M| (LR(X)
oaq,

En substituant le vecteur dérivé donné par I’équation (II1.45) dans 1’équation intégrale
(111.43), on obtient :

LR (x) a
[ O ee oy LPoR% s f =0 (111.46)
LPn (X) a,
L’intégrale (I11.45) se met sous forme
{Fi=[K e} (111.47)

Avec
LROILR (A [LR(ILR()dx ... [LR()LP,(x)dx|

TLPZ(X)LPl(x)dx TLPZ(X)LPZ(X)dX TLPz(X)LPn(X)dX (111.48)

| LPn(x)”I;Pl(x)dx | LPn(x).LPZ(x)dx | LPn(x)li_.Pn(x)dx

j LR, (x). f.dx

SJ;LPZ(X).f.dx (111.49)

ILPn(x).f.dx

D. Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode treés générale et trés robuste. L’idée de la méthode
est la suivante. Partant d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie, on procede
d’abord a une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On
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résout ensuite le probléeme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre
directement en dimension infinie.

Enfin, on passe d’une fagon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la dimension des
espaces d’approximation vers 1’infini pour construire une solution du probléme de départ. 11
convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit également un
procédé constructif d’approximation

On considere que les perturbations sur le potentiel & = du = w.

Soit I’intégrale : J.&J(a ¢ 0 ¢]dQ (111.50)
Ona:

o (111.51)

div(oggrade) :<£3> &/5&

OX oy 5¢%

oy

w?

div(wgradg) <a6 §y> gé &( gfj 6y( %ﬂ (111.52)

(8W6¢+W ¢}+[awa¢ ¢j >, a¢j (8w8¢ awa¢]

oxox  ox2) \leyoy oy ox2 oxt) \ox ox oy oy (111.53)
Implique :
w| |0
; OX OX
div(wgradg) = wA¢ + ow( ) og (111.54)
) oy
Finalement :
div(wgradg) = wA¢ + gradw- grade (111.55)
D’ou:
WA¢ = div(wgradg) — (gradw- gradg) (111.56)

AP =V (AP) — (VW- V) = div(spgradg) — (gradsp - gradg) (1.57)
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Si on prend l'intégrale sur le domaine €, J-5¢(A¢)d§2 on remplace par I’expression

précédente on obtient : ”
j5¢(grad¢)dQ—jgrad5¢ .gradgdQ =0 (111.58)
Implique : ’ ’
20 |Pal ol e
£<&5> %% dQ—_([ o 109 dQ =0 (111.59)
oy ) oy

Dans la méthode de Galerkin (appelée aussi la méthode de Petrov-Galerkin) les fonctions de
test y/, (x) sont donnée par les fonctions de base P.(x). Ona:

wv,(x)=P(x) i=1,.n (111.60)
En substituant v, (x) dans 1’équation intégrale (I1I.), on a :
jPi(x)m(x)dx:o i=1,..n (I11.61)
Q

Qui s’écrit sous forme matricielle

P.(x) o
jpz(x) LR P .. POE“L4f ldo=0 (111.62)
" P.(x) a,

[PLE)IX [RLE) ... [PLP ) [Ri0
Q Q Q o Q
j PL(P)dx j PL(P)IX ... j P,L(P)d ||, j P, fdQ
v v v R (111.63)
[PLE)X [RLE)X ... [RLE)IX|%) |[P 10
LO Q Q Q
Qui s’écrit sous la forme usuelle :
[K]ia}={F) (111.64)
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Avec

[PLE)X [PLERYX ... [RL(R)dx
Tguamx Tgugmx ...... Tguamx
K=o v v (111.65)
jauamx jaugmx ...... jaupmx
Et _ [Rido _
Tamg
Fl=pa (111.66)
jamg

a) Résolution approchée par la méthode de Galerkin

La méthode de collocation fait partie d'une famille de méthodes appelées méthodes
résiduelles. Dans les méthodes résiduelles, une forme approchée de la solution h(x) est
supposée, et le résidu R(x) est défini en substituant la solution approchée dans I'équation
différentielle exacte.

La solution approchée est généralement choisie comme la somme d'un certain nombre de
fonctions d'essai linéairement indépendantes, comme cela est fait dans la méthode de Rayleigh-
Ritz. Les coefficients sont ensuite choisis pour minimiser le résidu dans un certain sens. Dans
la méthode de collocation, le résidu lui-méme est égal a zéro aux emplacements sélectionnés.
Alors le nombre d'emplacements est le méme que le nombre de coefficients inconnus dans la
solution approchée h(x) (Hoffman, Joe.D, 2001).

Les étapes de la méthode de Galerkin sont résumées comme suit :
1. Determiner I'équation différentielle & résoudre,

=, 3 -
h+ZJhi+==2 (111.67)

N

2. Supposer que la forme fonctionnelle de la solution d’approximation h(x) est donnée par :

h(x)=h(x) (111.68)

3. Choisir la forme fonctionnelle de la fonction de base h(x) et s’assurer qu'elle est
linéairement indépendante et satisfait les conditions aux limites :

1

hi(x):l—m

(111.69)
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4. Introduire la solution d’approximation h(x) dans I'équation différentielle et definir le résidu
R(X) :

.3, 309
R(x)=h"+>h*+=—2 (111.70)

¥ (X):(—z (111.71)

6. Définir les intégrales des résidus pondérés ‘¥; (X).R(x) égal a zéro ;

T‘PJ‘(X)-R(X)O'X:O G=12.) (1.72)

7. Pour illustrer la méthode des résidus pondérés de Galerkin, appliquons-la pour résoudre le
probléme de valeur aux limites spécifié¢ par 1’équation (I11.21) avec les conditions spécifiques

données par : h(0)=0.715 et h(—w)=1.
Pour h(O): 0.715 en remplagant dans 1’équation (111.69), on trouve

1
0.715=1-— (111.73)

(b)

Donc la valeur de b est :

b=1.873171623 (111.74)
Donc I'équation (111.69) comme suit

1
h(x)=1—
() (a.x+1.873171623) (11.75)

La substitution d’équation (111.75) dans I’équation (111.70) donné comme I’équation
suivante :

R(x)= —6a’ 31 1 2 (111.76)
 (ax+1.873171623)° 2|  (ax+1.873171623) '
v 3 2

L 1 2
(ax+1.873171623)

La substitution des équations (111.76) et (111.71) dans I"équation (111.72), on obtient :
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2 2
—ba R L (111.77)
(ax+1.873171623)" 2| (ax+1.873171623)

3 9 dx =0

+

o
—_
Q
x | =
Nh?

oS

L 1 2
(ax+1.873171623)

Alors
1.003508772-10"a* —9.526315788 -10"®
7 =0 (111.78)
a
Donc la valeur de aest:
a=-0.9743206346 (1n1.79)
Donc la fonction de forme comme suit :
1
h(x)=1 (111.80)

~ (~0.9743206346.x +1.873171623)

111.3. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé 1’une des méthodes les plus précises pour la résolution
analytique et approchée des équations différentielles ordinaire, qui est la méthode des Résidus
pondérées.

On a présenté la méthode précédente avec la résolution analytique et approchée par la
méthode de collocation par point et aussi la méthode de Galerkin.
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Chapitre 1V Application et Discussion

Chapitre 1V .
Application et Discussion

1VV.1. Introduction

Aprés avoir présenté dans le chapitre précédent des méthodes de résolution analytique et
approchée qui permettent de résoudre les équations qui régissent I'écoulement dans les canaux
ouverts, nous présenterons dans ce chapitre une étude sur les applications et les différents
modeles analytiques, et nous comparerons les résultats de la méthode de Collocation par point
et la méthode de Galerkin avec les résultats expérimentaux d’une part. D’autre part, nous
comparerons les résultats analytiques avec les résultats obtenus par certains chercheurs
(Montes, Marchi...etc.).

1VV.2. Profondeur finale

Plusieurs expériences ont été menées pour trouver la valeur exacte de la profondeur finale
dans les canaux rectangulaires ouverts le tableau suivant illustrant les approches des chercheurs
et les valeurs de la hauteur dans 1’extrémité du canal et I'erreur relative obtenue.

Les résultats calculés ont été obtenus par des méthodes analytiques telle que les méthodes de
Galerkin et Collocation par point, et nous avons également trouvé la méme valeur (0.715).

Tableau (IV.1) : Tableau illustrant les approches des chercheurs et les valeurs de la hauteur
dans I’extrémité du canal.

Approche annee he Erreur relative (déviation) (%)

1998 0,706 1,2587

1995 0,7169 0,2657

1993 0,706 1,2587

1992 0,76 6,2937

1991 0,717 0,2797

1983 0,696 2,6573
1979 0,728 1,8181
1977 0,6 16,0839
1977 0,714 0,1399
1972 0,673 5,8741
1971 0,781 9,2308
1970 0,672 6,0140
1967 0,693 3,0769
1965 0,720 0,6993
1964 0,725 1,3986
1961 0,731 2,2378
1958 0,676 5,4545
1948 0,65 9,0909
1946 0,681 4,7552

193 0715 0

_—
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IV.3. Solution analytique

Pour I’application numérique, on prend comme référence les valeurs qui ont été obtenues
par Rouse (1933) dans ses recherches théoriques et expérimentales sur les écoulements au
voisinage d’une chute libre en canal a profil rectangulaire.

IvV.4.1.1. Méthode de Collocation par point

Dans cette partie, nous allons comparer les résultats que nous avons trouvés dans la
méthode de collocation par point avec les résultats expérimentaux et le graphique suivant
représente les résultats de variation de la profondeur h par la distance x.

0,95

0,7
0,65
0,6
X
—@— Solution proposée (Collocation par point)

—ll— Expérimentale (Rouse,1933)

Figure (IV.1) : Résultats analytique (collocation par point) et expérimentaux du la profil de la
surface libre.

A partir de la figure (1V.1), on remarque que les résultats de la méthode de collocation par
point sont identiques aux résultats expérimentaux, pour chaque valeur de x la valeur de la
profondeur h presque la méme valeur.

Le tableau suivant résumé les résultats analytiques (la méthode de Collocation par point)
obtenus dans ce travail avec les résultats présentés par Rouse (1933) (expérimentale) afin de
clarifier les différences entre nos résultats et leurs résultats.

Tableau (1V.2) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec
les résultats expérimentaux et ’erreur relative

X

(]
1

=
1

N

h (Collocation par 0,715 0,87667 0,93154
point

h (Expérimentale) 0,715 0,879 0,925
Erreur relative (%) 0 0,26 0,7

_—
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D’apres le tableau (IV.2), on peut voir que les valeurs de h sont identique pour tous les
valeurs de x et I’erreur relative est trés petite.

Pour x=0 la valeur de la profondeur est la méme 0,715 et I’erreur relative est 0%.

Pour x=-1 la valeur de la profondeur par la méthode de collocation par point est 0,87667 et la
profondeur des résultats expérimentaux est 0,879 et I’erreur relative est 0,26%.

Pour x=-2 la valeur de la profondeur par la méthode de collocation par point est 0,93154 et la
profondeur des résultats expérimentaux est 0,925 et I’erreur relative est 0,7%.

1VV.4.2. Méthode de Galerkin

Dans cette partie, nous allons comparer les résultats que nous avons trouvés dans la
méthode de Galerkin avec les résultats experimentaux et le graphique suivant représente les
résultats de variation de la profondeur h par la distance x.

0,95
0,9

0,85
0,8

Q,75 -
0,7

0,65
0,6

X

Solution proposée (Galerkin)

Expérimentale (Rouse,1933)

Figure (1V.2) : Comparaison des résultats analytique (Galerkin) avec les résultats
expérimentaux du profile de la surface libre

D’apres la figure (IV.2), on peut voir que les résultats de la méthode de Galerkin sont
identiques aux résultats expérimentaux. Pour chaque valeur x, nous trouvons que la valeur h
des résultats expérimentaux et h des résultats de la méthode de Galerkin sont les mémes.

Le tableau suivant resume les résultats analytiques (la méthode de Galerkin) obtenus dans
ce travail avec les résultats présentés par Rouse (1933) (les résultats expérimentaux) afin de
clarifier les différences entre nos résultats et leurs résultats.
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Tableau (IV.3) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Galerkin avec les résultats
expérimentaux et I’erreur relative.

X 0 -1 -2

h (Galerkin 0,715 0,87667 0,93154

h (Expérimentale) 0,715 0,879 0,925

Erreur relative (%) 0 0,26 0,7
A partir du tableau précédent (tableau 1V.3), nous pouvons voir que les valeurs de h sont
identique pour tous les valeurs de x et I’erreur relative est trés petite.

Pour x=0 la valeur de la profondeur est la méme 0,715 et I’erreur relative est 0%.

Pour x=-1 la valeur de la profondeur par la méthode de collocation par point est 0,87667 et la
profondeur des résultats expérimentaux est 0,879 et I’erreur relative est 0,26%.

Pour x=-2 la valeur de la profondeur par la méthode de collocation par point est 0,93154 et la
profondeur des résultats expérimentaux est 0,925 et ’erreur relative est 0,7%.

IV.4. Comparaison et discussions des résultats

IV.4.1.Comparaison des résultats

L'utilisation d'un déversoir libre comme dispositif de mesure dépend de la constance du
rapport entre la profondeur terminale et la profondeur critique. La valeur de ce rapport, que
Rouse a trouvé a 0,715 dans les canaux rectangulaires, a été confirmée par plusieurs expériences
ultérieures.

Plusieurs chercheurs ont mené des études sur ce sujet, notamment : Montes, Marchi,
Strelkoff, Moayeri, Southwell et Vaisey. Ou nous comparerons les résultats de chaque
chercheur avec les résultats analytiques.

0,7
0,65

0,6
-2 -1,8 -1,6 -1,4 -1,2 -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0
X

== Solution proposée (collocation par point)
—ll— Analytique (Marchi,1993)

Figure (IV.3) : Comparaison des résultats analytique (collocation par point) avec les résultats
analytiques (Marchi,1993).

_—
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Le tableau suivant résumé les résultats analytiques (la méthode de Collocation par point)
obtenus dans ce travail avec les résultats présentés par Marchi (1993) afin de clarifier les
différences entre nos résultats et leurs résultats.

-0,5 -1,5

h (Collocatlon 0, 715 0,82 0, 87667 0,91 0, 93154
par pomt)

-0,651 -1,326
h(Marchl)

Tableau (1V.4) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec
les résultats de Marchi (1993).

0,95

0,65

0,6

X

—4— Solution proposée (Galerkin)

—fl— Analytique (Marchi, 1993)

Figure (IV.4) : Comparaison des résultats analytique (Galerkin) avec les résultats analytiques
(Marchi,1993).

Dans le tableau suivant une représentation des résultats analytiques (la méthode de
Galerkin) obtenus dans ce travail avec les résultats obtenus par Marchi (1993) afin de clarifier
les différences entre les deux résultats.

Tableau (IV.5) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Galerkin avec les résultats
Marchi (1993).

X 0 -0,5 -1 -1,5

h (Galerkin) 0715 087667 093154

X =0 651 Al 326

h(Marchi)
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IV.4.1.1. Interprétations des résultats (Marchi)

En 1993, Marchi a fait des recherches sur la profondeur finale et le profil de la surface d’eau,
et ses résultats sont présentés dans la figure précédente (la figure IV.3, IV.4)

La profondeur étant connue, on peut également rechercher le profil de la chute libre en
amont de cette profondeur.

La profondeur finale (mise a 1’échelle sous forme adimensionnelle par la profondeur
critique) est apparue égale a h/he =0,706, est comparé aux données mesurées par les résultats
analytiques.

A partir des figures et les tableaux précédents, on remarque que :

Pour x=0 la valeur trouvée par Marchi est de 0,706 et la valeur que nous avons trouvée
analytiquement est de 0,715, ou il y a une plus grande différence entre les deux valeurs.

Pour x=-1 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,87667 et la valeur trouvée
par Marchi est de 0,858, ou il y a une plus grande différence entre les deux valeurs.

Pour x=-2 la valeur de la profondeur h entre les résultats analytiques que nous avons obtenus et
les résultats numériques obtenus par Marchi est la méme que 0,931.

0,65

0,6
-2 -1,8 -1,6 -1,4 -1,2 -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0
X

=—4— Solution proposée (collocation par point)
—l— Numérique (Montes,1992)

Figure (IV.5) : Comparaison des résultats analytique (collocation par point) avec les résultats
numériques (Montes,1992).

En résumant dans le tableau suivant les résultats analytiques (la méthode de Collocation
par point) obtenus dans ce travail avec les résultats de Montes (1992) afin de clarifier les
différences entre les deux résultats.

Tableau (1V.6) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec
les résultats Montes (1992).

X -0,5 -1 -15 -2

h(Collocatlon par point) 087667

-05 -15

h(Montes)
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0,95
0,9

0,85
0,8
75 T
0,7

0,65
0,6

X

== Solution proposée (Galerkin)
== Numérique (Montes,1992)

Figure (IV.6) : comparaison des résultats analytique (Galerkin) avec les résultats numériques
(Montes,1992).

Le tableau suivant résumé les résultats analytiques (la méthode de Galerkin) obtenus dans
ce travail avec les résultats présentés par Montes (1992) afin de clarifier les différences entre
nos résultats et leurs résultats.

Tableau (1V.7) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Galerkin avec les résultats
Montes (1992).

-0,5 -1,5

h(GaIerkln) 0715 087667 093154

-1,5
h(Montes)

IV.4.1.2. Interprétations des résultats (Montes)

En 1992, le chercheur Montes a mené plusieurs études sur la surface libre de I’eau, et le
résumé de ses résultats est présente a la figure (I1V.5, 1V.6)

Ces résultats sont comparés a d’autre méthodes d’écoulement potentiel et vérifiés par rapport
aux nombreuses données expérimentales disponibles dans a littérature. Et la profondeur finale
qui vous obtenez est h/he =0 ,722.

Il'y a une légeére différence entre les résultats de Montes et les résultats analytiques. Et cette
différence augmente a mesure que nous passons a -oo

D’apres les figures et les tableaux précédents, nous remarquons que
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Pour x=0 la valeur trouvée par Montes est de 0,722 et la valeur que nous avons trouvée
analytiqguement est de 0,715, ou il y a une légere différence entre les deux valeurs.

Pour x=-1 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,87667 et la valeur trouvée
par Montes est de 0,865, ou il y a une plus grande différence entre les deux valeurs.

Pour x=-2 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,93154 et la valeur trouvée
numériquement par Montes est de 0,933, ou il y a une Iégere différence entre les deux valeurs.

0,95

0,9

0,7

0,65
0,6

X

== Solution proposée (collocation par point)

== Numérique (Strelkoffl et Moayeri,1970)

Figure (IV.7) : Comparaison des résultats analytique (Collocation par point) avec les résultats
numériques (Strelkoff et Moayeri,1970).

Le tableau suivant illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec les
résultats de Strelkoff et Moayeri (1970) afin de clarifier les différences entre nos résultats et
leurs résultats.

Tableau (IV.8) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec
les résultats Strelkoff et Moayeri (1970).

X

h (Collocation
par point)

X

h(Strelkoff et
Moayeri)
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Figure (1V.8) : Comparaison des résultats analytique (Galerkin) avec les résultats numériques
(Strelkoff et Moayeri,1970).

En résumant dans le tableau suivant les résultats analytiques (la méthode de
Galerkin) obtenus dans ce travail avec les résultats présentés par Strelkoff et Moayeri (1970)
afin de clarifier les différences entre nos résultats et leurs résultats.

Tableau (1V.9) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Galerkin avec les résultats
Strelkoff et Moayeri (1970).

X | -0,5 -1 -1,5 -2

h (Galerkin) \ e B

X | 05 15
h(Strelkoff et Moayeri)

IV.4.1.3. Interprétations des résultats (Strelkoff et Moayeri)

En 1970, le chercheur Strelkoff et Moayeri a mené des recherches sur la surface de profil
d’eau et la profondeur final dans un canal rectangulaire, les résultats sont présentés dans la
figure précédente (figure IV.7, 1V.8)

Strelkoff et Moayeri ont trouvé les valeurs de la profondeur pour la surface d’eau est plus
cohérente avec les valeurs trouvées par les résultats analytiques et la valeur de la profondeur a
I’extrémité du canal de Strelkoff et Moayeri h/he=0,714, le rapport de profondeur finale pour
Fr=1 s'est avéré correspondre exactement a la valeur de Rouse h/he=0,715.

Pour x=-1 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,87667 et la valeur
trouvée par Strelkoff et Moayeri est de 0,865, ou il y a une plus grande différence entre les deux
valeurs.
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Pour x=-2 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,93154 et la valeur
numérique trouveée par Strelkoff et Moayeri est de 0,933, ou il y a une légere différence entre
les deux valeurs.

X

=—4— Solution proposée (collocation par point)

—ll— Numérique (Southwell et Vaisey,1948)

Figure (I1V.9) : Comparaison des résultats analytique (collocation par point) avec les résultats
numériques (Southwell et Vaisey,1948).

Le tableau suivant résumé les résultats analytiques (la méthode de Collocation par point)
obtenus dans ce travail avec les résultats présentés par Southwell et Vaisey (1948) afin de
clarifier les différences entre nos résultats et leurs résultats.

Tableau (1V.10) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Collocation par point avec
les résultats numériques (Southwell et Vaisey,1948).

X

h (Collocation par
point)

X

h(Southwell et
Vaisey)
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Figure (1V.10) : Comparaison des résultats analytique (la méthode de Galerkin) avec les
résultats numériques (Southwell et Vaisey,1948).

En résumant les résultats analytiques (la méthode de Galerkin) obtenus avec les résultats
présentés par Southwell et Vaisey (1948) afin de clarifier les différences entre les deux
résultats dans le tableau suivant :

Tableau (IV.11) : Tableau illustrant les résultats de la méthode de Galerkin avec les résultats
Southwell et Vaisey (1948).

X - -05 -1 -1,5

h (Galerkin) 0715 087667 093154

X -O 5 -1 5
h(Southwell et
Vaisey)

IV.4.1.4. Interprétations des résultats (Southwell et Vaisey)

Southwell et Vaisey en 1948 ont trouvé les valeurs de profondeur pour la surface d'eau, mais il
y a une légeére différence entre ses résultats et les résultats analytiques.

Les résultats obtenus dans la figure précédente (figure 1V.9, 1V.10)
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Une solution d'écoulement potentielle de ce probleme, non strictement confinée a la section
du canal, a d'abord été présentée par Southwell et Vaisey, qui ont utilisé la méthode de
relaxation de Southwell pour résoudre I'équation de Laplace pour la fonction de courant sur le
plan x-h. La profondeur finale calculée par Southwell et Vaisey est h/he=0,681

D’aprés les figures et les tableaux précédents, nous remarquons qu’il y a une grande
différence entre les résultats trouves par Southwell et Vaisey et les résultats analytiques que
nous avons trouves.

Pour x=0 la valeur trouvée par Southwell et Vaisey est de 0,681 et la valeur que nous avons
trouvée analytiquement est de 0,715, ou il y a une plus grande différence entre les deux valeurs.

Pour x=-1 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,87667 et la valeur trouvée
par Southwell et Vaisey est de 0,84, ou il y a une plus grande différence entre les deux valeurs.

Pour x=-2 la valeur que nous avons trouvée analytiquement est de 0,93154 et la valeur
trouvée par Southwell et Vaisey est de 0,907, ou il y a une plus grande différence entre les deux
valeurs.

1VV.5. Conclusion

Dans ce dernier chapitre, nous avons appliqué directement la méthode de Galerkin et la
méthode de collocation par point, et on compare les résultats des méthodes précédents avec les
résultats expérimentaux d'une part. D'autre part, nous avons comparé les résultats que nous
avons trouvés par des méthodes analytiques avec les résultats trouvés par chaque chercheur.
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Conclusion Geénérale

A travers ce modeste travail, nous avons tenté de répondre a I'un des problemes importants
de I'hydraulique. Dans ce cas, nous avons étudié I'écoulement en chute libre dans un canal a
profil rectangulaire.

L’objectif de cette analyse théorique est de trouver la formulation analytique de la hauteur
de chute a I’extrémité du canal et I’équation différenticlle du profil de la surface libre.

Dans un premier temps, nous avons introduit I’équation différentielle fondamentale de ce
probleme, a travers laquelle nous pouvons formuler le modéle mathématique qui gouverne
I’écoulement dans les canaux rectangulaires.

Ensuite pour résoudre cette équation différentielle, nous avons utilisé I’une des méthodes
analytique telles que Collocation par point et la méthode de Galerkin.

La méthode de Galerkin est la méthode analytique la plus puissantes et actuellement
répandues dans le domaine de la mécanique des fluides et de I’hydraulique.

Deuxiémement, dans le quatriéme chapitre, qui représente le coeur de notre travail, nous
avons fait une application directe pour but de comparer les résultats du modéle analytique avec
ceux expérimentaux obtenus par des expériences effectuées par Rouse (1933), Marchi (1993)
et Strelkoff et Moayeri (1970) ...etc. Comparaison faite, il a été jugé que ceux découlant du
calcul analytique concordent assez bien avec ceux obtenus expérimentalement.

Enfin, au terme de ce modeste travail, nous espérons avoir contribué a la modélisation et
résolution analytique et approchée d'un des problemes de I'écoulement au voisinage d’une chute
libre en canal a profil rectangulaire.
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Résumeé

L’un des problémes hydrauliques les plus importants auxquels nous sommes confrontés
est la mesure des écoulements en surface libre et 1’utilisation de la chute libre comme moyen le
plus simple. Ce travail vise a créer une formulation analytique pour les chutes élevées a
I’extrémité du canal et I’équation différenticlle de la surface libre. Le modele analytique est
donné en utilisant les méthodes de Galerkin et le point de rassemblement, ou les résultats de
ces deux méthodes sont d’abord comparés aux résultats expérimentaux, puis aux résultats
trouvés par certains chercheurs dans leur étude sur cette recherche.

Mots clés : Déversoir, Ecoulement a surface libre, Equation différentielle non linéaire, Chute
libre, Méthode de Galerkin, Méthode de Collocation par point.

Abstract

One of the most important hydraulic problems we face is the measurement of free surface
flows and the use of free fall as the simplest means. This work aims to create an analytical
formulation for high falls at the end of the channel and the differential equation of the free
surface. The analytical model is given using the Galerkin methods and the collection point,
where the results of these two methods are first compared to the experimental results and then
to the results found by some researchers in their study on this research.

Keywords : Weir, Open channel flow, Nonlinear differential equation, Free overfall, Galerkin
method, Collocation method by point.
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