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Introduction

Cesare-Arzela et Guilio-Ascoli

En mathématique, le théoréme d’Ascoli, ou théoréme d’Ascoli-Arzela de ’analyse
fonctionnelle, démontré par les mathématiciens Italiens Guilio-Ascoli (1843 — 1896)
et Cesare-Arzela (1847 — 1912), donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
décider si une suite donnée d’application continues, est relativement compact pour
certaines topologies, ces conditions sont généralement aussi nécessaires. Afin d’établir
sa démonstration, nous introduirons la notion d’espaces précompacts, qui nous donnera
un critére de compacité, des espaces complet, et aussi la notion d’équicontinue qui a
¢té introduit & la méme époque par Ascoli (1883 — 1884) et Arzela (1882 — 1883). Une
forme faible du théoréme a été prouvée par Ascoli, il a établi la condition suffisante
de compacité, et par Arzela (1895), qui a établi la condition nécessaire et a donné la

premiére présentation claire du résultat.

Ce mémoire est composé en quatre chapitre. Dans le premier chapitre on commence
par donner quelques rappelles et notions fondamentales des espace topologiques et

métriques.

Dans le deuxiéme chapitre on s’intéresse a la notion de compacité dans des espaces

111



Introduction iv

topologiques ou métriques.

Dans le troisiéme chapitre on expose les différentes topologies définies sur C'(X,Y);
I’espace des fonctions continues définies d’un espace topologique X dans un espace

métrique Y, et donner quelques propriétés de ces topologies.

On expose également la topologie de la convergence simple, la topologie de la conver-

gence uniforme, et la topologie de la convergence compacte.

Enfin, dans le dernier chapitre on s’intéresse au théoréme d’Ascoli-Arzela. Dans la
premiére section nous avons présenté les énoncés du Théoréme d’Ascoli-Arzela avec
leurs démonstration donnés dans des espaces topologique. La deuxiéme section est

consacrée au théorémes d’Ascoli-Arzela sur un espace métrique asymétrique.



Chapitre 1

Espaces Topologiques et métriques

Dans ce chapitre on définit les notions de base d'un espace topologique et d’un

espace métrique, ainsi d’un espaces métrique asymeétrique.

1.1 Notations

Tout au long de ce travail, nous utiliserons les notations suivantes :
— N I’ensemble des entiers naturels 0, 1,2, ...
— N* 'ensemble des entiers naturels non nuls 1,2, ...
— 1,n ensemble des entiers naturels entre 1 et n.
- Ry =1[0,00].
— ¢ L’ensemble vide.
— V(z) ensemble de voisinages de x.
— C4 complémentaire de A par rapport a X.
— A(X,Y) l'ensemble des applications de X dans Y.
— C(X,Y) I'ensemble des applications continues de X dans Y.
— P(X) 'ensemble de parties de X.
— F(z) parties fermés de x.
— Cs(X,Y) I'ensemble des application de X dans Y muni de la topologie de la

convergence simple.
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1.2 Espaces topologiques

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.
Soit X un ensemble non vide. On appelle topologie sur X, toute famille T de parties

de X tel que :

(01) ¢ et X appartiennent a 7.

(02) Toute réunion d’éléments de T est un élément de .

(0O3) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de T.

On dit que (X ,7) est un espace topologique. Les éléments de T s’appelles les ouverts.
AC X, Aouwvert < Aer.

Exemple 1.2.1.

1. Soit 74 l'ensemble des parties de X. Le couple (X, 74) est un espace topologique

appelé discret et 74 est dit la topologie discréte.

2. La famille 7, = {X, ¢} définit une topologie sur X appelée la topologie grossiére.

Dans une topologie grossiére les seuls ouverts sont X et ¢.

3. Soit X ={a,b,c}. La famille 7 = {X, ¢,{a}} définit une topologie sur X.

Définition 1.2.2.

Soient 71 et T deux topologies sur X, on dit que Ty et To sont comparables si l'une des
familles est contenue dans lautre. Si 71 C 1o (i.e. tout ouvert de T est un ouvert de
Ty) on dit que o est moins fine que Ty.

Deuz topologies T et 7o sur X sont égales si et seulement si chacune est plus fine que

Uautre.

Définition 1.2.3.

Soit (X, 7) un espace topologique et B C X. On dit que B est fermé si C¥ est ouvert.
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1.2.2 Axiomes des fermés

La famille F des parties fermées de X vérifie les propriétés suivantes, appelées

axiomes des fermés.
(C1) L’ensemble X et la partie vide ¢ appartiennent a la famille F, i.e., sont fermés.
(C2) Toutes intersections (finie ou infinie) de fermés est un fermé.
(C3) La réunion de deux fermés (et par suite toute réunion finie de fermés) est un

fermé.

Définition 1.2.4.
Soit x un point de ’espace topologique (X, 7). On appelle voisinage de x toute partie V
de X contenant un ouwvert qui lui-méme contient le point x. On note V(x) 'ensemble

des voisinages de x.

Proposition 1.2.1.
Soit (X,1) un espace topologique. Une partie O est ouverte si et seulement si elle est

un voisinage de chacun de ses points.
O ouverte <= Yz € O, O € V(x).

Définition 1.2.5.
Soit (X, 7) un espace topologique, et soient A C X, x € X. On dit que x est un point

adhérent a A si Uintersection de A avec tous voisinage de x est non vide ,i.e.,
T €A = VYV eV(),VNA#o.

L’ensemble de tous les points adhérents a A est appelé Uadhérence de A et noté A.
Définition 1.2.6.
Soit (X, 1) un espace topologique. On dit que (X, T) est séparé si,

Ve,ye X, x4y = 3U € V(z), IW € V(y) tels que UNW = ¢.

Définition 1.2.7.
Soit (X, T) un espace topologique et soit A C X. On dit que X est séparable si et

seulement st il admet un sous ensemble dénombrable partout dense.
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Définition 1.2.8.
Soient (X, T) un espace topologique et A C X. On appelle topologie induite par X sur
A le couple (A, 74) ot T4 ={ONAJO € T}.

Définition 1.2.9.

La famille T définie par :
" ={ACR,Vx € A,3h > 0,]x — h,x + h[C A}.

Alors Tr est une topologie sur R appelée la topologie usuelle et (R, mr) l’espace topologie

usuelle.

Définition 1.2.10.
Soit (X, 1) un espace topologique et soit B C T. On dit que B est une base de (X, T) si

tout ouvert non vide de X est réunion d’éléments de B, 1i.e.,
Voer: O=|JVi, VieB, Vie L ICN.
iel
Exemple 1.2.2.

Br = {]a,b[;a,b € R} est une base de la topologie usuelle sur R.

Proposition 1.2.2.

Toute base B d’un espace topologique (X, T) joue les deux propriétés suivantes :
(B]) VUl,UQ GB,VQI S UlﬂUQ,ElU ceB:xzelUC U, NUs.
(B2) Vx € X,3U e B:x € U.

Définition 1.2.11.

Soit (X, T) un espace topologique et By C 7. On dit que By est une sous-base de T si la

famille 1(By) forme une base de 7, tel que
I(By) ={ANAy;N---NA,JA, € By, i=1,2,...,n}.

Exemple 1.2.3.
La famille By = {] — 00, a[, |b,+o0[; a,b € R} est une sous-base pour (R, | . |) puisque
Br C [(Bo)
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Définition 1.2.12.
Soit B(z) C V(x). On dit que B(z) est un systéme fondamental de voisinages de x,
noté SFV(x) si
VWV eV(x), U € B(x):x €U CV.
Exemple 1.2.4.
1. Dans un espace discret X, B(x) = {{z},x € X} forme un systéme fondamental

de voisinage de x.

Proposition 1.2.3.

Soit B une base d’un espace topologique X . Alors la famille
B(z) ={Q e B/x € Q},
est un SFV de x.

Proposition 1.2.4.
Soit (X, T) un espace topologique. Tout systéme fondamental de voisinage {B(z)}rex

satisfait les propriétés suivantes :

(BP1) Pour tout x € X,B(x) # ¢, et pour tout U € B(z),z € U.
(BP2) Sixz e U € B(y), alors il existe V € B(z) tel que V C U.

(BP3) Pour tous Uy, Uy € B(z) il existe U € B(x) tel que U C Uy N Us.

1.2.3 Applications continues

Définition 1.2.13.
Soient (X, 7x), (Y, 7y) deuz espaces topologiques et soit f : X — Y. On dit que f est

continue au point xo € X st
YW € Vy(f(xg)), IV € Vx(xo)/f(V) C W,
ot bien

YW € Vy(f(x0)), f 1 (W) € Vx(x0).

On dit que f est continue sur X si f est continue en tout point xo € X.
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Définition 1.2.14.
Une application f: X — Y est ouverte (resp fermée) si l'image par [ de tout ouvert

(resp fermée) de X est un ouvert (resp fermé) de Y.

Théoréme 1.2.15.
Soit f: X — Y une application et soit B une base de X. Alors

f ouwverte <= f(U) est un ouvert de Y pour tout U € B.

Proposition 1.2.5.
Soient X etY deux espaces topologiques et f : X — Y une application. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.

1. L’application f est continue.

2. Pour toute partie A de X, f(A) C f(A).

3. Pour tout fermé B de Y, f~1(B) est un fermé de X.

4. Pour tout owvert U de Y, f~Y(U) est un ouvert de X.

Définition 1.2.16.
Soient X, Y deux espaces topologiques. Une application f : X — Y est dite homéo-
morphisme si elle est bijective et f et f~! sont continues, ou d’une maniére équivalente

si f est une application continue et ouverte (ou fermée).

1.2.4 Limites et valeur d’adhérence

Définition 1.2.17.
On appelle suite dans un ensemble non vide X une application x : N — X de ’en-

semble N des entiers naturels dans U'ensemble X .

Définition 1.2.18.

Soit (x,)nen une suite dans un espace topologique X. On dit qu’un élément | de X est
limite de la suite (x,)nen, 0u que cette suite converge vers l’élément | € X, si pour tout
voisinage V' de l, il existe un ng € N tel que, pour tout n € N vérifiant n > ng, on ait

r, € V.
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Remarque.
Un élément | de X est limite de la suite (T,)nen St tout voisinage de | contient tous les

termes x, de la suite, sauf pour un nombre fini de valeurs de ['indice n.

Définition 1.2.19.
Soit (x,)nen une suite dans un espace topologique X. On dit qu’un élément a de X
est valeur d’adhérence de la suite (x,)nen, St pour tout voisinage V' de a et tout entier

ng € N, il existe n € N vérifiant n > ng et x, € V.

Remarque.
Un élément a de X est valeur d’adhérence de la suite (x,)nen st tout voisinage de a

contient les termes x,, de la suite pour une infinité de valeurs distinctes de [’indice n.

Proposition 1.2.6.

1 (T converge vers x alors x est une valeur d’adhérence pour (x .
S (Tn)nen ! t leur d’adh n)neN

Proposition 1.2.7.
Soit (X, 7) un espace topologique et soit (zp)neny C X. Posons A, = {xy, k >
n} =A{xn, Tpi1,...}. Soit A 'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (xy,), alors

A=(Y4,.

1.2.5 Meéthodes d’engendré une topologie

Proposition 1.2.8.
Soit X un ensemble et B une famille de sous ensemble de X qui vérifie les conditions
de la proposition (1.2.2). Soit T la famille de tous les sous ensembles de X qui sont des

untons de sous famille de B c’est a dire,

Uer «— U:UBopourBOCB.

La famille T est une topologie sur X et la famille B est un base pour l’espace

topologique (X, T).

Démonstration.

Montrons que la famille 7 forme une topologie sur X .
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1. La condition (O1) est satisfaite car ¢ = |J By pour By = ¢ , et par (B2) on a
X =By pour By = B.

2. Montrons que la condition (O3) est satisfaite. Prenons Uy, U; € 7, alors U; =

UUsetUy=JU; ouUs, U, € Bpour s€ SetteT.Ona

seSs teT

U NUy = U Us N UL.

seSteT

Pour cela il suffit de prouver que U; N U; est 'union d’une sous famille de B.

Par (B1) pour chaque z € U; N Uy, il existe U(z) € B tel que
reU(x) cU N,
Et cela implique
U, NU; = UBO pour By = {U(z) : x € Us N Uy}.

3. La condition (02) est satisfaite par la définition de la famille 7. Donc 7 est une

topologie sur X. Clairement B est une base de X. O

Proposition 1.2.9.
Soit X un ensemble et C C P(X) tel que :

]' QS?XGC;
2. pour tous B1,By € C': BiUBy € C';

3. pour tout (B;)ier € C: (B; € C.

iel
Alors la famille T = {Q/C¢ € C} est une topologie sur X.
Proposition 1.2.10.

Soient X un ensemble et ~: P(X) — P(X) un opérateur qui associe a toute partie

A C X une partie AcC X, de telle sorte que les conditions suivantes sont satisfaites.

®.

1. ¢=
2. ACA.
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Alors la famille T = {Q : C¢ = 6\;5}} = {C: Q= Q} est une topologie sur X. De
plus, pour tout A C X, l’ensemble A estla fermeture de A dans (X, ).

Démonstration.

Montrons que la famille 7 est une topologie sur X. On a
1. gg — ¢ donc C% = X € 7, par définition et X C X done X = X implique
C¥ = ¢ € 7 par définition.

2. Soient €2q,{2 € 7 donc
O = Ciet O = C32.

D’autre part

—_—

C’%l U C)S}Z _ 021 U 022 — 021092’

et on a aussi

CRUCE =CPuCy =Ccpn®,

donc

Q1N Q1NN
% _ ong:

Finalement Q, N, € 7.

3. Soit (€2;)ier C 7, on va montrer que C)U(Q On a d’apreés la condition (2)

O c oY,

Pour montrer 'inclusion inverse on dit tout d’abord montrer que si A C B, alors

A C B. Soit AC B donc AU B = B, donc

D’autre part on a

cy c oy,
i€l
alors
(Y c oy =cy,
iel
donc
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d’on

e~

User€l User€
Cx C Oy,

Donc par double inclusion
C’;Qi = C;J(Qi, pour tout ¢ € I.

D’ou | € 7. Donc 7 est une topologie sur X.

Maintz;iant, on doit montrer que F=F pour tout F' C X.

On a F est un fermé puisque 715 = F. D’autre part F' C Fdonc FCF , puisque
F est le plus petit fermé qui contient F.

Vérifions que F C F. Soit B un fermé dans X tel que F' C B, donc FCcB=B ,

alors

Fc(){B:B=BetFCB}=F.
Donc par double inclusion F = F. O

Proposition 1.2.11.

Soit X un ensemble donné et {B(x)}.cx une collection de familles de sous ensembles
de X, de telle sorte que les axiomes de la proposition (1.2.4) soient vérifiées. Soit O
la famille de tous les sous ensembles de X qui sont des unions d’une sous famille de
U B(x). La famille O satisfait les conditions de la définition (1.2.1) et la collection
EGBX(:E)}QCE)( est un systéme fondamental de voisinages de x pour l’espace (X, O).

La topologie O est appelée la topologie engendrée par le systeme fondamental de

voisinage {B(x)}rex.

1.2.6 Topologie produit

Définition 1.2.20.

Soient X;,i € I, des espaces topologiques, et X = [[X; l'ensemble produit. Pour
chaque v € I, on note p; : X — X; la projection canoéz’ec;ue de X sur le facteur X;. La
topologie produit sur X est la topologie engendrée par [’ensemble des parties de X de la

forme p; Y (U;), avec i € I et U; ouwvert de X;. Lorsque l'ensemble produit X est muni
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de cette topologie, on dit que c’est l’espace topologique produit des espaces topologiques

Xiiel.

Proposition 1.2.12.

L’ensemble produit étant supposé muni d’une topologie. Soit ¢ € I. La projection ca-
nonique p; - X — X; est continue si et seulement si, pour chaque ouvert U; de X;,
pi 1(U;) est un ouvert de X. Nous voyons donc que la topologie produit sur X est la
moins fine des topologies pour lesquelles les projections canoniques p; : X — X;,

1 € I, sont toutes continues.

Définition 1.2.21.

On appelle ouvert élémentaire ou pavé ouvert de ’espace topologique produit X = [[X;,
iel

Uintersection d’une famille finie de parties de X de la forme p;"*(U;), aveci € I et U;

ouvert de X;.

Remarque.

Une partie U de X est un pavé ouvert si et seulement si elle est de la forme U = [[U;
avec i € I et U; ouvert de X; et U; = X; sauf pour un nombre fini de valeurs de l’z';id]ice
i € I. En effet, un pavé ouvert est, d’aprés la définition (1.2.21), intersection d’une
famille finie de parties de X de la forme p; "1 (U;) avec i € I et U; ouvert de X;. On

peut donc ’écrire

U=p; (Uy) N np (Usy),

AQUEC 11,1y, . . ., i Eléments de I, et U;; ouvert de X;;, 1 < j < k. Mais on peut écrire

ausst

U=]]v

el

Uy, si i=1

Us,, si i=iy

Uik7 st 1= Zk

Xh st 1 ﬁé {il,ig,...,ik}.
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Théoréme 1.2.22.

Une partie de ’espace topologique produit X = [[X; est ouverte si et seulement si elle
iel

est la réunion d’une famille quelconque (finie ou non) de pavés ouverts. En particulier,

tout pavé ouvert est un ouvert.

Remarque.

1. Lorsque ’ensemble d’indices I est fini, toute partie de la forme [[U; avec U;
iel

ouvert de X;, est un pavé ouvert. Ce n’est plus le cas lorsque l’ensemble I est

infini : il ne faut pas oublier alors de préciser que U; doit étre égal a X; sauf

pour un nombre fini de valeurs de l'indice i € 1.

2. On peut exprimer le théoréme (1.2.22) en disant que dans un espace topologique

produit, I’ensemble des pavés ouverts est une base d’ouverte.

3. Soit x = (x1,22,...,2;,...),1 € I un point de l’espace topologique produit X =
[1X:. On voit aisément que l’ensemble des parties de X de la forme V = [[V;
Zféec Vi woisinage de (z;) dans X; et V; = X; sauf pour un nombre fini de vaégzlw“s
de l'indice i € I, est un systeme fondamental de voisinages de x dans X ; on peut
méme choisir, pour chaque i € I, un systéme fondamental W;(x;) de voisinages

de x; dans X; et imposer a chaque V; qui n’est pas égal a X; d’étre élément de

Proposition 1.2.13.

Chaque projection canonique p; : X — X; de Uespace topologique produit X = [[X;
iel

sur un de ses facteurs est une application ouverte.

Proposition 1.2.14.

Un espace topologique produit est séparé si et seulement si chacun de ses facteurs est

Séparé.

Démonstration.

Montrons que, X = [[X; est séparé. En effet, soient a,b € X tels que a # b, on
iel
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a=(ay,ag,...,a;...),b=_(by,ba,... b;...) avec a;,b; € X;, Vi € I.

a#b = dig € I,tel que a;, # b;,
— 3U;, € V(ay,),3V;, € V(by,) tel que Uy, (| Vi,

== U,;, X HXZ' et Vi, X HXi sont des voisinages disjoints de a et b
i#10 1#1i0

— HXi est séparé.
iel

Proposition 1.2.15.
Soit Y un autre espace topologique. Une application f :' Y — X est continue si et
seulement si chacune de ses composantes f; = p;o f 1Y — X, est continue (on a

noté p; : X — X; la projection canonique sur le facteur X;).

En effet, si f est continue, chacune de ses composantes f; = p; o f est continue,
puisque composée d applications continues. Réciproquement, supposons les composantes
de f toutes continues. Soit ﬂ P, 1 Ui;) un pavé ouwvert de X on a noté iy, ..., i des

7j=1
€léments de I et, pour chaque j, 1 < j <k, U;, est un ouvert de X;,. On a

FHU) = ﬂ F ot U) = () £,

Les f Y Ui;) sont des ouverts, puisque les applications f;; sont continues. Par suite,
f~HU) est ouvert, comme intersection d’une famille finie d’ouverts. Cela prouve que

f est continue, [’ensemble des pavés ouverts étant une base de la topologie produit.

1.3 Espaces métriques

Définition 1.3.1.
Soit X un ensemble non vide. Une distance sur X est une applicationd : X x X — R

vérifiant :

1. pour tout x,y € X : d(x,y) = d(y,x),
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2. pour tout z,y € X : d(z,y) =0 <= z =1y,
3. pour tout x,y,z € X : d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z).

Le couple (X,d) est dit espace métrique.

Exemple 1.3.1.
1. Sur R la distance usuelle est définie par : d(z,y) = |z — y|.

2. Si X un ensemble quelconque, on définit une distance sur X en posant

0, st z=y,
d(z,y) =

1, si x#uy.

On dit que d est la distance discréte sur X.

Définition 1.3.2.

On appelle semi-distance sur un ensemble X . Une application d de X x X dans la demi

droite réel R, ayant les propriétés suivantes :
1. Symétrie : d(z,y) = d(y, ).
2. Semi positivité : d(z,y) >0 et d(z,x)=0.
3. Inégalité triangulaire : d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Définition 1.3.3.
On appelle espace semi-métrique un ensemble X muni d’une famille (d;);cr de semi-

distance, vérifiant la condition de filtration, i.e., pour toute partie finie J de I, il existe

k€ I tel que d, > d; pour tout j € J.

Proposition 1.3.1.

Tout espace métrique est sépareé.

Définition 1.3.4.
On dit que f: (X,d) — (Y, d') est lipschitzienne si il existe k > 0 tel que

/

d (f(x1), f(xe) < kd(x1,22)), V1,29 € X.

S0 < k<1 on dit que f est contraction.
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Définition 1.3.5.
Soient (X,d) et (Y,d) deuzx espaces métriques. On dit qu’une application f : X — Y

est uniformément continue si elle vérifie la propriété suivante :
Ve >0, 30 >0, Vo,y € X, d(z,y) <6 = d(f(x), f(y)) <e.

Proposition 1.3.2.

Toute application lipschitzienne est uniformément continue et donc continue.
Théoréme 1.3.6. (Bolzano- Weierstrass)

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration.
Soit (uy,)nen une suite réelle bornée par un certain réel M € R*. Nous allons construire
par un procédé dichotomique deux suites adjacentes (a,)nen €t (b, )nen telles que, pour

tout entier naturel n, soit I’ensemble infini

A, ={k €N/a, <u, <b,}.

Etape initiale :
Pour ag = —M, by = M T’ensemble Aq est infini car égal a N.
Etape n:

Soit a,, et b, tels que 'ensemble A, = {k € N/a,, < uy < b,} infini et construisons

Gpy1 €t byyq. Posons d, = b"Ta” et considérons
A~ ={keN/a, <up <d,} et AT ={keN/d, <up <b,}
A, =A"UAT.
Comme A,, est infini, au moins I'un des deux ensembles A~ ou A" doit étre infini.

Si AT est infini, on pose a,,1 = d,, et b, 1 = b,. Sinon, A~ est nécessairement infini

et on pose a,1 = a, et b,11 = d,. Dans les deux cas I’ensemble

Apir =1{k e N/apy1 <up < bppa},
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est infini.

De plus dans les deux cas

bn_an

bn—l—l — Upy1 = 9 .

Montrons qu’alors les suites (a et (b sont adjacentes. Par récurrence
q n)neN n)neN ’

sachant

on obtient

1
bn — ap = 2—n(b0 — ao).

On en déduit que b, —a,, —> 0, il ne reste plus qu’a étudier la monotonie de (a,,)nen
et (by)nen. A 'étape n, sachant que b, —a,, > 0 on a

:bn+an<b

angdn = Un-
2

Par suite que a,4; soit égale a a, ou a d,, on a a,y; > a, De méme, que b, soit

égale a b, ouad, on a b, 1 <b,.
Ainsi (a,) est croissante et b, est décroissante.

Finalement les suites (a,)nen €t (b, )nen sont bien adjacentes, elles convergent donc

vers une méme limite c.
De plus on a la propriété
Yn € N A, = {k € N/a, <u, <b,}
est un ensemble infini.

Nous allons maintenant pouvoir construire une suite extraite de (u, ) qui soit conver-

gente.

Définissons par récurrence, une application ¢ : N — N de la maniére suivante : on

pose ¢(0) = 0, puis lorsque p(n) est défini, on pose

en+1)=min(A,11\{0,1,2,...,¢(n)})
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Comme I'ensemble A,,;; est infini, ’ensemble A,,,1\{0, 1,2, ..., ¢(n)} est une partie

non vide de N, et par suite, elle admet bien un plus petit élément.

Par construction on a

Vn e N,p(n+1) > ¢(n).

L’application ¢ est donc strictement croissante.
Considérons maintenant la suite extraite (u,(,)). Par construction de ¢, on a
Vn € N, p(n) € A,,

c’est a dire

(7% < Uep(n) < bn

Comme (an)nen €t (by)nen convergent vers ¢, il en est de méme de (ug()).

Finalement, nous avons extrait de la suite (u,),eny une sous-suite convergente. [

Définition 1.3.7.
Soit (X,d) est un espace métrique, et a € X, et r > 0. La boule ouverte de centre a et

de rayon r est [’ensemble

B(a,r)={zx € X, d(z,a) <r}.
La boule fermée correspondante est [’ensemble

Bs(a,r) ={z € X, d(z,a) <r}.

Exemple 1.3.2.
1. Dans R, la boule ouverte B(a,r) est l'intervalle Ja —r,a+7[, la boule fermée est
Uintervalle [a — r,a + 7]

2. Dans R? muni de la distance usuelle, les boules sont des disques.

Définition 1.3.8.
Soit (X,d) est un espace métrique. On dit qu’un ensemble O C X est un ouvert de
(X,d) s’il vérifie la propriété suivante :

pour tout point x € O, on peut trouwver r > 0 tel que B(x,r) C O.
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Proposition 1.3.3.

Toute boule ouverte est un ensemble ouvert.

Démonstration.
Soit O = B(a, r) une boule ouverte, et soit  un point quelconque de B. On a d(z,a) <
r, donc on peut trouver

e >0 tel que e +d(x,a) <r.

D’apres 'inégalité triangulaire, on a alors

B(z,e) € B(a,r) = O.

Comme x est un point quelconque de O, cela prouve que O est un ouvert de X. [J

Proposition 1.3.4.
Soit (X, d) un espace métrique. La famille des ouverts de (X, d) vérifie les propriétés
suivantes :

1. ¢ et X sont des ouverts de X.

2. Une réunion quelconque d’ouverts est encore un ouvert.

3. Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Corollaire 1.3.9.
Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble O C X est ouvert pour la

distance d si et seulement si O est une réunion de boules ouvertes.

Définition 1.3.10.
Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble C C X est fermé dans X s’il
vérifie la propriété suivante : chaque fois qu’une suite (T, )nen d’éléments de C' converge

dans X, sa limite appartient encore a C.

Proposition 1.3.5.
Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble C C X est fermé si et seulement

si son complémentaire X \ C est ouvert.
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Corollaire 1.3.11.
Une intersection quelconque de fermés est un fermé, une réunion finie de fermés est

un fermé.

1.4 Espaces métriques asymeétriques

Définition 1.4.1.
Une application d, : X x X — R est une métrique asymétrique (par fois appelée un

quasi-métrique) et (X, d,) est un espace métrique asymétrique si :
1. Pour tout x,y € X , do(z,y) >0 et dy(x,y) = 0 si et seulement si x = y.

2. Pour tout z,y,z € X , do(x,2) < du(z,y) + du(y, 2).

Définition 1.4.2.
La topologie a droit T, induit par d, est la topologie générée par les boules ouvertes a
droit

Bt (z,e) = {y € X/d.(z,y) < e} pourx € X, € > 0.

Egalement, la topologie & gauche T_ induit par d, est la topologie générée par les

boules ouvertes a gauche
B (z,¢e) ={y € X/d.(y,z) < e} pour x € X, € > 0.

Définition 1.4.3.
Un ensemble S C X est borné a droit, respectivement borné a gauche, si il existe v € X

et € >0 tel que S C BT (x,¢), respectivement S C B~ (z, ¢).

Définition 1.4.4.
Un sous-ensemble S C X est totalement borné a droit si, pour chaque € > 0, il peut

étre recouvré en nombre fini de boules a droit de rayon €.

Définition 1.4.5.
On suppose (X, d, ) et (Y,d,, ) deuz espaces métriques asymétriques. Soit f : X — Y

une fonction, on dit que f est continue a droit respectivement continue a gauche ¢ x €
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X, si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que y € BT (x,d) respectivement y € B~ (z, )

implique f(y) € BT (f(x),¢e) respectivement f(y) € B~ (f(x),¢).

Cependant, on note que la continuité uniforme a droit et a gauche est définie de

meéme maniere.

Définition 1.4.6.
Une suite (zx)ren converge a droit vers xg € X, (resp converge a gauche) vers xg € X
St

lim da(l’o,l'k) = O( Tesp lim da(xkax0> = O)
k—o0 k—00

d
On note 1, —— xo (Tesp T — ).

Lemme 1.4.7.
Une fonction f : X — Y est continue a droite a x € X si et seulement si xy, Ay

dans (X, d,, ) implique f(xy) LN f(z) dans (Y, d,, ).
La continuité a gauche est définie de méme maniere.

Définition 1.4.8.
On suppose (X, d,) est un espace métrique asymétrique. On dit que la suite (xg)reny C X

est de
1. Cauchy a gauche si pour tout € > 0, il existe N € N, tel que pour tout m > n >
N, dy(zp, ) < €.

2. Cauchy a droit si pour tout € > 0, il existe N € N, tel que pour tout m > n > N

do(Tm, x,) < €.

Définition 1.4.9.
Un espace métrique asymétrique (X, d,) est complet a droit si toute suite de Cauchy a

droit a une sous-suite convergente.

Lemme 1.4.10.
Si (xp)ken C X converge a droit vers xy € X et converge 4 gauche vers yo € X alors

Lo = Yo-
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Corollaire 1.4.11.
St la convergence a droite d’une suite implique la convergence a gauche, la limite droit

est unique.

Proposition 1.4.1.
Supposons d,(y,z) < c(x,y)dq(x,y) pour tout z,y € X, ot ¢ : X x X — R satisfait

a la contrainte swivante :
Vo € X, Je >0 tel quey € Bt (z,6) = c(z,y) < C(x),
ou C' est une fonction qui ne dépend que de x.

Dans ce cas, [’existence de limites a droit implique [’existence de limites a gauche

et les limites sont donc uniques.



Chapitre 2

Espaces compacts

Dans ce chapitre on donne quelques généralités et notions de compacité, compacité

locale, et compacité d’un produit.

2.1 Espaces compacts

Définition 2.1.1.
Soit X un espace topologique et A une partie de X. Un recouvrement de A est une

famille (U;);er de parties de X vérifiant A C |JU;.

i€l
Un recouvrement est dit fini s’il est formé seulement d’un nombre fini de parties de

X.

Un recouvrement est dit ouvert si toutes les parties appartenant a ce recouvrement

sont des ouverts de X.

Un sous-recouvrement d’un recouvrement {U;,i € 1} est une partie {U;,i € J} ou

JClI.

Exemple 2.1.1.
1. (Uy)aea avec U, = {a} est un recouvrement de A.

2. {[-n,n|, n € N} et {] —n,n|, n € N} sont des recouvrements de R.

22
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8. {]0,1—2[, n > 2} est un recowvrement ouvert de ]0, 1[.

Définition 2.1.2.
Soit X un espace topologique et A une partie de X. On dit que A est compact si de

tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exemple 2.1.2.

1. R n’est pas compact car {]—n,n[, n € N} est un recouvrement ouvert de R, mais
tout sous-recouvrement est de la forme {] —ny,ni[, | —na,naf, ..., | —ng,n.[}
dont la réunion est | — N, N[, N = max(ni,na,...,n,), e¢ RZ ] — N,N|[.

2. Tout espace topologique fini est compact.

En effet, si X est fini alors X = {x1,29,...,2,} et {U;, i € I} est un recou-
vrement ouvert de X, i.e., X C |JU;, alors Vo € X, il existe i, € I tel que
xelU,. !

L’ensemble{ i, : x € X} = J C Iest fini et la famille {U;};cr recouvre X.

Théoréme 2.1.3. (Heine)

Tout intervalle fermé et borné de R est compact.

Propriétés 2.1.1.

1. Valeurs d’adhérence d’une suite :
Toute suite (x,)nen dans un espace compact X posséde une valeur d’adhérence.
Soit en effet F,, = m Les F,, sont des parties fermées de X, et tout
sous-famille finie extraite de la famille de parties (F,) est d’intersection non
vide, donc l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (T,)nen, qui n’est autre

que () F,, est non vide.
neN

2. Parties fermées d’un compact :
Toute partie fermée 'Y d’un espace compact X est compact, car les fermés de'Y

sont aussi des fermés de X.

3. Parties compactes d’un séparé :
Toute partie compacte K d’un espace topologique séparé X est fermée. En effet,

soit x un point adhérent a K . Tous les voisinages fermés de x rencontrent
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K, et leurs intersections avec K forment une famille de parties fermées de K
dont toute sous-famille finie a une intersection non vide. Donc lintersection de
tous les voisinages fermés de x, qui n’est autre que {x}, puisque X est séparé,

rencontre K. En d’autres termes, x € K, donc K est fermé.

4. Réunions finies et intersections de parties compactes :
Dans un espace topologique séparé, toute intersection de parties compactes est

compacte, et toute réunion finie de parties compactes est compacte.

5. Parties compactes de R :
D’apres le théoréme de Heine et les propriétés ci-dessus, les parties compactes

de R sont les parties fermées et bornées.

Définition 2.1.4.
Soit X un espace métrique asymétrique. Un ensemble S C X est compact, si toute

recouvrement ouvert de S dans la topologie a droit a un sous-recouvrement finie.

On dit que S est séquentiellement compact a droit si toute suite a droit a une sous-
suite convergente avec limite dans S, finalement, S C X est complet a droit si toute

suite de Cauchy a droit est convergent a droit.

Notons qu’ il existe une définition a gauche dans chaque cas, qui est obtenu en

remplacant "a droit" par "a gauche” dans chaque définition.

Lemme 2.1.5.

Un ensemble S compact a droit est séquentiellement compact a droit.

Lemme 2.1.6.
Soit d, : X x X — Ry une métrique asymétrique . Si (X,d,) est séquentiellement

. . a d
compact a droit et x,, — x, alors x,, — x.

Proposition 2.1.1.
Si (X, d,) est séquentiellement compact a droit et totalement borné a droit, alors X est

compact a droit.

Proposition 2.1.2.
Si (X, d,) est séquentiellement compact, et si la convergence a droit implique la conver-

gence a gauche, alors X est totalement borné a droit.
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Proposition 2.1.3.
Un espace métrique asymétrique (X, d,) est compact & droit si et seulement si il est

complet a droit et totalement borné a droit.

Démonstration.

Si X est compact a droit, il est séquentiellement compact par lemme (2.1.5).

En particulier, toute suite de Cauchy a droit a une sous-suite convergent a droit,
donc d’apres la définition (1.4.9), I'espace X est complet a droit. Totalement borné suit

parce que toute recouvrement de X par des € — boules & droit a un sous-recouvrement

fini.

Inversement, soit X est complet & droit et totalement borné. Nous prouverons X est

séquentiellement compact, par la proposition (2.1.1) implique une compacité a droit.

Soit (x,)nen une suite en X. Premiére recouvrement X avec un nombre fini de
boules de rayon 1 une de ces boules, dire By, dire contient (x,),eny pour un nombre

infini de valeurs de n. Soit J; C N, les indices n pour les quels z,, € By.

Maintenant B; est totalement borné, on peut donc le recouvrir finalement de plu-
sieurs boules de rayon % Au moins une de ces boules, dire By, contient (z,)nen pour

un nombre infini de valeurs de n dans J;.

En procédant de maniéré itérative, on peut définir une suite décroissante de boules

B; D B; D B3 - et ensemble correspondants
Jk+1 = {n/n € Jk,xn € Bk+1}.
Choisissons n; € J;. Soit nyg, choisissons ng,1 € Jrpi1 tel que ngyy > ng. Alors
Ty, € Bj pour chaque j € N.

Soit y; le centre de Bj, donc Bj= B (y;, %) Maintenant d(y;,y;+1) < %, comme

J — 0.

Ainsi, pour j < k, do(yj,yx) —> 0, comme j — oo. Puisque X est complet,

U — y € X comme k —> 00.
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Enfin,

do(y, ;) < da(y,y;) + da(yj, 2n;) — 0 comme j — oo.

a 2z ~ . .
Donc x,,, — y € X, nous avons trouvé un convergent a droit sous-suite de (z,,)nen,

prouvant la séquentielle compacité a droit. O

2.2 Applications continues sur un compact

Théoréme 2.2.1.

a) Soient (X,T) un espace topologique, (Y,T') un espace séparé et A une partie
compacte de X. L’image f(A) de A par une application continue f: X — Y

est compacte.

b) Si deuz espaces sont séparés et si f et f~! sont continues, une partie fermée A

de X est compacte si son image f(A) [est.

Démonstration.

1. Considérons un recouvrement ouvert de f(A),

fA) clUwi, wyer

el

Ac (@A) c (U = Ut

iel iel
Comme f est continue, alors f~!(W});c; est un recouvrement ouvert de A dans

Y, celui-ci étant compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini,

AcUrw,) = r1Jm),

donc
fA) it UJwal e Uws,.
j=1 j=1
D’out (W;;);—15 est sous recouvrement ouvert fini de f(A), alors f(A) est com-

pact.
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2. Si f(A) est compact, (f~1o f)(A) = f71(f(A)) est compact d’aprés a), A est
une partie fermée de f~'(f(A)) car ce dernier est fermé dans X donc A est

compact. 0

Corollaire 2.2.2.
Une application f bijective continue d’un espace compact X dans un espace séparé 'Y

est un homéomorphisme.

Corollaire 2.2.3.
Dans un espace compact, une suite converge si et seulement si, elle admet une seule

valeur d’adhérence.

Corollaire 2.2.4.
Soient X un espace compact et Y un espace séparé. Alors toute application f : X — Y

est fermée.

Théoréme 2.2.5.
Sotent X etY deux espaces métriques. Si X est compact, alors toute application conti-

nue f: X — Y est uniformément continue.

Démonstration.

Supposons que X est un compact, et fixons f : X — Y continue. Par I’absurde,
supposons que f ne soit pas uniformément continue. Il existe alors g9 > 0 et deux
suites (z,), (yn) € X tels que d(z,,y,) tend vers 0 quand n tend vers 'infini, mais
d(f(xy,), f(yn)) > €o pour tout n € N. Comme X est compact, on peut supposer que la
suite (z,) converge vers un point @ € X. Alors (y,,) converge également vers a puisque
d(xy,y,) tend vers 0. Comme f est continue en a, les suites (f(x,)) et (f(yn)) doivent
converger toutes les deux vers f(a), et donc d(f(x,), f(y,)) doit tendre vers 0, ce qui

contredit I’hypothése faite. O]

2.3 Espaces localement compacts

Définition 2.3.1.

Un espace topologique est dit localement compact s’il est séparé et si chacun de ses
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points admet un voisinage compact,
Ve e X, 3V € V(x)/V compact.

Exemple 2.3.1.

1. Tout espace topologique compact X est localement compact car X est un voisi-

nage compact de chacun de ses point.

2. R est localement compact car, pour tout © € R, l'intervalle [x — 1,z + 1] est un

voisinage compact de x.

Propriétés 2.3.1.
Les parties ouvertes et les parties fermées d’ un espace localement compact sont locale-

ment compactes.

Propriétés 2.3.2.
Dans un espace séparé, l'intersection de deux parties localement compactes est locale-
ment compacte. Par contre, la réunion de deux parties localement compactes n’est en

général pas localement compacte.

Propriétés 2.3.3.

Tout produit des espaces localement compact est localement compact.

Exemple 2.3.2.

R™ et C™ sont localement compacts car R et C sont localement compacts.

Définition 2.3.2.
Soit (X, 7) un espace topologique. On dit qu’un sous-ensemble A C X est relative-
ment compact dans X si A est un compact de X. Par exemple, lintervalle ]0,1] est

relativement compact dans R, mais il n’est pas compact.

Définition 2.3.3.
Soit X un espace métrique asymétrique. On dit que S est relativement compact a droit

si S compact & droit, ot S dénote la fermeture dans la topologie & droit.
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2.4 Produit de compacts

Proposition 2.4.1.
St Xq,..., X sont des espaces topologiques compacts, alors l’espace produit X = X X

-+ X X}, est compact.

Démonstration.

Par récurrence, il suffit de traiter le cas k = 2.

Soit (2, )nen une suite de points de X = X; x Xy; on écrit x, = (21, Tn2).
Comme X est compact, la suite (x,1) posséde une sous-suite convergente : on peut
donc trouver une sous-suite (z;,) de (z,) telle que la suite (z;, ;) converge dans X;. De

méme, comme X, est compact, on peut trouver une sous-suite (z”) de (z/,) telle que

2
n,2

1

") converge dans X; car elle est

la suite (27 ,) converge dans X; , alors la suite (x

extraite de (7, ;) -
Ainsi, la suite (2!)) converge, autrement dit converge dans 'espace produit X. O

Théoréme 2.4.1. (Tychonoff)
Tout produit fini ou non d’espaces compacts est compact. Inversement, si le produit fini

d’espaces est compact chacun d’eux est compact.

Démonstration.
Soit (X;);e; une famille d’espaces compacts alors, pour tout i € I, X; est séparé et de
tout recouvrement par des ouverts de X; on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Montrons que X = [[X; est séparé. D’aprés la proposition (1.2.14), X est séparé
iel
Soit maintenant (U;);ec; un recouvrement de X par des ouverts de X, alors X C

UUj et Vje JU; =]]U;, avec U, ; ouvert de X;, donc

jed il
HXZ C UHU@]‘ - HXz C HUUZJ
icl jeJiel icl iclje

(Ui.j)jes recouvre X; pour tout ¢ dans I et comme les ensembles X; sont compacts
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alors Vi € I, 3n; tel que X; C U U, j. En prenant & = max(n;), on obtient
j=1 i

k
X < 11U v
iel i€l j=1

c’est a dire,

k
[1x: < UTTv
iel j=1iel

et donc, ([[U;;)1<j<k est recouvrement fini par des ouverts de X. D’ot, X est compact.
icl

Inversement, supposons X = [[X; compact, et tous les X; non vides, on sait alors
i€l
que pour tout b € [[X;, I'application
itk
f : Xk — Xk X {b}

z— f(x) = (2,b).
f est aussi bijective. En effet

Ve, y € Xy, f(z) = fly) = (2,0) = (y,0) = x =y = [ est injective.

Vy € Xi x {b},3x € Xy, tel que y = (x,b) = f(x) = f est surjective.
Et f une application continue et f~! est continue.

Donc f est un homéomorphisme de X}, dans X x {b}. Comme [[X; est compact,
iel
alors [[X; est fermé, et car tous les X; sont non vides alors tous les X; sont fermés.
i€l
D'ou, Vk € I, X}, x {b} est fermé dans un compact, et donc est compact. f étant

un homéomorphisme, alors Xj est aussi compact pour tout k. [

2.5 Espaces précompacts

Définition 2.5.1.
Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est précompact si pour tout € > 0, il
existe une famille (B;)ier recouvrant Xet Vi € I, diam(B;) < e.

Rappelons que le diameétre de A C X est défini par, diam(A) = sup d(zx,y).
T,yeA
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Proposition 2.5.1.

Un espace métrique précompact est séparable.

Proposition 2.5.2.
Sotent X, Y deux espaces métriques et f : X — Y wune application uniformément
continue. Alors l'image par f de toute partie précompacte de X est une partie précom-

pacte de Y .

Proposition 2.5.3.

Dans un espace métrique, toute partie relativement compacte est précompacte.



Chapitre 3

L’espace C'(X,Y) des fonctions

continues

Dans ce chapitre, on va exposer les différentes topologies définies sur ’espace des
fonctions continues C'(X,Y’). Dans la premiére section on traite la topologie de la
convergence simple, dans la deuxiéme section la topologie de la convergence uniforme,

et dans la troisiéme section la topologie de la convergence compacte.

3.1 Topologie de la convergence simple

Soient X, Y deux espaces topologiques, et Y = {f/f : X — Y}, 'ensemble des

applications définies de X dans Y. Alors Y¥ sera identifie avec le produit [] Y, avec
zeX

Y, =Y pour tout z € X.
L’ensemble de toutes les applications continues de X dans Y est noté par C'(X,Y).

Soient A C X et B C Y, on note

[A,B]={feC(X,Y): f(A) C B}.
Si A = {z}, on écrit [z, B] au lieu de [{z}, B|.

32
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Définition 3.1.1.

La famille B, = {ﬂ [z, Ui, v; € X et U; € 1v} forme une base pour une topologie sur
C(X,Y) appelée la topologze de la convergence simple sur C(X,Y), qu’'on note 7, et
Uespace topologique obtenu sera noté Cp(X,Y).

Proposition 3.1.1.

1 [,Ol AU = f]l[AZ, Ul.
2 [A,i(:]l Uil Zél[A Ui).
Démonstration.
1.
[LHJIA@-,U] {fecxy): f(CJlA') v}

_{feC(X,Y) U ) U}
—{feC(X,Y): f_(A,») CUVi=12,..n}
_ ﬁl{f c O(X.Y): f(A) C U}
= ﬁ[Ai,U].

2. a

n

AUl ={feCX,Y): cﬂU}

=1

—{feCX,Y): f(A) CU,Vi=T,n}

Proposition 3.1.2. Soit x € X, U C Y et P, 'application projection :
P, :YY —Y
fr—= Po(f) = f(a).

Alors, on a C(X,Y)NP7YU) = [2,U].
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Démonstration.

feCX,Y)NP ! «—= feC(X,Y)Afe P HU)
— feC(X,)Y)ANP(f)eU
— feCX,)Y)Nf(x)eU

— felz,U] H

Définition 3.1.2.
La topologie T, coincide avec la topologie induite sur C(X,Y) par la topologie produit

de YX.

Proposition 3.1.3.

Soient X, Y deux espaces topologiques, et By une base de Y. Alors
k
Bp = {m[l’“ Uz],xz c X, U, € By},
i=1

est une base de Cp(X,Y).

Théoréme 3.1.3.

Soient X Y deux espaces topologiques. L’espace Cs(X,Y), muni de la topologie de la
convergence simple, est compact si et seulement si, Y est compact. St Y est séparé, une
partie A de Cy(X,Y) est relativement compacte si et seulement si, pour tout v € X,

l’ensemble
F(x) = pro(F) ={f(2), f € F},

est relativement compact dans Y .

3.2 Topologie de la convergence uniforme sur C(X,Y)

Définition 3.2.1.
Soit X un espace topologique, et (Y,d) un espace métrique. On dit qu’une suite de

fonction (fn)nen C Y converge uniformément vers une fonction f si

Ve >0, 30 >0, Vo € X,Vn >§:d(f.(x), f(x)) <e.
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Ou d’une maniére équivalente, si lim supd(f,(x), f(x)) = 0. On écrit dans ce cas

n—oo
lim f, = f.
n——oo

Définition 3.2.2.
Soit A C C(X,Y), f € C(X,Y). On définit I’ensemble A comme suit : f € A si
et seulement s’il existe une suite de fonctions (fn)nen C A tel que (fn)nen converge

uniformément vers f, i.e.,

feA < Ifdnen CA: f= lim f,.

Proposition 3.2.1.

1.

e

2.

S N
N
o ol

N

NG
A
i
Sy
Il
o |
-
ol

&t
|
N

Démonstration.
1. évident.

2. Soit f € A. Sion prend f,, = f, pour tout n € N, alors f,, converge uniformément

vers f et donc par définition f € A.

3. Supposons que A C B. Soit f € A, alors il existe une suite (f,)nen C A telle
que (f,) converge uniformément vers f, mais A C B donc (f,)nen C B et (fy)
converge vers f. D’otl f € B.

4. Ona ACAUBet BCAUB. Dot AUBC AUB.

Soit maintenant f € AU B; alors il existe une suite (f,)nen € AU B telle que
(fn) converge uniformément vers f. Dans I'un des deux ensembles A et B, par

exemple A, il existe une sous-suite (f,,;)n,en de (f,) telle que (fi,)n,en C A. Par

définition de la convergence uniforme, on a

Ve > 0,30 > 0,Ve € X, Vi > §:d(f,(z), f(x)) < ¢,
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c’est-a-dire (f,,) converge uniformément vers f ce qui implique que f € A. Donc
feAUB.
5. Ona A C A. 1l suffit donc de montrer que A ¢ A. Soit fe A. Alors il existe

une suite de fonctions (f,) C A telle que (f,) converge uniformément vers f.

Pourézi,kEN*,ona
30 > 0,Vn > §,Vr € X : d(fu(x), f(x)) < %
Prenons n(k) > 4, alors
A (), 7)) < o

ie.,

vk € N, 3n(k) : d(f(2), fuu(2)) < i,Vw € X.

Puisque fu) € 4, alors f,,) = lim g¥ ou (¢f) C A. Donc
11— 00

Ve > 0,30 € N, Vi > &« d(fu (2), ¢ (7)) < &,

[y

pour € = 5=

2%
1
30',Vi > 8 d(fay(2), gF (2)) < o
Prenons i = i(k) > ¢’, alors
1
VEk € N*, Ji(k) € N* : d(fum (2), g5 (2)) < TR

Il existe i(k) € N* tel que

d(friw(x), gl (2)) < i,Vm € X.

Prenons g, = gf(k) € A, Vk € N*, alors

Wk € N d( (), gu(2)) < %,\m € X

Donc (gi) converge uniformément vers f, d’ott f € A. Alors on obtient AcA
Donc A4 = 4. [

Proposition 3.2.2.

La famille 7, = {W C C(X,Y) : CW = CWV} est une topologie sur C(X,Y), appe-
lée la topologie de la convergence uniforme sur C(X,Y). On note C,(X,Y") l'espace
topologique C(X,Y) muni de la topologie T,.
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Proposition 3.2.3.
Soit X un espace topologique et (Y,d) un espace métrique. Alors, la topologie de la
convergence simple sur C(X,Y) est moins fine que la topologie de la convergence uni-

forme, i.e., T, C T, et on écrit :

Démonstration.

On a 7, C 7, si et seulement si I'application identique id : C\,(X,Y) — C,(X,Y") est

continue, ce qui est équivalent a id(F) C id(F), pour tout F' C C(X,Y).

Soit F' C C(X,Y). Notons par F" la fermeture de F par rapport a 7, et E' la

fermeture de F' par rapport & 7,, donc on va montrer que F'cF' VFccC (X,Y).

Soit f € F'. On a
fEF «— YU V,(f):UNFP +#¢.

Soit U € V,(f), alors

n

U=C(X,Y)n (P (U)),

‘Z.'L
i=1

ot U; est un ouvert de Y, pour tout ¢ = 1,n. Comme U; est un ouvert de Y, alors
EI50 > 07 B(f(l’l),&"o) - UHVZ
D’autre part f € F donc
A(f,) CF: f= lim f,.
n—m-—oo

D’ou

35 e N d(f(z), f;(z)) < e, Vo € X.
En particulier,

d(fi(x:), f(z;)) <eo = fj(z;) € B(f(),€0) C Us.
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fieCXYV)n((\P,'(U)=U = f; €UNF" = UNF’"#¢.

3.3 Topologie de la convergence compacte

Définition 3.3.1.
Soit (Y,d) un espace métrique et X un espace topologique. Etant donné un élément f
de Y, un sous-espace compact K de X et un nombre € > 0. Soit

B(K, f.e) ={g € Y/ supd(f(x),g(x)) <e}.

rzeK

Les ensembles B(K, f,€) constituent une base pour une topologie sur Y, noté 7.
C’est ce qu’on appelle la topologie de la convergence compacte (ou parfois la topologie

de la convergence uniforme sur les ensembles compacts).

La topologie de la convergence compacte différe de la topologie de la convergence
simple en ce que I’élément de base général contenant f est constitué de fonctions qui
sont proches de f pas seulement & des points précis, mais a tous les points d’'un ensemble

compact. La justification du choix de la terminologie provient du théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2.
Une suite f, : X — Y de fonctions converge vers la fonction [ dans la topologie de
la convergence compacte si et seulement si, pour tout sous-espace compact K de X, la

suite fn|x converge uniformément vers f|c.

Définition 3.3.3.
On dit qu’un espace X est généré de maniére compacte s’il satisfait la condition sui-
vante : Un ensemble A est ouvert dans X si AN K est ouvert dans K pour tout

sous-espace compact K de X.



3.3. Topologie de la convergence compacte 39

Cette condition équivaut o dire qu’un ensemble B soit fermé dans X st BN K est

fermé dans K pour tout compact K.

Lemme 3.3.4.
Si X est localement compact ou si X satisfait le premier axiome de dénombrabilité (i.e.,
tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages, qui est dénombrable), X

est généré de maniére compacte.

Lemme 3.3.5.
Si X est généré de maniere compacte, une fonction f : X — Y est continue si, pour

tout sous-espace compact K de X, la fonction restreinte f|r est continue.

Théoréme 3.3.6.
Soit X un espace généré de maniére compacte et (Y,d) un espace métrique. Alors

C(X,Y) est fermé dans YX dans la topologie de la convergence compacte.

Corollaire 3.3.7.
Soit X un espace généré de maniére compacte et (Y, d) un espace métrique. Si une suite
de fonctions continues f,, : X — Y converge vers f dans la topologie de la convergence

compacte, alors f est continue.

Nous avons maintenant trois topologies dans l'espace de fonctions YX lorsque Y

est métrique. La relation entre eux est énoncée dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.8.
Soit X un espace topologique et (Y,d) un espace métrique. Pour l’espace de fonctions

Y¥, on a les inclusions de topologies suivantes : 1, C T, C T.

Si X est discret, les deux premiers coincident, et si X est compact, les deux autres

coincident.



Chapitre 4

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Dans ce chapitre nous avous essayé de rassembler quelques théorémes d’Ascoli-
Arzela qui existent dans la littérature. Ces théorémes sont d'une grande importance
dans I'analyse fonctionnelle. Dans la premiére section nous avons présenté les énoncés
des théorémes d’Ascoli-Arzela avec leurs démonstration donnés dans des espaces to-
pologiques. La deuxiémes section est consacrée au théoréme d’Ascoli-Arzela dans un

espace métrique asymétrique.
Les résultats de ce chapitre ont été pris de référence [2], [6] et [8].

Définition 4.0.1.
Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques et A une famille d’applications conti-

nues de X dans Y. A est dite équicontinu en v € X si

Ve > 0,30 > 0,Vf € A Ve € X,dx(z,2') <d = dy(f(x), f(z)) <e.

A est dite uniformément équicontinu si

Ve > 0,30 > 0,Vf € A Ve, 2’ € X,dx(z,2') <d = dy(f(x), f(z)) <e.

40
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4.1 Cas d’un espace topologique

Théoréme 4.1.1.

Sotent X un espace topologique et Y un espace semi-métrique. Sur un ensemble équi-
continu F d’applications de X dans Y, les structures semi-métrique de la convergence
simple sur un sous-ensemble dense Xy de X, de la convergence simple sur X, et de la

convergence uniforme sur toute partie compact de X, sont uniformément équivalentes.

Théoréme 4.1.2. (Ascoli-Arzela)

Soient X wun espace topologique, Y un espace semi-métrique, et F un sous-ensemble
d’applications continues de X dans Y. Pour que F soit relativement compact dans
C(X,Y) (muni de la topologie de la convergence compacte), il suffit que les deux condi-

tions suivantes soient vérifiées :
1. F est équicontinu,

2. pour tout x € X, l'ensemble F(x) = {f(z), f € F} est relativement compact
dans Y.

Si X est localement compact, ces condition sont aussi nécessaires.

Démonstration.

— ) La démonstration de ce théoréme, a été pris de la référence [6].

Supposons que les conditions (1) et (2) sont vérifiées, et montrons que F est rela-

tivement compact. Nous avons, Vo € X, F(x) est un compact dans Y.

D’aprés le théoréme de Tychonoff, [] F(x) est compact.
zeX

Posons

A={fe AX,Y) VreX, f(zx)e F(x)}

A est un ensemble compact de A(X,Y). En effet, soit (U;);eny un recouvrement

ouvert de A, ie., A C |JU;.

Soient x € X, f € Aet f € |JU; alors il existe iy € N, tel que f(z) € F(x) et
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f(x) € Uig().

F(x) CUpy(z) = [[F@) c [[Ui(x). Vo e X

zeX zeX

— H]-"(x) C UHUZO(x)
zeX i zeX

— (HUZ-O (x))sest un recouvrement ouvert deH]: (x),
zeX zeX

et donc on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e., il existe n € N tel que

[[7G) c U@ =TT Uvs @),

zeX j=lzeX zeX j=1
n
c’est a dire, F(x) C |J Uy, (z), pour tout z € X.
=1

D’ou

f(z) € F(x) = [f(x) € U Ui, (x)

- fGLnJUZ‘j

j=1
n

— Ac|JU,
j=1

= (Uj;) ;=1 est un recouvrement fini de A,

et par conséquent A est un compact dans A(X,Y).

D’autre part, nous avons, F C A car Vf € FVr € X, f(x) € F(x) C F(z) =
feA

Montrons maintenant que A est fermé. Remarquons que, I’espace fonctionnel A(X,Y)

défini par les semi-distances

9;4(f, 9) = max §;(f(z),g(z)) A partie fini de X,

z€EA

est séparé. Comme A est compact dans A(X,Y), on déduit que A est fermé.
Do, FCA —= FCA=A.

F fermé dans A qui est compact, et donc F est compact dans A C A(X,Y). Par
le Théoréme (4.1.1), sur F la topologie définie sur A(X,Y) et la topologie définie sur
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C(X,Y) coincident. Donc F est un compact de C(X,Y), et F est bien relativement
compact dans C'(X,Y).

<=) On suppose que F est compact dans C'(X,Y), et on va montrer que les condi-

tions (1) et (2) sont vérifiées.
Soit x € X, considérons 'application

v C(X)Y)—Y
fr—= ea(f) = fl2).

On notera ¢; la semi-métrique de la convergence uniforme sur C(X,Y),

95, 9) = sup 9;(f(y), 9(9))-
@, est clairement 1-lipschitzienne. En effet, on a pour tout f,g € C(X,Y),
i (x(f): px(9)) = 6;(f(2), (%)) < sup 6;(f (), 9(y)) = 9;(f. 9).

yeX

et donc ¢, est continue sur C'(X,Y), par suite ¢, (F) = F(z) est un compact de Y,

c’est a dire, F(z) est bien relativement compact dans Y.

Montrons maintenant que F est équicontinu. Soient K un compact de X. On définit

la restriction suivante

b C(X,Y) — C(K,Y)
fr—=0(f) = fx,

avec

fKZK—>Y

On définit sur K les semi-distances (J; i) jes telles que (§;) e sont les semi-distances
sur Y. En effet, on notera J;x, la semi-métrique de la convergence uniforme sur
C(K,Y).

05,k (f,9) = sup 6;(f(x), g(x)).

zeK
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¥ continue sur C(X,Y) <= Vf € C(X,Y), ¥ continue au point f, c’est a dire,

on doit montrer que

Ve > 0,97 >0,Vg € C(X,Y),6;(f,9) <n = 0;x(¥(f),¥(g)) <e.

Soit € > 0 et g € C(X,Y). Alors

Sik(f,9) <e = sg}g 3;(f(x),g(z)) <e.

D’autre part, sup 0;(f(z),g(x)) < sup 0;(f(x),g(x)), et donc il suffit de prende
TeK reX

n=-=c.
Y est donc continue au point f, ce qui implique que ¢ est continue sur C(X,Y).

Alors, 1(F) = Fk est compact de C(X,Y).

Ve > 0,Vj € JVfjx € Fi

£ £
fix CBjx(fix, g) — fix C U Bj x(fjx; g)
fj,Ke?K
—_ £
— 7xc |J Bix(fix: 3),
[ kE€EFK

et comme Fg est un compact de C (K,Y), on aura

Vi € J,Ve > 0,3n € N, tels que Fx C U B; x(fjx, %)

Jj=1

D’ott, pour tout fjx € F, il existe i € 1...n, tel que fjx € Bix(fix,5) cest
a dire 0x (fi x, fjx) < 5, et comme un ensemble fini d’applications continues f; x, est
toujours équicontinu, on aura VYa € K,3U voisinage de a dans K, tel que Vz € U,

Vi=T1...n,6(fix(a), fix(zx)) <%, douVe e U, Vf € Fx

05,k (fla), f(@) < 6;k(f(a), fik(a)) + 05k (fix(a), fix () + 6jk (fix (@), f(2))
<s+H=e (4.1)

Cette inégalité montre que I'ensemble Fx de fonctions continues sur K est équi-

continu.
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Mais cela ne prouve nullement que F soit équicontinu sur X. Si par contre nous
supposons que X est localement compact, alors tout point a € X admet un voisinage
compact K dans X. Donc U trouvé plus haut voisinage de a dans K est voisinage de

a dans X.

Alors d’aprés la relation (4.1), F est équicontinu au point a. Ce qui implique que

F est équicontinu en tout point a de X. O

Proposition 4.1.1.
Soient X un espace topologique, Y un espace métrique et F C C(X,Y) un ensemble
équicontinu, en un point a € X. Alors, ladhérence F de A dans Cy(X,Y) (c’est-a-dire

pour la topologie de la convergence simple) est équicontinue au point a.

Proposition 4.1.2.
Soient X un espace topologique compact, Y un espace métrique et F C C(X,Y) un
ensemble équicontinu d’applications de X dans Y. Alors, sur F les topologies de la

convergence simple et de la convergence uniforme coincident.

Théoréme 4.1.3. (Ascoli-Arzela)
Soient X un espace compact et Y un espace métrique. Pour qu’une partie F de C,,(X,Y)
soit relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme, il faut et il

suffit que les deux conditions qui suivent soient vérifiées :
1. F est une partie équicontinue,

2. pour tout x de X, l'ensemble F(x) = {f(x); f € F} est relativement compact
dans Y.

Démonstration.

= ) La démonstration de ce théoréme a été pris de la référence [8].

Supposons que les condition (1) et (2), sont vérifiées et on va montrons que F est
relativement compact, 2. signifie que A est relativement compact pour la topologie 7
théoréme (3.1.3), donc F’ est compact pour la topologie 7. D’aprés la proposition

(4.1.1), F est une partie équicontinue et la proposition (4.1.2) montre alors que F



4.2. Cas d’un espace métrique asymétrique 46

est compact pour la topologie de la convergence uniforme, il en résulte que F C F est

relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme.

<=) On suppose que F est compact de C,,(X,Y), et on va montrer que les conditions

(1) et (2) sont vérifiées.

Soit x € I, considérons les applications pr, : f — f(x) de C,(X,Y) dans Y étant

continues, les ensembles pr,(F) = F(x) sont relativement compacts dans Y.

Montrons que F est équicontinu en un point a de X, notons d’abord que F est pré-
compact proposition (2.5.3), donc, pour tout £ > 0, il existe une famille finie (f;)1<i<n
de fonctions appartenant a F telle que les boules de F, B(fi,¢), 1 < i < n, recouvrent
F. Une famille finie de fonctions continues étant de toute évidence équicontinue, il
existe un voisinage V de a tel que, pour tout x € V et tout 1 < ¢+ < n, on ait
d(fi(z), fi(a)) < 5. Considérons alors une fonction f de F, il existe i € [1,n] tel que

f € B(f;,e), on a alors pour tout = de V'
d(f(x), fa)) <d(f(z), fi(z)) + d(fi(z), fi(a)) + d(fi(a), f(a))
+ % =ec.

Et ceci prouve I’équicontinuité de F au point a. O]

Corollaire 4.1.4.
Si X est un espace métrique compact, alors une partie fermée dans C(X,R) est com-

pacte pour T(X,R) si et seulement si elle est bornée et équicontinue.

4.2 Cas d’un espace métrique asymétrique

Définition 4.2.1.
Soit (X,day) et (Y,d,,) deuz espaces métriques asymétriques. Un ensemble F d’ap-
plication de X dans Y est équicontinue a droit, respectivement a gauche, si pour tout

x € X et tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout y € Y et tout f € F avec

doy (T, y) <0, doy (f(2), f(y)) < €, respectivement d,,, (f(y), f(z)) < e.
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La métrique uniforme sur Y est donnée par

p = sup{da(f(x), g())/z € X},

oty do(z,y) = min{d,(x,y),1} et d, est la métrique asymétrique associée Y. Cette

métrique induit la topologie uniforme sur YX.

Lemme 4.2.2.
Supposons que (Y, d,)est un compact & droit, et que la convergence a droit implique la

convergence a gauche pour cette métrique. Alors

1. Siun ensemble F C C(X,Y) est équicontinu a droit, il est également équicontinu

a gauche.

2. Si une suite (fu)nen C Y est convergente uniformément & gauche, elle est

convergente uniformément a droit.

Démonstration.
La compacité a droit implique la séquentiellement compact a droit par lemme (2.1.5)
puisque la convergence a droit implique la convergence a gauche, nous savons que

I'espace est séquentiellement compact a gauche.

Maintenant, par lemme (2.1.6), nous savons que la convergence a gauche implique
la convergence a droit et peut donc conclure, en utilisant les propositions (2.1.1) et

(2.1.2), que l'espace est compact a gauche.

Nous utilisons maintenant le fait que si un espace est compact a la fois a droit et &
gauche, les topologies a droit et & gauche sont équivalentes. Un argument simple montre
que la convergence uniforme dans une topologie implique la convergence uniforme dans

I’autre, et de méme avec 1’équicontinuité a droit et a gauche. O

Proposition 4.2.1.

Soit (X,d.,) et (Y,d,, ) deur espaces métriques asymétriques avec les topologiques
compactes a droit. Supposons ausst que la convergence a droit implique la convergence
a gauche dans (Y, d,, ). Si un sous-ensemble F de C(X,Y) est équicontinue o droit,

alors F est totalement borné a droit dans la métrique uniforme p correspondant a d,,, .
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Démonstration.
Notons que la condition asymétrique de la convergence a droit implique la convergence

a gauche est satisfaite.

Supposons que F C C'(X,Y) est équicontinu a droit, alors F également équicontinu

a gauche par lemme (4.2.2).

Nous devons montrer que pour tout 0 < ¢ < 1, il existe un recouvrement de F par

des ensembles e—boules ouvertes dans la métrique p.

On pose § = . Pour tout a € X, il existe d, > 0 tel que chaque fois dq (a,7) < &,
nous avons d,, (f(a), f(x)) < ¢ et du,. (f(2), f(a)) < 0 pour tous f € F, z € X. Par
compacité a droit de X, nous pouvons recouvrir X par des boules B*(a,d,), pour
a = ay,...,a,. Par la compacité a droit de Y, nous pouvons recouvrir Y par des
ensemble ouverts Vi, ..., V,, de diamétre inférieur a o (ici diam(S) = max do(z,y), et
chaque boule de diamétre ¢ est contenue dans une boule a droit de rayon 2¢ afin que

tous les arguments de compacité puissent étre utilisés normalement).

Soit J la collection de fonctions « : {1,...,k} — {1,...,m}. Soit a € J , 'l
existe une fonction f € F tel que f(a;) € V,, pour tout j = 1,...,k, choisissons une
de ces fonctions qui on la note f,. La collection f, est indexée par un sous-ensemble

J' de I’ensemble J et donc fini.

Nous affirmons que les boules ouvertes B5( f,, €) recouvre F, pour a € J ". Pour voir,
soit f € F et pour chacun j = 1,...,k, choisissons un entier a; tel que f(a;) € Va,.

Alors la fonction a est dans .J'. Nous affirmons que f € B¥(a;,dq,).

Alors

day (fo(2), fala;)) < & (par équicontinuité),

day (falay), f(a;)) < 6 (puisque f(a;) et fo(a;) sont dans V,,

day (f(aj), f(x)) < 0 (par équicontinué).

Alors nous concluons que d,, (fo(2), f()) < € < 1. Cette inégalité vaut pour tout
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x € X, donc
P fas ) = max{d,(fa(2), f(2))} <e.

Alors f € Bf (fa€). O

Lemme 4.2.3.
Si lespace asymétrique (Y, d,) est compact a droit et possédé la propriété que la conver-
gence a droit implique la convergence & gauche, alors Uespace Y est complet dans la

métrique uniforme p correspondant a d,.

Démonstration.

Si (Y,d,) est un compact a droit, alors il est compact, ainsi que (Y, d,).

Supposons maintenant que fi, fo, ... une suite dans YX est une suite de Cauchy a
droit par rapport a p alors, pour chaque x € X, la suite fi(z), fo(x) ... est une suite

de Cauchy a droit dans (Y, d_a) et donc converge a droit et a gauche, vers un point Y.

Soit la fonction définie par

f: X —Y

v— f(z) =Y.

Nous montrons maintenant que f, N f dans la métrique p en montrant d’abord

qu'il converge & gauche. Etant donné £ > 0, choisissons N € N pour que p( fn, fm) < s
pour m > n > N. En particulier, d,(fu(z), fm(z)) < § pour tous z € X. Soit n et z

fixés et soit m arbitrairement grand, alors

Cette inégalité est valable pour tout = € X, a condition que n > N, donc p(f,, f) <
e pour n > N. Donc la suite est converge uniformément & gauche, et par le lemme

(4.2.2), cela signifie qu'il est converge uniformément a droit. ]
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Lemme 4.2.4.
Soit (X,da,) et (Y,d,,) deux espaces métriques asymétriques avec la convergence a
droit équivalente & la convergence a gauche dans Y. Si une suite (f,)nen C C(X,Y)

converge uniformément vers f, alors f € C(X,Y).

Démonstration.
Fixons € > 0 et 2y € X. Puisque f, N f uniformément, on peut choisir N; € N pour
que dq, (f(z), fu(z)) < § pour tout n > Ny et x € X, en particulier f,(zo) N f(zo),

et fn(z0) — f(z0).

Ainsi on peut trouver Ny € N pour que dq, (fn(20), f(z0)) < § pour n > Nj. Soit
N = max{ Ny, No}. La fonction fy est continue a droit et donc continue a gauche par
I’équivalence de la convergence a droit et a gauche. Cela signifie que nous pouvons
choisir § > 0 pour que d,,, (fn(7), fn(0)) < § pour dyy (zo, ) < 0. Donc dyy (2o, ) <
9,

Par conséquent f est continue & gauche, et par I’équivalence de la convergence il est
b

¢également continue a droit si f € C(X,Y). O

Proposition 4.2.2.
Soit (X,d,,) et (Y,d,, ) deux espaces métriques asymétriques, Y étant compact a
droit tel que la convergence a droit implique la convergence a gauche. Alors l’ensemble

C(X,Y) est complet dans la métrique uniforme p correspondant & dg., .

Démonstration.

Soit (fn)nen C C(X,Y) converge vers f € Y par rapport a p (i.e. la convergence
uniforme). Nous avons supposé que la convergence a droit implique la convergence a
gauche, et par la compacité a droit dans Y nous savons que la convergence a gauche
implique la convergence a droit par le lemme (2.1.6). Ainsi, par le lemme (4.2.4),
f € C(X,Y) ce qui signifie que C(X,Y) est fermé. Puisque Y* est complet par lemme
(4.2.3) , C(X,Y) est complet aussi. O
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Théoréme 4.2.5. (Ascoli-Arzela)

Soit (X,da) et (Y,ds, ) deux espaces métriques asymétriques. Supposons que X est
compact a droit, les ensembles bornés fermés sont compacts a droit dans Y, et que la
convergence a droit implique la convergence & gauche dans Y. Doter C(X,Y) de la
métrique uniforme p associée a la métrique asymétrique. Alors un sous-ensemble F de
C(X,Y) est relativement compact & droit si F est équicontinue o droit et borné a droit

dans d,,, .

Démonstration.

La démonstration de ce théoréme, a été pris de la référence [2]

Etape 1 : Si F est équicontinue a droit et borné & droit, il en est de méme pour F.

Equicontinuité de F : Etant donné zy € X et € > 0, choisissons § > 0 pour que
day (w9, ) < & implique dq, (f(20), f(z)) < £ pour tout f € F et x € X. Etant donné
g € F, on peut trouver une suite de points de F convergeant a droit vers g, et donc aussi

convergeant & gauche vers g. Donc nous pouvons choisir f € F pour que p(g, f) < §

et p(f,9) < 5.

Alors nous avons cela pour d, . (zg,z) < 0,

IN
S8

day (9(20), 9(2)) < day (9(20), f(20)) + day (f(20), f(2)) + day (f (), g())

—|—8+8<8
3 3 ’

IA
Wl m

Donc F est équicontinue.

Bornitude de F : Etant donné a € X, choisissons y € Y pour que {dq, (y, f(a))}
soit borné, i.e., du, (y, f(a)) < M pour tout f € F. Etant donné g € F, nous pouvons
trouver une suite de points de F convergeant vers g a droit et a gauche, et ainsi nous

pouvons choisir f € F pour que p(f,g) < 1. Alors

day (Y, 9(a)) < day (y, f(a)) + day (f(a), g(a)) < M +1.

Maintenant, g € F arbitraire, donc {d,, (v, g(a))/g € F} est borné, et donc F est

borné a droit.
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Etape 2 : Nous montrons que si F est équicontinu a droit et borné a droit, alors il
existe un sous-espace compact a droit £ de Y qui contient alors I'union des ensembles

g(X) pour g € F.

Choisissons, pour tout a € X, 0, > 0 tel que dg, (a, X') < J, implique d,, (g(a), g(x)) <
1 pour tout ¢ € F. Puisque X est compact a droit, nous pouvons recouvrir X
par un nombre fini de boules B*(a,d,), dire pour ay,...,a,. Comme les ensembles
{g(a;)/g € F} sont bornés a droit, leur union est également borné a droit ; supposons

que l'union se trouve dans B (y, N) pour certains y € Y, N € N.

Choisissons g € F arbitraire, choisissons € X. Soit = € B (a;,d,;) pour certain

j=1,...,n, alors

day(yag(l‘)) S day(yvg(aj>) + day(g(aj)vg(m))

< N+ 1.

Ainsi g(X) € Bt (y, N + 1)). Soit F la fermeture de cette boule. Puisque les en-

sembles bornés fermés sont compacts a droit dans Y, E est compact & droit.

Etape 3 : Supposons que F est équicontinu & droit et borné a droit dans d,,. Par
'étape 1, F est aussi équicontinue & droit et bornée a droit dans d,, . Par 1’étape 2, il

y a un sous-espace compact £ de Y tel que F C C(X, E).

La proposition (4.2.1) révéle maintenant que F est totalement borné a droit dans 7.
Puisque E est compact a droit, 'ensemble C'(X, E) est complet a droit dans la métrique
uniforme par proposition (4.2.2). F est un sous-espace fermé de C(X, E), également

complet & droit.

Alors par la proposition (2.1.3) nous en déduisons que F est un compact a droit,

car il est complet et totalement borné a droit. Donc F est relativement compact. [
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