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Enfin, je dédie ce mémoire à tout ceux qui m’aiment et ceux que j’aime.

Hakima.



Table des matières

Introduction iii

1 Notations et préliminaires 1
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3.4 Stabilité de solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Appendice 52

Conclusion 54

Bibliographie 55

ii



Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine de recherche important, non seulement uti-

lisés en mathématiques pures, mais aussi en mathématiques appliquées, en physique, en

biologie, en ingénierie, etc. Il s’agit d’une généralisation à des ordres réelles où complexes

de l’intégration et la dérivation avec des ordres entiers (voir [18], [23] etc).

Il s’avère que les opérations de la différentiation et d’intégration fractionnaire sont

aussi vieux que le calcul de la différentiation classique et remonte à l’époque où Leibnitz,

Gauss et Newton ont inventé ce type de calcul. En 1695, c’est Leibniz le pionnier qui a

initié le sujet en posant une question à l’Hôpital : ''le sens des dérivées avec ordre entier

peut-il être généralisé à des dérivées avec un ordre non entier ?''. L’histoire raconte que

l’Hôpital était quelque peu curieux à propos de cette question et a répondu par une autre

question à Leibniz : ''Et si la commande était 1
2

?''. Leibniz, dans une lettre datée du

30 septembre 1695 répond : ''Cela conduira à un paradoxe, qui en tirera un jour des

conséquences utiles''.

Depuis ce temps, le domaine du calcul fractionnaire connait une avancée prodigieuse et

a attiré l’attention de nombreux mathématiciens tels que Euler (1730), Lagrange (1772),

Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), Liouville (1832-1837), Riemann (1847),

Grünwald (1867), Letnikov (1868-1872), Hadamard (1892), Heaviside (1892-1912), Weyl

(1917), Riesz (1949) etc. Diverses définitions d’intégrales et de dérivées fractionnaires sont

apparues, chacune avec ses propres avantages. La première définition a été établie par

Riemann et Liouville. Cependant, cette définition présente des inconvénients. le marquis

de Caputo participe, à la fin des années 1960, à étoffer cette définition en la reformulant.
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Introduction

L’avantage principal de l’approche de Caputo est que les conditions initiales de la dérivée

fractionnaire au son sens des équations différentielles fractionnaires prennent la même

forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier. Néanmoins, les opérateurs

fractionnaires ne partagent pas les mêmes propriétés et à cause de cela, on trouve un

grand nombre des travaux pour des problèmes similaires. Une façon de les surmonter,

est de définir des formes généralisées d’intégrales et dérivées fractionnaires en considérant

la dérivée et l’intégrale par rapport à une autre fonction. Pour certains choix de cette

dernière, on obtient des définitions bien connues, comme les opérateurs fractionnaires de

Riemann-Liouville et de Hadamard classiques (voir [18]).

Les équations et les inclusions différentielles avec des dérivées d’ordre fractionnaire

apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques.

La dynamique de nombreux processus en évolution est sujette à des changements

brusques, tels que chocs et catastrophes naturelles. Ces phénomènes impliquent des per-

turbations de courte durée issues des dynamiques continues et lisses, dont la durée est

négligeable par rapport à l’évolution entière. Dans les modèles impliquant de telles per-

turbations, il est naturel de supposer que ces perturbations agissent instantanément ou

sous forme ''d’impulsions''.

Les inclusions différentielles d’ordre fractionnaires avec impulsion ont été considérées

pour la première fois par Ait Dads et al
(
voir [1]

)
. A l’issue, beaucoup de chercheurs

ont été motivés par l’exploration de ce domaine
(
voir [6], [11] etc

)
. En conséquence,

le développement de cette théorie a fait l’objet d’une attention considérable dans la

modélisation des problèmes impulsifs en physique, dynamique des populations, écologie,

biotechnologie, robotique industrielle, pharmaco-cinétique, contrôle optimal, etc. Dans

[27], Wang et des co-auteurs, ont discuté la contrôlabilité des inclusions différentielles

semi-linéaires impulsives non instantanées impliquant des dérivées d’ordre entiers et frac-

tionnaires.

Lié à ce contexte, on propose dans ce travail de faire une synthèse de certains tra-

vaux sur l’analyse fractionnaire et son application dans la résolution d’une inclusion
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Introduction

différentielle d’ordre fractionnaire du type impulsif suivant (voir [26])
Dα
g u(t) ∈ F (t, u(t)) t ∈ J = [0, T ] avec t 6= tk, k = 1, 2, . . . , p;

δu[i](tk) = Iik(u(tk)) i = 0, 1, . . . ,m− 1; k = 1, 2, . . . , p;

u[i](0) = ηi i = 0, 1, . . . ,m− 1;

(1)

où Dα
g (·) est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α par rapport à g, avec

m− 1 < α ≤ m, m ∈ N∗, F : J × Rn ⇒ Rn une multi-application, ηi ∈ R et

Iik ∈ CRn

(
Rn
)

(i = 0, 1, . . . ,m− 1; k = 1, . . . , p), p ∈ N∗.

De plus, u[i] : J → Rn est une fonction continue par morceaux dans J avec des points de

discontinué de première espèce aux points tk ∈ J , i.e., ils existent des limites u[i](t+k ) < +∞
et u[i](t−k ) = u[i](tk) < +∞, u[m] : J → Rn et δu[i](tk) = u[i](t+k )− u[i](t−k )

(i = 0, 1, . . . ,m− 1; k = 1, 2, . . . , p). On note par Jk l’intervalle ]tk, tk+1].

Ce manuscrit est reparti en trois chapitres qui sont organisée selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions, notations et résultats

de l’analyse fonctionnelle et de l’analyse multivoque qui nous seront utiles dans la suite

de cette étude.

Dans le deuxième chapitre, on introduit les deux plus importantes approches de

dérivation fractionnaire, qui sont l’approche de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi

que leurs propriétés voir ([17] et [2]).

Finalement, dans le troisième chapitre on s’intéresse à des conditions assurant l’exis-

tence, l’unicité et la stabilité de solution du problème (1).

v



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons toutes les notions et les résultats de base qui nous

seront utiles au long de ce travail. Nous commençons par quelques notations, puis nous

énonçons des définitions et concepts fondamentaux de l’analyse fonctionnelle et de l’ana-

lyse multivoque.

1.1 Notations

On note par

p.p. Presque partout.

N L’ensemble des entiers naturels.

R L’ensemble des nombres réels.

C L’ensemble des nombres complexes.

C\Z− L’ensemble des nombres complexes hormis les entiers négatifs.

Rn L’espace euclidien réel à n dimension muni de la norme ‖ · ‖.
[a, b] Un intervalle de R (a < b) et J = [0, T ], T > 0.

L
(
[a, b]

)
Tribu de Lebesgue.

(Ω,Σ, µ) Espace mesuré.

(Y, τ) Espace topologique.

(X, d) Espace métrique.

(E, ‖ · ‖) Espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖.
vx(x0) Voisinage de x0.

1



1.1. Notations

P(X) Ensemble des parties de X.

B(X) Tribu borélienne.

LpE([a, b]) L’espace de Banach des fonctions mesurables f : [a, b]→ E telles que∫ b

a

‖f(t)‖pdt < +∞, muni de la norme ‖f‖p =

∫ b

a

(∥∥f(t)
∥∥p) 1

p
.

CE
(
[a, b]

)
L’espace de Banach des fonctions continues f : [a, b]→ E, muni de la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]

∥∥f(t)
∥∥.

CnE
(
[a, b]

)
L’espace de Banach des fonctions d’ordre (n− 1) continues sur [a, b].

AC
(
[a, b], E

)
L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

[z] La partie entière de z.

Re(z) Partie réelle d’un nombre complexe z.

aI
α
g f(·) L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α (α > 0)

d’une fonction f par rapport à une fonction g.

aD
R,α
g f(·) La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α (α > 0)

d’une fonction f par rapport à une fonction g.

aD
C,α
g f(·) La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’ordre α (α > 0) d’une

fonction f par rapport à une fonction g.

L{·}(·) La Transformée de Laplace.

Lg{·}(·) Transformée de Laplace généralisée.

Γ(·) La fonction Gamma d’Euler.

β(·, ·) La fonction bêta d’Euler.

χA La fonction caractéristique de A définie par

χA(x) =

 1, si x ∈ A;

0, si x /∈ A.

d(x,A) La distance entre x et l’ensemble A définie par

d(x,A) = inf
x∈A
‖x− y‖.

2



1.2. Fonctions absolument continues

1.2 Fonctions absolument continues

Définition 1.2.1. [4](Applications absolument continues)

Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a, b]→ E est dite absolument continue

si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tels que pour toute partition dénombrable de l’intervalle

[a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk], k ∈ N vérifiant∑
k≥0

(bk − ak) < δ,

on a ∑
k≥0

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥ < ε.

Théorème 1.2.2. [4] Une fonction f : [a, b]→ E est absolument continue si et seulement

si, il existe une fonction intégrable v : [a, b]→ R tel que pour tout t ∈ [a, b]

f(b)− f(a) =

∫ b

a

v(t)dt,

dans ce cas f est dérivable presque partout et sa dérivée f ′ = v p.p.

L’espace de toutes les fonctions absolument continues définies sur [a, b] est notée AC
(
[a, b], E

)
.

Définition 1.2.3. [17] Soit g ∈ CnR
(
[a, b]

)
telle que g′(t) 6= 0 sur [a, b]. L’espace ACn

g

(
[a, b],R

)
est définie par

ACn
g

(
[a, b],R

)
=

{
f : [a, b]→ R et f [k−1] ∈ AC

(
[a, b],R

)
(k = 1, . . . , n) avec

f [k−1] =

(
1

g′(t)

d

dt

)k−1

f

}
.

Définition 1.2.4. Soit g ∈ CnR
(
[a, b]

)
tele que g′(t) 6= 0 sur [a, b]. Alors

Cg
(
[a, b],R

)
=
{
f : [a, b]→ R tel que

(
g(·)− g(a)

)
f(·) ∈ CR

(
[a, b]

)}
.

Définition 1.2.5. Soit g ∈ CnR
(
[a, b]

)
tele que g′(t) 6= 0 sur [a, b]. Alors

C[n]
g

(
[a, b],R

)
=
{
f : [a, b]→ R tel que f [k−1] ∈ CR

(
[a, b]

)
(k = 1, . . . , n), f [n] ∈ Cg

(
[a, b],R

)}
,

avec C[0]
g

(
[a, b]

)
= Cg

(
[a, b]

)
.

Muni de la norme ‖ · ‖C[n]
g

: CnE
(
[a, b]

)
→ R définie par

‖f‖C[n]
g

=
n∑
k=0

‖f [k]‖∞.

3



1.3. Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.6. [24](Fonction λ-Lipschitzienne) Soient (E, ‖ · ‖E), (F, ‖ · ‖F ) deux

espaces de Banach. On dit que la fonction f : E → F est de type Lipschitz de rapport λ

ou λ-Lipschitzienne si pour un certain scalaire positif λ on a∥∥f(x)− f(y)
∥∥
F
≤ λ‖x− y‖E pour tous x, y ∈ E.

Remarque 1.2.7. [4] Toute application λ-Lipschitzienne est absolument continue.

Définition 1.2.8. [24](Contraction) Soit E un espace de Banach et f : E → E

une application. On dit que f est une contraction ou fonction contractante si elle est

λ-lipschitzienne avec 0 < λ < 1.

1.3 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.3.1. [9](Ensemble convexe) Soit E un espace vectoriel, et soit A un sous-

ensemble de E. On dit que A est convexe, si et seulement si, pour tous x, y ∈ A et pour

tout λ ∈ [0, 1],

λx+ (1− λ)y ∈ A.

La notion de décomposabilitée à été introduite par Rockafellar [22] en 1968 en connec-

tion avec les fonctionnelles intégrales et depuis, les ensembles décomposables sont devenus

un outil essentiel dans l’analyse non convexe. Ils sont dans le sens d’un substitut de la

convexité et donc de nombreuses propriétés des ensembles convexes ont des contreparties

d’ensembles décomposables.

Définition 1.3.2. [8](Ensemble décomposable) Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et

K ⊂ L1
E(Ω). On dit que K est décomposable si pour tout ensemble mesurable A et tous

u, v ∈ K
uχA + vχE\A ∈ K. (1.1)

Exemple 1.3.3. [21] Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit C l’ensemble défini par

C =
{
χA/ A ⊂ Ω mesurable

}
. Alors C est décomposable. En effet, soit B un ensemble

mesurable de Ω et soient u, v ∈ C. Montrons que uχB + vχE\B ∈ C. Nous avons

u ∈ C ⇔ ∃ A1 ⊂ Ω mesurable telle que u = χA1

v ∈ C ⇔ ∃ A2 ⊂ Ω mesurable telle que v = χA2 ,

4



1.3. Outils d’analyse fonctionnelle

et donc

uχB + vχE\B = χA1χB + χA2χE\B

= χA1∩B + χA2∩E\B

= χ(A1∩B)∪(A2∩E\B).

Alors, il existe D = (A1 ∩B) ∪ (A2 ∩ E\B) mesurable tel que uχB + vχE\B = χD. Donc

uχB + vχE\B ∈ C.

Ceci montre la décomposabilitée de C.

Définition 1.3.4. [28](Équicontinuté) Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques.

Une partie H ∈ CY (X) est dite équicontinue sur X si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tels

que

d(t1, t2) < δ ⇒ d′
(
f(t1), f(t2)

)
< ε pour tous t1, t2 ∈ X et tout f ∈ H.

Définition 1.3.5. [16] Soit (Y, τ) un espace topologique et K une partie de Y . On dit que

K est relativement compacte si son adhérence est compacte.

Définition 1.3.6. [5](Complètement continue) Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖ · ‖F ) deux

espaces de Banach et f : E → F une application. On dit que f est complètement continue

si elle est continue et transforme tout borné de E en un ensemble relativement compact

dans F .

Théorème 1.3.7. [9](Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach, 1 ≤ p < +∞ et (fn)n une

suite de fonctions mesurables définies sur Ω à valeurs dans E. Si la suite (fn)n vérifie

(i) fn → f µ.p.p. sur Ω,

(ii) il existe une fonction positive h ∈ LpR(Ω) telle que, pour tout n ∈ N,

‖fn(t)‖ ≤ h(t) µ.p.p.

Alors fn → f dans LpE(Ω).

Définition 1.3.8. [15] Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré de mesure µ finie. Une fonction

mesurable f : Ω→ E est dite intégrable au sens de Bochner si et seulement si∫
Ω

‖f‖dµ < +∞.

5



1.4. Fonctions spéciales

Corollaire 1.3.9. [15] Si f : Ω → E est une fonction intégrable au sens de Bochner et

A ∈ Σ, alors ∥∥∥∥∫
A

f(x)dµ

∥∥∥∥ ≤ ∫
A

∥∥f(t)
∥∥dµ.

Théorème 1.3.10. [9] Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach et soit

1 ≤ p <∞. Si fn → f dans LpE(Ω) alors il existe (fnk
)k une suite extraite de (fn)n et une

fonction positive h ∈ LpE(Ω) telles que

(i) fnk
→ f µ.p.p. sur Ω,

(ii) pour tout k ∈ N, ‖fnk
(t)‖ ≤ h(t) µ.p.p.

Théorème 1.3.11 (Fubini). [15] Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques. Si f est

une fonction Bochner-intégrable sur X × Y , Alors la fonction

∫
fdy est définie presque

partout sur X et est Bochner-intégrable sur X. De même, la fonction

∫
fdx est définie

presque partout sur Y . De plus, on a∫
Y

∫
X

fdxdy =

∫
X

dx

∫
Y

fdy =

∫
Y

dy

∫
X

fdx.

1.4 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous introduisons quelques fonctions spéciales qui nous seront

utiles dans la suite. Ces fonctions jouent un rôle important dans la théorie du calcul

fractionnaire. On renvoie le lecteur à [18].

Définition 1.4.1. (Fonction Gamma) Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0,

on pose

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt. (1.2)

Cette fonction est appelée ”fonction Gamma d’Euler”.

Proposition 1.4.2. Soit z ∈ C tel que Re(z) > 0, nous avons

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.3)

Si z = n ∈ N∗, on a

Γ(n) = (n− 1)!. (1.4)

6



1.5. Notions sur les multi-applications

Définition 1.4.3. (Fonction bêta) Soient p, q ∈ C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0,

on définit la fonction bêta par

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt. (1.5)

Remarque 1.4.4. Par le changement de variable y = 1− t, on remarque que

β(p, q) = β(q, p). (1.6)

Théorème 1.4.5. (Relation entre la fonction Gamma et bêta)

Soient p, q ∈ C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, on a

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
. (1.7)

Définition 1.4.6. (Symbôle de Pochhammer) Soient α ∈ C\Z− et k ∈ N. On définit

le symbôle de Pochhammer par

(α)k =
Γ(α + 1)

Γ(α− k + 1)
. (1.8)

On a à priori

(α)k = α(α− 1) . . . (α− k + 1). (1.9)

1.5 Notions sur les multi-applications

Les résultats suivants sont pris des référence [4], [10], et [13].

Définition 1.5.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On dit que F est une multi-

application ou application multivoque si pour tout x ∈ X, F (x) est un sous-ensemble de Y(
F (x) ∈ P(Y )

)
. On note

F : X ⇒ Y.

• On appelle domaine de F qu’on note D(F ), l’ensemble défini par

D(F ) =
{
x ∈ X, F (x) 6= ∅

}
.

• On appelle graphe de F , le sous-ensemble de X × Y défini par

gph(F ) =
{

(x, y) ∈ X × Y, x ∈ D(F ) : y ∈ F (x)
}
.

• On appelle image de F ou bien rang de F , l’ensemble défini par

R(F ) = Im(F ) =
{
y ∈ Y, ∃ x ∈ X, y ∈ F (x)

}
.
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1.5. Notions sur les multi-applications

Proposition 1.5.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application et soit O un ouvert de Y.

Alors

F−1(O) =
{
x ∈ X, F (x) ∩O 6= ∅

}
. (1.10)

Cet ensemble est appelé image réciproque large de O par la multi-application F .

Proposition 1.5.3. On appelle image réciproque étroite de tout ouvert O de Y par la

multi-application F , l’ensemble noté F−1
+ (O), et est défini par

F−1
+ (O) =

{
x ∈ X : F (x) ⊂ O

}
. (1.11)

Définition 1.5.4 (Sélection). Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et soit F : Ω ⇒ Y une

multi-application. On appelle sélection de F toute application f : X → Y telle que

f(t) ∈ F (t) pour tout t ∈ X.

Définition 1.5.5 (Semi-continuité inférieure). Soient X, Y deux espaces topologiques,

et soit F : X ⇒ Y une multi-application. On dit que F est semi-continue inférieurement

(en abrégé s.c.i.) au point x0 ∈ X si pour tout ouvert U de Y vérifiant F (x0) ∩ U 6= ∅, il

existe un voisinage Ω de x0

(
Ω ∈ vx(x0)

)
tel que pour tout z ∈ Ω, F (z) ∩ U 6= ∅.

Proposition 1.5.6 (Caractérisation de la s.c.i.).

Soit X, Y deux espaces topologiques et F : X ⇒ Y une multi-application. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) F est s.c.i. sur X.

(ii) F−1(O) est un ouvert de X pour tout ouvert O de Y .

(iii) F−1
+ (U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y .

(iv) F−1
+ (A) ⊂ F−1

+ (A), pour tout A ⊂ Y .

Proposition 1.5.7. Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une

multi-application. F est s.c.i. au point x0 ∈ X si et seulement si pour tout y ∈ F (x0) et

pour toute suite (xn)n de X tel que (xn)n converge vers x0, il existe une suite (yn)n ⊂ Y

telle que yn ∈ F (xn) convergeaont vers y.

Définition 1.5.8. (Mesurabilité) Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace topo-

logique et F : Ω ⇒ X une multi-application. On dit que F est mesurable si et seulement

si pour tout ouvert O de X,

F−1(O) ∈ Σ.
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1.6. Théorèmes de point fixe

Définition 1.5.9. [26] Soit A ⊆ J × Rn. A est L ⊗B-mesurable si A appartient à la

σ-algèbre engendrée par les ensembles C × D où C ⊂ J et D ⊂ Rn sont des ensembles

mesurables au sens de Lebesgue et Borel respectivement.

Proposition 1.5.10. (Existence de sélection mesurable)

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique complet séparable et

F : Ω ⇒ X une multi-application à valeurs fermées. Si F est mesurable alors elle admet

une sélection mesurable.

Proposition 1.5.11. Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable

et F : Ω ⇒ X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. F est Σ-mesurable.

2. pour chaque x ∈ X, la fonction

gx : Ω −→ [0,+∞[

t 7−→ d(x, F (t)).

est mesurable.

Proposition 1.5.12. Soit E un espace de Banach séparable et [a, b] un intervalle de

R. Soit G : [a, b] ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs non vides compactes

(fermées si dim(E) < +∞), et z : [a, b] → E une application mesurable. Alors G admet

une sélection mesurable v telle que

‖z(t)− v(t)
∥∥ = d

(
z(t), G(t)

)
p.p. sur [a, b].

1.6 Théorèmes de point fixe

Dans cette section, nous présentons quelques théorèmes de point fixe qui seront utiles

dans notre travail.

Définition 1.6.1. [25](Point fixe)

Soit E un espace de Banach et N : E → E une application. Un élément x de E est dit

point fixe de N si N(x) = x.

Théorème 1.6.2. [25](Banach)

Soit (X, d) un espace métrique complet et N : X → X une contraction, alors N admet

un point fixe unique.
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1.6. Théorèmes de point fixe

Théorème 1.6.3. [26](Schaefer)

Soit E un espace vectoriel normé et S ⊂ E un sous-ensemble convexe tel que 0 ∈ S.

Supposons que H : S → S est un opérateur complètement continue. Si l’ensemble

ε(H) =
{
x ∈ S, x = λH(x) pour certains λ ∈]0, 1[

}
est borné, alors H admet au moins un point fixe sur S.
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Chapitre 2

Intégrale et dérivée fractionnaire
généralisée

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de certaines propriétés des intégrales et

dérivées fractionnaires généralisées, ainsi que leurs transformées de Laplace.

Dans la suite, on désigne par E un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖, [a, b]

(−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini où infini de la droite réelle R et g ∈ C1
E

(
[a, b]

)
une

fonction croissante positive telle que g′(t) 6= 0, pour tout t ∈ [a, b].

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1. [18] Soient α ∈ R tel que α > 0 et f ∈ L1
E

(
[a, b]

)
. L’intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α d’une fonction f par rapport à une autre

fonction g sur [a, b], notée aI
α
g f , est définie par

aI
α
g f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1
f(s)g′(s)ds, t > a. (2.1)

Désormais, on la note par Iαg f au lien de aI
α
g f .

Théorème 2.1.2. [3] Si f est continue sur [a, b], alors Iαg f(t) est bien définie pour tout

t ∈ [a, b]. De plus, Iαg f ∈ L1
E

(
[a, b]

)
et

‖Iαg f‖1 ≤ K‖f‖∞,

avec K =
(b− a)

(
g(b)− g(a)

)α
Γ(α + 1)

.
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2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Preuve. Soit t ∈ [a, b]. Grâce aux relations (1.3), (2.1), le Corollaire 1.3.9 et à la crois-

sance de g, nous avons∥∥Iαg f(t)
∥∥ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

a

∣∣g(t)− g(s)
∣∣α−1∥∥f(s)

∥∥∣∣g′(s)∣∣ds
≤ ‖f‖∞

Γ(α)

∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
ds

= − ‖f‖∞
αΓ(α)

(
g(t)− g(s)

)α∣∣∣t
a

=
‖f‖∞

Γ(α + 1)

(
g(t)− g(a)

)α
≤ ‖f‖∞

Γ(α + 1)

(
g(b)− g(a)

)α
< +∞.

Alors Iαg f(t) existe pour tout t ∈ [a, b]. De plus,∥∥Iαg f∥∥1
=

∫ b

a

∥∥Iαg f(t)
∥∥dt

≤ ‖f‖∞
Γ(α + 1)

(
g(b)− g(a)

)α ∫ b

a

ds

=
(b− a)

(
g(b)− g(a)

)α
Γ(α + 1)

‖f‖∞ < +∞.

D’où, Iαg f ∈ L1
E([a, b]). �

Exemple 2.1.3. [17, 18] Soient α, γ ∈ R tels que α > 0, γ > 0 et pour tout t ∈ [a, b],

on pose f(t) =
(
g(t)− g(a)

)γ−1
. Alors

Iαg f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1
f(s)g′(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1(
g(s)− g(a)

)γ−1
g′(s)ds.

En utilisant le changement de variable g(s) = g(a) + x
(
g(t) − g(a)

)
, on trouve par les

relations (1.5), (1.6), et (1.7),

Iαg f(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(
g(t)− g(a)− x

(
g(t)− g(a)

))α−1(
g(a) + x

(
g(t)− g(a)

)
− g(a)

)γ−1

×
(
g(t)− g(a)

)
dx

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− x)α−1
(
g(t)− g(a)

)α−1
xγ−1

(
g(t)− g(a)

)γ−1(
g(t)− g(a)

)
dx

=
1

Γ(α)

(
g(t)− g(a)

)α+γ−1
∫ 1

0

(1− x)α−1xγ−1dx

=
β(α, γ)

Γ(α)

(
g(t)− g(a)

)α+γ−1

=
Γ(α)Γ(γ)

Γ(α)Γ(α + γ)

(
g(t)− g(a)

)α+γ−1
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2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

=
Γ(γ)

Γ(α + γ)

(
g(t)− g(a)

)α+γ−1
.

Théorème 2.1.4. [18](Additivité) Soient α, γ ∈ R tels que α > 0, γ > 0. Alors l’intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville possède la propriété suivante

Iαg I
γ
g f(t) = Iα+γ

g f(t) pour tout t ∈ [a, b]. (2.2)

Preuve. Soit t ∈ [a, b], par la Définition 2.1.1 on a

Iαg I
γ
g f(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1(
Iγg f(s)

)
g′(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1
g′(s)

1

Γ(γ)

(∫ s

a

(
g(s)− g(x)

)γ−1
f(x)g′(x)dx

)
ds

=
1

Γ(α)Γ(γ)

∫ t

a

∫ s

a

(
g(t)− g(s)

)α−1(
g(s)− g(x)

)γ−1
f(x)g′(s)g′(x)dxds.

D’après le théorème de Fubini (Théorème 1.3.11 ), on pourra permuter l’ordre d’intégration

et on procède de même que dans l’Exemple 2.1.3, pour obtenir

Iαg I
β
g f(t) =

1

Γ(α)Γ(γ)

∫ t

a

f(x)g′(x)

∫ t

x

(
g(t)− g(s)

)α−1(
g(s)− g(x)

)γ−1
g′(s)dsdx

=
Γ(α)Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ)Γ(α + γ)

∫ t

a

(
g(t)− g(x)

)α+γ−1
f(x)g′(x)dx

=
1

Γ(α + γ)

∫ t

a

(
g(t)− g(x)

)α+γ−1
f(x)g′(x)dx

= Iα+γ
g f(t).

�

Théorème 2.1.5. [17] Soient α ∈ R, m ∈ N tels que α > m et soit f ∈ L1
E

(
[a, b]

)
, alors(

1

g′(t)

d

dt

)m
Iαg f(·) = Iα−mg f(·). (2.3)

Preuve. En vertu du la Définition 2.1, Théorème 3.4.5 et utilisant (1.3), pour tout

t ∈ [a, b](
1

g′(t)

d

dt

)m
Iαg f(t) =

1

Γ(α)

(
1

g′(t)

d

dt

)m ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1
f(s)g′(s)ds

=
1

Γ(α)

(
1

g′(t)

d

dt

)m−1(
1

g′(t)

d

dt

)∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−1
f(s)g′(s)ds

=
1

(α− 1)Γ(α− 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)m−1
1

g′(t)
g′(t)(α− 1)

×
∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−2
f(s)g′(s)ds
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2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

=
1

Γ(α− 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)m−1 ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−2
f(s)g′(s)ds

=
1

(α− 2)Γ(α− 2)

(
1

g′(t)

d

dt

)m−2(
1

g′(t)

d

dt

)
×
∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−2
f(s)g′(s)ds

=
1

Γ(α− 2)

(
1

g′(t)

d

dt

)m−2 ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−3
f(s)g′(s)ds.

Par récurrence sur m, on obtient(
1

g′(t)

d

dt

)m
Iαg f(t) =

1

Γ(α−m)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)α−m−1
f(s)g′(s)ds

= Iα−mg f(t).

�

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. [18, 17] Soient α ∈ R tel que α > 0 et f ∈ L1
E([a, b]). La dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α d’une fonction f par rapport à g

sur [a, b], notée aD
R,α
g f , est définie pour tout t ∈ [a, b] par

aD
R,α
g f(t) =

(
1

g′(t)

d

dt

)n
In−αg f(t) (2.4)

=
1

Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f(s)g′(s)ds,

avec n = [α] + 1.

Il est clair que si g(t) = t, (2.4) est l’intégrale fractionnaire classique de Riemann-

Liouville et si g(t) = log(t), (2.4) est l’intégrale fractionnaire classique de Hadamard.

Exemple 2.2.2. [18]

1) Soit α ∈ R tels que α > 0 et soit f ≡ c. On a par la relation (1.3)

aD
R,α
g f(t) =

1

Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
cg′(s)ds

=
c

(n− α)Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n (
g(t)− g(a)

)n−α
=

c

Γ(n− α + 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1(
1

g′(t)

d

dt

)(
g(t)− g(a)

)n−α
14



2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

=
c

Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1 (
g(t)− g(a)

)n−α−1
.

Par itération sur n, on trouve

aD
R,α
g f(t) =

c

Γ(1− α)

(
g(t)− g(a)

)−α
.

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas toujours nulle.

2) Soient α, γ ∈ R tels que α > 0, γ > 0 et soit pour tout t ∈ [a, b],

f(t) =
(
g(t)− g(a)

)γ−1
. On a par la Définition 2.2.1,

aD
R,α
g f(t) =

1

Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f(s)g′(s)ds

=
1

Γ(n− α)

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1(
g(s)− g(a)

)γ−1
g′(s)ds.

En vertu de l’Exemple 2.1.3,

aD
R,α
g f(t) =

Γ(γ)

Γ(n− α + γ)

(
1

g′(t)

d

dt

)n (
g(t)− g(a)

)n−α+γ−1

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1(
1

g′(t)

d

dt

)(
g(t)− g(a)

)n−α+γ−1

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1
(n− α + γ − 1)

g′(t)
g′(t)

(
g(t)− g(a)

)n−α+γ−2

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ − 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1 (
g(t)− g(a)

)n−α+γ−2

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ − 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−2(
1

g′(t)

d

dt

)(
g(t)− g(a)

)n−α+γ−2

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ − 1)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−2
(n− α + γ − 2)

g′(t)
g′(t)

(
g(t)− g(a)

)n−α+γ−3

=
Γ(γ)

Γ(n− α + γ − 2)

(
1

g′(t)

d

dt

)n−2 (
g(t)− g(a)

)n−α+γ−3
.

Par itération sur n, on aura

aD
R,α
g f(t) =

Γ(γ)

Γ(γ − α)

(
g(t)− g(a)

)γ−α−1
.
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2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les résultats de cette section et de la section suivante sont pris de la référence [2].

Définition 2.3.1. Soient n ∈ N, α ∈ R tel que α > 0 et f ∈ CnE
(
[a, b]

)
.

La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’ordre α de f par rapport à g sur [a, b],

notée aD
C,α
g , est définie par

aD
C,α
g f(t) = In−αg

(
1

g′(t)

d

dt

)n
f(t), (2.5)

avec n = [α] + 1 pour α /∈ N et n = α pour α ∈ N.

Pour simplifier la notation, on pose

f [n](t) =

(
1

g′(t)

d

dt

)n
f(t). (2.6)

Par convention on a si α = n alors aD
C,α
g f(·) = f [n](·).

Dans la suite, on note par Dα
g f la dérivée fractionnaire de Caputo au lieu de aD

C,α
g f .

Remarque 2.3.2. Si g(t) = t, (2.5) est l’intégrale fractionnaire classique de Caputo.

Théorème 2.3.3. Soit f ∈ CnE
(
[a, b]

)
. Les dérivées fractionnaires de Caputo sont des

opérateurs bornés. Pour tout α ∈ R tel que α > 0, on a

‖Dα
g f‖∞ ≤ K‖f‖C[n]

g
,

où K =

(
g(b)− g(a)

)n−α
Γ(n− α + 1)

.

Preuve. Soit t ∈ [a, b], nous avons

∥∥f [n](t)
∥∥ ≤ ‖f [n]‖∞ ≤

n∑
k=0

‖f [k]‖∞ = ‖f‖C[n]
g
,
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2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

alors, par la relation (2.5) et la croissance de g, on obtient

‖Dα
g f‖∞ = sup

t∈[a,b]

‖Dα
g f(t)‖

≤ 1

Γ(n− α)
sup
t∈[a,b]

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1∥∥f [n](s)
∥∥g′(s)ds

≤
‖f‖C[n]

g

Γ(n− α)
sup
t∈[a,b]

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
g′(s)ds

=
‖f‖C[n]

g

Γ(n− α + 1)
sup
t∈[a,b]

(
g(t)− g(a)

)n−α
≤ ‖f‖C[n]

g

(
g(b)− g(a)

)n−α
Γ(n− α + 1)

.

�

Exemple 2.3.4. 1) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

f(t) = c est nulle. En effet , Soient α ∈ R tels que α > 0 et pour tout t ∈ [a, b],

nous avons

Dα
g f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f [n](s)g′(s)ds

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
(

1

g′(s)

d

ds

)n
(c)g′(s)ds

= 0.

En remarque que Dα
g f(a) = 0.

2) Soient α, γ ∈ R tels que α > 0, γ > 0 et pour tout t ∈ [a, b]

f(t) =
(
g(t)− g(a)

)γ−1
. Nous avons,

Dα
g f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f [n](s)g′(s)ds. (2.7)

On procède comme dans l’Exemple 2.2.2, on trouve par la relation (1.8)

f [n](s) =

(
1

g′(s)

d

ds

)n (
g(s)− g(a)

)γ−1

=

(
1

g′(s)

d

ds

)n−1(
1

g′(s)

d

ds

)(
g(s)− g(a)

)γ−1

= (γ − 1)

(
1

g′(s)

d

ds

)n−1 (
g(s)− g(a)

)γ−2

= · · · = (γ − 1)(γ − 2) · · · (γ − n)
(
g(s)− g(a)

)γ−n−1

=
Γ(γ)

Γ(γ − n)

(
g(s)− g(a)

)γ−n−1
.
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Remplaçant la dernière relation dans (2.7) on obtient,

Dα
g f(t) =

Γ(γ)

Γ(γ − n)Γ(n− α)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α−1(
g(s)− g(a)

)γ−n−1
g′(s)ds.

En utilisant le changement de variable g(s) = g(a) + x
(
g(t)− g(a)

)
, il résulte que(

voir Exemple 2.1.3
)

Dα
g f(t) =

Γ(γ)Γ(n− α)Γ(γ − n)

Γ(n− α)Γ(γ − n)Γ(γ − α)

(
g(t)− g(a)

)γ−α−1

=
Γ(γ)

Γ(γ − α)

(
g(t)− g(a)

)γ−α−1
.

Corollaire 2.3.5. Soient α, γ ∈ R, tels que α > m > γ où m ∈ N. Alors

Dγ
g I

α
g f(·) = Iα−γg f(·). (2.8)

En particulier,

Dα
g I

α
g f(·) = f(·). (2.9)

Preuve. En utilisant les relations (2.5), (2.3) et (2.2), on trouve
(
pour m = [γ] + 1

)
pour

tout t ∈ [a, b],

Dγ
g I

α
g f(t) = Im−γg

(
1

g′(t)

d

dt

)m
Iαg f(t)

= Im−γg Iα−mg f(t)

= Im−γ+α−m
g f(t)

= Iα−γg f(t),

ce qui termine la preuve. �

Théorème 2.3.6. Soient f ∈ CnE
(
[a, b]

)
, α ∈ R tel que α > 0. Nous avons, pour tout

t ∈ [a, b]

IαgD
α
g f(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k
. (2.10)

Preuve. Soit t ∈ [a, b]. Par (2.5), on a pour n = [α] + 1,

IαgD
α
g f(t) = Iαg I

n−α
g f [n](t).
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2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

Donc en utilisant la relation (2.2), il vient que

IαgD
α
g f(t) = Ing f

[n](t)

=
1

Γ(n)

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−1
f [n](s)g′(s)ds

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−1
(

1

g′(s)

d

ds

)n
f(s)g′(s)ds

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−1
(

1

g′(s)

d

ds

)(
1

g′(s)

d

ds

)n−1

f(s)g′(s)ds

=
1

(n− 1)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−1 d

ds
f [n−1](s)ds.

Utilisant l’intégration par partie, on obtient

IαgD
α
g f(t) =

1

(n− 1)!

(
g(t)− g(s)

)n−1
f [n−1](s))

∣∣∣t
a

+
1

(n− 2)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−2
g′(s)f [n−1](s)ds

= −f
[n−1](a)

(n− 1)!

(
g(t)− g(a)

)n−1
+

1

(n− 2)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−2 d

ds
f [n−2](s)ds.

De manière Similaire, on trouve

IαgD
α
g f(t) = −f

[n−1](a)

(n− 1)!

(
g(t)− g(a)

)n−1 − f [n−2](a)

(n− 2)!

(
g(t)− g(a)

)n−2

+
1

(n− 3)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−3
g′(s)f [n−2](s)ds

= −f
[n−1](a)

(n− 1)!

(
g(t)− g(a)

)n−1 − f [n−2](a)

(n− 2)!

(
g(t)− g(a)

)n−2

+
1

(n− 3)!

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−3 d

ds
f [n−3](s)ds

= · · · =
∫ t

a

d

ds
f(s)ds−

n−1∑
k=1

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k
= f(t)− f(a)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k
= f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k
,

ce qui donne le résultat. �
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2.4 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée

de Riemann-Liouville

Théorème 2.4.1. Si f ∈ CnE
(
[a, b]

)
et α ∈ R tel que α > 0, alors

Dα
g f(t) = aD

R,α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]
pour tout t ∈ [a, b]. (2.11)

Preuve. D’après la Définition 2.2.1, on a
(
avec n = [α] + 1)

)
Γ(n− α) aD

R,α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]

=

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α−1

[
f(s)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(s)− g(a)

)k]
ds.

En intégrant par part, il vient que

Γ(n−α) aD
R,α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]

=

(
1

g′(t)

d

dt

)n(
− 1

n− α
(
g(t)− g(s)

)n−α[
f(s)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(s)− g(a)

)k]∣∣∣∣∣
t

a

+
1

n− α

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α[ d
ds
f(s)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!
g′(s)

(
g(s)− g(a)

)k−1

])

=

(
1

g′(t)

d

dt

)n(
− 1

n− α
(
g(t)− g(s)

)n−α[
f(s)− f(a)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

k!

(
g(s)− g(a)

)k]∣∣∣∣∣
t

a

+
1

n− α

∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α[ d
ds
f(s)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!
g′(s)

(
g(s)− g(a)

)k−1

])

=
1

n− α

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

(
g(t)− g(s)

)n−α[ d
ds
f(s)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!
g′(s)

(
g(s)− g(a)

)k−1

]
ds.

(2.12)

De plus, comme f [1](s) =
(

1
g′(s)

d
ds

)
f(s), on a

d

ds
f(s) = g′(t)f [1](s). (2.13)
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2.4. Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

Remplaçant la relation (2.13) dans (2.12), on a

Γ(n− α) aD
R,α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]

=
1

n− α

(
1

g′(t)

d

dt

)n ∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α[
f [1](s)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!

(
g(s)− g(a)

)k−1

]
ds

=
1

n− α

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1(
1

g′(t)

d

dt

)∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α
×

[
f [1](s)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!

(
g(s)− g(a)

)k−1

]
ds

=

(
1

g′(t)

d

dt

)n−1 ∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α−1

[
f [1](t)−

n−1∑
k=1

f [k](a)

(k − 1)!

(
g(s)− g(a)

)k−1

]
ds.

De la même façon, on obtient

Γ(n− α) aD
R,α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]

=

(
1

g′(t)

d

dt

)n−2 ∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α−1

[
f [2](t)−

n−1∑
k=2

f [k](a)

(k − 2)!

(
g(s)− g(a)

)k−2

]
ds,

et par itération sur n, il résulte que

Γ(n− α)Dα
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]
=

∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f [n](s)ds.

Par conséquence,

aD
α
g

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f [k](a)

k!

(
g(t)− g(a)

)k]
=

1

Γ(n− α)

∫ t

a

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)n−α−1
f [n](s)ds

= Dα
g f(t).

�

Remarque 2.4.2. Si f [k](a) = 0 pour tout k = 0, . . . , n− 1, alors

Dα
g f(·) = aD

R,α
g f(·). (2.14)

Théorème 2.4.3. (Additivité de la dérivée) Soient α, γ ∈ R tels que α > 0, γ > 0 et

supposons qu’il existe k ∈ N avec γ, α + γ ∈ [k − 1, k]. Alors, pour tout f ∈ CkE
(
[a, b]

)
,

Dα
gD

γ
gf(·) = Dα+γ

g f(·). (2.15)
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2.4. Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

Preuve. Dans le premier cas, supposons que α + γ = k.

Comme γ ∈ [k − 1, k[, on a alors [γ] = k − 1 = α + γ − 1. Par définition, on a pour tout

t ∈ [a, b]

Dα
gD

γ
gf(t) = Dα

g I
k−γ
g f [k](t)

= Dα
g I

α+γ−γ
g f [α+γ](t)

= Dα
g I

α
g f

[α+γ](t).

Par la relation (2.9), on trouve

Dα
gD

γ
gf(t) = f [α+γ](t).

Puisque α + γ = k ∈ N, il résulte que,

Dα
gD

γ
gf(t) = Dα+γ

g f(t).

Dans le deuxième cas, supposons que α + γ < k. Comme γ ∈ [k − 1, k[ alors, 0 < α < 1

et donc k − 1 ≤ α + γ < k. D’où,

[γ] = [α + γ] = k − 1.

Puisque, Dγ
gf(a) = 0, par la relation (2.14), on obtient pour tout t ∈ [a, b]

Dα
gD

γ
gf(t) = DR,α

g Dγ
gf(t).

Donc d’après les relations (2.4), (2.5), (2.2), et (2.3) on a
(
rappalons que 0 < α < 1

)
Dα
gD

γ
gf(t) =

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1−α
g Dγ

gf(t)

=

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1−α
g Ik−γf [k](t)

=

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1−α+k−γ
g f [k](t)

=

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1
g I

k−(α+γ)f [k](t)

=

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1
gD

α+γf(t)

= Dα+γf(t),

car

(
1

g′(t)

d

dt

)
I1
gh(·) = h(·) et k = [α + γ] + 1. �
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

2.5 La transformée de Laplace généralisée

Dans cette section, nous présentons la définition de la transformée de Laplace généralisée

ainsi que ses propriétés principales. Pour plus de détails, nous revoyons la lecteur à [18].

Définition 2.5.1. Soient f, g : [a,+∞[→ R deux fonctions telles que f ∈ L1
R
(
[a,+∞[

)
,

g(·) est continue et g′(·) > 0 sur [a,+∞[. On définit la transformée de Laplace généralisée

de f par

Lg{f(t)}(s) =

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt. (2.16)

Pour toutes valeurs de s dans R+, l’intégrale (2.16) est bien définie.

Dans le théorème suivant, nous représentons la relation entre les transformées de La-

place généralisée et classique.

Théorème 2.5.2. Soient f, g : [a,+∞[ → R deux fonctions telles que g(·) est continue

et g′(·) > 0 sur [a,+∞[ et la transformée de Laplace généralisée de f existe. Alors

Lg
{
f(t)

}
(s) = L

{
f
(
g−1
(
t+ g(a)

))}
(s), (2.17)

où L{f} est la transformée de Laplace classique de f .

Preuve. Par la Définition 2.5.1, nous avons

Lg{f(t)}(s) =

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt.

En utilisant le changement de variable u = g(t)− g(a), on obtient

Lg{f(t)}(s) =

∫ +∞

0

e−suf
(
g−1
(
u+ g(a)

))
du

= L
{
f
(
g−1
(
t+ g(a)

))}
(s).

�

Définition 2.5.3. Une fonction f : [a,+∞[→ R est dite d’ordre g(t)-exponentiel s’il

existe des constantes positives M, c, T telles que

|f(t)| ≤Mecg(t) pour tout t ≥ T.

Maintenant, nous présentons les conditions d’existence de la transformée de Laplace

généralisée d’une fonction.
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Théorème 2.5.4. Si f : [a,+∞[→ R est une fonction continue par morceaux et d’ordre

g(t)-exponentiel. Alors sa transformée de Laplace généralisée existe pour tout s > c (c est

donnée dans la Définition 2.5.3).

Preuve. Nous avons,∣∣Lg{f(t)}(s)
∣∣ =

∣∣∣ ∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

∣∣∣
≤
∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)∣∣f(t)
∣∣g′(t)dt.

f étant d’ordre g(t)-exponentiel. Donc par la Définition 2.5.3, ils exist M > 0, c > 0,

T > 0 telle que pour tout t ≥ T ,∣∣Lg{f(t)}(s)
∣∣ ≤M

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
ecg(t)g′(t)dt

= Mesg(a)

∫ +∞

a

eg(t)(c−s)g′(t)dt

=
Mesg(a)

c− s
eg(t)

(
c−s
)∣∣∣+∞
a

.

Puisque s > c, on obtient∣∣Lg{f(t)}(s)
∣∣ ≤ M

s− c
ecg(a) < +∞.

D’où le résultat. �

Théorème 2.5.5. Si la transformée de Laplace généralisée de f1 : [a,+∞[→ R existe

pour s > c1 et la transformée de Laplace généralisée de f2 : [a,+∞[→ R existe pour

s > c2. Alors, pour a1, a2 ∈ R , la transformée de Laplace généralisée de a1f1 + a2f2

existe et on a

Lg
{
a1f1(t) + a2f2(t)

}
(s) = a1Lg{f1(t)}(s) + a2Lg{f2(t)}(s) pour s > max{c1, c2}.

(2.18)

Exemple 2.5.6. 1) Soit s > 0 et soit f ≡ 1 une fonction définie sur [a,+∞[. En

utilisant la relation (2.17), on trouve

Lg{f(t)}(s) = L
{
f
(
g−1
(
t+ g(a)

))}
(s)

= L{1}(s)

=

∫ +∞

0

e−stdt

=
1

s

24
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2) Soient s > 0, γ ∈ C tel que Re(γ) > 0 et f(t)=
(
g − g(a)

)γ−1
une fonction définie

sur [a,+∞[. Par la relation (2.17), nous avons

Lg{f(t)}(s) = L
{
f
(
g−1
(
t+ g(a)

))}
(s)

=

∫ +∞

0

e−st
(
g
(
g−1
(
t+ g(a)

))
− g(a)

)γ−1

dt

=

∫ +∞

0

e−sttγ−1dt.

Par le changement de variable u = st, on obtient
(
via la relation (1.2)

)
Lg{f(t)}(s) =

1

sγ

∫ +∞

0

e−uuγ−1du

=
Γ(γ)

sγ
.

3) Soient s > 0 tel que s > λ, f(t) = eλg(t) une fonction définie sur [a,+∞[. De la

relation (2.17), on a

Lg{f(t)}(s) = L
{
f
(
g−1
(
t+ g(a)

))}
(s)

=

∫ +∞

0

e−steλg
(
g−1
(
t+g(a)

))
dt

= eλg(a)

∫ +∞

0

et(λ−s)dt

=
eλg(a)

λ− s
et(λ−s)

∣∣∣∣+∞
0

,

puisque s > λ, alors

Lg{f(t)}(s) =
eλg(a)

λ− s
.

Les transformées de Laplace généralisées des dérivées généralisées d’ordre entier sont

présentées ci-dessous.

Théorème 2.5.7. Soit f(·) ∈ Cg
(
[a, b],R

)
une fonction d’ordre g(t)-exponentiel telle que

f [1](·) est continue par morceaux sur tout intervalle fini [a, b]. Alors la transformée de

Laplace généralisée de f [1](·) existe, et on a

Lg{f [1](t)}(s) = sLg{f(t)}(s)− f(a). (2.19)
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Preuve. Soit n ∈ N et t1, t2, . . . , tn ∈]a, b[ sont les points de l’intervalle [a, b[ où f [1] est

discontinue. Alors par (2.13), nous avons∫ b

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f [1](t)g′(t)dt =

∫ b

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt

=

∫ t1

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt+

∫ t2

t1

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt+ . . .

+

∫ b

tn

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt

=

∫ t1

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt+

n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt

+

∫ b

tn

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt.

L’intégration par partie nous amène,∫ b

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f [1](t)g′(t)dt = e−s

(
g(t)−g(a)

)
f(t)

∣∣∣t1
a

+ s

∫ t1

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

+
n−1∑
i=1

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)

∣∣∣ti+1

ti
+ s

n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

+ e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)

∣∣∣b
tn

+ s

∫ b

tn

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

= e−s
(
g(t1)−g(a)

)
f(t1)− f(a) + e−s

(
g(t2)−g(a)

)
f(t2)

− e−s
(
g(t1)−g(a)

)
f(t1) + · · ·+ e−s

(
g(tn)−g(a)

)
f(tn)

− e−s
(
g(tn−1)−g(a)

)
f(tn−1) + e−s

(
g(b)−g(a)

)
f(b)

− e−s
(
g(tn)−g(a)

)
f(tn) + s

[ ∫ t1

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

+
n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt+

∫ b

tn

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

]
.

Par conséquent,∫ b

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f [1](t)g′(t)dt = e−s

(
g(b)−g(a)

)
f(b)− f(a) + s

∫ b

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt.

En faisant tendre b vers +∞, on obtient Le résultat. �

Le résultat du Théorème 2.5.7 peut être généralisé comme suit.

Corollaire 2.5.8. Soient n ∈ N∗, f ∈ Cn−1
g ([a, b],R) telle que f [i], i = 0, 1, . . . , n − 1,

sont d’ordre g(t)-exponentiel. Soit f [n] une fonction continue par morceaux sur l’intervalle

26



2.5. La transformée de Laplace généralisée

[a, b]. Alors, la transformée de Laplace généralisée de f [n] existe et

Lg{f [n](t)}(s) = snLg{f(t)}(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a). (2.20)

Preuve. Par la Définition 2.5.1 et la relation (2.13) , on a

snLg{f(t)}(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a) = sn
∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt−

n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)

Utilisant l’intégration par parties, on obtient

snLg{f(t)}(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)

= sn−1
[
− e−s

(
g(t)−g(a)

)
f(t)

]∣∣∣∣+∞
a

+ sn−1

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt

−
n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)

= sn−1f(a) + sn−1

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt−

n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)

= sn−1

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f(t)dt−

n−1∑
k=1

sn−k−1f [k](a)

= sn−1

∫ +∞

a

g′(t)e−s
(
g(t)−g(a)

)
f [1](t)dt−

n−1∑
k=1

sn−k−1f [k](a)

= sn−2
[
− e−s

(
g(t)−g(a)

)
f [1](t)

]∣∣∣∣+∞
a

+ sn−2

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
d

dt
f [1](t)dt

−
n−1∑
k=1

sn−k−1f [k](a)

= sn−2f [1](a) + sn−2

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
g′(t)f [2](t)dt−

n−1∑
k=1

sn−k−1f [k](a)

= sn−2

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
g′(t)f [2](t)dt−

n−1∑
k=2

sn−k−1f [k](a).

Par itération sur n, on a

snLg{f(t)}(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a) = s

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
g′(t)f [n−1](t)dt− f [n−1](a)
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

=
[
− e−s

(
g(t)−g(a)

)
f [n−1](t)

]∣∣∣∣+∞
a

+

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
g′(t)f [n](t)dt

− f [n−1](a)

=

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
g′(t)f [n](t)dt

= Lg{f [n](t)}(s).

�

Pour pouvoir trouver les transformées généralisées des opérateurs fractionnaires généralisées,

nous devons définir l’intégrale du produit de convolution généralisé.

Définition 2.5.9. Soient f et h deux fonctions continues par morceaux sur chaque inter-

valle [a, b] et d’ordre g(t)-exponentiel. On définit le produit de convolution généralisé de f

et h par

(f ∗g h)(t) =

∫ t

a

f(τ)h
(
g−1
(
g(t) + g(a)− g(τ)

))
g′(τ)dτ. (2.21)

Lemme 2.5.10. Soient f et h deux fonctions continues par morceaux sur chaque inter-

valle [a, b] et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

f ∗g h = h ∗g f. (2.22)

Preuve. Par la Définition 2.5.9, on a pour tout t ∈ [a, b]

(f ∗g h)(t) =

∫ t

a

f(τ)h
(
g−1
(
g(t) + g(a)− g(τ)

)
g′(τ)dτ.

Utilisant le changement de variable u = g−1
(
g(t) + g(a)− g(τ)

)
, on trouve

(f ∗g h)(t) = −
∫ a

t

f
(
g−1
(
g(t) + g(a)− g(u)

))
h(u)g′(u)du

=

∫ t

a

h(u)f
(
g−1
(
g(t) + g(a)− g(u)

))
g′(u)du

= h ∗g f(t).

�

Théorème 2.5.11. Soient f et h deux fonctions continues par morceaux sur chaque

intervalle [a, b] et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

Lg{f ∗g h} = Lg{f}Lg{h}. (2.23)
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Preuve. Nous avons, par la relation (2.16)

Lg{f}(s)Lg{h}(s) =

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)−g(a)

)
f(t)g′(t)dt

∫ +∞

a

e−s
(
g(u)−g(a)

)
f(u)g′(u)du

=

∫ +∞

a

∫ +∞

a

e−s
(
g(t)+g(u)−2g(a)

)
f(t)h(u)g′(t)g′(u)dtdu.

Maintenant, en choisissant τ tel que g(τ) = g(t) + g(u)− g(a), on obtient

Lg{f}(s)Lg{h}(s) =

∫ +∞

a

∫ +∞

u

e−s
(
g(τ)−g(a)

)
f
(
g−1
(
g(τ)− g(u) + g(a)

))
h(u)g′(τ)g′(u)dτdu.

En utilisant le théorème de Fubini (Théorème 1.3.11), on aura par (2.21), (2.16)

Lg{f}(s)Lg{h}(s) =

∫ +∞

a

e−s
(
g(τ)−g(a)

)[ ∫ τ

a

f
(
g−1
(
g(τ)− g(u)− g(a)

))
h(u)g′(u)du

]
g′(τ)dτ

=

∫ +∞

a

e−s
(
g(τ)−g(a)

)
(h ∗g f)(τ)g′(τ)dτ

= Lg{h ∗g f}(s).

Par conséquence du Lemme 2.5.10, on déduit que

Lg{f}(s)Lg{h}(s) = Lg{f ∗g h}(s).

�

Maintenant, nous avons tous les arguments pour calculer la transformée de Laplace

généralisée des opérateurs fractionnaires généralisées.

Théorème 2.5.12. Soient α ∈ R tel que α > 0 et f une fonction continue par morceaux

sur chaque intervalle [a, t[ et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

Lg{Iαg f(t)}(s) =
Lg{f(t)}

sα
. (2.24)

Preuve. Par les relations (2.21), (2.22) et la Définition 2.1.1, nous avons

(
g(t)− g(a)

)α−1 ∗g f(t) = f(t) ∗g
(
g(t)− g(a)

)α−1

=

∫ t

a

f(τ)

(
g
(
g−1
(
g(t) + g(a)− g(τ)

))
− g(a)

)α−1

g′(τ)dτ

=

∫ t

a

f(τ)
(
g(t)− g(τ)

)α−1
g′(τ)dτ

= Γ(α) Iαg f(t).
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Il s’ensuit que,

Lg
{
Iαg f(t)

}
(s) =

1

Γ(α)
Lg
{(
g(t)− g(a)

)α−1 ∗g f(t)
}

(s).

Par le Théorème 2.5.11 on a,

Lg
{
Iαg f(t)

}
(s) =

1

Γ(α)
Lg
{(
g(t)− g(a)

)α−1
}

(s)Lg
{
f(t)

}
(s).

En utilisant 2) de l’Exemple 2.5.6, on obtient

Lg
{

(Iαg f)(t)
}

(s) =
1

Γ(α)

Γ(α)

sα
Lg
{
f(t)

}
(s)

=
1

sα
Lg
{
f(t)

}
(s).

�

Les corollaires suivants présentent les transformées de Laplace généralisées des dérivées

fractionnaires généralisées à gauche de Riemann-Liouville et de Caputo.

Corollaire 2.5.13. Soient α ∈ R tel que α > 0, n ∈ N, et f, g deux fonctions telles que

f ∈ ACn
g ([a, b],R), g ∈ C1

R
(
[a, b]

)
et g′(t) > 0 pour tout b > a. De plus, In−k−αg f (k =

0, 1, · · · , n− 1) d’ordre g(t)-exponentiel avec n− α > k. Alors

Lg
{
aD

R,α
g f(t)

}
(s) = sαLg

{
f(t)

}
(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1In−k−αg f(a). (2.25)

Preuve. Grâce à (2.4), nous avons

Lg
{
aD

R,α
g f(t)

}
(s) = Lg

{(
In−αg f

)[n]
(t)
}

(s).

En vertu du Corollaire 2.5.8 et du Théorème 2.5.12, on obtient alors

Lg
{
aD

R,α
g f(t)

}
(s) = snLg

{
In−αg f(t)

}
(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1
(
In−αg f

)[k]
(a)

Lg
{
aD

R,α
g f(t)

}
(s) = sn

Lg
{
f(t)

}
(s)

sn−α
−

n−1∑
k=0

sn−k−1
(
In−αg f)[k](a)

= sαLg
{
f(t)

}
(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1
(
In−αg f

)[k]
(a).

Par conséquent, du Théorème 2.1.5 on obtient,

Lg
{
aD

R,α
g f(t)

}
(s) = sαLg

{
f(t)

}
(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1
(
In−α−kg f

)
(a).

D’où le résultat. �
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Corollaire 2.5.14. Soient α ∈ R tel que α > 0, f ∈ ACn
g

(
[a, b],R

)
et

f [k] (k = 0, 1, · · · , n− 1) d’ordre g(t)-exponentiel avec n = [α] + 1. Alors

Lg
{
Dα
g f(t)

}
(s) = sα

[
Lg
{
f(t)

}
(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)
]
. (2.26)

Preuve. Par la relation (2.5), nous avons

Lg
{
Dα
g f(t)

}
(s) = Lg

{
In−αg f [n](t)

}
(s).

Le Théorème 2.5.12 affirme que,

Lg
{
Dα
g f(t)

}
(s) = sα−nLg

{
f [n](t)

}
(s).

Il résulte de (2.20) que

Lg
{(
Dα
g

)
f(t)

}
(s) = sα−n

[
snLg{f(t)}(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)
]

= sα
[
Lg{f(t)}(s)−

n−1∑
k=0

sn−k−1f [k](a)
]
.

�
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Chapitre 3

Étude d’une inclusion différentielle
fractionnaire avec impulsion

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité de solution

pour une inclusion différentielle impulsive d’ordre fractionnaire du type suivant ([26]) :
Dα
g u(t) ∈ F (t, u(t)) t ∈ J = [0, T ] avec t 6= tk, k = 1, 2, . . . , p;

δu[i](tk) = Iik(u(tk)) i = 0, 1, . . . ,m− 1; k = 1, 2, . . . , p;

u[i](0) = ηi i = 0, 1, . . . ,m− 1;

(3.1)

où Dα
g (·) est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α par rapport à g, avec

m− 1 < α ≤ m, m ∈ N∗, F : J × Rn ⇒ Rn une multi-application, ηi ∈ R et

Iik ∈ CRn

(
Rn
)

(i = 0, 1, · · · ,m− 1; k = 1, · · · , p), p ∈ N∗.

De plus, u[i] : J → Rn est une fonction continue par morceaux dans J avec des points de

discontinué de première espèce aux points tk ∈ J , i.e., il existe des limites u[i](t+k ) < +∞
et u[i](t−k ) = u[i](tk) < +∞, u[m] : J → Rn et δu[i](tk) = u[i](t+k )− u[i](t−k )

(i = 0, 1, · · · ,m− 1; k = 1, 2, · · · , p). On note par Jk l’intervalle ]tk, tk+1].

Dans tout ce chapitre, PC(J,Rn) désigne l’espace de Banach défini par

PC(J,Rn) =
{
u : J → Rn| uk ∈ CRn(Jk), k = 1, · · · , p

et il existe u(t−k ) et u(t+k ) où u(t−k ) = u(tk)
}
, (3.2)

muni de la norme

‖u‖PC = max
{
‖uk‖∞; k = 1, · · · , p

}
,
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3.1. Préliminaires

où uk est la restriction de u sur Jk, k = 0, . . . , p. On suppose de plus que g′ est croissante.

Pour montrer notre théorème, on aura besoin des hypothèses suivantes :

(H1) Ils existe des constantes positives cik > 0 telle que∥∥∥Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
v(tk)

)∥∥∥ ≤ cik
∥∥u(tk)− v(tk)

∥∥∥ pour tous u, v ∈ PC(J,Rn),

avec Iik(0) = 0, i = 0, 1, · · · ,m− 1; k = 1, · · · , p.
(H2) F : J × Rn ⇒ Rn est une multi-application à valeurs non vides compactes et

décomposables telle que (t, u) → F (t, u) est L ⊗B- mesurable et u → F (t, u) est s.c.i.

p.p. t ∈ J .

(H3) Il existe une fonction positive M(·) ∈ L1
R(J) telle que

‖F (t, u)‖ = sup
{
‖v|; v ∈ F (·, u)

}
≤M(t) pour chaque t ∈ J, u ∈ Rn.

3.1 Préliminaires

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats qui nous seront utiles dans la

preuve du nos théorèmes principaux.

Théorème 3.1.1. [26](Théorème d’Ascoli-Arzelà de type-PC)

Soit H ⊂ PC(J,Rn). Alors H est relativement compact si et seulement s’il est uni-

formément borné et équicontinu sur chaque intervalle Jk (k = 0, · · · , p).

Définition 3.1.2. [26] Soient (X, d) un espace métrique séparable et F : X ⇒ L1
Rn(J)

une multi-application. On dit que F possède la propriété (BC) si et seulement si

1. F est s.c.i.

2. F à valeurs non vides fermées et décomposables.

Définition 3.1.3. [26](Opérateur de Nemitsky) Soit F : J × Rn ⇒ Rn une multi-

application à valeurs non vides compactes. On définit l’opérateur multivoque

F : PC(J,Rn) ⇒ L1
Rn(J) par

F (u) =
{
v ∈ L1

Rn(J), v(t) ∈ F
(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J

}
. (3.3)

F est appelée l’opérateur de Nemitsky associé à F .

Définition 3.1.4. [26] Soit F : J × Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs non vides

compactes. On dit que F est de type s.c.i. si l’opérateur de Nemitsky F est s.c.i. à valeurs

non vides fermées et décomposables i.e., F possède la propriété (BC).

33



3.1. Préliminaires

Théorème 3.1.5. [8](Théorème de sélection de Bressan-Colombo) Soit (X, d)

un espace métrique séparable et F : X ⇒ L1
Rn(J) un opérateur multivoque possédant la

propriété (BC). Alors F admet une sélection continue, i.e., il existe une fonction continue

f : X → L1
Rn(J) telle que f(x) ∈ F (x) pour tout x ∈ X.

Lemme 3.1.6. [14] Soit F : J × Rn ⇒ Rn une multi-application à valeurs non vides

compactes satisfaisant (H2) et (H3). Alors F est de type s.c.i.

Preuve. Par la Définition 3.1.4, pour montrer que F est de type s.c.i., il suffit de montrer

que l’opérateur de Nemitsky F associé à F est s.c.i. à valeurs non vides fermées et

décomposables.

• Montrons que F est à valeurs non vides.

Puisque F satisfait l’hypothèse (H2), par la Proposition 1.5.10, on déduit que F admet

une sélection mesurable i.e., il existe une fonction mesurable v : J → Rn telle que

v(t) ∈ F (t, u(t)) pour tout t ∈ J . De plus, d’après l’hypothèse (H3) et la relation (3.1.3)

pour tout t ∈ J ∫ T

0

∥∥v(t)
∥∥dt ≤ ∫ T

0

sup
t∈J

∥∥v(t)
∥∥dt

≤
∫ T

0

M(t)dt < +∞,

donc v(·) ∈ L1
Rn(J). C’est-à-dire, il existe une fonction v ∈ L1

Rn(J) telle que

v(t) ∈ F (t, u(t)) p.p., d’où la nonvacuité de F .

• Montrons que F est à valeurs décomposables.

Soit A un ensemble mesurable et soient v, w ∈ F (u), on montre que

vχA + w(1− χA) ∈ F (u),

i.e.,

v(t)χA(t) + w(t)(1− χA(t)) ∈ F
(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J.

Nous avons,

v ∈ F (u)⇔ v ∈ L1
Rn(J) et v(t) ∈ F

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J

w ∈ F (u)⇔ w ∈ L1
Rn(J) et w(t) ∈ F

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J.

Donc,

v(t)χA(t)+w(t)(1−χA(t)) ∈ χA(t)F
(
t, u(t)

)
+
(
1−χA(t)

)
F
(
t, u(t)

)
⊂ F

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J.
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3.1. Préliminaires

Car F à valeurs décomposables. On conclut donc que vχA + w(1 − χA) ∈ F (u). D’où,

F (u) est décomposable.

• Montrons que F est à valeurs fermées i.e., pour toute suite (vn)n∈N ⊂ F (u) telle que

(vn)n∈N converge vers v0 dans L1
Rn(J) on a v0 ∈ F (u).

Par le Théorème 1.3.10, on peut extraite de (vn)n une sous-suite (vnk
)k telle que

vnk
(t)→ v0(t) p.p. t ∈ J . On a pour tout n ∈ N, vn ∈ F (u) i.e. vn(t) ∈ F

(
t, u(t)

)
p.p.

t ∈ J et comme F est à valeurs fermées, on conclut que v0(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. t ∈ J . De

plus, par (H3) nous avons

sup
∥∥vnk

(t)
∥∥ ≤M(t),

un passage à la limite quand k → +∞ nous affirme que sup
t∈J

∥∥v0(t)
∥∥ ≤ M(t) d’où v0 ∈

L1
Rn(J) autrement dit, v0 ∈ F (u), et donc F (u) est à valeurs fermées.

• Reste à montrer que F (·) est s.c.i. Pour celà, soit B ∈ L1
Rn(J) un sous-ensemble fermé

et soit A =
{
y ∈ CRn(J); F (y) ⊂ B

}
. On veut montrer que A est fermé. Soit (yn)n ⊂ A

une suite qui converge vers y dans CRn(J) et soit v ∈ F (y) i.e.,

v(t) ∈ F
(
t, y(t)

)
p.p. t ∈ J.

Nous avons, pour tout n ∈ N, yn ∈ A donc F (yn) ⊂ B. Puisque u 7→ F (t, u) est s.c.i.

pour presque tout t ∈ J , on déduit par la Proposition 1.5.7 qu’il existe
(
vn(·)

)
n
⊂ L1

Rn(J)

tel que vn(t) ∈ F
(
t, yn(t)

)
et vn(t) → v(t) p.p. t ∈ J. Or F est mesurable à valeurs non

vides et compactes, par la Proposition 1.5.12, on aura

‖vn(t)− v(t)‖ = d
(
v(t), F (t, yn(t)

))
p.p. t ∈ J.

Par l’hypothèse (H3), il est clair que∥∥vn(t)
∥∥ ≤M(t) pour tout t ∈ J.

Donc

‖vn − v‖1 =

∫ T

0

∥∥vn(t)− v(t)
∥∥dt −−−→

n→∞
0,

Alors (vn)n converge vers v dans L1
Rn(J) et v ∈ F (y). On déduit que y ∈ A. D’où la

fermeture de A. D’après la Proposition 1.5.6 iii) F est s.c.i. �
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3.2 Existence des solutions

Considérons le problème
Dα
g u(t) = f(t) t ∈ J = [0, T ], t 6= tk, k = 1, 2, . . . , p;

δu[i](tk) = Iik

(
u(tk)

)
i = 0, 1, . . . ,m− 1; k = 1, 2, · · · , p;

u[i](0) = ηi i = 0, 1, . . . ,m− 1,

(3.4)

où f : J → L1
Rn(J). Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.1), on a besoin

du lemme suivant.

Lemme 3.2.1. [20] On dit que u est une solution du problème (3.4) si et seulement si

u ∈ PC(J,Rn) et s’écrit sous la forme

u(t) = η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
. (3.5)

Preuve. Pour la premier implication, supposons que u est une solution du l’équation

(3.4). Elle sera divisée en deux parties.

Première partie. développons la solution. Pour tout t ∈ J et u ∈ PC(J,Rn), on pose

f(t) = g′(t)u[i](t)
(
pour tout i = 0, . . . ,m−1

)
.On a

(
sachant que u[i](t) =

(
1

g′(t)
d
dt

)i
u(t)

)
,

∫ t

t+k

f(s)ds =

∫ t

t+k

g′(s)u[i](s)ds

=

∫ t

t+k

g′(s)

(
1

g′(s)

d

ds

)i
u(s)ds

=

∫ t

t+k

d

ds

(
1

g′(s)

d

ds

)i−1

u(s)ds

=

∫ t

t+k

d

ds
u[i−1](s)ds

= u[i−1](t)− u[i−1](t+k ). (3.6)

Par la relation (3.6) et puisque δu[i](tk) = u[i](t+k )− u[i](t−k ), on trouve que
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∫ t

0

f(s)ds =

∫ t−1

0

f(s)ds+

∫ t−2

t+1

f(s)ds+ · · ·+
∫ t

t+p

f(s)ds

= u[i−1](t−1 )− u[i−1](0) + u[i−1](t−2 )− u[i−1](t+1 ) + · · ·+ u[i−1](t)− u[i−1](t+p )

= u[i−1](t)− u[i−1](0)−
(
u[i−1](t+1 )− u(i−1)(t−1 ) + u[i−1](t+2 )− u[i−1](t−2 )

+ · · ·+ u[i−1](t+p )− u[i−1](t−p )
)

= u[i−1](t)− u[i−1](0)−
∑

0<tk<t

δu[i−1](tk).

Alors

u[i−1](t) = u[i−1](0) +

∫ t

0

f(s)ds+
∑

0<tk<t

δu[i−1](tk), (3.7)

et

u[i−2](t) = u[i−2](0) +

∫ t

0

g′(s)u[i−1](s)ds+
∑

0<tk<t

δu[i−2](tk).

Par itération sur i, on trouve

u[2](t) = u[2](0) +

∫ t

0

g′(s)u[3](s)ds+
∑

0<tk<t

δu[2](tk), (3.8)

u[1](t) = u[1](0) +

∫ t

0

g′(s)u[2](s)ds+
∑

0<tk<t

δu[1](tk), (3.9)

et donc

u(t) = u(0) +

∫ t

0

g′(s)u[1](s)ds+
∑

0<tk<t

δu(tk). (3.10)

En substituant (3.9) dans (3.10), on obtient

u(t) = u(0) +

∫ t

0

g′(s)u[1](0)ds+

∫ t

0

g′(s)

∫ s

0

g′(τ)u[2](τ)dτds+

∫ t

0

g′(s)
∑

0<tk<t

δu[1](tk)ds

+
∑

0<tk<t

δu(tk)

= u(0) + u[1](0)
(
g(t)− g(0)

)
+

∫ t

0

g′(τ)u[2](τ)

∫ t

τ

g′(s)dsdτ +
∑

0<tk<t

∫ t

tk

g′(s)δu[1](tk)ds

+
∑

0<tk<t

δu(tk)

= u(0) + u[1](0)
(
g(t)− g(0)

)
+

∫ t

0

g′(τ)u[2](τ)
(
g(t)− g(τ)

)
dτ

+
∑

0<tk<t

(
g(t)− g(tk)

)
δu[1](tk) +

∑
0<tk<t

δu(tk). (3.11)
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En utilisant la relation (3.8), on a∫ t

0

g′(τ)
(
g(t)− g(τ)u[2](τ)

)
dτ (3.12)

=

∫ t

0

u[2](0)g′(τ)
(
g(t)− g(τ)

)
dτ +

∫ t

0

g′(τ)
(
g(t)− g(τ)

) ∫ τ

0

g′(s)u[3](s)dsdτ

+

∫ t

0

g′(τ)
(
g(t)− g(τ)

) ∑
0<tk<t

δu[2](tk)dτ

= u[2](0)
[
− 1

2

(
g(t)− g(τ)

)2
]∣∣∣∣t

0

+

∫ t

0

g′(s)u[3](s)

∫ t

s

g′(τ)
(
g(t)− g(τ)

)
dτds

+
∑

0<tk<τ

∫ t

tk

δu[2](tk)g
′(τ)
(
g(t)− g(τ)

)
dτ

=
u[2](0)

2

(
g(t)− g(0)

)2
+

∫ t

0

g′(s)u[3](s)
[
− 1

2

(
g(t)− g(τ)

)2
]∣∣∣∣t
s

ds

+
∑

0<tk<t

δu[2](tk)
[
− 1

2

(
g(t)− g(τ)

)2
]∣∣∣∣t
tk

=
u[2](0)

2

(
g(t)− g(0)

)2
+

1

2

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)2
u[3](s)ds

+
∑

0<tk<t

δu[2](tk)

2

(
g(t)− g(tk)

)2
.

Remplaçant cette dernière équation dans (3.11), on déduit que

u(t) = u(0) + u[1](0)
(
g(t)− g(0)

)
+
u[2](0)

2

(
g(t)− g(0)

)2
+

1

2

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)2

× u[3](s)ds+
∑

0<tk<t

δu[2](tk)

2

(
g(t)− g(tk)

)2
+
∑

0<tk<t

(
g(t)− g(tk)

)
δu[1](tk) +

∑
0<tk<t

δu(tk).

Par itération sur i, on obtient

u(t) = u(0) +
m−1∑
i=1

u[i](0)

i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

(m− 1)!

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)m−1
u[m](s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

δu[i](tk)

i!

(
g(t)− g(tk)

)i
Par la relation (2.1), on déduit que

= η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+ Img u

[m](t) +
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
.

Deuxième partie. En introduisant l’opérateur Iαg aux deux membres de l’équation (3.4)

pour déterminer Img u
[m](·), pour tout m ∈ N∗, il résulte que

IαgD
α
g u(t) = Iαg f(t),
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par définition de Dα
g u(·), on trouve

Iαg I
m−α
g u[m](t) = Iαg f(t) avec m = [α] + 1,

on en déduit de la relation (2.2), que

Img u
[m](t) = Iαg f(t),

d’où

u(t) = η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
.

Inversement, on vérifie que (3.5) satisfait (3.4) par calcul direct. �

Théorème 3.2.2. Supposons que (H2) et (H3) ainsi que l’hypothèse suivante sont

satisfaites

(H4) ils existent des constantes dik (i = 0, 1, · · · ,m− 1; k = 1, 2, · · · , p) telles que∥∥Iik

(
u(tk)

)∥∥ ≤ dik‖u(tk)‖ pour chaque u ∈ PC(J,Rn).

Si la condition suivante est satisfaite

L =

p∑
k=1

m−1∑
i=0

dik
i!

(
g(T )− g(tk)

)i
< 1. (3.13)

Alors, le problème (3.1) admet au moins une solution sur J .

Preuve. Comme F vérifie les hypothèses (H2) et (H3), d’après le Lemme 3.1.6 F est de

type s.c.i. donc par la Définition 3.1.4, l’opérateur de F associé à F est s.c.i. à valeurs

non vides fermées et décomposables i.e., F vérifie la propriété (BC). Par conséquence

du Théorème 3.1.5, F admet une sélection continue i.e., il existe une fonction continue

f : PC(J,Rn) → L1
Rn(J) telle que f(u) ∈ F (u) pour chaque u ∈ PC(J,Rn). Par la

relation (3.3), on a donc

f(u)(t) ∈ F
(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ J.

Pour montrer l’existence de solution pour le problème (3.1), il suffit d’étudier le problème

(3.4) avec f(t) = f(y)(s), t ∈ J. Considérons l’opérateur L : PC(J,Rn) → PC(J,Rn)
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défini pour tout t ∈ J par

L(u)(t) = η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
. (3.14)

D’après le Lemme 3.2.1, il est clair que les points fixes de l’opérateur L sont les solutions

du problème (3.4). Ceci revient à dire qu’il suffit de montrer que L admet un point fixe.

Pour celà, on va utiliser le théorème de point fixe de Schaeffer (Théorème 1.6.3). La preuve

se fait donc en cinq étapes.

Étape 1 : PC(J,Rn) est convexe et 0 ∈ PC(J,Rn).

Il est clair que 0 ∈ PC(J,Rn). Montrons qu’il est convexe. Soient u, v ∈ PC(J,Rn) et soit

λ ∈ [0, 1], on a

u ∈ PC(J,Rn)⇔ uk ∈ CRn(Jk), k = 0, · · · , p et il existe u(t−k ) et u(t+k ) où u(t−k ) = u(tk)

v ∈ PC(J,Rn)⇔ vk ∈ CRn(Jk), k = 0, · · · , p et il existe v(t−k ) et v(t+k ) où v(t−k ) = v(tk).

Nous avons, (
λu+ (1− λ)v

)
(t−k ) = λu(t−k ) + (1− λ)v(t−k )

= λu(tk) + (1− λ)v(tk),

et

λuk + (1− λ)vk ∈ CRn(Jk).

Donc

(λu+ (1− λ)v) ∈ PC(J,Rn).

D’où la convexité de PC(J,Rn).

Étape 2 : L est continue.

Soit (un)n une suite de PC(J,Rn) telle que (un)n converge vers u dans PC(J,Rn). Pour

tout t ∈ J , nous avons∥∥L(un)(t)− L(u)(t)
∥∥

=

∥∥∥∥η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(un)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
un(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i − η0 −
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
− 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds−

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥∥∥
40



3.2. Existence des solutions

=

∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(un)(s)ds+

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
un(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
− 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds−

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1(
f(un)(s)− f(u)(s)

)
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i(
Iik

(
un(tk)

)
−Iik

(
u(tk)

))∥∥∥∥
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1∥∥f(un)(s)− f
(
u)(s)

∥∥ds
+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥∥Iik

(
un(tk)

)
−Iik

(
u(tk)

)∥∥∥.
Il s’ensuit que,

∥∥L(un)(t)− L(u)(t)
∥∥ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
sup
s∈J

∥∥f(un)(s)− f(u)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i
sup
tk∈J

∥∥Iik

(
un(tk)

)
−Iik

(
u(tk)

)∥∥
=

1

Γ(α)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
ds

+
∥∥Iik(un)−Iik(u)

∥∥
∞

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i
.

Utilisant la croissance et la positivité de g, il vient que∥∥L(un)(t)− L(u)(t)
∥∥

≤ 1

αΓ(α)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

[
−
(
g(t)− g(s)

)α]∣∣∣∣t
0

+
∥∥Iik(un)−Iik(u)

∥∥
∞

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(T )

)i
i!

≤ 1

Γ(α + 1)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

(
g(t)− g(0)

)α
+
∥∥Iik(un)−Iik(u)

∥∥
∞

∑
0<tk<t

∑
i≥0

(
g(T )

)i
i!

≤ 1

Γ(α + 1)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

(
g(T )− g(0)

)α
+
∥∥Iik(un)−Iik(u)

∥∥
∞

p∑
k=1

eg(T )

=
1

Γ(α + 1)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

(
g(T )− g(0)

)α
+ p eg(T )

∥∥Iik(un)−Iik(u)
∥∥
∞
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Comme f et Iik sont continues, on conclut que∥∥L(un)− L(u)
∥∥
∞ ≤

1

Γ(α + 1)

∥∥f(un)− f(u)
∥∥
∞

(
g(T )− g(0)

)α
+ p eg(T )

∥∥Iik(un)−Iik(u)
∥∥
∞ −−−−→n→+∞

0

d’où la continuité de L.

Étape 3 : L transforme tout sous-ensemble borné en un ensemble borné dans

PC(J,Rn).

Soient Ba =
{
u ∈ PC(J,Rn), ‖u‖PC ≤ a

}
un sous-ensemble borné dans PC(J,Rn) où a

une constante positive et soit u ∈ Ba.

On a, pour tout t ∈ J
(
rappelons que f(u)(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. t ∈ J

)
∥∥L(u)(t)

∥∥ =

∥∥∥∥η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥∥∥
≤
∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

∥∥∥Iik

(
u(tk)

)∥∥∥
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
.

Les fonctions g et g′ étant croissantes, on a pour tout t ∈ J

∥∥L(u)(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1
∫ t

0

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

∥∥∥Iik

(
u(tk)

)∥∥∥
i!

(
g(T )− g(tk)

)i
.

Par l’hypothèse (H4), on trouve

∥∥L(u)(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1
∫ t

0

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

dik
i!

(
g(T )− g(tk)

)i∥∥u(tk)
∥∥

≤
∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1

×
∫ t

0

sup
s∈[0,T ]

∥∥f(u)(s)
∥∥ds+

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

dik
i!

(
g(T )− g(tk)

)i
sup

tk∈[0,T ]

∥∥u(tk)
∥∥.

42



3.2. Existence des solutions

L’hypothèse (H3) implique que

∥∥L(u)(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1
∫ t

0

M(s)ds

+ ‖u‖PC
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

dik
i!

(
g(T )− g(tk)

)i

=
∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1

+
∥∥u∥∥

PC

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

dik
i!

(
g(T )− g(tk)

)i
.

Il résulte par la relation (3.13),∥∥L(u)
∥∥
PC
≤
∣∣η0

∣∣+m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )−g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )−g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1
+L ‖u

∥∥
PC
.

(3.15)

Par conséquent, pour tout u ∈ Ba,∥∥L(u)
∥∥
PC
≤
∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1

+ L a.

On déduit qu’il existe une constante positive K telle que∥∥L(u)
∥∥
PC
≤ K,

avec

K =
∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

∣∣ηi∣∣
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1

+ L a.

Ce qui montre que L(Ba) est borné dans PC(J,Rn).

Étape 4 : L transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans

PC(J,Rn).

Soient τ1, τ2 ∈ Jk, k = 1, · · · , p, τ1 < τ2, Ba un ensemble borné dans PC(J,Rn) (défini

dans l’étape 2) et soit u ∈ Ba. Par définition nous avons,∥∥L(u)(τ2)− L(u)(τ1)
∥∥ =∥∥∥∥η0 +

m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(τ2)− g(tk)

)i
+

1

Γ(α)

∫ τ2

0

g′(s)
(
g(τ2)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<τ2

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(τ2)− g(tk)

)i − η0 −
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(τ1)− g(tk)

)i
− 1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
(
g(τ1)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds−

∑
0<tk<τ1

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

(
g(τ1)− g(tk)

)i∥∥∥∥
43



3.2. Existence des solutions

≤
∥∥∥∥m−1∑
i=1

ηi
i!

((
g(τ2)− g(tk)

)i − (g(τ1)− g(tk)
)i)

+
1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
(
g(τ2)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

g′(s)
(
g(τ2)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds− 1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
(
g(τ1)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+

p∑
k=1

m−1∑
i=0

Iik

(
u(tk)

)
i!

((
g(τ2)− g(tk)

)i − (g(τ1)− g(tk)
)i)∥∥∥∥

≤
m−1∑
i=1

|ηi|
i!

∣∣∣(g(τ2)− g(tk)
)i − (g(τ1)− g(tk)

)i∣∣∣
+

1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
∣∣∣(g(τ2)− g(s)

)α−1 −
(
g(τ1)− g(s)

)α−1
∣∣∣∥∥f(u)(s)

)∥∥ds
+

∫ τ2

τ1

g′(s)
∣∣∣(g(τ2)− g(s)

)α−1
∣∣∣∥∥f(u)(s)

∥∥ds
+

p∑
k=1

m−1∑
i=0

∥∥∥Iik

(
u(tk)

)∥∥∥
i!

∣∣∣(g(τ2)− g(tk)
)i − (g(τ1)− g(tk)

)i∣∣∣.
Par l’hypothèse (H4) et les relations (A1) et (A4) on obtient

(
gardons en tête la positivité

et la croissance de g
)

∥∥L(u)(τ2)− L(u)(τ1)
∥∥

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
i!

i−1∑
l=0

(
g(τ2)− g(tk)

)i−l−1(
g(τ1)− g(tk)

)l
+

1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

g′(s)
∣∣∣(g(τ2)− g(s)

)α−1
∣∣∣∥∥f(u)(s)

∥∥ds
+

1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
∣∣∣(g(τ2)− g(s)

)α−1 −
(
g(τ1)− g(s)

)α−1
∣∣∣∥∥f(u)(s)

∥∥ds
+

p∑
k=1

∥∥u(tk)
∥∥m−1∑
i=0

dik
i!

i∑
j=0

(−1)i−j
(
i

j

)
g(tk)

i−j(g(τ2)j − g(τ1)j
)

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
i!

i−1∑
l=0

g(τ2)i−l−1g(τ1)l

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

g′(s)
m−1∑
i=0

∣∣∣(−1)α−1−i
(
m− 1

i

)
g(s)α−1−ig(τ2)i

∣∣∣∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
1

Γ(α)

∫ τ1

0

g′(s)
m−1∑
i=0

∣∣∣(−1)α−1−i
(
m− 1

i

)
g(s)α−1−i(g(τ2)i − g(τ1)i

)∣∣∣∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+

p∑
k=1

∣∣u(tk)
∣∣m−1∑
i=0

dik
i!

i∑
j=0

∣∣∣(−1)i−j
(
i

j

)
g(tk)

i−j(g(τ2)j − g(τ1)j
)∣∣∣
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Par la relation (A4) et la croissance de g, on obtient∥∥L(u)(τ2)− L(u)(τ1)
∥∥

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
i!

i−1∑
l=0

g(T )i−l−1g(T )l

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

g′(s)
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
g(T )α−1−ig(T )i

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
1

Γ(α)

(
g(τ2)− g(τ1)

) ∫ τ1

0

g′(s)
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
g(s)α−1−i

i−1∑
c=0

g(τ2)i−c−1g(τ1)c

×
∥∥f(u)(s)

∥∥ds+
(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

∥∥u(tk)
∥∥m−1∑
i=0

dik
i!

i∑
j=0

(
i

j

)
g(T )i−j

×
j−1∑
c=0

g(τ2)j−c−1g(τ1)c

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

i|ηi|
i!
g(T )i−1

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

g′(s)
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
g(T )α−1

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
1

Γ(α)

(
g(τ2)− g(τ1)

) ∫ τ1

0

g′(s)
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
g(T )α−1−i

i−1∑
c=0

g(T )i−c−1g(T )c

×
∥∥f(u)(s)

∥∥ds+
(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

∥∥u(tk)
∥∥m−1∑
i=0

dik
i!

i∑
j=0

(
i

j

)
g(T )i−j

×
j−1∑
c=0

g(T )j−c−1g(T )c

=
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
(i− 1)!

g(T )i−1

+
1

Γ(α)

m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
g(T )α−1

∫ τ2

τ1

g′(s)
∥∥f(u)(s)

∥∥ds
+

1

Γ(α)

(
g(τ2)− g(τ1)

) ∫ τ1

0

g′(s)
m−1∑
i=0

i

(
m− 1

i

)
g(T )α−2

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

∥∥u(tk)
∥∥m−1∑
i=0

dik
i!

i∑
j=0

j

(
i

j

)
g(T )i−1.
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En vertu de (A2) et (A3) et la croissance de g′ on trouve, puisque u ∈ Ba, que

∥∥L(u)(τ2)− L(u)(τ1)
∥∥ ≤ (g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
(i− 1)!

g(T )i−1 +
2m−1

Γ(α)
g′(T )g(T )α−1

×
∫ τ2

τ1

∥∥f(u)(s)
∥∥ds+

(m− 1)2m−2

Γ(α)
g′(T )g(T )α−2

(
g(τ2)− g(τ1)

)
×
∫ τ1

0

∥∥f(u)(s)
∥∥ds+ a

(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

m−1∑
i=0

dik
i!
g(T )i−1i2i−1

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
(i− 1)!

g(T )i−1

+
2m−1

Γ(α)
g′(T )g(T )α−1

∫ τ2

τ1

sup
s∈[0,T ]

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+
(m− 1)2m−2

Γ(α)
g′(T )g(T )α−2

(
g(τ2)− g(τ1)

) ∫ τ1

0

sup
s∈[0,T ]

∥∥f(u)(s)
∥∥ds

+ a
(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

m−1∑
i=0

2i−1dik
(i− 1)!

g(T )i−1.

En utilisant l’hypothèse (H3), il en résulte que

∥∥L(u)(τ2)− L(u)(τ1)
∥∥ ≤ (g(τ2)− g(τ1)

)m−1∑
i=1

|ηi|
(i− 1)!

g(T )i−1 +
2m−1

Γ(α)
g′(T )g(T )α−1

×
∫ τ2

τ1

M(s)ds+
(m− 1)2m−2

Γ(α)
g′(T )g(T )α−2

(
g(τ2)− g(τ1)

)
×
∫ τ1

0

M(s)ds+ a
(
g(τ2)− g(τ1)

) p∑
k=1

m−1∑
i=0

2idik
(i− 1)!

g(T )i−1

≤
(
g(τ2)− g(τ1)

)[m−1∑
i=1

|ηi|
(i− 1)!

g(T )i−1 +
(m− 1)2m−2

Γ(α)
‖M‖1g

′(T )

× g(T )α−2 + a

p∑
k=1

m−1∑
i=0

2idik
(i− 1)!

g(T )i−1

]
+

2m−1

Γ(α)
g′(T )g(T )α−1

∫ τ2

τ1

M(s)ds

.

Quand τ1 → τ2, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers zéro, ce qui montre

que L(Ba) est équicontinue.

D’après les étapes 2 − 4 et le Théorème d’Ascoli-Arzelà 3.1.1, L(Ba) est relativement

compact pour tout borné de PC(J,Rn). Alors l’application est complètement continu.
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3.3. Unicité de la solution

Étape 5 : L’ensemble ε(L) =
{
u ∈ PC(J,Rn), u = λL(u) pour certains 0 < λ < 1

}
est borné.

Soit u ∈ ε(L), alors u = λL(u) pour certain 0 < λ < 1. Donc pour tout t ∈ J on a

u(t) = λ

(
η0 +

m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

Iik

(
u(tk)

))
.

Alors ∥∥u∥∥
PC

=
∥∥λL(u)

∥∥
PC

= λ
∥∥L(u)

∥∥
PC
≤
∥∥L(u)

∥∥
PC
.

Par la relation (3.15), on a∥∥u∥∥
PC
≤ |η0|+

m−1∑
i=1

|ηi|
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+

1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1

+ L ‖u
∥∥
PC
.

D’où, moyennant la relation (3.13),

∥∥u∥∥
PC
≤

∣∣η0

∣∣+
m−1∑
i=1

|ηi|
i!

(
g(T )− g(0)

)i
+ 1

Γ(α)
g′(T )

(
g(T )− g(0)

)α−1∥∥M∥∥
1

1−L
=: R

Alors , il existe une constante R > 0 telle que
∥∥u∥∥

PC
≤ R i.e., ε(L) est borné.

On déduit du Théorème de point fixe de Schaeffer (Théorème 1.6.3) que L admet au moins

un point fixe u i.e., il existe une fonction u ∈ PC(J,Rn) telle que u = L(u) autrement

dit, pour tout t ∈ J, u(t) = L(u)(t), et donc

u(t) = η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

Iik

(
u(tk)

)
.

Par conséquent du Lemme 3.2.1, u est est un solution du problème (3.4). Ceci termine la

preuve du Théorème 3.2.2. �

3.3 Unicité de la solution

Théorème 3.3.1. Supposons que (H1), (H2) et (H3) ainsi que l’hypothèse suivante sont

satisfaites

(H5) il existe une constante positive b telle que∥∥f(u)(t)− f(v)(t)
∥∥ ≤ b‖u− v‖PC pour tout u, v ∈ PC(J,Rn),

47



3.3. Unicité de la solution

où f est la sélection obtenue dans la preuve du Théorème 3.2.2.si

L1 =
b

Γ(α + 1)

(
g(T )− g(0)

)α
+

p∑
k=1

m∑
i=0

cik
i!
g(T )i < 1. (3.16)

Alors l’équation (3.4) admet une solution unique sur J .

Preuve. D’après la preuve de Théorème 3.2.2, les points fixes de l’opérateur L sont les

solutions du problème (3.4). Dans cette partie, on va utiliser le théorème de point fixe de

Banach(Théorème 1.6.2). Pour cela, il suffit de montrer que L est une contraction.

Soient u, v ∈ PC(J,Rn). Alors Pour tout t ∈ J et la relation (3.14) on obtient

∥∥L(u)(t)− L(v)(t)
∥∥ =

∥∥∥∥η0 +
m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
+

1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(u)(s)ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

Iik

(
u(tk)

)
− η0 −

m−1∑
i=1

ηi
i!

(
g(t)− g(0)

)i
− 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
f(v)(s)ds

−
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

Iik

(
v(tk)

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1(
f(u)(s)− f(v)(s)

)
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

(
Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
v(tk)

))∥∥∥∥
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1∥∥f(u)(s)− f(v)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

(
g(t)− g(tk)

)i
i!

∥∥∥Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
v(tk)

)∥∥∥.
Par les hypothèses (H1) et (H5), on a

∥∥L(u)(t)− L(v)(t)
∥∥ ≤ b

Γ(α)
‖u− v‖PC

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥u(tk)− v(tk)
∥∥

≤ b

αΓ(α)
‖u− v‖PC

[
−
(
g(t)− g(s)

)α]∣∣∣∣∣
t

0

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(T )

)i
sup
tk∈J

∥∥u(tk)− v(tk)
∥∥
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=
b

Γ(α + 1)
‖u− v‖PC

(
g(t)− g(0)

)α
+
∥∥u− v‖PC ∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
La croissance et la positivité de la fonction g, nous amène à déduire que

∥∥L(u)(t)− L(v)(t)
∥∥ ≤ b

Γ(α + 1)
‖u− v‖PC

(
g(T )− g(0)

)α
+
∥∥u− v‖PC ∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(T )

)i
=

(
b

Γ(α + 1)

(
g(T )− g(0)

)α
+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(T )

)i)∥∥u− v‖PC
= L1‖u− v‖PC .

Donc, pour tout t ∈ J , on a∥∥L(u)− L(v)
∥∥
PC
≤ L1‖u− v‖PC .

Si la relation (3.16). On déduit que L est une contraction. D’après le Théorème 1.6.2, L

admet un point fixe unique qui est une solution du problème (3.4). �

3.4 Stabilité de solution

Théorème 3.4.1. Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 3.3.1 sont satisfaites.

Alors la solution de l’inclusion (3.4) est uniformément stable.

Preuve. Soient u une solution du problème (3.4) et ū une autre solution de (3.4) vérifiant

la condition ū(0) = η̄0 telle que η̄0 ∈ R. D’après la preuve de Théorème 3.2.2, u et ū sont

des points fixes de l’opérateur L, c’est à dire u(t) = L(u)(t) et

ū(t) = L(ū)(t). En vertu de la relation (3.14), pour tout t ∈ J , on a

u(t)− ū(t) = η0 − η̄0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1(
f(u)(s)− f(ū)(s)

)
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i(
Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
ū(tk)

))
. (3.17)
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3.4. Stabilité de solution

Alors,

∥∥u(t)− ū(t)
∥∥ =

∥∥∥∥η0 − η̄0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1(
f(u)(s)− f(ū)(s)

)
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i(
Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
ū(tk)

))∥∥∥∥
≤
∣∣η0 − η̄0

∣∣+
1

Γ(α)

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1∥∥f(u)(s)− f(ū)(s)
∥∥ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

1

i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥∥Iik

(
u(tk)

)
−Iik

(
ū(tk)

)∥∥∥.
Par les hypothèses (H1) et (H5) on obtient,

∥∥u(t)− ū(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0 − η̄0

∣∣+
b

Γ(α)
‖u− ū‖PC

∫ t

0

g′(s)
(
g(t)− g(s)

)α−1
ds

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(t)− g(tk)

)i∥∥u(tk)− ū(tk)
∥∥

≤
∣∣η0 − η̄0

∣∣+
b

αΓ(α)
‖u− ū‖PC

[
−
(
g(t)− g(s)

)α]∣∣∣∣∣
t

0

+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
sup
tk∈J

∥∥u(tk)− ū(tk)
∥∥

=
∣∣η0 − η̄0

∣∣+
b

Γ(α + 1)
‖u− ū‖PC

(
g(t)− g(0)

)α
+
∥∥u− ū∥∥

PC

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(t)− g(tk)

)i
g étant croissante et positive, on aura alors

∥∥u(t)− ū(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0 − η̄0

∣∣+
b

Γ(α + 1)
‖u− ū‖PC

(
g(T )− g(0)

)α
+ ‖u− ū‖PC

∑
0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(T )

)i
=
∣∣η0 − η̄0

∣∣+ ‖u− ū‖PC
(

b

Γ(α + 1)

(
g(T )− g(0)

)α
+
∑

0<tk<t

m−1∑
i=0

cik
i!

(
g(T )

)i)
.

De (3.16), il vient que ∥∥u(t)− ū(t)
∥∥ ≤ ∣∣η0 − η̄0

∣∣+ L1‖u− ū‖PC .
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3.4. Stabilité de solution

Donc, pour tout t ∈ J , il résulte que

‖u− ū‖PC ≤
∣∣η0 − η̄0

∣∣+ L1‖u− ū‖PC .

Puisque L1 < 1, on obtient

‖u− ū‖PC ≤
1

1−L1

∣∣η0 − η̄0

∣∣.
De plus, si

∣∣η0− η̄0

∣∣ < δ, alors pour tout ε > 0. En prenant δ = ε(1−L1) > 0, on obtient

‖u− ū‖PC < ε. En conclusion,

∀ ε > 0, ∃ δ(ε) > 0,
∣∣η0 − η̄0

∣∣ < δ ⇒ ‖u− ū‖PC < ε.

Ce qui montre que la solution de problème (3.4) est uniformément stable. �
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Appendice

Définition 3.4.2. (Formule du binôme de Newton)

Soient x et y deux réels et n un entier naturel non nul. On a

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k où

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
. (A1)

En particulier
n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n, (A2)

et
n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1. (A3)

Proposition 3.4.3. Pour tous réels x et y et tout n ∈ N∗, on a

xn − yn = (x− y)
n−1∑
k=0

xn−1−kyk. (A4)

Définition 3.4.4. [7](Transformée de Laplace)

On appelle transformée de Laplace d’une fonction localement intégrable f de R+ dans R

(ou C) la fonction

L{f}(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt.

Il est parfois utile de savoir dériver une fonction définie par une intégrale dont les

bornes dépendent du paramètre.
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Appendice

Proposition 3.4.5. [19](Théorème fondamentale de l’analyse)

Soient I1, I2 ⊂ R deux intervalles, a : I1 → I2 et b : I1 → I2 des fonctions de classe C1
R(I1)

et f : I1 × I → R une fonction continue qui admet en tout point une dérivée partielle
∂f

∂x
(·, t) qui elle-même est continue sur I1× [a, b]. Alors la fonction h : I1 → R définie par

h(x) =

∫ b(x)

a(x)

f(x, t)dt,

est de classe C1
R(I1) et on a

h′(x) =

∫ b(x)

a(x)

∂f

∂x
(x, t)dt+ b′(x)f(x, b(x))− a′(x)f(x, a(x)). (A5)

Définition 3.4.6. [12](Stabilité)

Considérons le problème de Cauchy suivant ẋ(t) = f(t, x), t > 0

x(0) = x0.
(A6)

Une solution x(·) du système (A6) est dite stable si pour toute autre solution y(·) du

système, on a

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x(0)− y(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)− y(t)‖ < ε.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons mis le point sur l’étude des dérivées fractionnaires

généralisées de Reimann-Liouville, et de Caputo. Afin de mettre en exergue cette dernière

notion, nous avons présenté des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir l’exis-

tence, l’unicité et la stabilité d’une inclusion différentielle impulsive d’ordre fractionnaire

dans un espace de dimension finie, à travers le théorème de point fixe, théorème d’Ascoli-

Arzelà et la théorie de l’analyse multivoque.
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