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Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine de recherche important, non seulement uti-
lisés en mathématiques pures, mais aussi en mathématiques appliquées, en physique, en
biologie, en ingénierie, etc. Il s’agit d'une généralisation a des ordres réelles ot complexes

de I'intégration et la dérivation avec des ordres entiers (voir [18], [23] etc).

Il s’avere que les opérations de la différentiation et d’intégration fractionnaire sont
aussi vieux que le calcul de la différentiation classique et remonte a I’époque ol Leibnitz,
Gauss et Newton ont inventé ce type de calcul. En 1695, c’est Leibniz le pionnier qui a
initié le sujet en posant une question a ’'Hopital : ''le sens des dérivées avec ordre entier
peut-il étre généralisé a des dérivées avec un ordre non entier ?''. L’histoire raconte que
I’Hopital était quelque peu curieux a propos de cette question et a répondu par une autre
question a Leibniz : "Et si la commande était %?". Leibniz, dans une lettre datée du
30 septembre 1695 répond : '"Cela conduira & un paradoxe, qui en tirera un jour des

conséquences utiles''.

Depuis ce temps, le domaine du calcul fractionnaire connait une avancée prodigieuse et
a attiré l'attention de nombreux mathématiciens tels que Euler (1730), Lagrange (1772),
Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), Liouville (1832-1837), Riemann (1847),
Griinwald (1867), Letnikov (1868-1872), Hadamard (1892), Heaviside (1892-1912), Weyl
(1917), Riesz (1949) etc. Diverses définitions d’intégrales et de dérivées fractionnaires sont
apparues, chacune avec ses propres avantages. La premiere définition a été établie par
Riemann et Liouville. Cependant, cette définition présente des inconvénients. le marquis

de Caputo participe, a la fin des années 1960, a étoffer cette définition en la reformulant.
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Introduction

L’avantage principal de I'approche de Caputo est que les conditions initiales de la dérivée
fractionnaire au son sens des équations différentielles fractionnaires prennent la méme
forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier. Néanmoins, les opérateurs
fractionnaires ne partagent pas les mémes propriétés et a cause de cela, on trouve un
grand nombre des travaux pour des problemes similaires. Une facon de les surmonter,
est de définir des formes généralisées d’'intégrales et dérivées fractionnaires en considérant
la dérivée et l'intégrale par rapport a une autre fonction. Pour certains choix de cette
derniere, on obtient des définitions bien connues, comme les opérateurs fractionnaires de

Riemann-Liouville et de Hadamard classiques (voir [18]).

Les équations et les inclusions différentielles avec des dérivées d’ordre fractionnaire

apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques.

La dynamique de nombreux processus en évolution est sujette a des changements
brusques, tels que chocs et catastrophes naturelles. Ces phénomenes impliquent des per-
turbations de courte durée issues des dynamiques continues et lisses, dont la durée est
négligeable par rapport a I’évolution entiere. Dans les modeles impliquant de telles per-
turbations, il est naturel de supposer que ces perturbations agissent instantanément ou

sous forme "d’impulsions'".

Les inclusions différentielles d’ordre fractionnaires avec impulsion ont été considérées
pour la premiere fois par Ait Dads et al (Voir [1]) A Tissue, beaucoup de chercheurs
ont été¢ motivés par 'exploration de ce domaine (voir [6], [11] etc). En conséquence,
le développement de cette théorie a fait 'objet d’une attention considérable dans la
modélisation des problemes impulsifs en physique, dynamique des populations, écologie,
biotechnologie, robotique industrielle, pharmaco-cinétique, controle optimal, etc. Dans
[27], Wang et des co-auteurs, ont discuté la controlabilité des inclusions différentielles
semi-linéaires impulsives non instantanées impliquant des dérivées d’ordre entiers et frac-

tionnaires.

Lié a ce contexte, on propose dans ce travail de faire une synthese de certains tra-

vaux sur l’'analyse fractionnaire et son application dans la résolution d’une inclusion

v



Introduction

différentielle d’ordre fractionnaire du type impulsif suivant (voir [26])

Diu(t) € F(t,u(t)) t € J=[0,T] avec t#ty, k=12,...p;
Sull(ty) = I (u(ty)) i=01,....m—1;, k=12 ....p; (1)
ull(0) = n; i=0,1,...,m—1;

ot Df(-) est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a par rapport a g, avec
m—1<a<m,meN' F:JxR"=R" une multi-application, n; € R et

I € Crn(R") (1=0,1,...,m—1; k=1,...,p), pe N*.

De plus, ul! : J — R™ est une fonction continue par morceaux dans J avec des points de
discontinué de premiere espece aux points tj, € J, i.e., ils existent des limites ul’ (t) < 400
et ull(t,) = ull(t) < +o0, ul™ : J — R™ et oull(ty) = ull(]) — ull(t;)
(1=0,1,...,m—1; k=1,2,...,p). On note par J; Uintervalle |ts, t;1].

Ce manuscrit est reparti en trois chapitres qui sont organisée selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions, notations et résultats
de 'analyse fonctionnelle et de I'analyse multivoque qui nous seront utiles dans la suite

de cette étude.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit les deux plus importantes approches de
dérivation fractionnaire, qui sont ’approche de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi

que leurs propriétés voir ([17] et [2]).

Finalement, dans le troisieme chapitre on s’intéresse a des conditions assurant l’exis-

tence, 'unicité et la stabilité de solution du probleme (1).



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons toutes les notions et les résultats de base qui nous

seront utiles au long de ce travail. Nous commencons par quelques notations, puis nous

énoncons des définitions et concepts fondamentaux de ’analyse fonctionnelle et de ’ana-

lyse multivoque.

1.1 Notations

On note par

p.-p-

Presque partout.

L’ensemble des entiers naturels.

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres complexes.

L’ensemble des nombres complexes hormis les entiers négatifs.
L’espace euclidien réel a n dimension muni de la norme || - ||.
Un intervalle de R (a < b) et J =[0,7], T'> 0.

Tribu de Lebesgue.

Espace mesuré.

Espace topologique.

Espace métrique.

Espace de Banach muni de la norme || - ||.

Voisinage de xy.



1.1. Notations

Re(z)
a[;f(')

aDéiaf(')
DG f ()
L{-}()
Lo{-}()
Le)

5('7 )
XA

d(z, A)

Ensemble des parties de X.
Tribu borélienne.

L’espace de Banach des fonctions mesurables f : [a,b] — E telles que

b b 1
/ || f(t)||Pdt < 400, muni de la norme || f||, = / <Hf(t)”p>p
L’espace de Banach des fonctions continues f : [a,b] — E, muni de la norme

[ fllee = sup || f(®)]]
tela,b]

L’espace de Banach des fonctions d’ordre (n — 1) continues sur |a, b)].
L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

La partie entiere de z.

Partie réelle d’'un nombre complexe z.

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o (o > 0)
d’une fonction f par rapport a une fonction g.

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o (o > 0)
d’une fonction f par rapport a une fonction g.

La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre a (o > 0) d’une
fonction f par rapport a une fonction g.

La Transformée de Laplace.

Transformée de Laplace généralisée.

La fonction Gamma d’Euler.

La fonction béta d’Euler.

La fonction caractéristique de A définie par

1, si z€A;
Xa(z) =
0, si z¢A.
La distance entre = et ’ensemble A définie par

d(z, A) = inf |z —y].



1.2. Fonctions absolument continues

1.2 Fonctions absolument continues

Définition 1.2.1. [4|(Applications absolument continues)

Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — E est dite absolument continue
st pour tout € > 0, il existe § > 0 tels que pour toute partition dénombrable de ['intervalle

[a,b] par des intervalles disjoints [ag, bg], k € N vérifiant

Z(bk — ak) < 5,

k>0

on a

Z | f(br) = flaw)|| <e.

k>0
Théoreme 1.2.2. [4] Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et seulement

s, il eziste une fonction intégrable v : [a,b] — R tel que pour tout t € [a, b]

dans ce cas [ est dérivable presque partout et sa dérivée f' = v p.p.

L’espace de toutes les fonctions absolument continues définies sur [a, b] est notée AC([a, b], E).

Définition 1.2.3. [17] Soit g € CE([a,b]) telle que ¢'(t) # 0 sur [a,b]. L’espace AC?([a,b], R)

est définie par

AC’;L([a, b,R) = {f S [a, 0] = R et fF1 ¢ AC([a,b],R)(k=1,...,n) avec

- Gt) 1)
Définition 1.2.4. Soit g € Ci([a,b]) tele que ¢'(t) # 0 sur [a,b]. Alors
Cy([a, 0], R) = {f a, 0] = R tel que (g(-) — g(a)) f(-) € Cr([a, b])}-
Définition 1.2.5. Soit g € C([a,b]) tele que ¢'(t) # 0 sur [a,b]. Alors
CLl([a, ], R) = { f : [0,6] R tel que S € Ca([a,0])(k =1,...,n), [ € Cy([a,bLR) |,
avee CY([a, b)) = C,([a, b]).

Muni de la norme || - || i : C([a,b]) — R définie par

1 e = D 1Ml
k=0

3



1.3. Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.6. [24](Fonction \-Lipschitzienne) Soient (E, | -||g), (F,|-|r) deux
espaces de Banach. On dit que la fonction f : E — F est de type Lipschitz de rapport A

ou A-Lipschitzienne si pour un certain scalaire positif X\ on a

1£(2) = £ @), < Alz = yll pour tous 2,y € E.
Remarque 1.2.7. [4] Toute application A-Lipschitzienne est absolument continue.

Définition 1.2.8. [24](Contraction) Soit E un espace de Banach et f : E — E
une application. On dit que f est une contraction ou fonction contractante si elle est

A-lipschitzienne avec 0 < X < 1.

1.3 Outils d’analyse fonctionnelle

Définition 1.3.1. [9](Ensemble convexe) Soit E un espace vectoriel, et soit A un sous-
ensemble de E. On dit que A est convexe, si et seulement si, pour tous x,y € A et pour
tout A € [0, 1],

Ar+ (1 =Ny € A

La notion de décomposabilitée a été introduite par Rockafellar [22] en 1968 en connec-
tion avec les fonctionnelles intégrales et depuis, les ensembles décomposables sont devenus
un outil essentiel dans ’analyse non convexe. Ils sont dans le sens d'un substitut de la
convexité et donc de nombreuses propriétés des ensembles convexes ont des contreparties

d’ensembles décomposables.

Définition 1.3.2. [8](Ensemble décomposable) Soient (2, %, 1) un espace mesuré et
K C LL(Q). On dit que K est décomposable si pour tout ensemble mesurable A et tous
u, ve K

uxa +vxpa € K. (1.1)

Exemple 1.3.3. [21] Soit (2, %, 1) un espace mesuré et soit C' l'ensemble défini par
C = {XA/ AcCQ mesumble}. Alors C' est décomposable. En effet, soit B un ensemble

mesurable de €) et sotent u, v € C. Montrons que uxp + vxp\p € C. Nous avons

ue C & 3 A CQ mesurable telle que v = xa,

veC & 3 Ay CQ mesurable telle que v = Y 4,,



1.3. Outils d’analyse fonctionnelle

et donc

UXB T UXE\B = XA XB T XA;XE\B
= XA:nB T XAnE\B

= X(A1NB)U(A2NE\B)-
Alors, il existe D = (A; N B) U (Ay N E\B) mesurable tel que uxp + vxpp = Xp- Donc
uxp +vxmas € C.
Ceci montre la décomposabilitée de C'.

Définition 1.3.4. [28]( Equicontinuté) Soient (X, d), (Y, d') deuzx espaces métriques.
Une partie H € Cy (X)) est dite équicontinue sur X si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tels
que

d(ti,t2) <6 = d'(f(tr), f(t2)) < € pour tous t1, ts € X et tout f € H.

Définition 1.3.5. [16] Soit (Y, T) un espace topologique et K une partie de Y. On dit que

K est relativement compacte si son adhérence est compacte.

Définition 1.3.6. [5](Complétement continue) Soient (E,|| - ||g) et (F,]| - ||r) deux
espaces de Banach et f : E — F une application. On dit que f est complétement continue

si elle est continue et transforme tout borné de E en un ensemble relativement compact

dans F'.

Théoréme 1.3.7. [9]( Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (2,3, 1) un espace mesuré, E un espace de Banach, 1 < p < 400 et (fn)n une

suite de fonctions mesurables définies sur Q) a valeurs dans E. Si la suite (f,,), vérifie

(i) fo— [ pp.p. surQ,

(1) il existe une fonction positive h € Ly () telle que, pour tout n € N,
[fa@) < () p.p-p.
Alors f, = f dans L%,(Q).

Définition 1.3.8. [15] Soient (2, X, 1) un espace mesuré de mesure p finie. Une fonction

mesurable f : Q — FE est dite intégrable au sens de Bochner si et seulement si

J 1l < 4.

5



1.4. Fonctions spéciales

Corollaire 1.3.9. [15] Si f : Q — E est une fonction intégrable au sens de Bochner et

A€, alors
H/Af(x)d“H S/AHf(t)Hdu.

Théoréme 1.3.10. [9] Soient (2, X, u) un espace mesuré, E un espace de Banach et soit
1 <p<oo.Sif,— fdans L% (Q) alors il existe (fn,)r une suite extraite de (f,,), et une

fonction positive h € L%,(Q) telles que
(i) fo. = f p.p.p. surQ,
(ii) pour tout k € N, || fu, (t)|| < h(t) p.p.p.

Théoréme 1.3.11 (Fubini). [15] Soient (X,d), (Y,d') deux espaces métriques. Si f est

une fonction Bochner-intégrable sur X x Y, Alors la fonction /fdy est définie presque

partout sur X et est Bochner-intégrable sur X. De méme, la fonction /fdx est définie

presque partout sur Y . De plus, on a

//fdxdy:/dxy/fdyzy/dyx/fdx.

Y X X

1.4 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous introduisons quelques fonctions spéciales qui nous seront
utiles dans la suite. Ces fonctions jouent un rdle important dans la théorie du calcul

fractionnaire. On renvoie le lecteur a [18].

Définition 1.4.1. (Fonction Gamma) Pour tout nombre compleze z tel que Re(z) > 0,

on pose
o0
I(z) = / et (1.2)
0

Cette fonction est appelée ”fonction Gamma d’Euler”.
Proposition 1.4.2. Soit z € C tel que Re(z) > 0, nous avons
['(z+1) =zI'(2). (1.3)

Siz=neN* ona

T(n) = (n — 1)L (1.4)



1.5. Notions sur les multi-applications

Définition 1.4.3. (Fonction béta) Soient p,q € C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0,

on définit la fonction béta par

S0 = [ - (15)

Remarque 1.4.4. Par le changement de variable y =1 —t, on remarque que

B(p,q) = B(q,p)- (1.6)

Théoréme 1.4.5. (Relation entre la fonction Gamma et béta)

Soient p,q € C tels que Re(p) > 0 et Re(q) > 0, on a

~ T(»Tl(g)
B(p,q) = Tptq)

Définition 1.4.6. (Symbdle de Pochhammer) Soient o« € C\Z_ et k € N. On définit

(1.7)

le symbole de Pochhammer par

_ Tla+1)
(@) = Tla—ktl) (1.8)
On a a priort
(@)y=ala—1)...(a —k+1). (1.9)

1.5 Notions sur les multi-applications

Les résultats suivants sont pris des référence [4], [10], et [13].

Définition 1.5.1. Soient X,Y deuzx ensembles non vides. On dit que F est une multi-

application ou application multivoque si pour tout x € X, F(x) est un sous-ensemble de'Y
(F(z) € P(Y)). On note
F:X=Y.

e On appelle domaine de F' qu’on note D(F), l’ensemble défini par
D(F)={z € X, F(z) #0}.
e On appelle graphe de I, le sous-ensemble de X x'Y défini par
gph(F) ={(z,y) € X xY, x € D(F): y € F(x)}.
e On appelle tmage de F' ou bien rang de F', ['ensemble défini par
R(F)=Im(F)={yeY, 3z e X, ye F(z)}.

7



1.5. Notions sur les multi-applications

Proposition 1.5.2. Soit F' : X = Y wune multi-application et soit O un ouvert de Y.
Alors

FHO)={z € X, F(z)NO #0}. (1.10)

Cet ensemble est appelé image réciproque large de O par la multi-application F'.

Proposition 1.5.3. On appelle image réciproque étroite de tout ouvert O de Y par la

multi-application F, Uensemble noté F'(O), et est défini par
F;NO)={z € X : F(z) C O}. (1.11)

Définition 1.5.4 (Sélection). Soit (€2,X) un espace mesurable et soit F' : Q@ =Y une
multi-application. On appelle sélection de F toute application f : X — 'Y telle que

f(t) € F(t) pour toutt € X.

Définition 1.5.5 (Semi-continuité inférieure). Soient X,Y deux espaces topologiques,
et soit F': X =Y une multi-application. On dit que F est semi-continue inférieurement
(en abrégé s.c.i.) au point xo € X si pour tout ouvert U de Y wvérifiant F(xo) NU # 0, il
existe un voisinage €0 de xg (Q € vx(xo)) tel que pour tout z € Q, F(z)NU # 0.

Proposition 1.5.6 (Caractérisation de la s.c.i.).
Soit X, Y deux espaces topologiques et F : X == Y wune multi-application. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) F est s.c.i. sur X.
(ii) F~1(O) est un ouvert de X pour tout ouvert O de'Y.

(iii) F7'(U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y.

(iv) F7'(A) C F{'(A), pour tout ACY.
Proposition 1.5.7. Soient (X,d), (Y,d') deur espaces métriques et F' : X =Y wune
multi-application. F est s.c.i. au point xo € X si et seulement si pour tout y € F(xq) et
pour toute suite (x,), de X tel que (x,), converge vers xy, il existe une suite (y,), C Y

telle que y, € F(x,) convergeaont vers y.

Définition 1.5.8. (Mesurabilité) Soit (2,%) un espace mesurable, X un espace topo-
logique et F': QQ = X une multi-application. On dit que F' est mesurable si et seulement
st pour tout ouvert O de X,

F10)ex.

8



1.6. Théoremes de point fixe

Définition 1.5.9. [26] Soit A C J x R". A est L ® B-mesurable si A appartient a la
o-algebre engendrée par les ensembles C' x D ou C C J et D C R"™ sont des ensembles

mesurables au sens de Lebesque et Borel respectivement.

Proposition 1.5.10. (Existence de sélection mesurable)
Soient (€, %) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique complet séparable et
F Q= X une multi-application a valeurs fermées. Si F' est mesurable alors elle admet

une sélection mesurable.
Proposition 1.5.11. Soit (2, X) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable
et F': Q = X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. F est YX-mesurable.

2. pour chaque x € X, la fonction

gz : 2 — [0, +o0|
t — d(x, F(t)).

est mesurable.

Proposition 1.5.12. Soit E un espace de Banach séparable et |a,b] un intervalle de
R. Soit G : [a,b] = E une multi-application mesurable d valeurs non vides compactes
(fermées si dim(E) < +0), et z : [a,b] — E une application mesurable. Alors G admet

une sélection mesurable v telle que

[2(t) — v(t)|| = d(2(t), G(t)) p.p. sur [a,b].

1.6 Théoremes de point fixe

Dans cette section, nous présentons quelques théoremes de point fixe qui seront utiles

dans notre travail.

Définition 1.6.1. [25]|(Point fixe)
Soit E un espace de Banach et N : E — E une application. Un élément x de E est dit
point fize de N si N(x) = .

Théoréme 1.6.2. [25](Banach)
Soit (X,d) un espace métrique complet et N : X — X wune contraction, alors N admet

un point fixe unique.



1.6. Théoremes de point fixe

Théoréme 1.6.3. [26|(Schaefer)
Soit E un espace vectoriel normé et S C E un sous-ensemble convexe tel que 0 € S.

Supposons que H : S — S est un opérateur complétement continue. Si [’ensemble
e(H) = {z €5, x =\H(z) pour certains X €)0,1[}

est borné, alors H admet au moins un point fize sur S.

10



Chapitre 2

Intégrale et dérivée fractionnaire
généralisée

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude de certaines propriétés des intégrales et
dérivées fractionnaires généralisées, ainsi que leurs transformées de Laplace.
Dans la suite, on désigne par F un espace de Banach muni de la norme || - ||, [a, ]
(=00 < a < b < +00) un intervalle fini olt infini de la droite réelle R et g € C}([a,b]) une

fonction croissante positive telle que ¢'(t) # 0, pour tout ¢ € [a, b].

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1. [18] Soient a € R tel que a > 0 et f € Ly ([a,b]). L’intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o d’une fonction f par rapport a une autre

fonction g sur [a,b], notée I3 f, est définie par

T = 7 [ 60 =0 @) 1> 1)

Désormais, on la note par I f au lien de I f.

Théoréme 2.1.2. [3] Si f est continue sur [a,b], alors I3 f(t) est bien définie pour tout
t € [a,b]. De plus, I3 f € Ly ([a,b]) et

g flly < K[ oo,

11



2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Preuve. Soit t € [a,b]. Grace aux relations (1.3), (2.1), le Corollaire 1.3.9 et a la crois-

sance de g, nous avons

J1570] < s [ 1ot - )| 605

<= [ 60 - o) as
—— = o - a0

— i (o) - gla)”

< S (00) - o) < o

Alors I f(t) existe pour tout t € [a, b]. De plus,
b
571, = [ gz o
1/ lo o [*
< ot WO —9@) / ds
_ (b—a)(g(b) — g(a))"
Dou, I$ f € Ly([a,b]). [ |

Exemple 2.1.3. [17, 18] Soient a, v € R tels que a > 0, v > 0 et pour tout t € [a,b],

on pose f(t) = (g(t) — g(a))v_l. Alors

10 = e [ (60— a()" 10 ()

- ﬁ/ﬂ (9(t) = 9(s)* " (g(s) — g(a))" "¢/ (s)ds.

En utilisant le changement de variable g(s) = g(a) + z(g(t) — g(a)), on trouve par les
relations (1.5), (1.6), et (1.7),

0=t | 1 (90~ 9t0) = o(s10) - g<a>))a1 (90) + 2(ot0) = 9(0)) - 900

[(a)
x (g(t) — g(a))dz

= i [ =0 o) — @) 00— 9(a) (o) — o)

v—1

(@)

1 at+y-1 ! a—1,~v—1 x
Zm(g(t)— (a)) /0(1 z)* a7
= ot - o)

L(a)l'(v) a1
= Fa)r(a + ) B ~9@)

12



2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

= IO o) - glay)

I'a+7)
Théoreme 2.1.4. [18](Additivité) Soient a, v € R tels que o« > 0, v > 0. Alors l'intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété suivante

TSI f(t) = 1977 f(t) pour toutt € [a,b]. (2.2)

Preuve. Soit ¢ € [a, ], par la Définition 2.1.1 on a

B0 = 1 [ 0006 (156)5 ()05
1t a1, 1 s . /
:W/ (9(t) = 9(s) 9<8>m ([ (6 = 90" ) )i ) as
e 00~ a0 = o) 0 6 s

D’apres le théoreme de Fubini (Théoréme 1.3.11 ), on pourra permuter I'ordre d’intégration

et on procede de méme que dans I’Exemple 2.1.3, pour obtenir

1917 £(t) = 7 / e / (9(6) = 9(5)° " (9(s) — 9(x))" g (s)dsda
= L)l — g2 f2)g (2)dx
e e / (9(6) ~ o)™ F(a)g ()
1 ! a+y—1 ’
-~ | 60— s@) T @ e
0]

Théoréme 2.1.5. [17] Soient a € R, m € N tels que a > m et soit f € L}([a, b]), alors
1 d\"

——— | I2f() =157 f(). 2.3

(Gigi) IO =150 (2.9

Preuve. En vertu du la Définition 2.1, Théoréme 3.4.5 et utilisant (1.3), pour tout
t € la,b

1 d\™ 1 d
(g’(t)5> 1) dt

(cow) [ =) g s)as
(-7 7o " () [ - ste) s o

(7
(a—DFm—l) (1) dt

S

1
T T(a)
1
T(a)




2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

1 1 d\™" [t o /
T T(a-1) (g(ﬂ@) /Q(g(t)—g(S)) f(s)g'(s)ds

"~ (a- 231£<a —2) (giw %>m (g%)%)
< / (9(8) — ()" 21 (s)g/(s)ds

1 1 d\"? [ s ,
T T(a-2) (y(g@) /a(g(t)—g(S)) f(s)g'(s)ds.

Par récurrence sur m, on obtient

1dma - 1 ' _Saimilslss
(ma) R / (9(t) = 9(5)" " F(5)g (5)d

o —

— 17 f (L),

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. [18, 17] Soient o € R tel que o > 0 et f € LL([a,b]). La dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre oo d’une fonction f par rapport a g

sur [a, b], notée an’o‘f, est définie pour tout t € [a,b] par

DEf) = (o) T 2.0

1 1 d\" [t o1 /
- I'(n— ) (g’(t) E) /a (g(t) - 9(5)) f(s)d'(s)ds,

avec n = [a] + 1.

Il est clair que si g(t) = t, (2.4) est 'intégrale fractionnaire classique de Riemann-

Liouville et si g(t) = log(t), (2.4) est 'intégrale fractionnaire classique de Hadamard.

Exemple 2.2.2. [1§]

1) Soit a € R tels que a > 0 et soit f =c. On a par la relation (1.3)
D) = ot (o) [ (60— o) ™ e
~ ety () (0 -50)"
v () () 00 -o)"™

14




2.2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

C 1 d nl n—a—1
srer Cord BCCR G

Par itération sur n, on trouve

DEf(t) = (9(t) = g(a)) ™"

I'l —a)
Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas toujours nulle.

2) Soient a, v € R tels que o > 0, v > 0 et soit pour tout t € [a,b],
f(t) = (gt) — g(a))%l. On a par la Définition 2.2.1,

0510 = =5 () [, 60 =s00) ™ o
1 1 d " ! n—a—1 y—1 ,
- I'(n—a) <g’(t) E) /a (g(t) N g(s)) (9<3) - g(a)) g'(s)ds.

D) = 5, i<3>+ . (g/}t) %) (g(t) — gla))" "
_ T (L dyth L d
T T(n-a+ty) <gf<t> dt) (gfos) dt) (9(1) = g(a))
_ ['(v) 1 d Thh—a+~y-1), B S
- T—a+9) <g’(t) dt) 70 (B)(9(t) = 9(a))
_ I'(v) LA\ a2
_F(n—a+7_1) (g’(t)dt) (g(t) g( ))
_ I'(v) 1 d\"?/ 1 d i
T Th—a+y-1) (g(@@) (g/(t) 5) (9(t) = ga))" "
" T(n —2(1)7 —1) ( g’it) %) i O;/J(;; - 2)g’(t) (g(t) — g(a))" "7
_ () 1 d\"* a3
CT(n—a+vy-2) (g/(t)£> (g(t)—g(a)) )

Par itération sur n, on aura

DR gy = SOy gy

15



2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les résultats de cette section et de la section suivante sont pris de la référence [2].

Définition 2.3.1. Soient n € N, o € R tel que o > 0 et f € Cp([a, b]).
La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre o de f par rapport a g sur [a,b],

’ C’ ’ -
notée D, est définie par

o o 1 d\"
D5er0 =1 (o) 1o, 25)

avec n = [a] + 1 pour « ¢ N et n = « pour o € N.
Pour simplifier la notation, on pose

e = () Fo 26)

Par convention on a si & = n alors (D f(-) = fI"l(-).

Dans la suite, on note par Dy f la dérivée fractionnaire de Caputo au lieu de aDgC’a f.
Remarque 2.3.2. Si g(t) =t, (2.5) est l'intégrale fractionnaire classique de Caputo.

Théoréme 2.3.3. Soit [ € C%([a,b]). Les dérivées fractionnaires de Caputo sont des

opérateurs bornés. Pour tout o € R tel que o > 0, on a
105 flloo < K1 g

(9(b) —g(a))" ™

I'n—a+1)

ot K =
Preuve. Soit ¢ € [a, b], nous avons

LA < 17 e < D1 e = 11l
k=0

16



2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

alors, par la relation (2.5) et la croissance de g, on obtient

1Dg fllee = sup ||Dgf(t)]]

t€[a,b]

L aup / (9(t) — ()" [ £ () o (5)dls

o F(n - 05) tela,b]

ey : 1
et [ (60— 99)" g (5)ds

F(n - Oé) tela,b]
1Fll g

" Tl D) by 00 @)

(9(b) —g(a)" "
'n—a+1) °

<

< n

< ANl
|

Exemple 2.3.4. 1) La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

f(t) = c est nulle. En effet , Soient o € R tels que o > 0 et pour tout t € |a, b,

nous avons

Dgf(t) = : )/ (9(t) = g(s)" " " (s)g(s)ds

I'n—«a

- o [0 —at) ™ (S5 ) @ shas
= 0.

En remarque que D;‘f(a) = 0.
2) Soient a, v € R tels que a > 0, v > 0 et pour tout t € |a, b]
f(t) = (g(t) - g(a))v—l‘ Nous avons,

! ) / (9(t) — g())"™ £ () (s)dds. (2.7)

D;Xf(t)zr(n—_a

On procéde comme dans I’Exemple 2.2.2, on trouve par la relation (1.8)

7o) = (o) (o) = at@)”

- (ﬁ%) () () =)™

~0-0 () 66 -g@)




2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

Remplagant la derniére relation dans (2.7) on obtient,

a I'(v) ! n—a—1 y—n—1 ,
D310 = mr— =y . (60 = ()" (o) —ate)) o s)a.

En utilisant le changement de variable g(s) = g(a) + z(g(t) — g(a)), il résulte que
(voir Exemple 2.1.3)

DY) = e i (o) = g(@) ™

Corollaire 2.3.5. Soient a, v € R, tels que a > m >~ ou m € N. Alors
DyIgf(-) =137 f(). (2.8)

En particulier,

DSIS() = 1) (29)

Preuve. En utilisant les relations (2.5), (2.3) et (2.2), on trouve (pour m = [y]+ 1) pour

tout t € [a, b],
Do f(t) = I (g'it) %) £ (1)
= I ()
= I ()
=1;77f(1),
ce qui termine la preuve. |

Théoréme 2.3.6. Soient [ € C}é([a,b]), a € R tel que o > 0. Nous avons, pour tout
t € la,b]

19D (1) = f(t) - (2.10)

Preuve. Soit ¢ € [a,b]. Par (2.5), on a pour n = [a] + 1,

13D f(t) = 101 fI(¢).

18



2.3. Dérivée fractionnaire de Caputo

Donc en utilisant la relation (2.2), il vient que

18D f(t) = 17 f™(t)

1 t n—1 .y /
:W/a (9(t) — g(s))" " f)(5)g/(s)ds

1 t n—1 1 d\" /
=t [0 o) () s

= ot ] 60 -0 (5i55) (755 di) flelg'(e)ds

o | e s s

Utilisant l'intégration par partie, on obtient

EDL0 = gy = o) 1),
ﬁ / (9(6) = 9(5))" " ()" (s ds

=1l (g o " -
— 5 ) = ()" + g [ )= a(s) "

a

De maniere Similaire, on trouve

[n—-1](q, . (n—2](, L
030 =~ 00 - o)™ - L 1) o)
(n - 3)1 / (9(6) = g(s)" "9/ (5) f1" 2 (s)ds
fin=l(a) FIn=2(q)

n—1 f[k]; L

= f(t) = f(a) - o (9(8) = g(a))
n—1 k] a L
= 1)~ S LD g0~ gt

ce qui donne le résultat.
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2.4. Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

2.4 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée

de Riemann-Liouville

Théoréme 2.4.1. Si f € C([a,b]) et o € R tel que a > 0, alors

~1 ekl .
Dy f(t) = an"" [f(t) - / k:$ )(g(t) — g(a)) ] pour tout t € [a,b]. (2.11)

3

k=0

Preuve. D’apreés la Définition 2.2.1, on a (avec n = [a] + 1))

1y
['(n—a«) DRO‘

k=0

) Kl (g k
:(QL@%) / 7 (90) — os) """ [f(S)— ! ”(g<s>—g<a>)]ds-

— k!
! —1 Lt -
T i o /a (9(t) —g(s))" " [d%f(S) - ; ({{; _<1)|g’(s) (9(s) — g(a)) ])
! 2l plkl g Al
-Gl (=000 s - - £ I 00 - e

= 1 L d\" [’ n-a| d = f[k}(a) / k—1
= (g’(t) %) /a (g(t) - 9(5)) [%f(s) - 2 )!g (S) (g(s) — g(a)) ]ds‘

oo (B—1
(2.12)
De plus, comme fl(s) = (g,%s)%) f(s), on a
d /
T f(6) =g (O f(s). (2.13)
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2.4. Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

Remplacant la relation (2.13) dans (2.12), on a

n—1 k] a .
Din o) DR“[f(t)— = )(g<t>—g<a>)]
e — M k1
- i . (git) %) / g'(s)(g(t) — g(s))" " [f[l](s) P (i _<1;' (9(s) — g(a)) ]ds
1 1 d\""'/ 1 d\ [, n—a
e vma) Ga) [ 70 60-50)
n—1 K] a b1
x [fm(s) _ (i _(1;!(9(5) — g(a)) ]ds

De la méme fagon, on obtient

n—1 k] a .
I(n — DR“[ 3 kf —g(a)) ]
n—2 L n—1 [k‘} a o
() [0 - g6 lfm (0= 3 g5 (ols) ~ 9(a) ]ds,
et par itération sur n, il résulte que
) (q t )
I'(n—a D“[ Z ! (a))k] =/ g'(s)(g(t) = g(s)" ™" fU(s)ds.
Par conséquence,
n—1 k] a t N
[ > L <a>)’“] = e [ @0 —as)" " sy
= Dy f(t).
[ |
Remarque 2.4.2. Si f¥l(a) = 0 pour tout k=0,...,n —1, alors
Dgf(-) = oD f(). (2.14)

Théoreme 2.4.3. (Additivité de la dérivée) Soient a, v € R tels que a« > 0, v > 0 et
supposons qu’il existe k € N avec v, a+ v € [k — 1, k|. Alors, pour tout f € C,’%([a, b]),

D3DIf() = Dy (). (2.15)
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2.4. Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

Preuve. Dans le premier cas, supposons que « + vy = k.
Comme 7 € [k — 1,k[, on a alors [y] = k — 1 = a 4+ — 1. Par définition, on a pour tout
t € la,b]

« _ o Tk— k
DYDY f(t) = DI fH(¢)
= D¢ [;vﬂfv f[aﬂ] (t)
= D212 flotl(y).

Par la relation (2.9), on trouve
Dy D f(t) = for().
Puisque a + v = k € N, il résulte que,
o _ o+
DyD]f(t) = Dy f(1).

Dans le deuxieme cas, supposons que o + v < k. Comme v € [k — 1,k[ alors, 0 < a < 1

et donck—1<a+vy <k Doy,
M =la+tr]=k-1
Puisque, D) f(a) = 0, par la relation (2.14), on obtient pour tout ¢ € [a, b]
DyD] f(t) = DFDYf(t).

Donc d’aprés les relations (2.4), (2.5), (2.2), et (2.3) on a (rappalons que 0 < o < 1)

D¢DYf(t) = (git) %) 1;7*DJf(t)

_ (L @\ peapheypm
(g’(t) dt) L)

_ (L @\ peatkeypm
(g’(t) dt) s 70

_ (L AN fk—(at m
() s

1 d 1 pat+y
= (gwya) 010
= DM f(t),
car (g/(t)%>]gh():h()etk:[a—i-v]le. [ |



2.5. La transformée de Laplace généralisée

2.5 La transformée de Laplace généralisée

Dans cette section, nous présentons la définition de la transformée de Laplace généralisée

ainsi que ses propriétés principales. Pour plus de détails, nous revoyons la lecteur a [18].

Définition 2.5.1. Soient f, g : [a,+00] = R deux fonctions telles que f € L%&([a, +oo[),
g(+) est continue et ¢'(-) > 0 sur [a, +o0o[. On définit la transformée de Laplace généralisée

de f par o
L{fOYs) = [ b0 g (i 2.16)

Pour toutes valeurs de s dans Ry, l'intégrale (2.16) est bien définie.
Dans le théoreme suivant, nous représentons la relation entre les transformées de La-
place généralisée et classique.

Théoréeme 2.5.2. Soient f,g : [a,+00] — R deux fonctions telles que g(-) est continue

et ¢'(-) > 0 sur [a, +oo[ et la transformée de Laplace généralisée de f existe. Alors

Ly{ft)}(s) = E{f(g_l(tJrg(a)))}(s), (2.17)

ot L{f} est la transformée de Laplace classique de f.

Preuve. Par la Définition 2.5.1, nous avons

LAf)}s) = / e (o-o) Ft)g t)dt.
En utilisant le changement de variable u = g(t) — g(a), on obtient
LN = [ e (57 (et 9(0)) )
= 2{7(s7(t + 9(0)) ) }(5)
|

Définition 2.5.3. Une fonction f : [a,+oo[— R est dite d’ordre g(t)-exponentiel s’il

existe des constantes positives M, c, T telles que
£ ()] < Me“9D pour tout t > T.
Maintenant, nous présentons les conditions d’existence de la transformée de Laplace
généralisée d’une fonction.
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Théoréeme 2.5.4. Si f : [a,+oo[— R est une fonction continue par morceaux et d’ordre
g(t)-exponentiel. Alors sa transformée de Laplace généralisée existe pour tout s > ¢ (¢ est

donnée dans la Définition 2.5.3).

Preuve. Nous avons,
L0k = | [ ) g ar
. / o+ (00-50) ) )

f étant d’ordre g(t)-exponentiel. Donc par la Définition 2.5.3, ils exist M > 0, ¢ > 0,
T > 0 telle que pour tout t > T,

L0 OH)] <1 [ b0y

_ 1 es@ / £90(Ee=3) o/ (1)t

_ Mes9(a) eg(t)(c—s) +o0
cC— S a
Puisque s > ¢, on obtient
|£g{f(t)}(s)‘ < e < 4o0.
D’ou le résultat. |

Théoréme 2.5.5. Si la transformée de Laplace généralisée de fi : [a,+oo[— R existe
pour s > ci et la transformée de Laplace généralisée de fy : [a,+o0o]— R existe pour
s > co. Alors, pour ai, as € R, la transformée de Laplace généralisée de aifi + asfo

existe et on a

Lo{arfi(t) + asfo(t) }(s) = arL{ fr(t)}(s) + aaLo{ f2(t)}(s) pour s > max{cy, e}
(2.18)

Exemple 2.5.6. 1) Soit s > 0 et soit f = 1 une fonction définie sur [a,+o00[. En

utilisant la relation (2.17), on trouve

LA} s) = £ 1 (57 (¢ + 9@) ) }s)
— L{1}(s)

—+o00
= / e stdt
0



2.5. La transformée de Laplace généralisée

2) Soient s > 0, v € C tel que Re(y) > 0 et f(t):(g — g(oz))%1 une fonction définie

sur [a, +oc[. Par la relation (2.17), nous avons
L0} s) = {1 (97t + 9(0) ) }(5)
-/ " <g (57 (¢t + g(a))) g<a>>7_1dt
= /O m e St

Par le changement de variable u = st, on obtient (via la relation (1.2))
1 [t

— / e "u du
s7 Jo

I'(v)

s

Lo{f(0)}(s) =

3) Soient s > 0 tel que s > A, f(t) = MW une fonction définie sur |a,+ool. De la

relation (2.17), on a

£ f03s) = £{ 1 (57 (¢ +9(a)) }(5)
_ /+oo o5t (9*1 (t+g(a)))dt

+o0o
_ o) / HO-9) gt
0

A +
e g(a) HOs) 0
= e s
A—3s 0
puisque s > \, alors
era(a)

LA f()}(s) = 5

_S.

Les transformées de Laplace généralisées des dérivées généralisées d’ordre entier sont

présentées ci-dessous.

Théoréme 2.5.7. Soit f(-) € Cy([a,b], R) une fonction d’ordre g(t)-exponenticl telle que
U est continue par morceaus sur tout intervalle fini |a,b]. Alors la transformée de

Laplace généralisée de fU(-) existe, et on a

LN} (5) = sLAFB)}(s) = fla). (2.19)
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Preuve. Soit n € N et ty, to,...,t, €]a,b[ sont les points de l'intervalle [a, b[ ot fI est

discontinue. Alors par (2.13), nous avons

/a ! —s(at-9() F(0)g' (6)dt = /a ! —s(a-g() % oy

t1 to
_ / oo (90-g(@)) & )t + / o5 (90-g(@)) & Ft)dt+ ...
i dt ; dt

b
+/ e—s(g(t)—g(a)) if(t)dt

131 n—l et
_ —s(g(-9(@)) / T —s(s-g@) 4
/a ’ fa+3- [ e = F (@)

=1 %

b
- / e~s(s0-o(@) & f(t)dt.
. dt

L’intégration par partie nous amene,

t1

/b e—s(g(t)—g(a)) f[l} (t)g/(t)dt _ e_s(g(t)_g(a))f(t) + s /t1 e—s(g(t)—g(a)) f(t)g/(t)dt

n—1 t;
tit1 (A ( H)—g( )) ,
+s / e S\ID=9@) £y g/ (1)dt

t;

a

n—1

+ Z e~* (g(t)—g(a)) f(®)

T / e 00-90) 50y ()

tn tn

Par conséquent,

/ " oo a0-5(0) £ ()57 (1)t = e (8O-90) £(3) — Fla) 1 5 / e 00-59) p0)g ).

En faisant tendre b vers +oo, on obtient Le résultat. |

Le résultat du Théoreme 2.5.7 peut étre généralisé comme suit.

Corollaire 2.5.8. Soient n € N*, f € Cg’l([a,b],R) telle que f, i =0,1,...,n —1,

sont d’ordre g(t)-exponentiel. Soit f"! une fonction continue par morceaus sur Uintervalle

26



2.5. La transformée de Laplace généralisée

[a,b]. Alors, la transformée de Laplace généralisée de fI") existe et

3
H

LM} (s) = s"Lo{F (1) }(s) — N (a). (2.20)

0

B
Il

Preuve. Par la Définition 2.5.1 et la relation (2.13) , on a

H

n—

s"Lo{f(t)}Hs) — gkt flk] (a) = /+OO e_s(g(t)_g(“))f(t)g’(t)dt B Snfkflf[k]<a)

0 0

3
—

£
Il

£
Il

Utilisant l'intégration par parties, on obtient

n—1

S"L{f()}(s) =D s M)

k=0

) i
n—1
. Z sn—k—lf[k](a)
k=0
400 n—1
oyt [ o) g
@ k=0

+00 d n—1
_ gl / e~* (g(t)—g(a)) — f(t)dt — Z Sn—k—lf[k](a)

dt —
+00 n—1
_ gn-1 / g/(t)e—s(g(t)—g(a)) U@y de - Z s"RL IR ()
a k=1

_ g2 [ _ o—s(s0-9@) £ (t)} +oo g /a+°° o—s(ov—9 @) 4 f[1 (t)dt

a

N a0
=2 )4 [ el 0) o) gan - Y R )
+ nl h
_sn—Q/ e (9(t) —9(a ) ()f[2]() an k 1f[k]( )

Par itération sur n, on a

LN = 3 ) = | ety - fria)
k=0 a
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

+o0

= [ emslow-o) gy
— f"a)
+oo
:/ e—s(g(t)—g(a)) g’(t)f[”] (t)dt
— £, {70} (5)

" / e lo00) g0y

a

Pour pouvoir trouver les transformées généralisées des opérateurs fractionnaires généralisées,

nous devons définir I'intégrale du produit de convolution généralisé.

Définition 2.5.9. Soient f et h deux fonctions continues par morceauz sur chaque inter-
valle [a,b] et d’ordre g(t)-exponentiel. On définit le produit de convolution généralisé de f

et h par

(G0 = [ 50h(57 0) + @) — (7))o (i (221)

Lemme 2.5.10. Soient f et h deuz fonctions continues par morceaur sur chaque inter-

valle [a,b] et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

frgh=hx,f. (2.22)

Preuve. Par la Définition 2.5.9, on a pour tout t € [a, b]

()= [ (o7 (600 + 9(0) — o)) o (.
Utilisant le changement de variable u = g~ (g(t) + g(a) — g(7)), on trouve
e == [ (57 (00 +o0) = gta) ) r)g ()
= [ 1 (57 (60 + ota) ~ gt ) ' )
= h*, f(1).
|

Théoreme 2.5.11. Soient f et h deux fonctions continues par morceaur sur chaque

intervalle [a,b] et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

Lo f*gh} = LAfILo{R}. (2.23)
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Preuve. Nous avons, par la relation (2.16)

FA TN EANE) = /+OO ot (a))ﬂ t)g'(t)dt /+°° 6*8(9(")*9(@)f(U)g’(U)du
/+oo /+°° g(t +g(u)—2g(a ))f( )h(u)g'(t)g’(u)dtdu,

Maintenant, en choisissant 7 tel que ¢g(7) = g(t) + g(u) — g(a), on obtient

+oo  pFoo
LANELA = [ [ e b0 (47 g(r) = o) + @) hwlg (7)g ()

En utilisant le théoreme de Fubini (Théoreme 1.3.11), on aura par (2.21), (2.16)

+o00 T
LAY Ys) = [ e bos) [ | (7 o) - gt - g(a)))hw)g'(u)du] g (r)dr
-/ e lo-909) (., ) () (i
= Ly{h g f}(s).

Par conséquence du Lemme 2.5.10, on déduit que

Lo{f1(5)Lgih}(s) = Lo{[f *g h}(5)-

Maintenant, nous avons tous les arguments pour calculer la transformée de Laplace

généralisée des opérateurs fractionnaires généralisées.

Théoreme 2.5.12. Soient a € R tel que a > 0 et f une fonction continue par morceaux

sur chaque intervalle [a,t[ et d’ordre g(t)-exponentiel. Alors

LS}

Lo{Ig f()}(s) = (2.24)

Preuve. Par les relations (2.21), (2.22) et la Définition 2.1.1, nous avons

-1

(9(t) — g(a)™ "=y f(1) =

—

(1) % (a(t) - g(a))"
/at f(7) (g(gl(g(t) +g(a) — g(r))) _ g(a))a_ J(1)dr

£ (g(t) = g()* g (r)dr
T(a) I2f(1).

S|
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Il s’ensuit que,

£{IFO}0) = g o] (000 = aa)™ 5, 1)} o)

(cv
Par le Théoreme 2.5.11 on a,
£, {1350} = 7o Lo{ (00 = 9@) " LA} o)
En utilisant 2) de I'Exemple 2.5.6, on obtient
. 1 T(a
Eg{(lgf)(t)}(s) - F(Oé) e g{f }

= L )

Les corollaires suivants présentent les transformées de Laplace généralisées des dérivées

fractionnaires généralisées a gauche de Riemann-Liouville et de Caputo.

Corollaire 2.5.13. Soient o € R tel que « > 0, n € N, et f, g deux fonctions telles que
f e AC([a,b],R), g € Ci([a,b]) et g'(t) > O pour tout b > a. De plus, I}7F=f (k =

0,1,--- ,n—1) d’ordre g(t)-exponentiel avec n — a > k. Alors
n—1
Lo{DEFO}s) = L, (O} () = S R (). (2.25)
k=0

Preuve. Grace a (2.4), nous avons

£, DR () }s) = £, (1N ) }(5).

En vertu du Corollaire 2.5.8 et du Théoreme 2.5.12, on obtient alors

S
—

Ly{ DI f(1)}(s) = S”L’g{[;*af(t)}(s) _N gkt (e M)

£, D () (s) = L) an 3 (1 o)
L {0 - Y k- Yoo ) M)

k=0

Par conséquent, du Théoreme 2.1.5 on obtient,

Lyl oD f(1)}(s) = s"Lo{ f(1)}(s) — i "I ) (a).
D’ot le résultat. |
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2.5. La transformée de Laplace généralisée

Corollaire 2.5.14. Soient o € R tel que a >0, f € AC’;([a, b],R) et
¥ (k=0,1,--- ,n—1) d’ordre g(t)-exponenticl avec n = [a] + 1. Alors
n—1
LADFO}E) = 5 [, F0}s) = 31 a)]. (2.20)
k=0
Preuve. Par la relation (2.5), nous avons

LAD ()} (s) = Lo{ Iy F (1)} (s).

Le Théoreme 2.5.12 affirme que,

LAD ()} (s) = s "L { fM(B)}(5).

11 résulte de (2.20) que

LD IO} (8) = 7 [ Ly} (5) — Y 87w
= L)) - 35 a)]
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Chapitre 3

Etude d’une inclusion différentielle
fractionnaire avec impulsion

Ce chapitre est consacré a 'étude de 'existence, 'unicité et la stabilité de solution

pour une inclusion différentielle impulsive d’ordre fractionnaire du type suivant ([26]) :

Diu(t) € F(t,u(t)) t € J=[0,T] avec t#ty, k=12,...p;
Sull(ty) = I (u(ty)) i=01,....m—1;, k=12 ...p; (3.1)
ull(0) = n; i=0,1,...,m—1;

ou D;"(~) est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « par rapport a g, avec
m—1<a<m,meN' F:JxR"=R" une multi-application, n; € R et

I € Cpn(R™) (1=0,1,--- ,m—1; k=1,--- ,p), pe N

De plus, ul! : J — R" est une fonction continue par morceaux dans J avec des points de
discontinué de premiére espece aux points ¢, € J, i.e., il existe des limites u!? (t5) < o0
et ull(t,) = ull(t)) < +oo, ul™ : J — R™ et Sulll(t) = ull(t}) — ull(t))

(1=0,1,--- ,m—1; k=1,2,--- ,p). On note par J; U'intervalle |t, t;1].

Dans tout ce chapitre, PC(J,R") désigne 'espace de Banach défini par

PC(JRY) = {u: J > R uy € Can(Jy), k=1, ,p

et il existe u(t; ) et u(t}) on u(t;) = u(tk)}, (3.2)

muni de la norme

lullpe = max {[Jugllo; k=1, p},
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3.1. Préliminaires

ol uy, est la restriction de u sur J, kK =0,...,p. On suppose de plus que ¢ est croissante.
Pour montrer notre théoreme, on aura besoin des hypotheses suivantes:

(H1) Ils existe des constantes positives ¢ > 0 telle que
Hfik(u(tk)) — I (v(tr)) H < cor|ulty) — U(tk)H pour tous u,v € PC(J,R"),

avec Z(0)=0,1=0,1,--- m—1; k=1,--- ,p.

(Ho) F : J x R" = R"™ est une multi-application a valeurs non vides compactes et
décomposables telle que (t,u) — F(t,u) est £ @ ZB- mesurable et u — F(t,u) est s.c.i.
p.p.t e J.

(H3) Il existe une fonction positive M () € Lg(J) telle que

| F(t,u)]| = sup {Hv|7 v E F(,u)} < M(t) pour chaque t € J, u € R".

3.1 Préliminaires

Nous allons commencer par rappeler quelques résultats qui nous seront utiles dans la

preuve du nos théoremes principaux.

Théoréme 3.1.1. [26]( Théoréme d’Ascoli-Arzela de type-PC)
Soit H C PC(J,R™). Alors H est relativement compact si et seulement s’il est uni-

formément borné et équicontinu sur chaque intervalle Ji (k =0,--- ,p).

Définition 3.1.2. [26] Soient (X,d) un espace métrique séparable et F: X = Ly.(J)

une multi-application. On dit que F possede la propriété (BC') si et seulement si
1. F est s.c.i.

2. F a valeurs non vides fermées et décomposables.

Définition 3.1.3. [26](Opérateur de Nemitsky) Soit F' : J x R" =2 R™ une multi-
application a valeurs non vides compactes. On définit ['opérateur multivoque

F . PC(J,R") = Lgn(J) par
F(u) = {v € LE.(J), v(t) € F(t,u(t)) p.p. t € J}. (3.3)
F est appelée 'opérateur de Nemitsky associé a F'.

Définition 3.1.4. [26] Soit F' : J x R" = R" une multi-application a valeurs non vides
compactes. On dit que F est de type s.c.i. si l'opérateur de Nemitsky .F est s.c.i. a valeurs

non vides fermées et décomposables i.e., F possede la propriété (BC').
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3.1. Préliminaires

Théoréme 3.1.5. [8](Théoréme de sélection de Bressan-Colombo) Soit (X, d)
un espace métrique séparable et F : X = Lk.(J) un opérateur multivoque possédant la
propriété (BC). Alors F' admet une sélection continue, i.e., il existe une fonction continue

f:X — Lka(J) telle que f(x) € F(z) pour tout x € X.

Lemme 3.1.6. [14] Soit F : J x R" = R™ une multi-application a valeurs non vides

compactes satisfaisant (Ha) et (Hs). Alors F' est de type s.c.i.

Preuve. Par la Définition 3.1.4, pour montrer que F' est de type s.c.i., il suffit de montrer
que l'opérateur de Nemitsky .# associé a F est s.c.i. a valeurs non vides fermées et
décomposables.

e Montrons que .# est a valeurs non vides.

Puisque F' satisfait 'hypothese (Hs), par la Proposition 1.5.10, on déduit que F' admet
une sélection mesurable i.e., il existe une fonction mesurable v : J — R" telle que

v(t) € F(t,u(t)) pour tout ¢t € J. De plus, d’apres 'hypothese (H3) et la relation (3.1.3)
pour tout t € J

T T
/ Hv(t)”dtg/ sup ||o () dt
0 0 teJ
T
g/ M(t)dt < +oo,
0

donc v(+) € Lia(J). C'est-a-dire, il existe une fonction v € L. (J) telle que
v(t) € F(t,u(t)) p.p., d’ou la nonvacuité de .Z.
e Montrons que . est a valeurs décomposables.

Soit A un ensemble mesurable et soient v, w € % (u), on montre que

vxa +w(l —xa) € F(u),

v(t)xalt) + w(t)(1 — xa(t)) € F(t,ut)) pp.te.
Nous avons,
vE F(u) & veE Ly (J) etv(t) € F(t,ut)) pp.teJ
w e F(u) & we L. (J) et w(t) € F(t,u(t)) p.p.t € J.
Donc,

v(t)xa(t)+w(t)(1—=xa(t)) € xat)F(t,u®))+(1—xa(t)) F(t,u(t)) C F(t,u(t)) p.p. t € J.
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3.1. Préliminaires

Car F' a valeurs décomposables. On conclut donc que vy + w(l — xa) € F(u). D'on,
F (u) est décomposable.
e Montrons que .% est a valeurs fermées i.e., pour toute suite (v,),en C F(u) telle que
(Vn)nen converge vers vy dans L. (J) on a vy € F (u).
Par le Théoreme 1.3.10, on peut extraite de (v,), une sous-suite (v,, ) telle que
Un, () = vo(t) p.p.t € J. On a pour tout n € N, v, € F(u) i.e. v,(t) € F(t,u(t)) p.p.
t € J et comme F est a valeurs fermées, on conclut que vy(t) € F(t,u(t)) p.p.t € J. De
plus, par (Hs) nous avons

sup [om, 0] < M),
un passage a la limite quand k — +o0o nous affirme que sup ||vo(t)|| < M(t) don vy €
L. (J) autrement dit, vy € F (u), et donc F (u) est a Valeileré fermées.
e Reste & montrer que .Z (+) est s.c.i. Pour cela, soit B € L. (J) un sous-ensemble fermé

et soit A = {y € Crn(J); #(y) C B}. On veut montrer que A est fermé. Soit (y,), C A

une suite qui converge vers y dans Cgn(J) et soit v € .Z (y) i.e.,

v(t) € F(t,y(t)) pp.te

Nous avons, pour tout n € N, y, € A donc .Z (y,) C B. Puisque u — F(t,u) est s.c.i.
pour presque tout ¢ € J, on déduit par la Proposition 1.5.7 qu’il existe (Un())n C Lo (J)
tel que v,(t) € F(t, yn(t)) et v,(t) = v(t) p.p. t € J. Or F est mesurable & valeurs non

vides et compactes, par la Proposition 1.5.12, on aura
lon(®) = o(®)ll = (v, Pt 9n(0)) pp-t € .
Par 'hypothese (H3), il est clair que
an(t)H < M(t) pour tout t € J.

Donc

n—oo

T
|vn, — ]| = /0 an(t) — v(t)Hdt — 0,

Alors (v,), converge vers v dans Lg.(J) et v € F(y). On déduit que y € A. D'ou la

F
fermeture de A. D’apres la Proposition 1.5.6 iii) .# est s.c.i. |
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3.2. Existence des solutions

3.2 Existence des solutions

Considérons le probleme

Dgu(t) = f(t) teJ=[0T], t#t, k=12...,p;
sull(ty,) = S (u(ty)) i=0,1,....m—1; k=12 p; (3.4)
ull(0) = n; i=0,1,...,m—1,

ott f: J — Lg.(J). Pour montrer 'existence de la solution du probléme (3.1), on a besoin

du lemme suivant.

Lemme 3.2.1. [20] On dit que u est une solution du probleme (3.4) si et seulement si

u € PC(J,R™) et s’écrit sous la forme

S (g(t) — g(t) (3.5)

Preuve. Pour la premier implication, supposons que u est une solution du I’équation

(3.4). Elle sera divisée en deux parties.

Premiere partie. développons la solution. Pour tout t € J et u € PC(J,R"), on pose

f(t) = ¢ (t)ull(t) (pour tout i =0,...,m—1).Ona <sachant que ull(t) = (g’tt) %)Z u(t)),

. f(s)ds:/ g (s)ul?(s)ds

_ /tj g(s) (glzs)di)iu(s)ds

k

S

td /1 d\"!
= | (=== d
/tgds (tds) o

t
d .
_ 1) d
Lt (8
— () — (). (3.6)

Par la relation (3.6) et puisque dull(t,) = ull(t}) — ull(t,), on trouve que
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3.2. Existence des solutions

/Ot ds—/ f(s)ds + " f )ds + - /f
C

(1) = a0+t ) = ) ) = )
= a7 (e) —ul(0) — () — I ) ) ()
4ol (t;) — i1 (t;))

= ul=(t) —ufTH0) = > sul Tty

0<trp<t

Alors
ul=(t) = /f )ds + Z Sul=1(t (3.7)

0<tp<t
et

t
ul=2(t) = ul=2(0) —i—/ g (s)ul=V(s)ds + Z ouli =2

0

0<trp<t
Par itération sur i, on trouve
t
u?(t) = ul¥(0) +/ g (s)ul¥(s)ds + Z sul?(ty,), (3.8)
0 0<typ<t
t
d(t) = ul(0) + / (sl (s)ds + 3 oull(ty), (3.9)
0 0<tp<t
et donc
t
u(t) = u(0) —i—/ g (s)uM(s)ds + Z du(ty). (3.10)
0 0<tp<t

En substituant (3.9) dans (3.10), on obtient

ult) = u(0) + /0 ¢ (s)ul (0)ds + /0 g'(s) /O (P ()drds + / ) > dull(t)d

0<trp<t

= u(0)+ 0 (5() = 90) + [ () [ o orisar+ 3 / ()5 (1)

+ Z ou tr
(0) + ul (0) (g(t) — 9(0)) + /0 g (Tl (7)(g(t) — g(7))dr
+ 3 (9(t) — g(tn))oul () + 7 sulty). (3.11)
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3.2. Existence des solutions

En utilisant la relation (3.8), on a

ul (¢ 9
+30  g) — pa))”

Remplagant cette derniere équation dans (3.11), on déduit que

wl? (0)

500 =90)*+ 5 [ 7)ot = 9()°

u(t) = u(0) + ull(0) (g(t) — 9(0)) +
W2, , 1
cus)ds+ 3 20 Gy g+ S (o) — gl)ul (1) + 3 dulty).

2

0<tp<t 0<trp<t 0<tp<t

Par itération sur ¢, on obtient

0<tr<t i=0

Par la relation (2.1), on déduit que

ot 3 ot - o) + iy + Y0 3 L) ()

Deuxieme partie. En introduisant 'opérateur I* aux deux membres de I'équation (3.4)

pour déterminer I;"u[m](-), pour tout m € N*, il résulte que
15 Dgu(t) = 17 f(t),
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3.2. Existence des solutions

par définition de Dgu(-), on trouve
[go‘[;"_au[m] (t) =If(t) avecm = [a] +1,
on en déduit de la relation (2.2), que

L™ (t) = I3 f(2),

d’on
m—1 " 1 t .
ut) =mo+ ) (9t —9(0)) + W/o g (s)(g(t) = g(s))" f(s)ds
i=1
m—1 gﬂl ¢ ;
+ >0 ’“<Z< D (606) - g(0)
0<ty<t i=0 )
Inversement, on vérifie que (3.5) satisfait (3.4) par calcul direct. [

Théoréme 3.2.2. Supposons que (Hs) et (Hs) ainsi que l'hypothése suivante sont
satisfaites

(Hy4) ils existent des constantes diy, (1 =0,1,-+- ,m—1; k=1,2,--- p) telles que
H%k(u(tk)) H < dil|u(ty)|| pour chaque u € PC(J,R™).

St la condition suivante est satisfaite

S
3

&= dl(g(T) —g(ty)) < 1. (3.13)

7!
k=1 i

I
o

Alors, le probléme (3.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve. Comme F vérifie les hypotheses (Hz) et (H3), d’apres le Lemme 3.1.6 F' est de
type s.c.i. donc par la Définition 3.1.4, I'opérateur de .# associé a F' est s.c.i. a valeurs
non vides fermées et décomposables i.e., F vérifie la propriété (BC'). Par conséquence
du Théoreme 3.1.5, .%# admet une sélection continue i.e., il existe une fonction continue
f: PC(J,R") — Lk.(J) telle que f(u) € F(u) pour chaque u € PC(J,R"). Par la
relation (3.3), on a donc

f(u)(t) € F(t,u(t)) pp. t € J.

Pour montrer 'existence de solution pour le probleme (3.1), il suffit d’étudier le probleme

(3.4) avec f(t) = f(y)(s), t € J. Considérons 'opérateur L : PC(J,R") — PC(J,R")
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3.2. Existence des solutions

défini pour tout t € J par

L(u)(t) = no + 2_: %(g(t) —g(0))" + ﬁ/o g (s)(g(t) — g(s))" " f(u)(s)ds
*‘E:Siﬁﬂ%zﬁww—gWD7 (3.14)

0<ty<t i=0

D’apres le Lemme 3.2.1, il est clair que les points fixes de I'opérateur L sont les solutions
du probleme (3.4). Ceci revient a dire qu'’il suffit de montrer que L admet un point fixe.
Pour cela, on va utiliser le théoreme de point fixe de Schaeffer (Théoréme 1.6.3). La preuve
se fait donc en cing étapes.

Etape 1 : PC(J,R") est convexe et 0 € PC(J,R").

Il est clair que 0 € PC(J,R™). Montrons qu’il est convexe. Soient u,v € PC(J,R") et soit
Aef0,1],on a

u € PC(J,R") & ug € Crn(Ji), k=0, ,petil existe u(t;) et u(t]) ot u(t;) = u(ty)

v € PC(J,R") & vy € Cra(Ji), k=0, ,petil existe v(t;) et v(t)) onv(ty) =v(ty).

Nous avons,
(Au+ (1= M) (1) = Aulty) + (1= Mo(ty)
= Au(ty) + (1 = Nv(ty),
et
Ay + (1 = A)vg € Crn(Jy).
Donc

(Au+ (1 —=X)v) € PC(J,R").
D’ou la convexité de PC'(J,R™).
Etape 2 : L est continue.
Soit (uy,), une suite de PC(J,R") telle que (u,), converge vers u dans PC(J,R"™). Pour

tout t € J, nous avons




3.2. Existence des solutions

- Hﬁ/ g()(a(t) = 9(5)™ Flwn)(5)ds + Y Z%k(u-”(t’“)) (9(5) — g(t))’

Utilisant la croissance et la positivité de g, il vient que

[ L(un)(t) = Lu)(t)]|

1 «@
Sm”f(un>_ uHoo(g —9(0 )

+ || Fin(wn) = ()]

< ;Hf(um — F@)]| (1) = 9(0))" + || Fir () — Fa(w)[| D s
k=1
= Tl ) = 7@l (o(T) = 9(0)" +p ]| Fun) — Fan(w)].
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3.2. Existence des solutions

Comme f et % sont continues, on conclut que

[£0) = L], < g ) = @] (D) - 9(0)°
+p ed T)”gﬂik un — Qﬂzk(u)Hoo m 0

d’otut la continuité de L.

Etape 3 : L transforme tout sous-ensemble borné en un ensemble borné dans
PC(J,R™).

Soient B, = {u € PC(J,R"), |lullpc < a} un sous-ensemble borné dans PC(J,R") ol a
une constante positive et soit u € B,,.

On a, pour tout t € J (rappelons que f(u)(t) € F(t,u(t)) p.p. t € J)

@l = o+ 32 560 = 90)' + 5 [ 9660~ o) s

+ Y Z_M@(t)—g(tk))i

7!

<M|+Z‘?§'<<t>— <o>>l+ﬁ/9’<><g<t>—g Tl ds
m=1 | i (u(ty)
+ D Z‘ (i! )H(g(t) g(t))’

Les fonctions g et ¢’ étant croissantes, on a pour tout ¢t € J

[Lu) (D] < |no| + Z ‘"Z 9(0)" + ﬁg'm(gm U tHf(U)(s)llds
* ZmZ (Z(t'“» | (o(7) — g(t))’
Par I'hypothese (H,), :nk:ro:ve
[L@) @] < |no \+Z ‘"Z 9(0))’ +ﬁg'<T>(g<T> —9(0))"" OtHf<u><s>||ds
+O;k<t;i—if(g( — g(t))"[|u(ts)]
< |no| + mg: %(y(ﬂ —g(0))" + ﬁg’(T) (9(T) — 9(0))*"

X/o sup || f(u)(s)|ds + Z Z%(Q(T)—g(tk))i sup |Ju(te)||-

s€[0.T) o<tr<t i=0 t,€[0,7]
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3.2. Existence des solutions

L’hypothese (Hs) implique que

||L(u)(t)||Slno\+i:h—i‘(9(T)—g(0))i L @) () - g0)* " [ M(s)ds

—~ il I'(a) 0
e Y3 (o(r) - gt

=l + 3 o0 - 00 + Do) - 00 ]
e 3o 3 B o(r) - g0

Il résulte par la relation (3.13),

el < b+ 52 Lt 50) s o) =0 ] 2l
(3.15)

Par conséquent, pour tout u € B,,
12| e < [10] + Z "71 9(0))" + ﬁg'm (9(T) — 9(0))"[|M]], + Za.

On déduit qu’il existe une constante positive K telle que

12| e = K.
= | + Z 1 gy — g0y + g7 (Do) = 9(0)" 1], + Za.

Ce qui montre que L(B,) est borné dans PC(J,R").

Etape 4: L transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans
PC(J,R™).

Soient 7,75 € Jy, k=1,---,p, 71 < Ty, B, un ensemble borné dans PC(J,R") (défini

dans I'étape 2) et soit u € B,. Par définition nous avons,

M+ (o) — g(t) + I() /j 9 (5)(g(r2) = 9()" " fu)(s)ds
Ly S L)) (g r2) — glt)) = m - > % (o(r0) - g(00)
- ﬁ / § () (o(m) — 9(2)" " F)shds — 3 Y w(m) ~g(t))’

0<tk<7'1 =0
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3.2. Existence des solutions

z ((atm) = 9(0)' = (o) = 90))") + g7 | 900 ) = )" )51

_ 1

1 T , o1 1 , -
+W/n g'(5)(9(r2) = 9(s))" " f(u)(s)ds — m/g g'(s)(g(r1) = g())™ f(u)(s)ds

X zp:ml j’k(:j(tk)) ((9(72) _ g(tk))i _ (9(7‘1) - g(tk:))l> H

k=1 =0

< Z % (9(r2) = g(t))" = (9(n) — g(tk))i‘

+ﬁ/oﬁ 9’(8)‘(9(72) —9()" = (9(n) —9()" " |[If () () || ds
o [ 9]0t )il

N 1M (12) — g(t " (g(m) = g(t)'].
+ZZ ‘ 2) — g( k)) (g( 1) — 9g( k)) ‘

k=1 i=0
Par I'hypothese (H,) et les relations (A4;) et (A4) on obtient (gardons en téte la positivité

et la croissance de g)
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3.2. Existence des solutions

Par la relation (A4) et la croissance de g, on obtient
[ L(u)(72) = L(u) (1)
< 5 — i—1—
< (o)~ gfr) Y- 205 gy ()

i (o) — ) [ mz ("7 atsre- S ot o
x[[F@)()]ds + (9(r) = (7)) ; Ju(ts)| m; %Z:; (;-)9@ )™
x jz;gw 'y(n)
< (g(m) - 9(m)) mZ Wl gy
+ F<1 ) / g'(s>§ (ml 1)g<T>“}|f<u>(s)Hds
+ o) = atr) [ mZ ("7 "atrr zégm ~1g(7)
B (o) =) 3 ot} 3= % 3= (ot
x ig(TV ~lg(T)
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3.2. Existence des solutions

En vertu de (Az) et (Ajs) et la croissance de ¢’ on trouve, puisque u € B,, que

| L(u)(2) = L(u)(1)]| < (9(r2) — g(71))

k=1 =0
< (9() — o)) Y- ;120
gy D [ s 7))
(m =2 s T
D) o) —g(m) [ s | ste)ds

En utilisant 'hypothese (Hj), il en résulte que

12(w)(72) = L) ()| < (9(72) = 9(m)) i G '172"1)!51(7’)“ + %g'mgm“l

/ LM }(lo)jm 2 )y 2(9(r) ~ 9()

/ M(s)ds + a(g(2) — Y Qid -1
kzl =0
< (o) - str) | 2 'ﬁ"'l)!gm“ " %uwlgm
L, 2id i 2m—1 -
+ak2; =0 ) :| i F(Oé /1 M S

Quand 7, — 79, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers zéro, ce qui montre
que L(B,) est équicontinue.
D’apres les étapes 2 — 4 et le Théoreme d’Ascoli-Arzela 3.1.1, L(B,) est relativement

compact pour tout borné de PC(J,R™). Alors I'application est complétement continu.
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3.3. Unicité de la solution

Etape 5: L’ensemble ¢(L) = {u e PC(J,R"),u = AL(u) pour certains 0 < A < 1}
est borné.

Soit u € g(L), alors u = AL(u) pour certain 0 < A < 1. Donc pour tout ¢ € J on a

mw=AQm+Z;%@w—ng+f%5£gﬂwww—mgf1ﬂw@m5
Alors
el e = AL pe = AIZ@) | e < ()] e
Par la relation (3.15), on a
il < Il + 32 B 6(7) = 600)) + s D) (oD = 900) " |4+ 2

D’ol, moyennant la relation (3.13),

|70 + z L (g(1) = 9(0))" + w59/ (T) (9(T) — 9(0))* || M|,
HUHPC = 1—-%

Alors , il existe une constante R > 0 telle que H ||PC < R i.e., (L) est borné.

= R

On déduit du Théoreme de point fixe de Schaeffer (Théoreme 1.6.3) que L admet au moins
un point fixe u i.e., il existe une fonction u € PC(J,R"™) telle que u = L(u) autrement

dit, pour tout t € J, u(t) = L(u)(t), et donc

wwm+i%m>mwﬁ@£ﬂxw—wW#ww$

0<tp<t i=0
Par conséquent du Lemme 3.2.1, u est est un solution du probleme (3.4). Ceci termine la

preuve du Théoreme 3.2.2. [ |

3.3 Unicité de la solution

Théoreme 3.3.1. Supposons que (H1), (Ha) et (Hs) ainsi que Uhypothése suivante sont
satisfaites

(Hs) il existe une constante positive b telle que
| f)(t) = f()(&)|| < bllu — v]lpc pour tout u,v € PC(J,R™),
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3.3. Unicité de la solution

ou f est la sélection obtenue dans la preuve du Théoréme 3.2.2.s1

% = ﬁ(gm —g(0)" + DD gry <1 (3.16)

k=1 =0

Alors léquation (3.4) admet une solution unique sur J.

Preuve. D’apres la preuve de Théoreme 3.2.2, les points fixes de 'opérateur L sont les
solutions du probleme (3.4). Dans cette partie, on va utiliser le théoreme de point fixe de
Banach(Théoreme 1.6.2). Pour cela, il suffit de montrer que L est une contraction.

Soient u,v € PC(J,R™). Alors Pour tout t € J et la relation (3.14) on obtient

[L(u)(t) = Lw)(®)]| =

M+ Y (o) —9(0))i+ﬁ/otg’(s)(g(t) g()" ) (s)ds

) Hﬁ/ g/ (5)(a(t) = 9(5))" " (F)(s) = F0)(s))ds
s ~ (9(t) _i!g(tk)) (%k(u(tk)) - (U(tk)))H

< a7 | 96 - g<f”>)a‘1Hf<u><8> — /@)l

) (9() —ﬂg(m) | s (ut)) — 2 (0i20)|

b ! / a-1
L)) = L) < e =vlne [ ) (alt) = a(a))" s
£33 ) g(00) ) — ()|
) . t
ar(a)||u—v|‘pcl_ (9(t) — g(s)) } 0
£ 30 o) sup [uten) — vie)|



3.4. Stabilité de solution

b

— m”u — UHPC(g(t) - 9(0))a

+ ||lu = vl pe Z Z Cm tk))

0<tr<t t=0

La croissance et la positivité de la fonction g, nous amene a déduire que

00~ L] < g = leoT) = o)+ vl = 3%
b Cik
- (o s 5 5 m)ho-i

= Z|lu —vlpc.
Donc, pour tout t € J, on a

| L(u) — < ZAllu—v|pc.

()]l pe

Si la relation (3.16). On déduit que L est une contraction. D’apres le Théoreme 1.6.2, L

admet un point fixe unique qui est une solution du probleme (3.4). |

3.4 Stabilité de solution

Théoreme 3.4.1. Supposons que toutes les hypothéses du Théoréme 3.5.1 sont satisfaites.

Alors la solution de 'inclusion (3.4) est uniformément stable.

Preuve. Soient u une solution du probleme (3.4) et 4 une autre solution de (3.4) vérifiant
la condition w(0) = 7y telle que 779 € R. D’apres la preuve de Théoreme 3.2.2, u et @ sont
des points fixes de 'opérateur L, c’est a dire u(t) = L(u)(t) et

u(t) = L(u)(t). En vertu de la relation (3.14), pour tout ¢ € J, on a

olt) = 6) = m =0+ = [ 60000~ 9(6) ™ (F@(6) — @)
£33 5000 — gtte)) (Fult) — Sul@)). 317
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3.4. Stabilité de solution

Alors,

lu() = a(®)]] =

1 t a—1 _
=i+ 7y | 9600 =9)* (F)(s) = S(@()ds
1
3D BT

0<tp<t i=0

—gf00)'(Sn(uten) — An(alnn))|

< =] + s [ 9600 = 9 w(s) = (s s
+ Z Z; 1) — gt))' | e () — e () |

Par les hypotheses (#1) et (Hs) on obtient,
Jue) = (0] < =]+ o= alle [ 96 )~ g(6) s

=Y P g0 — gl) futte) — (e

0<trp<t i=0

lu — @]l pe { — (g(t) - 9(8))a}

t

< }770—770“-

b
al'(«)
s Z_Cg—'{“(gu)—g(tw)itsgllu(tk)—u<tk>H

0

0<tp<t i=0
N b
:|770_770|+m (gt )
Fle=ale 3 5 %000 - at))
0<trp<t i=0

g étant croissante et positive, on aura alors

Jut) = a)| < |0 — o + ﬁnu—aum( (T) - 9(0)"
tllu—llre Y Z%
— — b a = Cik i
:|770—770|+||U—U||Pc(r(a+1>(9(T)—9(0)) F Y Y 2em)).

De (3.16), il vient que

[u(t) — a(t)|| < [0 — 70| + Zllu — | e
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3.4. Stabilité de solution

Donc, pour tout t € J, il résulte que
lu —allpo < |10 — 70| + Allu — ul po-

Puisque %, < 1, on obtient

1
Ju=llre < 7= |m — .

De plus, si }170 — 770‘ < 0, alors pour tout € > 0. En prenant § = ¢(1 — %) > 0, on obtient

|u — @||pc < €. En conclusion,

Ve>0,3d(e) >0,

770-770‘ <= ||U—a||pc<€.

Ce qui montre que la solution de probleme (3.4) est uniformément stable. |
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Appendice

Définition 3.4.2. (Formule du binéme de Newton)

Sotent x et y deux réels et n un entier naturel non nul. On a

k=0

En particulier

k (Z) =n2" L
k=1

Proposition 3.4.3. Pour tous réels x et y et tout n € N*, on a

Définition 3.4.4. [7]( Transformée de Laplace)

On appelle transformée de Laplace d’une fonction localement intégrable f de R, dans R

(ou C) la fonction

+o0
C{f}(s) = / e f(t)dt.

Il est parfois utile de savoir dériver une fonction définie par une intégrale dont les

bornes dépendent du parametre.
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Appendice

Proposition 3.4.5. [19]( Théoréme fondamentale de l’analyse)
Soient I, I, C R deux intervalles, a : I} — Iy et b: I, — I des fonctions de classe Ci (1)
et f: I x I — R une fonction continue qui admet en tout point une dérivée partielle

a—(-,t) qui elle-méme est continue sur I X [a,b]. Alors la fonction h : I; — R définie par
x

(x)
o= | ( i,

est de classe Ci(I1) et on a

b(z)
W)= [ V) ) a0 ) (45)

Définition 3.4.6. [12|(Stabilité)

Considérons le probleme de Cauchy suivant

z(t) = f(t,x), t >0 (o)
z(0) = .

Une solution z(-) du systéme (Ag) est dite stable si pour toute autre solution y(-) du

systéeme, on a

Ve >0, 36 > 0, [|2(0) — y(0)]| < 6 = [|lz(t) — y(t)|| < <.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons mis le point sur I’'étude des dérivées fractionnaires
généralisées de Reimann-Liouville, et de Caputo. Afin de mettre en exergue cette derniere
notion, nous avons présenté des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir I'exis-
tence, I'unicité et la stabilité d’une inclusion différentielle impulsive d’ordre fractionnaire
dans un espace de dimension finie, a travers le théoreme de point fixe, théoreme d’Ascoli-

Arzela et la théorie de I'analyse multivoque.
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