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Introduction

L’étude des inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux mono-
tones a fait I'objet de plusieurs livres et articles, on peut citer par exemple [1], [2], [4], [5],

[6], [7], 18], [10], [14], [20], [27], [29], parmi d’autres références sur le sujet.

Le papier [20] traite une classe de problémes d’évolution du premier ordre régie par
des opérateurs maximaux monotones dépendent du temps, variant au sens de la pseudo-
distance introduite dans |28] (voir (1.9) pour sa définition). Quelques années aprés, dans
la lignée de cet article, des variantes ont été considérées, voir par exemple [4], [5], [6], [14],
[16], [26]. Actuellement, le cas des inclusions différentielles du premier ordre régies par des
opérateurs dépendant du temps et de I’état a été étudié dans [21] (en dimension finie) et
dans [24] (en dimension infinie). Dans ce mémoire, on s’intéresse au cas du second-ordre
de cette classe de problémes d’évolution. On a mené dans ce mémoire une étude détaillée

d’une partie du papier récent [13].

Un bref schéma du contenu présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit : Le
premier chapitre est intitulé “Préliminaires”. Il comporte des notations et quelques espaces
usuels. Aussi, il réunit un ensemble de définitions, propositions et théorémes sur I’analyse
fonctionnelle ainsi que les propriétés fondamentales des opérateurs maximaux monotones
qui vont nous servir de clé dans le chapitre qui suit. Dans le deuxiéme chapitre intitulé
“Résultats principaux”, on s’intéresse a 'étude d’existence de solutions au probléme du
second ordre suivant, dans un espace de Hilbert H,

( x(t) = o + fg u(s)ds, Vtel
2(0) = 0, u(0) = up € D(A(0,20))
—u(t) € Agawyu(t) pp.tel

| u(t) € D(Agary), Vt € 1,

(P1)

ot [ :=[0,T], A1) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de I'état
qui varie de maniére absolument continue en temps et du type Lipschitz en état, au sens

de la pseudo-distance (voir I'hypothése (Hs)). Pour bien mener cette étude, on démontre

i
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d’abord un lemme important permettant le passage du cas d’opérateurs dépendant du
temps au cas dépendant du temps et de ’état pour les inclusions différentielles du premier

ordre
—U(t) < A(t,x(t))u(t), pp-t € I, ze W1’2([, H),

(Po) § u(t) € D(Apaqy),Vt €1
u(0) = ug € D(Az(0))-
Dans notre développement, on réduit le probléme au premier ordre. Aprés, on construit
un ensemble, on définit convenablement une fonction dans le but d’appliquer le théoréme
du point fixe de Schauder.

Ensuite, on considére le probléme perturbé

x@) 0+j5 s)ds, Vtel
(0) = 20, u(0) = ug € D(A(o,zy))
uﬂeAm7 u(t) + ft,z(t),u(t)) pp.tel

(
| u(t) € D(Aawy), vt € 1,

8

ou f: I x HXxH — H est une perturbation univoque satisfaisant & des conditions
appropriées. La démonstration s’appuie essentiellement sur les techniques et idées utilisées

dans I'étude d’existence de solutions pour (P).

Ce mémoire se termine par le chapitre 3 intitulé “Cas particulier du processus de la
rafle”. En effet, des théorémes du chapitre précédent découlent les résultats d’existence
correspondants aux problémes suivants

(

x(t) = o—l-fo tel
(Py) —u(t) € Neg, mwﬂ p.p.tel,
u(t) € C(t,z(t)), tel
| 4(0) = uo € C(0,20), (0) = w0 € H;
et
(x(t 0+f0 s)ds, tel

)=
—u(t) € Neawu(t) + f(E,2(t), ut)) pp.tel,
u(?)

(t) e C(t,z(t), tel
u(0) = up € C(0,20), z(0) =z € H.




Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons des notions de base, quelques résultats fondamen-
taux utiles, notamment les définitions et les propriétés des multi-applications et celles des

opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

1.1 Notations générales et espaces usuels

Tout au long de ce mémoire nous adoptons les notations suivantes :
e R est I'ensemble des nombres réels.
e R, est ’ensemble des nombres réels positifs.
e N est I’ensemble des entiers naturels.
e [:=1[0,7], T > 0 est un intervalle fermé borné de R.

e H est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-) et de la norme
associée || - |.

e S est Padhérence d’'un ensemble S (S C H).

e 0S5 est le plus petit convexe fermé contenant I'ensemble S (S C H).

e By(0,7) est la boule fermée dans H de centre 0 et de rayon r.

e By est la boule unité fermée dans H.

e L(I) est la tribu de Lebesgue sur I.

e B(H) est la tribu borélienne sur H.

e P(X) ou 2% est I'ensemble des parties d’un ensemble X.
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e — désigne la convergence faible.

— désigne la convergence forte.

e 15 est la fonction caractéristique d'un sous-intervalle S de I, définie par 1g5(z) = 1

siz € S et 0 sinon.

e Cy(I) est lespace des fonctions continues de I dans H muni de la norme de la

convergence uniforme ||zl = sup ||z(t)]-
tel

e i ou x’ (resp. &) est la dérivée premiére (resp. seconde) de x : I — H quand elles

existent.

e [h(I), p € [1,+00], est I'espace des fonctions mesurz;bles x : I — H telles que

T
/ la()Pdt < +00 muni de la norme [l2]|z ;) = (/ () [Pdt) .
0 0
Si p = 2 alors L%(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ) L2,(D)

pour tous f,g € L3(I)

(f,9) 2.y :/0 (f(t),g(t))dt.

e [$55(I) est 'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées définies sur [

a valeurs dans H muni de la norme
[l = inf{e >0 If (O] < ¢ pp.}.
e WH2(I, H) est 'espace des fonctions = : I — H absolument continues a dérivée

dans L%(I) et on note W'2(I) si H = R.

e W22(I, H) est I'espace des fonctions z : I — H absolument continues a dérivée w

absolument continue avec w dans L% ([).
o [y est I'identité de H.
® D.p. presque partout.

Une bonne partie du contenu du chapitre a été prise des références |3|, [8], |9], [25]-

1.2 Rappels et résultats fondamentaux

Dans tout ce qui suit X est un ensemble non-vide.

Définition 1.1. Soit I' C P(X). Alors, I est dite topologie si

1.0erl’, Xel.
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2. Toute intersection finie d’éléments de I appartient a I.
3. Toute réunion quelconque d’éléments de I' appartient a I.

Dans ce cas, le couple (X, I") est dit espace topologique.
Les éléments de I' sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Caractérisation 1.2.

Soit (X, I") un espace topologique. On dit qu’une partie V de X est un voisinage de x € X
sl existe un ouvert U de X tel que x € U C V.

On appelle adhérence de A notée A le plus petit fermé contenant A.

On appelle intérieur de C' noté Int(C) le plus grand ouwvert de X inclus dans C.

Définition 1.3. On dit que X est un espace séparé si pour tous points distincts x et y
dans X, il existe un voisinage V, de x dans X, et un voisinage V,, de y dans X tels que

VeNV, =0.

Définition 1.4. On appelle tribu sur X toute famille X de parties de X telle que :
L. heX.
2. X est stable par passage aux complémentaires.

3. X est stable par passage auzr réunions dénombrables.

Dans ce cas, le couple (X, X)) est appelé espace mesurable.

Définition 1.5. (Application mesurable)
Soient (X1, X1) et (Xo,Xs) deuz espaces mesurables. Une application f : (X1, X1) —
(X3, Xy) est dite mesurable si f~1(A) € Xy, pour tout A € Xs.

Définition 1.6. Soit (X, X)) un espace mesurable. Une mesure sur (X, X) est une appli-
cation p: X — [0, +o00] vérifiant
L. u(0)=0.
2. Pour toute famille {A,, n € N} d’éléments de X deux a deuz disjoints (c’est-a-dire
que A, Am =0 lorsque n #m), on a la propriété de o-additivité dénombrable
p(U A,) = 3 ().
On dit alors que (X, X, ) est un espace mesure.

Lorsque 1(X) < 0o, on dit que la mesure u est finie.

Un ensemble A est dit p-négligeable s’il existe B € X tel que A C B et u(B) = 0.
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Définition 1.7. (Mesure de Lebesgue) Soit (R, B(R)) l’espace mesurable R muni de sa
tribu borélienne. Il existe une unique mesure notée \ sur cet espace mesurable qui posséde
les deux propriétés suivantes :

(1) Va e R,VA € B(R) : Aa+ A) = A(A),

(2) A(]0,1]) = 1.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R. De plus, on peut montrer qu’elle coin-
cide avec la notion de longueur sur les intervalles, c’est-a-dire que la mesure de Lebesgue

d’un intervalle est égale a la longueur de cet intervalle.

Définition 1.8. (Propriété vraie pu-presque partout)
On dit qu’une propriété est vraie p-presque partout sur ’espace mesuré (X, X, u) si la
propriété est fausse sur une partie p-négligeable de X, on note pup.p.

St 1 est la mesure de Lebesque, on écrit p.p. pour simplicité.

Définition 1.9.

L’application d : X x X — [0, +o0[ est une distance sur X si pour tous z, y, z € X, on a
1. d(z, y) =0 si et seulement si x =y,
2. d(z, y) = d(y, ©),
3. d(z, z) < d(z, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Exemple 1.10. Tout espace métrique est séparé.

Définition 1.11.
Soient (X, d) un espace métrique, S C X et xg € X, alors

d(xg,S) = infd(zo, x),
€S
d(xo, S) est la plus petite distance entre le point xq et les points de S.

Définition 1.12. Soient S;, Sy deux sous-ensembles de H. La distance de Hausdorff entre
S et Sy est définie par

dp (51, S2) = max (Sup d(x,S1), sup d(z, 52)> : (1.1)

€S> TESY

Définition 1.13. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou compleze, de di-
mension finie ou infinie, toute application x — ||z|| de X dans Ry vérifiant les conditions
i)VeeX: |z]| =0 2=0,
ii) Ve € X, VA € R ||z = |A] ||zl
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iii) Vo, y € X |z +y| < ||l + ||yll-

Toute norme définit naturellement une distance : d(z,y) = ||z — y||.
Définition 1.14. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ||-||) ot X est un espace
vectoriel et || - || est une norme sur X.

Définition 1.15. Soit X un espace métrique. La suite (x,)nen est dite une suite de

Cauchy si et seulement si :

Ve >0,3ng € N\Vp, g € N,p>qg>mng: |z, — x4l <e.

Définition 1.16. Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. On dit que (X, | - ||) est un
espace complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour || - ||, composée d’éléments

de X, admet une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.17. (Continuité séquentielle)

Soient (Xy, I'1), (Xo, I'y) deux espaces topologiques et f : X; — Xy. La fonction f est
dite séquentiellement continue en x € Xy si pour toute suite (x,) C Xy telle que v, — x,
alors, on a f(x,) — f(x).

La fonction f est séquentiellement continue sur Xy si elle est séquentiellement continue

en tout point de X;.

Remarque 1.18. Dans les espaces métriques, la continuité séquentielle est équivalente a

la continuité.

Définition 1.19. Soit (X, ") un espace topologique et soit A C X. On dit que A est dense
dans X si A = X.

Définition 1.20. On dit qu’un espace topologique (X, I") est séparable s’il existe un sous-

ensemble A C X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.21. (1) Un recouvrement de X est une famille (A;);c 1 de parties de X telle
que X C |J A

iel
Si de plus, I est un ensemble fini, on dit que (A;);c; est un recouvrement fini de X .
(2) Soit (A;);er un recouvrement de X. Soit J C I tel que X C |J A;, on dit que (Aj) e
jeJ
est un sous-recouvrement de (A;)ier.

(3) Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);c tel que X C |J Us;.
i€l

Définition 1.22. On dit que (X, I') espace topologique est compact s’il est séparé et de

tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.



1.2. Rappels et résultats fondamentaux 6

Définition 1.23. Soit (X, I') un espace topologique. On dit que

(i) K C X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut exrtraire

un sous-recouvrement fini.
(ii) A C X (o X est séparé) est relativement compact si A est compact.

(i11) D C X est compact si et seulement si D est fermé et relativement compact.

Caractérisation 1.24. Soit X un espace métrique.
(i) Un sous-ensemble K de X est dit relativement compact, si de toute suite dans K
on peul extraire une sous-suite convergente dans X.
(ii) Un sous-ensemble D de X est dit compact, si de toute suite dans D on peut
extraire une sous-suite convergente dans D.
(7ii) Un sous-ensemble F' de X est fermé si et seulement si toute limite (dans X)

d’une suite a valeurs dans F appartient a F.
Proposition 1.25. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Tout compact d’un espace séparé est fermé.

Soient F, X deux espaces normés, (f, : X — FE),cn une suite d’applications et

f: X —FE.

Définition 1.26. (Convergence ponctuelle)
On dit que (fn)nen converge ponctuellement vers f (sur X) si et seulement si, pour tout

r € X, la suite (fn(x))nen converge vers f(x) dans E.

Définition 1.27. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)nen converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si :
Ve>0,IN e NVn € N,Ve € X, (n> N = ||fu(z) — f(2)| < e).

2) Sila suite (fn)nen et Uapplication f sont bornées, alors (fn)nen converge uniformément

vers [ sur X, si et seulement si

sup || fu(z) — f(2)]| = 0.
zeX

Définition 1.28.
Soient X un espace topologique et X' = {f : X — R/f linéaire continue} son dual
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topologique. Soit f € X' et soit

PYr X —R
x— pp(z) = (f, 2)x x,
ow l'on note (-,-)x x+ les crochets de dualité.
Lorsque f parcourt X', on obtient une famille d’applications (@) fexr. On appelle topologie

faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications (o) rex: continues

sur X et on la note o(X, X’).

Définition 1.29. (Convergence faible)

Soit (x,) une suite de points de X, alors on a

Ty — T <= <f733n>X’,X — <f, $>X’,X Vf e X'

On note que la convergence forte entraine la convergence faible.

Définition 1.30.
Soient X un espace topologique et X' son dual topologique. Soit x € X et soit

0 X' — R
fr—=0.(f) = (f,2)x x.

Lorsque x parcourt X, on obtient une famille d’applications (o, )zex. On appelle topologie
faible* sur X', la topologie la moins fine sur X' rendant les applications (vg).ex continues

sur X' et on la note o*(X', X).

Définition 1.31. (Convergence faible*)

Soit (f,) une suite de points de X', alors on a
fn - & <fm$>X’,X — <f,l’>X/7X Ve e X.

Définition 1.32. (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel réel. Un produit scalaire
sur H est une application de H x H dans R qui associe a tout couple (x,y) le produit
scalaire noté (x,y) telle que

(1) L’application x —— (x,y) est linéaire, i.e., pour tous y,x1,x2 € H, ay, 0 € R on a
(171 + aaza,y) = a1 (w1, y) + as(x2,y),

(13) Pour tous z,y € H, on a : (z,y) = (y, ).
(1ii) Pour tout x € H, on a : (x,z) >0 et ({x,z) =0 < = =0).
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Définition 1.33. Un espace préhilbertien (réel) est un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (H, (-,-)). Sur cet espace, on définit une norme par |z|| = \/{(z,z), x € H, dite

norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.34. Un espace de Hilbert réel est un espace préhilbertien (réel) complet, i.e.,

un espace vectortel muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme associée.

Théoréme 1.35. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit H un espace préhilbertien, alors,

on a pour tous v,y € H

[z 9)| < V{w,2)V/ (y.y)- (1.2)
De cette inégalité, résulte la continuité des applications de H dans R : z — (x,y) et
y — (z,9).
Théoréme 1.36. (Théoréeme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Soit E un espace de Banach, soit E' son dual topologique. La boule unité fermée dans E’

notée By est compacte pour la topologie o*(E', E).

Corollaire 1.37. Soit H un espace de Hilbert. Alors
Toute suite convergente de H est bornée.
Toute suite bornée dans H admet une sous-suite faiblement convergente.

Soit (x,) C H, si x, — x, alors (||x,]|) est bornée et ||z|| < liminf ||z,
n—oo
Définition 1.38. Un ensemble S C H est conveze si
Ve, y € S,Vt € [0,1]: te+(1—t)y € S.

Exemple 1.39. Pour tout x € H et r > 0, la boule centrée en x et de rayon r (ouverte

ou fermée) est conveze.

Définition 1.40. Soit un intervalle [a,b] de R. Une fonction ¢ : [a,b] — H est dite
absolument continue si pour tout réel € > 0, il existe & > 0 tel que pour toute suite finie
([an, bn])n<n de sous-intervalles de |a,b] d’intérieurs disjoints,

Z(bn —a,) <6 = Z [ (bn) — @lan)|| <e.

n>0 n>0
Théoréme 1.41. Soit un intervalle [a,b] de R. Une fonction ¢ : [a,b] — H est dite
absolument continue si et seulement si il existe une fonction g intégrable sur [a,b] telle

que pour tout x € [a,b] on a

g=¢ p.p.
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Remarque 1.42. Soit une fonction ¢ : [a,b] — H.
1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.
2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

3. Toute fonction continue est mesurable.

Définition 1.43. (Fonction du type Lipschitz)
Soit o : I — H. On dit que @ est du type Lipschitz de rapport L >0 si et seulement si

Va,yel:|e()—e@l <Llz—yl
On dit que @ est une contraction si, elle est du type Lipschitz de rapport 0 < L < 1.

Remarque 1.44.

Toute fonction du type Lipschitz est absolument continue.

1.3 Multi-applications et sélections

Pour commencer, nous définissons les multi-applications, aussi appelées correspon-
dances, applications multivoques ou multi-fonctions. Pour plus de détails sur les propriétés

des multi-applications, on peut se référer par exemple a [3] et [17].

Définition 1.45. Soient X, Y deux ensembles non-vides, on appelle multi-application
définie sur X a valeurs dans Y toute application de X ayant ses valeurs dans 2¥. On

note

F:X=2Y ou F:X—2Y,

c’est a dire pour tout x dans X : F(x) est un sous-ensemble de Y.

Définition 1.46. Soit F': X =Y une multi-application.
On appelle domaine de F noté D(F) l'ensemble

D(F)={x € X : F(z) # 0}.
On définit l'image de F notée R(F) par

RF)={yeY:meXycFa)}= ] Fl)

z€D(F)

On définit le graphe de F noté Gr(F) par

Gr(F)={(x,y) e D(F)xY 1y € F(z)}.
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Définition 1.47. Soit F : X =Y une multi-application a valeurs non-vides. On appelle
sélection de F toute application f: X — Y wvérifiant f(x) € F(x), Vo € X.

Définition 1.48.
Soient (X, I') un espace mesurable, Y un espace métrique, et F : X =Y une multi-

application. On dit que F' est mesurable si pour tout ouvert V de 'Y

FlV)y={ze X, Fla)NV £0} € I
Exemple 1.49. Toute multi-application constante est mesurable.

Théoréme 1.50. Soient (X, ") un espace mesurable, Y un espace métrique complet sé-
parable et soit F': X =Y une multi-application mesurable a valeurs non-vides fermées.

Alors, F' admet au moins une sélection mesurable.

Définition 1.51. Soit E un espace normé. Soit F' : I = E une multi-application me-
surable. La multi-application F est dite intégrablement bornée si il existe h € LL(I) telle

que
sup{|lyll,y € F(t)} < h(t) p.p.t €L

Théoréme 1.52. Soit F': [ = E une multi-application mesurable intégrablement bornée
a valeurs non-vides convezes faiblement compactes dans un espace de Banach séparable E.
Alors, S} est conveze et compact pour la topologie faible de Ly (I), ou Sk est I'ensemble

des sélections intégrables de F défini par

Sp=A{f€LpI): f(t) € F(1) }.

On rappelle un résultat de [11], adapté au contexte étudié dans ce mémoire.

Théoréme 1.53. Soit G : I = H une multi-application mesurable intégrablement bornée

a valeurs converes compactes, alors la multi-application intégrale

/OT G(s)ds = {/OTQ(S)ds,g S 5%;}

est convere compacte.

1.4 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.54. Un opérateur A : H =2 H est dit monotone si pour tous x1, x5 € D(A)
et tous y; € Axy, Yo € Axo, on a

(T1 — 22,91 —y2) > 0. (1.3)
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Définition 1.55. Un opérateur A : H = H est dit maximal monotone s’il est monotone

et si toute extension monotone de A coincide avec A.
Proposition 1.56. (Théoréme de Minty) Soit A : D(A) C H =2 H, on a équivalence
entre les deuxr propriétés suivantes :

1. A est mazimal monotone.

2. A est monotone et R(Iy + AA) = H, pour tout A > 0.

Définition 1.57. Soit S un sous-ensemble de H. Le cone normal de S en x € H défini
par

Ns(x)={ye H: (y,z—x) <0Vze S} (1.4)
Si S est convere fermé, alors Ng est un opérateur mazximal monotone. Il est a noter que

D(Ns) = S.

Définition 1.58. Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone. Alors, pour
tout © € D(A), Ax est non-vide conveze fermé. De plus, il existe y € Ax unique appelé

élément de norme minimale de Az, noté A%z tel que |ly|| = inf{||z|, z € Az}.

Définition 1.59. Un opérateur A : H = H est dit demi-fermé si la condition suivante
est satisfaite : Si x, € D(A),y, € Az, tels que x,, — x et y, — y dans H alors x € D(A)
ety € Ax.

Proposition 1.60. Tout opérateur maximal monotone est demi-fermé.

Définition 1.61. Soit A : D(A) C H = H. On appelle l'opérateur J* : H — H défini
par

= Iy +AA) 7 (1.5)

la résolvante de A, et Uopérateur Ay : H — H défini par

1
Av=5Un - I, (1.6)

PUapprozimation de Yosida de A, pour tout A > 0.

Les opérateurs Ay, Ji* sont univoques et définis sur l’espace H tout entier. On a
Jiz € D(A) et Ay(z) € A(J{'x), pour tout = € H, (1.7)

| Ax(z)|| < ||A°2, pour tout x € D(A). (1.8)
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Définition 1.62. [28] Soient A : D(A) C H = H et B : D(B) C H = H deuz
opérateurs mazimauz monotones, alors on note dis(A, B) la pseudo-distance entre A et

B définie par

' = su oy’ —w) T 'y
dista, ) =sup { L= ES L (o) € g, () € aph(B)) . (19)

On a dis(A, B) € [0,+00], dis(A, B) = dis(B, A) et dis(A,B) =0 ssi A= B.

On rappelle le résultat suivant de [28] : si Sp, S sont deux ensembles convexes fermés

non-vides de H, alors on a
diS(NSI,N52> ZdH(Sl,SQ), (110)

ou la distance de Hausdorff entre S; et Sy est donnée par (1.1).

1.5 Quelques résultats utiles

On rappelle le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme 1.63. (Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn)n une suite de fonctions dans L¥,(I), 1 < p < +00. On suppose que

1) fu(t) — f(t) p.p surI.

2) Il existe une fonction g € L (1) telle que pour tout n: || fo ()] < g(t) p.p sur I.
Alors, on a f € L (I) et || fu — fllez @y — 0.

Théoréme 1.64. (Théoreme d’Ascoli-Arzela) Soit (I,d) un espace métrique compact
et (X,d') un espace métrique complet. Alors, une partie H de Cx(I) est relativement
compacte pour la topologie de la convergente uniforme, si seulement si les deuzx conditions

sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,
Vo e I,Ve> 0,30 > 0,Vf e H,Vy € I, (d(z,y) <0)= (d(f(z), f(y)) <e).

2. Pour tout x € I, l'ensemble H(zx) = {f(x), f € H} est relativement compact.

Rappelons le théoréme du point fixe de Schauder [18].

Théoréme 1.65. Soit C' un sous ensemble convexe, borné, fermé, non-vide d’un espace de
Banach E et soit f : C — C une application continue. Si f(C) est relativement compact,

alors f admet un point fize, i.e. il existe y € C vérifiant y = f(y).
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On termine ce chapitre par la définition classique de la convergence au sens de Komlés

(cf p.128 [15]) et une propriété de cette convergence (cf. Théoréme 3.1 [19]).

Définition 1.66. Une suite (u,) C Ly (I) converge au sens de Komlds vers une fonction

u € Ly (I) si pour toute sous-suite (v,) de (uy), la suite (— E Vj)n converge ponctuelle-
n
=1
ment p.p. vers u.

Proposition 1.67. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit (u,) une suite bornée dans

n—oo M,

1 n
L (I). Alors, il existe une sous-suite (v,) de (u,) et u € Ly (I) tel que lim — ij =
j=1

u p.p. pour toute sous-suite (w,) de (v,).



Chapitre 2

Résultats principaux

Ce chapitre a pour but d’étudier les problémes (Py) et (P). Il comprend trois sections.
Dans la premiére, on établit un lemme intéressant concernant les inclusions différentielles
gouvernées par les opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de ’état. Ce
dernier permet le passage du cas d’opérateurs dépendant du temps au cas d’opérateurs

dépendant du temps et de I’état.

2.1 Reésultats préparatoires

Pour démontrer nos résultats d’existence de solutions, nous avons besoin de rappeler

les lemmes suivants (voir [20]).

Lemme 2.1. Soit A un opérateur mazimal monotone sur H. Si x € D(A) ety € H sont

tels que

(A% —y,z —x) >0 Vz € D(A),
alors x € D(A) et y € Ax.

Lemme 2.2. Soient A, (n € N), A des opérateurs mazximaux monotones sur H tels que
dis(A,, A) — 0. Supposons aussi que x, € D(A,) avec x, — = et y, € A,(x,) avec

Yn — y pour certains x,y € H. Alors, on a x € D(A) et y € Ax.

Lemme 2.3. Soient A, B des opérateurs mazximaux monotones sur H. Alors, on a

(1) Pour A >0 et x € D(A)

o — JE (@) < MA%]| + dis(A, B) + \/A(1 + || A%]|)dis(A, B).

14
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(2) Pour A >0 et x,2’ € H
178 (2) = T @) < Jlw = 2. (2.1)

Lemme 2.4. Soient A, (n € N), A des opérateurs mazimauz monotones sur H tels que
dis(A,, A) = 0 et ||[A%z|| < (1 + ||z||) pour ¢ >0, tousn € N et x € D(A,). Alors, pour
tout z € D(A) il existe une suite (z,) telle que

zn € D(A,), 2z, — 2z et Az, — A% (2.2)

Rappelons Théoréme 3.1 [4].

Théoréme 2.5. Supposons que pour tout t € I, A, : D(A;) C H = H est un opérateur
mazimal monotone satisfaisant

(hy) il existe un nombre réel positif ¢ tel que
| A%u|| < (1 + |jul|) pour tout (¢,u) € I x D(A,),

(hy) il existe une fonction B € WY2(I) qui est positive sur [0, T| et croissante avec B(T) <
oo et 5(0) =0 telle que

dis(As, A) < |B(t) = B(s)], Vt,s € 1.
Alors, le probleme non-perturbé

—u(t) € Awu(t) pp.tel,
u(0) = uy € D(Ay),

admet une unique solution absolument continue u(-) sur I. De plus, on a
la(®)] < K(1+B(t) pp-t € I; (2.3)

ot K est une constante réelle positive dépendant de ||uol|, ¢, I et B(+).

Enoncons et démontrons le lemme principal de cette section (voir [13]).

Lemme 2.6. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout (t,x) €
I'xH, Apgy: D(Aw) C H = H est un opérateur mazimal monotone satisfaisant

(H,) il existe un nombre réel non négatif c tel que

[AGayll < c(1+ llz]| + [lyll) pour tout (t,2,y) € I x H x D(Apa)),
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(Hy) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a € WY2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T) < oo et a(0) = 0 telle que
dis(Awu), Arw)) < alt) —a(r)+r|lu—wv|, pourtout 0 <7 <t <T, pourtout u,v e H.

Alors, on a les résultats suivants.

(Z) Pour tout x € WY(I, H) et pour tout ug € D(Au(0y)), le probléme

—u(t) € Apamyu(t), pp.-t €1
(Po) & u(t) € D(Apaqy),Vt € I
w(0) = ug € D(A(0,2(0)))

admet une unique solution absolument continue avec |[u(t)|| < K(1+4 8(t)) ou

5@%=Ahﬂ@+rM®NM&Vt€f

et K est une constante positive dépendant de ||uo||,c, T,z et [3.

(J) Supposons de plus que

Papplication (t,z,y) — Jf“’z)(y) est L(I) ® B(H) ® B(H)-mesurable.

Alors, pour tout v € WH2(I, H) Uopérateur A, : D(A,) C L% (I) = L% (I) défini par

Agu={v e Ly(I) : v(t) € Agawyult) p-p. t € I},

pour tout u € D(A;) ot
D(A;) == {u € L{(I) : u(t) € D(Apaqy) p-p-, 3y € LEHI) : y(t) € Apageyult), p-p-}

est maximal monotone.

Démonstration. Montrons d’abord (Z). L’opérateur B, = At est un opérateur
maximal monotone & variation absolument continue par rapport au temps : Pour tout

0 <7 <t<T,on a par hypothése (H)
dis(By, Br) = dis(Aqz(1)), Ara(r))
t t
< alt) -~ a(r) + fa(t) = 2| = [ ats)ds + o) [ i(s)as],

la derniére égalité se justifie par le fait que x € Wh(I, H) et a € WH2(I), avec a(s) > 0

pour tout s € I car a est croissante sur /. Alors, en simplifiant, il résulte

dM&ﬂ»sAmw+wmww—Ah@+wdwwS
— B(t) - B(r),
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ot B € L&(I) est définie par

t
B(t) = / (a(s) + r[l#(s)ds, Ve € T.
0
De plus, par hypothése (H;) on a
1Byl = [ AG eyl < e+ z@ + [lyl)

e(1+ o + / i(s)ds]) + )
< o1+ [zl + / i (s)llds + [ly1)

car z est absolument continue. Or, |[#|/z2 ;) < +o00 par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on

obtient
1B < (L + [lzo]l + (¢ — 0)( / lé(s)|%ds) 2 + [yl

< c(1+ [lzoll + T2l o3, ) + Iyl
= c(1+ llwoll + T2l 13, 1)) + el

[yl

=cC+a
Lt [loll + T2 M2l 2,y

Iy
1/2(4
ol 47 Tl )

En remarquant que < |lyl|, il revient

1Byl < ex(X+ llylD),

pour tout y € D(Auzuy), oit 1 = (1 + ||zl + T"?[|él|12,1)) est une constante réelle
positive qui dépend de c et de .
Alors, les conditions (hy) et (hg) du Théoréme 2.5 sont satisfaites. Par conséquent, pour

tout ug € D(By), il existe une unique solution absolument continue w : I — H au probléme

—u(t) c Btu(t) = A(t,x(t))u(t) pp.tel
U(t) € D(Bt) = D(A(t,x(t)))th € [>
u(0) = up € D(By) = D(A(0,20)),

telle que |[u(t)| < K(1+ B(t), ou B(t) = [jla(s) + rl|#(s)|]ds, ¥t € I et K est une
constante réelle positive qui dépend de ||ugl|, c1, B et T.

Montrons maintenant (7). En tenant compte de (Z), on remarque que pour tout
v € WH(I, H) et pour tout ug € D(Aox(0)), le probléme (Fy) admet une unique so-
lution absolument continue. Il résulte alors que D(A,) est non-vide et A, est bien défini.

L’opérateur A, est monotone. En effet, soient y; € A,2;, z; € D(A,), i =1,2, 0on a

(Y1 — Y2, 21 — 22) 12, (1) = /O (y1(t) — ya2(t), 21(t) — 22(t))dt.
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Or y;(t) € Awzupzi(t), i = 1,2 (de la définition de P'opérateur A,) et A ) est par

hypothése monotone. De Définition 1.54, il résulte

(y1(t) — ya(t), 21 (t) — 22(t)) > 0.

En intégrant sur I, il résulte
(Y1 — Y2, 21 — Z2>L§{(I) > 0.

Pour démontrer que A, est maximal, on vérifie que

R(Ip2 (1) + A ,) = L3,(I), pour tout A > 0.
Il est évident que R(Izz ;) +AA;) C LE(I), pour tout A > 0. Tl reste & montrer

L%(I) C R(Ips (1) + AAz), pour tout A > 0, (2.4)
’est-a-dire étant donné g € L% (1), il existe v € L% (1) tel que

g € v+ AA,v pour tout A > 0.

Remarquons que pour tout ¢ € I, A () est maximal monotone alors, si on pose

v(t) = [Ta + Maen) ' 9(t),

la fonction v satisfait
9(t) € [ + Ayl (t).
1l reste & démontrer que v € L%(I).

Des définitions de la résolvante et de approximation Yosida (1.5) et (1.6), on a

— A t,z(t
v(t) = [Lm+ Maaw) )] g(t) = J, " Pg(t)
— Iy — A" )g(1)
= gt) — AL g(h).

De I’hypothése de mesurabilité supplémentaire et celle de g et x, on a t — Jf(t‘z(t”g(t) =
v(t) est mesurable. Il résulte que v est mesurable.

A .
On pose h(t) = AA,““g(t), pour tout ¢t € I. Les fonctions v et g étant mesurables,

on déduit que h est mesurable. Montrons que ¢ — ||h(t)||* est intégrable. Soit u I'unique

solution absolument continue du probléme (7). On a

h(t) = /\Af(t’”(t”g(t) — )\Af(t’w(t))u(t) + /\A;‘\‘(z,x(t»u(t}
1 1
= Al - Ty g )] — N Ty ()] 4+ AAL (¢

= [9() = R g(0] = [u(t) = L uO)] + A4 u(t)
= (1) = ult)) = [\ g(t) = 3 u()] + AL P ue),
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ce qui donne
Alt,a(6)) Atte(t)) A, (t))
[A@O)]] < llg(#) — uw(@®)]| + [} g(t) — J, u(@)]| + [[AAY P u @)
En tenant compte de (2.1), on obtient
Alt,a () Alt,a(t))
[Jy " g(t) = J) u(t)|| < [lg(t) —u(@®)],

il revient alors

IAOI] < 2llg(t) = u®] + AR u(®)]. (2.5)

De (1.8), il résulte que
A t,x(t
1A P u(®)]] < 1[Gy @],

et de (Hy), on trouve
A xT
AN P u(®)]] < e+ [z + [[ul®)])-
D’aprés (2.5), il s’en suit que

[P < 2llg(@) +w(@®)]| + e + =@ + [lu@)]),
< 2/lg@| + 2flu@f + (1 + 2@ + [lu@)]]).

Comme pour tous y, z > 0 si y < z alors y? < 22, et pour tous y, 2 € R, on a

(y + 2)% < 2y* + 222, on obtient

IR@I* < R2Ig@O + 2llu@)ll + e + O] + u® D],
< 8llg®)1* + 22/l + c(L + (O] + u®) )],
< 8llg(®)1* + 16 u(®)|* + 4c* (1 + [l=(®)]| + [lu(®)I])?,
< 8llg®)1* + 16]u(®)[I* + 8c* (1 + lz(®)I)* + 8c*[[u(®)]*,
< 8llg()1* + 16]u(t)||* + 16¢* + 16¢*[[a(t)|* + 8c*||u(t) |,
< 8llg()1* + (16 + 8c*)[[u(®)||* + 16¢ + 16¢*||x(t) |,

Or pour tout t € I : ||z(t)]| < ||lzol| + fot ||Z(s)||ds car = est absolument continue. Aussi,

%] 2, (1) < +o00 car @ € WH(I, H), par V'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

t

[z < |lzoll + (£ — 0)1/2(/ 14:(s) | *ds) "
0
< [|ao] +T1/2||¢||L§I(1)

< lzoll + T2 |12l 2, 1)-
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Comme u € W"*(I, H), de méme, on trouve [[u(t)| < [[uoll + T*/?||il 2,y pour tout
t € I. Ce qui entraine que fot lz(8)]|?dt < 400 et fot lu(t)||*dt < +o00. Or g € L% (I) alors
191l 2, (1) < +00, on en déduit que f(f | (t)]|?dt < +oo. D’ou, la fonction ¢ — ||h(t)]|* est
intégrable. Par conséquent, 'inclusion (2.4) a lieu. En combinant avec I'autre inclusion
résulte 1’égalité.

La démonstration du lemme est terminée. [ |

On aura besoin des propriétés de I’ensemble &, défini dans cette proposition.

Proposition 2.7. Soit le sous-ensemble X, de lespace de Banach Cy(I) défini par

X, = {h € W3(IH) : h(t) = a0 + / i(s)ds, 1)l < 7(s) pop-),

oty € L&(I). Alors, 'ensemble X., est conveze, équicontinu, borné, et fermé dans Cy ().

Démonstration. L'ensemble X, est convexe. En effet, soient A € [0,1], et hy, he € X,

alors
t . .
) = a0+ [ in(s)ds, in(s)] <2(5) pop.s € 1
0
t
ho(t) = z9 —i—/ ho(s)ds, ||ha(s)|| < ~v(s) p-p.s € 1.
0

On remarque que pour tout t € I
(/\hl +(1- )\)h2> (t) = Azo + /Ot hi(s)ds) + (1 — \)(xo + /Ot ho(s)ds), p.p.
= 10 + /Ot ()\hl(s) +(1- )\)hQ(s))ds, p.p.
— zo+ /0 t (Ahl +(1- )\)hg)/(s)ds, p.D.

On en déduit que la fonction Ahy + (1 — A)hy est absolument continue. Or

|| (Ahl - /\)hz) ()] = A (s) + (1 = Aa(s)] pop.

< Allha ()]l + (1= N [Aa(s)l, pop.

< Ay(s) + (1= A)v(s) = (s), p-p-,

/

car ||hi(s)|| < ~(s)i=1,2, p.p.s eI, onrye LA(I), alors (Ahl +(1— )\)h2> e L4 ().
On en conclut que Ay + (1 — ANhy € WH(I, H) et Ahy + (1 — A)he € X,. Do, il résulte

la convexité de &,.
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L’ensemble X, est équicontinu. En effet, soit h € X, alors pour tous t,s € I tels que

s<t,ona

1A(8) — h(s)] = 170 + / ()7 — 0 — / )|

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

() — h(s)]| < (£ — 5)V%( / i (r)dr) 2,

t
< (= 9| (i),
S C’Y(t - 8)1/27

oll ¢, est une constante réelle positive donnée par ¢, = (fOT V1))V = |1V 12 -
En particulier, pour s = 0 dans I'estimation précédente on trouve pour tout h € X, et

tout t € 1

IR < [|A() = RO)]| + [|A (O]

< Jlzoll + 2,

et alors

hlloo < llzoll + e, T2,

Ceci montre que l'ensemble X, est borné dans Cy ().

Montrons enfin que I’ensemble X, est fermé dans Cy([). Soit (h,) une suite dans X, qui
converge vers h dans Cy (/) et montrons que h € A, (voir Caractérisation 1.24 (7ii)).
Comme ||h,(s)]| < ~(s), p.p. ou v € L&(I), alors la suite (h,) est bornée dans L% (I).
D’aprés Corollaire 1.37, on peut extraire une sous suite de (h,) notée (h,) qui converge
faiblement dans L% (1) vers w. Notons que (h,) est incluse dans Pensemble {g € L% (I) :
lg(s)]l < ~v(s)} qui est convexe fermé dans L%(I) et donc faiblement fermé dans L% (1).
Ainsi, la fonction w appartient a cet ensemble, i.e., w € L%(I) et ||w(s)|| < v(s) p-p-

Rappelons que la fonction h,, est absolument continue pour tout n. Pour tout z € H et

tous 0 < s <t<T,ona

(z,/ hn(T)dT) = /(;(Zl}s,t](T),f'ln(T»dT
= (2, hn(t) — hn(s))-

Un passage a la limite dans 1’égalité précédente entraine

(2, / w(F)dr) = (2, h{t) — h(s)).
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D’oui, pour tous s,t € I tels que s < t, on obtient f;w(r)dr = h(t) — h(s), et alors
h est absolument continue et w coincide presque partout sur I avec h. Ainsi, h € X,
L’ensemble X, est par conséquent fermé.

La démonstration de la proposition est achevée.

2.2 Etude du probléme (P)

Nous allons étudier dans cette section, le probléme (P;).

Théoréme 2.8. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout
(t,x) € IXH, Awa) : D(Apy) C H = H est un opérateur mazimal monotone satisfaisant

(H,) il existe un nombre réel positif ¢ tel que
[AG 2yl < (1 + [l=[l + [ly]l) pour tout (¢,2,y) € I x H x D(A(a)),

(Hy) il existe une constante réelle positive r, el une fonction a € WY2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T) < oo et a(0) = 0 telle que
dis(Awuy, Airw)) < alt) —a(r)+r|lu—v|, pourtout 0 <7 <t <T, pourtout u,v e H.

(Hj3) pour tout ensemble borné B C H, il existe une multi-application mesurable intégra-
blement bornée a valeurs compactes W : I = H telle que D(Aqy)) C Up(t) C v(t)By
pour tout (t,x) € [ X B, ou vy € L(I).

Alors, pour tout (xo,up) € H X D(A(,a)) il existe v : I — H et uw: 1 — H absolument

continues telles que

z(t) =z + fo s)ds, Vtel

(0) = zo,u(0) = up € D(A(.a0))

—u(t) € Apauyu(t) pp.tel
D(A(

u(t) € ), Vt € 1.

8

(P1)

\

Plus précisément, le probléeme non-perturbé du second-ordre

—:'L;(t) S A(tyx(t)):b(t) pp.tel
l‘(t) € D(A(t,:p(t)))a tel
z(0) =z, ©(0) = uo € D(A(020));

admet au moins une solution x € W»(I, H).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble X, de 'espace de Banach Cy (/) défini

par
X, = {h e W“Y(I,H): h(t) =z +/0 h(s)ds, ||h(s)|| <~(s) p.p.}.

En vertu de Proposition 2.7, 'ensemble X, est convexe borné fermé dans Cy(I).
En vertu du Lemme 2.6 (Z), pour tout h € X,, il existe une unique solution u; €

W2(I, H) de I'inclusion différentielle

—tn(t) € Awnyun(t) pp-tel
(Pr) up(t) € D(A(t7h(t))),vt el
uh(()) = Ug € D(A(Qh(o))) = D(A(vao)),

avec [|iy(t)]] < g(t) = K(1+ (1)) p.p., out g € LE(I), B(t) = [o[a( )]ds, YVt € I, et
K est une constante réelle positive qui dépend de Hu0||7 ¢, T et .

Maintenant, pour tout h € X, considérons I'application ® définie par

t
O(h)(t) = zo +/ up(s)ds, t € 1.
0
Par 'hypothése (Hs) et le fait que X, (s) C H est borné et up(s) € D(Asn(s)), on a

up(s) € D(A U D(A(s.2)) C W,(s) C~(s)By pour tout s € I, (2.6)
2€2,(s)

oy € Lﬁh([ ) et U_ 5, qui sera notée W, est une multi-application mesurable intégra-
blement bornée, a valeurs compactes (voir I'hypothése (H3)).
Il est clair que ®(h) € X, pour tout h € X, et alors ¢ : X, — X,.
Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Schauder (c¢f Théoréme 1.65). Montrons
d’abord que ®(X,,) est relativement compact dans Cy([).
Des définitions de X, et @, on a pour tout ¢t € [

O(h)(t) € up + /tﬁ\lly(s)ds.

Comme t — ¢oV,(t) est une multi-application mesurable intégrablement bornée, & valeurs
convexes compactes , le second membre est convexe compact d’aprés Théoréme 1.53. Ainsi
O(X,)(t) est inclus dans le compact Y (t) = uy + fg coV, (s)ds pour tout t € I. Or tout
compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Y (t) = Y (t), pour
tout ¢ € 1. On en déduit que ®(X,)(t) C Y (t) (car pour deux sous-ensembles B et C' de H
si B C C alors B C C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est compact), il
résulte que ®(AX,)(f) est compact, pour tout ¢ € I. D’aprés Définition 1.23 (i4), ®(X,)(t)

est relativement compact dans H, pour tout ¢ € I.
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Montrons que ®(X,) est équicontinu.
Soient h € X, t,7 € I (T <), de (2.6), par application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on trouve

[2(R)(t) — @(h)(7)I| = II/ un(s)ds||

t

< [ un(s)las
Tt

<

< /T V(s)ds

< (t— 1)V / 22 (5)ds) 2
< (t— 7)Y / 22 (s)ds) 2 = e (t — 7)2,

ol ¢, = (fOT 7?(s)ds)'/? est une constante réelle positive (car v € L3(I)).

Il résulte alors que ®(&X,) est équicontinu.

Du théoréme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.64), on conclut que ®(X,) est relativement
compact dans l'espace de Banach Cp(I).

Maintenant, nous allons vérifier que ® est continue. Il suffit de montrer que ® est séquen-
tiellement continue. Montrons d’abord que, si (h,) converge uniformément vers h dans

X, alors la suite des solutions absolument continues uy, associées a h,,

un, (0) € D(Apna0)) = D(A@z0)
un, (t) € D(Anaey), vt € 1
—ln, (1) € Attn,@)un, (t), p-p-tel,
converge uniformément vers la solution absolument continue u, associée a h de (F).

Rappelons que
i, (1) < g(t) = K(1+ B(t)) p.p. pour tout t € I, n € N, (2.7)

ot g € LA(I). Pour tous t,7 € I (1 < t), alors de la continuité absolue de uy,,, de (2.7),

par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

letn (8) — i, ()] = | / i, (5)ds]| < / i () s
<

i
< /Tt g(s)ds

< (t— ) / ¢(s)ds) 2
< (t— ) / G (s)ds)V? = e (t — 7)2,
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ol ey = (fOT g*(s)ds)'/? est une constante réelle positive (car g € L2([1)).
Dot (uy,) est équicontinue.
En particulier, pour 7 = 0 dans l’estimation précédente on trouve pour tout n et tout
tel
lun, (] < Hluoll + e,¢' < Juol| + e, T2, (2.8)

De (2.6), on rappelle que (us, (s)) est inclus dans le compact W, (s) pour tout s € I. Or
tout compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25),1.e. ¥, (s) = m,
pour tout s € I. On en deéduit que (u,(s)) C ¥, (s) (car pour deux sous-ensembles B et
C de H si B C C alors B C C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est
compact), il résulte que m est compact, pour tout s € I. D’aprés Définition 1.23
(17), (up,(s)) est relativement compact dans H, pour tout s € I.

Du théoréme d’Ascoli-Arzeld (Théoréme 1.64) et Caractérisation 1.24 (i), on peut sup-
poser que (uy, ) converge uniformément vers une application u € Cy(I). De (2.7), (1y,)
est bornée dans L% (I). D’aprés Corollaire 1.37, on peut extraire une sous suite de (uy, )
notée (1, ) qui converge faiblement dans L% (I) vers w, avec ||w(t)|] < g(t) p.p.t € I.
Rappelons que la fonction wuy, est absolument continue pour tout n. Pour tout z € H et

tous 0 < s <t<T,ona
(2, / iy (1)d7) = /0 (21100 (7), i, (7)) dr
= (2,upn,(t) — un,(s)).

Un passage a la limite dans 1’égalité précédente entraine
t
o [ wirydn) = () - uls))

D’ou, pour tous s,t € I tels que s < ¢, on obtient f:w(T)dT = u(t) — u(s), et alors u est
absolument continue et w coincide presque partout sur I avec .

Montrons que u(t) € D(Awnw)), Vt € 1.

On sait que up,(t) € D(Awn.)), ¥t € I et upy,(t) — u(t). On note que y,(t) =
A?t’hn(t))uhn (t) € A(t,hn(t))tn, (t). On rappelle de Proposition 2.7, pour tout ¢ € I et tout n

1hn (@) < lloll + ¢, T2,

et de (2.8), on a
. O] < lfuoll + e, T2

En combinant cela avec (Hy)

1A% 0yt O] < Ut () |+ lluan, ($)]]) < (Lot [lol|+]uo | +(cy +e,)TH?) = & < +o0,
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alors (y,(t)) est bornée dans H pour tout t € I. D’aprés Corollaire 1.37, on peut extraire

une sous suite de (y,(t)) qui converge faiblement dans H vers y(t). De plus, on a
dis(An, 1)) Awnwy) < rllhn(t) —h(@)|| =0, (2.9)

quand n — oo par (Hz). Du Lemme 2.2 on déduit que u(t) € D(Awnwy), ¥t € 1.

Maintenant montrons que u satisfait ’inclusion différentielle

—iL(t) c A(t,h(t))u(t) p.p.-tel.

Comme 1, — u faiblement dans L% (1), alors wy,, — 1 au sens de Komlos (cf. Proposition

1.67), i.e

Tim % > in, (0) = ilt) b (2.10)

Soit n € D(A( h(t)))- En appliquant Lemme 2.4 sur les opérateurs maximaux monotones

A ha)) €6 Awney) vérifiant (2.9), il existe une suite (7,) telle que
M € D(Awh,))s T — 1, €t A(th )l = A? (th(e)] (2.11)
Or on sait que pour presque tout t € [
—tin, () € A e)n, () 6 Afyp, 1) € At )7
Comme de plus Agp, (1) est monotone (voir Définition 1.54), alors
(Al () + T, (8), 10 — un, (£)) =0,

et donc
<uhn (t)7 uhn (t) - 7777»> S <A(()t,hn(t))77n7 M — uhn (t)> (212)
On remarque que

(tin, (8), u(t) =) = Cin, (), wn, (£) = 0n) + (n, (8), u(t) = un, () = (1 = 1mn)),

et on écrit

S (0 ) = 1 = D G (0,0, (6) = )+ D, 0, () = ()
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il résulte

B o0 (0,000 = < 53 i O 0 =) + Zuuh M u(t) =, ()]
e Znuh Ml =l

Alors, simplifions a laide de (2.7) et (2.12), on obtient

17’1
= >, (), ult) - (A e)ismi — [Ju(t) — un, (£)]
o2 EZ Ei
j=1
1 n
UEEHm—W-
j=1

En passant a la limite quand n — oo, en tenant compte de la convergence uniforme de la

suite (up,) vers u, de (2.10) et (2.11), cette derniére inégalité donne immédiatement
(a(t), u(t) —n) < (Afpeynn — u(t)) p.p.
Ainsi, pour tout n € D(Agnw)) on a
(AQnwyn +a(t),n —u(t)) >0 p.p.

Par conséquent, d’aprés Lemme 2.1 on obtient —u(t) € Aqnw)u(t) p.p. avec u(t) €
D( At ny)) pour tout ¢ € I. D’oit par unicité de la solution, il s’en suit u = uy,.

On rappelle que h, — h uniformément dans Cy(I), et pour tout ¢t € [

21,10 2000 = | [ .15 [ unisya

< / lean, (5) — un(s)|ds.

De (2.8), et le fait que wup, — up, uniformément dans Cy (1), on conclut que

SWWMMM®—¢MNUW§AIWmO—UMWm%—Hl

tel
D’ot ®(h,) — ®(h) uniformément dans Cy(I).
On vient de définir une fonction ® : X, — &, ou &, est un ensemble convexe borné
fermé dans Cy (1), qui est continue telle que ®(AX,) est relativement compact dans Cpy(1).
D’aprés le théoréme du point fixe de Schauder (voir Théoréme 1.65), la fonction & admet

un point fixe, h = ®(h) € X,, c’est-a-dire

h(t) = ®(h)(t) = xo + /t up(s)ds, t € 1,
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ol

un(t) € D(Awnwy)
—iLh(t) € A(t,h(t))uh(t) pp.tel.

Enfin, il est & noter que h € W22(I, H) car h est absolument continue et i = uy, Dest
aussi, avec h = 1, € L%(I) car |lun(t)|| < g(t) p.p., ot g € L&(I).

La démonstration du théoréme est ainsi compléte. [

2.3 Etude du probléme (P)

Pour commencer cette section, on rappelle d’abord Théoréme 3.2 [4] qui sera utile

dans la démonstration.

Théoréme 2.9. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour toutt € I,
A D(A;) C H = H est un opérateur mazimal monotone satisfaisant

(hy) il existe un nombre réel positif ¢ tel que
| AYul| < c(1 4+ |Jul]) pour tout (t,u) € I x D(A,),

(hy) il existe une fonction B € WY2(I) qui est positive sur [0, T| et croissante avec B(T) <
oo et 5(0) =0 telle que

dis(Ar, A,) < |B(t) — B(s)], Vt,s € 1.

Soit f : I x H — H une application telle que pour tout v € H, Uapplication f(-,x)
appartient a LY (1), et f vérifie la condition de croissance linéaire : il existe une constante

réelle non négative M telle que
1f @ 2)]] < M1+ [lz]]) pour (¢,z) €I x H.
De plus, pour tout n > 0 il existe une fonction réelle positive &,(-) € L(I) telle que
1f(t ) = ft )l < &®)llx —yll. Yt € I, Yo,y € Bu(0,n).
Alors, pour tout xy € D(Ay), le probléeme

—&(t) € Ax(t) + f(t,z(t)) pp- t € I,
x(0) = xo,

admet une unique solution absolument continue x(-) qui salisfail
le@)ll < K(1+ B(t) pp.t € 1. (2.13)

ot K une constante réelle positive qui dépend de ||xo||, ¢, M, T, et j3.
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Nous allons maintenant démontrer le théoréme d’existence de solutions pour (P).
Méme si la démonstration repose sur celle du Théoréme 2.8 avec des modifications appro-

priées, on préfére donner tous les détails nécessaires.

Théoréme 2.10. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout
(t,x) € IXH, Apg) : D(Apg)) C H = H est un opérateur mazimal monotone satisfaisant

(Hy) il existe un nombre réel positif c tel que
[AGwyyll < e(1+ Jlz]| + [lyll) pour tout (t,z,y) € I x H x D(Aqa)),

(Hy) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a € WH(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T) < 0o et a(0) = 0 telle que
dis(Awu), Airw)) < alt) —a(r)+r|lu—wv||, pourtout 0 <7 <t <T, pourtout u,v e H.

(Hj3) pour tout ensemble borné B C H, il existe une mulli-application mesurable intégra-
blement bornée & valeurs compactes W : I = H telle que D(Ay ) C Vp(t) C v(t)By
pour tout (t,x) € [ X B, ou vy € L(I).
Soit f: I x Hx H — H une application telle que

(1) f(-,x,y) est Lebesgue mesurable sur I pour tout (x,y) € H x H,

(13) f(t,-,-) est continue sur H x H,

(zit) || f(t,z,y)|] < M pour tout (t,z,y) € I x H x H,

(i) || f(t,z,y) — f(t,z,2)|| < My — z||, pour tout z,y,z € H ett € I;

pour une constante réelle positive M.

Alors, pour tout (zo,up) € H X D(Aa)) il eviste v : I — H et u: 1 — H absolument
continues telles que

(

a(t) = o+ [yu(s)ds, Vtel
(0) = 20, u(0) = up € D(A(,20))
€ Awamnu(®) + f(t,2(t), u(t)) pp.tel
w(t) € D(Auaq) Vi € 1.

Plus précisément, le probleme perturbé du second-ordre

—i(t) € Agawy®(t) + f(t,x(t),2(t)) pp.tel
i(t) € D(Aawy), te€1
x(0) =z, ©(0) = uo € D(A(020));

admet au moins une solution v € W2(I, H).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble X, de 'espace de Banach Cy (/) défini

par
t
X, :={he W' (I,H): h(t) =z —1—/ h(s)ds, ||h(s)|| < ~(s) p.p.}.
0
En vertu de Proposition 2.7, 'ensemble X, est convexe borné fermé dans Cy(1).

On définit pour tout h € X, la fonction f, par
fu(t,z) := f(t, h(t),z) pour tout (¢,x) € I x H.

On a h est mesurable et de (i) f(-,z,y) est mesurable, alors f5(-,z) est mesurable pour

x € H. Ceci avec (4i7), entraine que f,(-,z) € L3 (). Aussi, pour tout (¢,2) € I x H on a
1fn(t,2)]| < M < M(1 4+ [|])).
De plus, de (iv) pour tous z,y € Hett € I, on a

1fn(t, ) =t )| = S (8 A(E), 2) = f (& A8, y)l| < Mz —y].

La fonction f, satisfait aux hypothéses du Théoréme 2.9.

De plus, I'opérateur B, = A pq)), pour tout ¢ € I, satisfait aux hypothéses (hq)-(he) du
Théoréme 2.9, en procédant comme dans la démonstration de (Z) du Lemme 2.6 avec la
fonction h au lieu de x.

Du Théoréme 2.9, pour tout h € X, il existe une unique solution u, € WH*(I, H) de

I'inclusion différentielle

—in(t) € Anyun(t) + [ 1), un(D) oot €
(Pn) S un(t) € D(Awnay)),Vt €1
uh(O) = Uug € D(A(07h(0))) = D(A(()’xo)),

avec |[un(t)| < g(t) = K(1+ (1)) p.p., ou g € LA(I), fo )|ds, ¥t € I, et
K est une constante réelle positive qui dépend de HuOH, c, T, M et ﬁ.

Maintenant, pour tout h € &, considérons ’application ® définie par

t
O(h)(t) := zo —|—/ up(s)ds, t € 1.
0
Par I'hypothése (Hj) et le fait que X, (s) C H est borné et uy(s) € D(Asn(s)), on a

up(s) € D(A U D(A(s)) C W, (s) C y(s)By pour tout s € I, (2.14)
x€X,(s)

oy € Lg, (I) et U 5, qui sera notée ¥, est une multi-application mesurable intégra-

blement bornée, a valeurs compactes (voir I'hypothése (Hs)).
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Il est clair que ®(h) € X, pour tout h € X, et alors ® : X, — X..

Nous allons appliquer le théoréme du point fixe de Schauder (cf Théoréme 1.65). Montrons
d’abord que ®(X,,) est relativement compact dans Cy([).

Des définitions de X, et ®, on a pour tout ¢t € [

B(h)(t) € up + / t . (s)ds.

Comme t — coV, (1) est une multi-application mesurable intégrablement bornée a valeurs
convexes compactes, le second membre est convexe compact d’aprés Théoréme 1.53. Ainsi
O(X,)(t) est inclus dans le compact Y (t) = uy + fg coV, (s)ds pour tout t € I. Or tout
compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Y (t) = Y (t), pour
tout t € I. On en déduit que ®(X,)(t) C Y (t) (car pour deux sous-ensembles B et C' de H
si B C C alors B C C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est compact), il
résulte que ®(AX,)(f) est compact, pour tout ¢ € I. D’aprés Définition 1.23 (i4), ®(X,)(t)
est relativement compact dans H, pour tout ¢ € I.

Montrons que ®(X,) est équicontinu.

Soient h € X, t. 7 € I (1 <t),de (2.14), par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on trouve

|2(R)(t) = @(h)(T)]| = II/ un(s)ds||

t

< / lun(s)lds
Tt

<

< /T V(s)ds

< (b= 1) ([ )

< (t— )V / 2 (s)ds) 2 = e (t — 7)1V2,

ol ¢, = (fOT 7%(s)ds)'/? est une constante réelle positive (car v € L(I)).

Il résulte alors que ®(X,) est équicontinu.

Du théoréme d’Ascoli-Arzeld (Théoréme 1.64), on conclut que ®(X,) est relativement
compact dans 'espace de Banach Cy(1).

Maintenant, nous allons vérifier que ® est continue. Il suffit de montrer que ® est séquen-
tiellement continue. Montrons d’abord que, si (h,) converge uniformément vers h dans

X, alors la suite des solutions absolument continues wy, associée a h,,
un, (0) € D(An.0)) = D(A@0,20))
Up,, (t) c D(A(Mn(t))),w el
_ahn (t) € A(tvhn(t))uhn (t) + f(t7 h‘”(t)7 uhn (t))7 pp t S I?
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converge uniformément vers la solution absolument continue u;, associée & h de (FPy,).

Rappelons que
[ m, ()|] < g(t) = K(1+ B(t)) p.p. pour tout t € I, n € N, (2.15)

o g € L&(I). Pour tous t,7 € I (1 < t), alors de la continuité absolue de uy,, de (2.15),

par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

feam, (8) — ()] = | / i, (5)ds]| < / i () s
<

y
< /:g(S)dS

< (-0 Plo)as”

< (- 1) / G (s)ds)Y? = e (t — 7)2,

ol ey = (fOT g*(s)ds)"/? est une constante réelle positive (car g € L3(I)).
D’out (uy,) est équicontinue.
En particulier, pour 7 = 0 dans l’estimation précédente on trouve pour tout n et tout
tel
lun, (O] < Iluoll + e5t"* < Jluol| + e, T2 (2.16)

De (2.14), on rappelle que (uy, (s)) est inclus dans le compact ¥, (s) pour tout s € 1. Or
tout compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. U (s) = W, (s),
pour tout s € I. On en déduit que (uy,(s)) C W, (s) (car pour deux sous-ensembles B et
C de H si B C C alors B C C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est
compact), il résulte que m est compact, pour tout s € I. D’aprés Définition 1.23
(), (up, (s)) est relativement compact dans H, pour tout s € I.

Du théoréme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.64) et Caractérisation 1.24 (i), on peut suppo-
ser que (uy, ) converge uniformément vers une application u € Cy(I).

De (2.15), (4, ) est bornée dans L% (I). D’aprés Corollaire 1.37, on peut extraire une
sous suite de (7, ) notée (uy, ) qui converge faiblement dans L% (1) vers w, avec |Jw(t)|] <
g(t) p.p. t € I. Rappelons que la fonction uy, est absolument continue pour tout n. Pour

tout z€ Hettous0<s<t<T,ona

<Z,/uhn(7)d7'> = /0(21}57t](7),uhn(7'))d7
= (z,up,(t) —up,()).

Un passage a la limite dans ’égalité précédente entraine

<z,/ w(T)dr) = (z,u(t) — u(s)).
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D’ot, pour tous s,t € I tels que s < ¢, on obtient f:w(f)dT = u(t) — u(s), et alors u est
absolument continue et w coincide presque partout sur I avec u.

Montrons que u(t) € D(Aunwy)), Vt € 1.

On sait que up,(t) € D(Awn.)),Vt € I et up,(t) — u(t). On note que y,(t) =
A?t’hn(t))uhn (t) € A(t,hnt))tn, (t). On rappelle de Proposition 2.7, pour tout ¢ € I et tout n

(@) < lloll + ¢, T2,

et de (2.16), on a
lan, (] < ol + e, T2,

En combinant cela avec (H;)
1A oy e O] < Ut ()1 lfun, (£ < (14 [lwol|+[[uoll +(cy Fe,)TH?) = € < +o0,

alors (y,(t)) est bornée dans H pour tout t € I. D’aprés Corollaire 1.37, on peut extraire

une sous suite de (y,(t)) qui converge faiblement dans H vers y(t). De plus, on a
dis(An, 1) Awnwy) < rllhn(t) = h(@)|| =0, (2.17)

quand n — oo par (Hz). Du Lemme 2.2 on déduit que u(t) € D(Awnwy), ¥t € 1.

Maintenant montrons que u satisfait 'inclusion différentielle

—i(t) € Agneyult) + F(t, h(t),u(t)) pp.tel.

En tenant compte de la continuité de f(¢,-,-) (voir (i7)) et des convergences uniformes

des suites (uy, ) et (h,) vers u et h respectivement, on obtient
S (), un, (£)) = f (8 A(E),u(t)) p.ptel,
quand n — oo. De plus, de (7i7) on a
| f(t, b (t), up, (t)|| < M pour tout n et tout ¢t € 1. (2.18)
Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (voir Théoréme 1.63), il résulte
FChn()oun, () = fCoh(),u()  dans Ly (1), (2.19)

quand n — oc.

Comme 1y, — 4 faiblement dans L2 (1), et de (2.19) résulte f(-, hn(-), un, (-)) = f(-, (), u(*))

faiblement dans L%, (1), alors 1y, (+) + f (-, hn(-),un, (-)) = a(-) + f(-, h(-),u(-)) au sens de
Komlos (cf. Proposition 1.67), i.e.,

n

= i, (1) + £ 3y (8), wn, (0)] = (t) + F(£, h(2), u(2) pp. (2.20)
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Soit n € D(Anw))- En appliquant Lemme 2.4 sur les opérateurs maximaux monotones
A ha ) €t Awnpy) vérifiant (2.17), il existe une suite (7,,) telle que
M € D(Agth, 1)), mn — 1, et A? (thn ()l = Ap (t,h(t)"]- (2.21)

Or on sait que pour presque tout t €

—ip, (1) € Aot tn, (8) + [ (& P (8),un, (1)) €t Al p iy € At @)

Comme de plus Ay p, ) est monotone (voir Définition 1.54), alors

<A(()t,hn(t))7]n + tp, (t) + f(tv hn(t)v Uh,, (t))a Tn — Uh, (t» > 0,

et donc

(i, (8) + F(E B (1), wn, (£)), wny (8) = 1) < (AG g )T T — U (1)) (2.22)
On remarque
(tn,, (t) + f(t, ha(t), un, (1), ult) —n)
= (i, (0)+f (8, B (8), n,, (1)), tn, () = 10) + (e, (0 F (L, (), i, (8)), w(t) —un,, () = (0 =110)),
et on écrit

%thj (8) + F(t, hy(8),un, (8)), ult) — 1)

= S i (O 1y 8 (00, () =13) > 1)+ 0, (), ()=, (1)

J=1 J=1

+— Z<Uh )+ f(t h(t), un, (1), 5 — ).

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz il résulte
—Z U (8) + S (8 7y (8), un, (2)), u(t) — n)

EZW )+t 2y (1), un, 77]>+ ZHuh )L Ry (8, un (O)][[[w(t) =, (1]

3

+- leuh )+ S (), uny () Ins = nll-

Alors, simplifions a I'aide de (2.15), (2.18), et (2.22), on obtient

—Z<uh )+ f(t By () un, (1), u(t) — 1)

n

1
< =3 (Ao s — wn, (1) + (9(6) + ZHu Y

j=1
1 n
M3, .
7=1
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En passant a la limite quand n — oo, en tenant compte de la convergence uniforme de la

suite (up,) vers u, de (2.20) et (2.21), cette derniére inégalité donne immédiatement

(a(t) + f(E h(t), ul)), ult) —n) < (Agnwn,n — u(t)) pp.

Ainsi, pour tout n € D(Anuy)) on a

(A, oy +(0) + F (6, B(0), u(8)), 7 = u(t)) > 0 pop

Par conséquent, d’aprés Lemme 2.1 on obtient —u(t) € Awneyu(t) + f(t, h(t), u(t)) p.p.
avec u(t) € D(Awnw))) pour tout ¢ € 1. D’ot par unicité de la solution, il s’en suit u = wuy,.

On rappelle que h,, — h uniformément dans Cy(I), et pour tout ¢t € [

/0 i (5)ds — /0 " un(3)ds

< / lean, (5) — un(s)|ds.

1) (1) — B(R)(L)]| = \

De (2.16) et le fait que up, — uy uniformément dans Cy(7), on conclut que

sup | () () — D(h)(#)]| < / i, () — un ()l oedls — 0.

tel
D’ou ®(h,,) — ®(h) uniformément dans Cy (7).
On vient de définir une fonction ® : X, — A&, ou &, est un ensemble convexe borné
fermé dans Cy(1), qui est continue telle que ®(X,) est relativement compact dans Cy([).
D’aprés le théoréme du point fixe de Schauder (voir Théoréme 1.65), la fonction ® admet

un point fixe, h = ®(h) € X,, c’est-a-dire

h(t) = ®(h)(t) = xo + /t up(s)ds, t € 1,

un(t) € D(Awny)
—tp(t) € Awnwyun(t) + f(E, h(t), un(t)) p-p.- t € 1.

Enfin, il est a noter que h € W*2(I, H) car h est absolument continue et h = uy Vest
aussi, avec h = 1w, € L%(I) car ||u,(t)|| < g(t) p.p., ot g € LA(I).

La démonstration du théoréme est terminée. [ |



Chapitre 3

Cas particulier du processus de la rafle

Nous allons appliquer le résultat d’existence du Théoréme 2.8 au cas du processus de

la rafle correspondant (Ps).

Corollaire 3.1. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C': I x H = H une
multi-application telle que

(Hy) pour tout (t,y) € I x H, C(t,y) est un sous-ensemble convezxe fermé non-vide de H ;
(H}) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a € WH(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T) < 0o et a(0) = 0 telle que
dg(C(t,u)),C(s,v)) < a(t) —a(s) +r|v —u| pour tous 0 < s <t < T, et v,u € H;

(HY) pour tout ensemble borné B C H, il existe une multi-application mesurable intégra-
blement bornée G valeurs compactes Uy : I = H telle que O(t,x) C Wy(t) C v(t)By pour
tout (t,x) € I x B, ou v € L&(I).

Alors, pour tout (xg,up) € H x C(0,xg), le probléme

”

2(t) = o + [ u( tel

—(t) € N ))u(t) p.p.tel,
u(t) € C(t,x(t)), tel
u(0) = ug € C(0,29), z(0) =x¢ € H;

(Ps)

\

a une solution absolument continue (z,u): 1 — H x H.

Plus précisément, le processus de la rafle non-perturbé du second-ordre

- t) € NC(t,m(t))jj(t) p.p-t€E I

admet au moins une solution v € W*2(I, H).
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Démonstration. Soit Ay ) = New.), pour tout (¢, ) € I x H. Alors, pour tout (¢,z) €
I'xH, Apy : D(A(m)) C H = H est un opérateur maximal monotone (en tenant compte
de (1.4) et (Hy)).

L’hypothése (H3) découle immeédiatement de (H3), en remarquant que D(Aq ) = C(t, x).
On déduit de (1.4) que A?t’x)y =0 (car 0 € Neq,q)) pour tout (¢, z,y) € I x H x H, alors
la condition (H;) est vérifiée.

Il reste a vérifier (Hy).

De (1.10) comme C(t,u), C(s,v) sont des ensembles convexes fermeés, alors on a
diS(Nc(mu), NC(s,v)) = dH(C(t, u), C(S, U)) (31)

En combinant (Hj) et (3.1), alors la condition (Hj) est vérifiée.
Par conséquent, toutes les hypothéses du Théoréme 2.8 sont satisfaites. Ce dernier assure
'existence d’une solution au processus de la rafle considéré (Ps).

La démonstration du corollaire est achevée. [ |

Du Théoréme 2.10 découle le résultat correspondant au cas du processus de la rafle
(Py).

Corollaire 3.2. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C' : [ x H = H wune
multi-application telle que

(H7) pour tout (t,y) € I x H, C(t,y) est un sous-ensemble conveze fermé non-vide de H ;
(H3) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a € WH2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T) < 0o et a(0) = 0 telle que
dy(C(t,u)),C(s,v)) < a(t) —a(s) +r|lv —ul| pour tous 0 < s <t < T, et v,u € H;

(HY%) pour tout ensemble borné B C H, il existe une multi-application mesurable intégra-
blement bornée a valeurs compactes Vg : I = H telle que O(t,z) C Wg(t) C v(t)By pour
tout (t,x) € I x B, ou v € L&(I).
Soit f: I x Hx H — H une application telle que

(1) f(-,x,y) est Lebesgue mesurable sur I pour tout (x,y) € H x H,

(ii) f(t,-,-) est continue sur H x H,

(1i1) ||f(t,z,y)|| < M pour tout (t,z,y) € I x H x H,

() ||ft,xz,y) — f(t,z,2)|| < M|y — z||, pour tout x,y,z € H ett €1;

pour une constante réelle positive M.



38

Alors, pour tout (xg,up) € H x C(0,xg), le probléme

:c(t) o—l—fo s)ds, Vtel,
(0) = 2o, u(0) = ug € C(0,z9),
—u(t) € Neqauyu(t) + f(t,x(t),u(t)) pp.-tel,

(
[ ult) € C(t, ())Vte[

8

(F1)

a une solution absolument continue (z,u): I — H x H.

Plus précisément, le processus de la rafle perturbé du second-ordre

—i(t) € Newawy®(t) + f(tz(t),2(t)) pp.tel
(t) e C(t,x(t)), tel
x(0) = xo, ©(0) = ug € C(0,zp);

admet au moins une solution v € W*2(I, H).

Démonstration. Soit Ay, = Nee), pour tout (t,x2) € I x H. Alors, d’aprés la dé-
monstration du Corollaire 3.1, 'opérateur A ;) vérifient les hypothéses (H,)-(Hz)-(Hs).
Par conséquent, toutes les hypothéses du Théoréme 2.10 sont satisfaites. Ce dernier assure

'existence d’une solution au processus de la rafle considéré (Py). |



Conclusion

Ce mémoire discute une partie du papier récemment publié [13]. Le théme abordé étant
d’actualité. Ce travail établit (dans le cadre d’un espace de Hilbert) un résultat d’existence
de la solution a une classe de problémes d’évolution régie par des opérateurs maximaux
monotones dépendant du temps et de état (sous 'hypothése (Hy)) avec perturbation du
type Lipschitz par rapport a sa troisiéme variable. La technique adoptée est celle du point

fixe.

Dans I’étude de sujets en relation, d’autres auteurs utilisent la méthode de discrétisa-
tion par exemple. On cite 'article [14] pour 'étude de problémes d’évolution du second-
ordre régis par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps. Le lecteur peut
se référer aux travaux [12|, [22], pour des résultats récents concernant la classe d’inclusions
différentielles gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et
de I'état (sous I'hypothése (Hs)) avec d’autres types de perturbations (univoques f ou

multivoques F') du type

x(t) To + fo s)ds, Vtel
x(0) = o, u(0) = up € D(A(0,z0))

—u(t) € Apa@yult) + f(t,x(t),ut)) pp.tel
u(t) € D( ) vVt e 1,

ou encore

8

8

(t) To + fO dS Vtel

(0) = o, u(0) = uo € D(A(.a0))

—u(t ) € Apawyult) + F(t,x(t),ut)) pp.-tel
u(t) € D(Aawy), Vt € 1,

\

et bien d’autres applications. On cite aussi le papier |23], pour une étude récente de ces

problémes en présence d’un retard fini.
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