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Introduction

L'étude des inclusions di�érentielles gouvernées par des opérateurs maximaux mono-

tones a fait l'objet de plusieurs livres et articles, on peut citer par exemple [1], [2], [4], [5],

[6], [7], [8], [10], [14], [20], [27], [29], parmi d'autres références sur le sujet.

Le papier [20] traite une classe de problèmes d'évolution du premier ordre régie par

des opérateurs maximaux monotones dépendent du temps, variant au sens de la pseudo-

distance introduite dans [28] (voir (1.9) pour sa dé�nition). Quelques années après, dans

la lignée de cet article, des variantes ont été considérées, voir par exemple [4], [5], [6], [14],

[16], [26]. Actuellement, le cas des inclusions di�érentielles du premier ordre régies par des

opérateurs dépendant du temps et de l'état a été étudié dans [21] (en dimension �nie) et

dans [24] (en dimension in�nie). Dans ce mémoire, on s'intéresse au cas du second-ordre

de cette classe de problèmes d'évolution. On a mené dans ce mémoire une étude détaillée

d'une partie du papier récent [13].

Un bref schéma du contenu présenté dans ce mémoire peut se décrire comme suit : Le

premier chapitre est intitulé �Préliminaires�. Il comporte des notations et quelques espaces

usuels. Aussi, il réunit un ensemble de dé�nitions, propositions et théorèmes sur l'analyse

fonctionnelle ainsi que les propriétés fondamentales des opérateurs maximaux monotones

qui vont nous servir de clé dans le chapitre qui suit. Dans le deuxième chapitre intitulé

�Résultats principaux�, on s'intéresse à l'étude d'existence de solutions au problème du

second ordre suivant, dans un espace de Hilbert H,

(P1)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ I,

où I := [0, T ], A(t,x) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de l'état

qui varie de manière absolument continue en temps et du type Lipschitz en état, au sens

de la pseudo-distance (voir l'hypothèse (H2)). Pour bien mener cette étude, on démontre

ii



Introduction iii

d'abord un lemme important permettant le passage du cas d'opérateurs dépendant du

temps au cas dépendant du temps et de l'état pour les inclusions di�érentielles du premier

ordre

(P0)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t), p.p. t ∈ I, x ∈ W 1,2(I,H),

u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I
u(0) = u0 ∈ D(A(0,x(0))).

Dans notre développement, on réduit le problème au premier ordre. Après, on construit

un ensemble, on dé�nit convenablement une fonction dans le but d'appliquer le théorème

du point �xe de Schauder.

Ensuite, on considère le problème perturbé

(P2)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I,

où f : I × H × H → H est une perturbation univoque satisfaisant à des conditions

appropriées. La démonstration s'appuie essentiellement sur les techniques et idées utilisées

dans l'étude d'existence de solutions pour (P1).

Ce mémoire se termine par le chapitre 3 intitulé �Cas particulier du processus de la

ra�e�. En e�et, des théorèmes du chapitre précédent découlent les résultats d'existence

correspondants aux problèmes suivants

(P3)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, t ∈ I

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I,
u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H;

et

(P4)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, t ∈ I

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I,
u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons des notions de base, quelques résultats fondamen-

taux utiles, notamment les dé�nitions et les propriétés des multi-applications et celles des

opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

1.1 Notations générales et espaces usuels

Tout au long de ce mémoire nous adoptons les notations suivantes :

� R est l'ensemble des nombres réels.

� R+ est l'ensemble des nombres réels positifs.

� N est l'ensemble des entiers naturels.

� I := [0, T ], T > 0 est un intervalle fermé borné de R.

� H est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et de la norme

associée ‖ · ‖.

� S est l'adhérence d'un ensemble S (S ⊂ H).

� coS est le plus petit convexe fermé contenant l'ensemble S (S ⊂ H).

� BH(0, r) est la boule fermée dans H de centre 0 et de rayon r.

� BH est la boule unité fermée dans H.

� L(I) est la tribu de Lebesgue sur I.

� B(H) est la tribu borélienne sur H.

� P(X) où 2X est l'ensemble des parties d'un ensemble X.

1



1.2. Rappels et résultats fondamentaux 2

� ⇀ désigne la convergence faible.

� → désigne la convergence forte.

� 1S est la fonction caractéristique d'un sous-intervalle S de I, dé�nie par 1S(x) = 1

si x ∈ S et 0 sinon.

� CH(I) est l'espace des fonctions continues de I dans H muni de la norme de la

convergence uniforme ‖x‖∞ = sup
t∈I
‖x(t)‖.

� ẋ ou x′ (resp. ẍ) est la dérivée première (resp. seconde) de x : I → H quand elles

existent.

� LpH(I), p ∈ [1,+∞[, est l'espace des fonctions mesurables x : I → H telles que∫ T

0

‖x(t)‖pdt < +∞ muni de la norme ‖x‖LpH(I) = (

∫ T

0

‖x(t)‖pdt)1/p.

Si p = 2 alors L2
H(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉L2

H(I)

pour tous f, g ∈ L2
H(I)

〈f, g〉L2
H(I) =

∫ T

0

〈f(t), g(t)〉dt.

� L∞H (I) est l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées dé�nies sur I

à valeurs dans H muni de la norme

‖f‖L∞
H (I) = inf{c ≥ 0 : ‖f(t)‖ ≤ c p.p.}.

� W 1,2(I,H) est l'espace des fonctions x : I → H absolument continues à dérivée

dans L2
H(I) et on note W 1,2(I) si H = R.

� W 2,2(I,H) est l'espace des fonctions x : I → H absolument continues à dérivée w

absolument continue avec ẇ dans L2
H(I).

� IH est l'identité de H.

� p.p. presque partout.

Une bonne partie du contenu du chapitre a été prise des références [3], [8], [9], [25].

1.2 Rappels et résultats fondamentaux

Dans tout ce qui suit X est un ensemble non-vide.

Dé�nition 1.1. Soit Γ ⊂ P(X). Alors, Γ est dite topologie si

1. ∅ ∈ Γ , X ∈ Γ .
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2. Toute intersection �nie d'éléments de Γ appartient à Γ .

3. Toute réunion quelconque d'éléments de Γ appartient à Γ .

Dans ce cas, le couple (X,Γ ) est dit espace topologique.

Les éléments de Γ sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Caractérisation 1.2.

Soit (X,Γ ) un espace topologique. On dit qu'une partie V de X est un voisinage de x ∈ X
s'il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V .

On appelle adhérence de A notée A le plus petit fermé contenant A.

On appelle intérieur de C noté Int(C) le plus grand ouvert de X inclus dans C.

Dé�nition 1.3. On dit que X est un espace séparé si pour tous points distincts x et y

dans X, il existe un voisinage Vx de x dans X, et un voisinage Vy de y dans X tels que

Vx ∩ Vy = ∅.

Dé�nition 1.4. On appelle tribu sur X toute famille Σ de parties de X telle que :

1. ∅ ∈ Σ.

2. Σ est stable par passage aux complémentaires.

3. Σ est stable par passage aux réunions dénombrables.

Dans ce cas, le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable.

Dé�nition 1.5. (Application mesurable)

Soient (X1, Σ1) et (X2, Σ2) deux espaces mesurables. Une application f : (X1, Σ1) →
(X2, Σ2) est dite mesurable si f−1(A) ∈ Σ1, pour tout A ∈ Σ2.

Dé�nition 1.6. Soit (X, Σ) un espace mesurable. Une mesure sur (X, Σ) est une appli-

cation µ : Σ → [0, +∞] véri�ant

1. µ(∅) = 0.

2. Pour toute famille {An, n ∈ N} d'éléments de Σ deux à deux disjoints (c'est-à-dire

que An
⋂
Am = ∅ lorsque n 6= m), on a la propriété de σ-additivité dénombrable

µ(
∞⋃
n=0

An) =
∞∑
n=0

µ(An).

On dit alors que (X, Σ, µ) est un espace mesuré.

Lorsque µ(X) <∞, on dit que la mesure µ est �nie.

Un ensemble A est dit µ-négligeable s'il existe B ∈ Σ tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.
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Dé�nition 1.7. (Mesure de Lebesgue) Soit (R,B(R)) l'espace mesurable R muni de sa

tribu borélienne. Il existe une unique mesure notée λ sur cet espace mesurable qui possède

les deux propriétés suivantes :

(1) ∀a ∈ R,∀A ∈ B(R) : λ(a+ A) = λ(A),

(2) λ([0, 1]) = 1.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R. De plus, on peut montrer qu'elle coïn-

cide avec la notion de longueur sur les intervalles, c'est-à-dire que la mesure de Lebesgue

d'un intervalle est égale à la longueur de cet intervalle.

Dé�nition 1.8. (Propriété vraie µ-presque partout)

On dit qu'une propriété est vraie µ-presque partout sur l'espace mesuré (X, Σ, µ) si la

propriété est fausse sur une partie µ-négligeable de X, on note µ p.p.

Si µ est la mesure de Lebesgue, on écrit p.p. pour simplicité.

Dé�nition 1.9.

L'application d : X× X→ [0, +∞[ est une distance sur X si pour tous x, y, z ∈ X, on a

1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Exemple 1.10. Tout espace métrique est séparé.

Dé�nition 1.11.

Soient (X, d) un espace métrique, S ⊂ X et x0 ∈ X, alors

d(x0, S) = inf
x∈S

d(x0, x),

d(x0, S) est la plus petite distance entre le point x0 et les points de S.

Dé�nition 1.12. Soient S1, S2 deux sous-ensembles de H. La distance de Hausdor� entre

S1 et S2 est dé�nie par

dH(S1, S2) = max

(
sup
x∈S2

d(x, S1), sup
x∈S1

d(x, S2)

)
. (1.1)

Dé�nition 1.13. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou complexe, de di-

mension �nie ou in�nie, toute application x 7→ ‖x‖ de X dans R+ véri�ant les conditions

i) ∀x ∈ X : ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : ‖λx‖ = |λ|.‖x‖,
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iii) ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Toute norme dé�nit naturellement une distance : d(x, y) = ‖x− y‖.

Dé�nition 1.14. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ‖·‖) où X est un espace

vectoriel et ‖ · ‖ est une norme sur X.

Dé�nition 1.15. Soit X un espace métrique. La suite (xn)n∈N est dite une suite de

Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 : ‖xp − xq‖ < ε.

Dé�nition 1.16. Soit (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. On dit que (X, ‖ · ‖) est un

espace complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour ‖ · ‖, composée d'éléments

de X, admet une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Dé�nition 1.17. (Continuité séquentielle)

Soient (X1, Γ1), (X2, Γ2) deux espaces topologiques et f : X1 −→ X2. La fonction f est

dite séquentiellement continue en x ∈ X1 si pour toute suite (xn) ⊂ X1 telle que xn −→ x,

alors, on a f(xn) −→ f(x).

La fonction f est séquentiellement continue sur X1 si elle est séquentiellement continue

en tout point de X1.

Remarque 1.18. Dans les espaces métriques, la continuité séquentielle est équivalente à

la continuité.

Dé�nition 1.19. Soit (X, Γ ) un espace topologique et soit A ⊂ X. On dit que A est dense

dans X si A = X.

Dé�nition 1.20. On dit qu'un espace topologique (X, Γ ) est séparable s'il existe un sous-

ensemble A ⊂ X dénombrable et dense dans X.

Dé�nition 1.21. (1) Un recouvrement de X est une famille (Ai)i∈ I de parties de X telle

que X ⊂
⋃
i∈I

Ai.

Si de plus, I est un ensemble �ni, on dit que (Ai)i∈ I est un recouvrement �ni de X.

(2) Soit (Ai)i∈ I un recouvrement de X. Soit J ⊂ I tel que X ⊂
⋃
j∈J

Aj, on dit que (Aj)j ∈ J

est un sous-recouvrement de (Ai)i∈ I .

(3) Un recouvrement ouvert de X est une famille d'ouverts (Ui)i∈ I tel que X ⊂
⋃
i∈ I

Ui.

Dé�nition 1.22. On dit que (X, Γ) espace topologique est compact s'il est séparé et de

tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement �ni.
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Dé�nition 1.23. Soit (X, Γ) un espace topologique. On dit que

(i) K ⊂ X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire

un sous-recouvrement �ni.

(ii) A ⊂ X (où X est séparé) est relativement compact si A est compact.

(iii) D ⊂ X est compact si et seulement si D est fermé et relativement compact.

Caractérisation 1.24. Soit X un espace métrique.

(i) Un sous-ensemble K de X est dit relativement compact, si de toute suite dans K

on peut extraire une sous-suite convergente dans X.

(ii) Un sous-ensemble D de X est dit compact, si de toute suite dans D on peut

extraire une sous-suite convergente dans D.

(iii) Un sous-ensemble F de X est fermé si et seulement si toute limite (dans X)

d'une suite à valeurs dans F appartient à F.

Proposition 1.25. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Tout compact d'un espace séparé est fermé.

Soient E, X deux espaces normés, (fn : X → E)n∈N une suite d'applications et

f : X → E.

Dé�nition 1.26. (Convergence ponctuelle)

On dit que (fn)n∈N converge ponctuellement vers f (sur X) si et seulement si, pour tout

x ∈ X, la suite (fn(x))n∈N converge vers f(x) dans E.

Dé�nition 1.27. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)n∈N converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, (n ≥ N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ < ε).

2) Si la suite (fn)n∈N et l'application f sont bornées, alors (fn)n∈N converge uniformément

vers f sur X, si et seulement si

sup
x∈X
‖fn(x)− f(x)‖ → 0.

Dé�nition 1.28.

Soient X un espace topologique et X ′ = {f : X → R/f linéaire continue} son dual
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topologique. Soit f ∈ X ′ et soit

ϕf : X −→ R

x 7−→ ϕf (x) = 〈f, x〉X′,X ,

où l'on note 〈·, ·〉X,X′ les crochets de dualité.

Lorsque f parcourt X
′
, on obtient une famille d'applications (ϕf )f∈X′ . On appelle topologie

faible sur X, la topologie la moins �ne sur X rendant les applications (ϕf )f∈X′ continues

sur X et on la note σ(X,X ′).

Dé�nition 1.29. (Convergence faible)

Soit (xn) une suite de points de X, alors on a

xn ⇀ x⇔ 〈f, xn〉X′,X −→ 〈f, x〉X′,X ∀f ∈ X ′.

On note que la convergence forte entraine la convergence faible.

Dé�nition 1.30.

Soient X un espace topologique et X ′ son dual topologique. Soit x ∈ X et soit

ϕx : X ′ −→ R

f 7−→ ϕx(f) = 〈f, x〉X′,X .

Lorsque x parcourt X, on obtient une famille d'applications (ϕx)x∈X . On appelle topologie

faible∗ sur X ′, la topologie la moins �ne sur X ′ rendant les applications (ϕx)x∈X continues

sur X ′ et on la note σ∗(X ′, X).

Dé�nition 1.31. (Convergence faible∗)

Soit (fn) une suite de points de X ′, alors on a

fn ⇀
∗ f ⇔ 〈fn, x〉X′,X −→ 〈f, x〉X′,X ∀x ∈ X.

Dé�nition 1.32. (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel réel. Un produit scalaire

sur H est une application de H × H dans R qui associe à tout couple (x, y) le produit

scalaire noté 〈x, y〉 telle que

(i) L'application x 7−→ 〈x, y〉 est linéaire, i.e., pour tous y, x1, x2 ∈ H, α1, α2 ∈ R on a

〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α2〈x2, y〉,

(ii) Pour tous x, y ∈ H, on a : 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
(iii) Pour tout x ∈ H, on a : 〈x, x〉 ≥ 0 et (〈x, x〉 = 0⇔ x = 0).
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Dé�nition 1.33. Un espace préhilbertien (réel) est un espace vectoriel muni d'un produit

scalaire (H, 〈·, ·〉). Sur cet espace, on dé�nit une norme par ‖x‖ =
√
〈x, x〉, x ∈ H, dite

norme induite par le produit scalaire.

Dé�nition 1.34. Un espace de Hilbert réel est un espace préhilbertien (réel) complet, i.e.,

un espace vectoriel muni d'un produit scalaire qui est complet pour la norme associée.

Théorème 1.35. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit H un espace préhilbertien, alors,

on a pour tous x, y ∈ H
|〈x, y〉| ≤

√
〈x, x〉

√
〈y, y〉. (1.2)

De cette inégalité, résulte la continuité des applications de H dans R : x 7−→ 〈x, y〉 et
y 7−→ 〈x, y〉.

Théorème 1.36. (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Soit E un espace de Banach, soit E ′ son dual topologique. La boule unité fermée dans E ′

notée BE′ est compacte pour la topologie σ∗(E ′, E).

Corollaire 1.37. Soit H un espace de Hilbert. Alors

Toute suite convergente de H est bornée.

Toute suite bornée dans H admet une sous-suite faiblement convergente.

Soit (xn) ⊂ H, si xn ⇀ x, alors (‖xn‖) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Dé�nition 1.38. Un ensemble S ⊂ H est convexe si

∀x, y ∈ S, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ S.

Exemple 1.39. Pour tout x ∈ H et r ≥ 0, la boule centrée en x et de rayon r (ouverte

ou fermée) est convexe.

Dé�nition 1.40. Soit un intervalle [a, b] de R. Une fonction ϕ : [a, b] → H est dite

absolument continue si pour tout réel ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute suite �nie

([an, bn])n≤N de sous-intervalles de [a, b] d'intérieurs disjoints,∑
n≥0

(bn − an) < δ =⇒
∑
n≥0

‖ϕ(bn)− ϕ(an)‖ < ε.

Théorème 1.41. Soit un intervalle [a, b] de R. Une fonction ϕ : [a, b] → H est dite

absolument continue si et seulement si il existe une fonction g intégrable sur [a, b] telle

que pour tout x ∈ [a, b] on a

ϕ(x)− ϕ(a) =

∫ x

a

g(t)dt,

g ≡ ϕ̇ p.p.
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Remarque 1.42. Soit une fonction ϕ : [a, b]→ H.

1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

3. Toute fonction continue est mesurable.

Dé�nition 1.43. (Fonction du type Lipschitz)

Soit ϕ : I → H. On dit que ϕ est du type Lipschitz de rapport L >0 si et seulement si

∀ x, y ∈ I : ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ L|x− y|.

On dit que ϕ est une contraction si, elle est du type Lipschitz de rapport 0 < L < 1.

Remarque 1.44.

Toute fonction du type Lipschitz est absolument continue.

1.3 Multi-applications et sélections

Pour commencer, nous dé�nissons les multi-applications, aussi appelées correspon-

dances, applications multivoques ou multi-fonctions. Pour plus de détails sur les propriétés

des multi-applications, on peut se référer par exemple à [3] et [17].

Dé�nition 1.45. Soient X, Y deux ensembles non-vides, on appelle multi-application

dé�nie sur X à valeurs dans Y toute application de X ayant ses valeurs dans 2Y . On

note

F : X ⇒ Y ou F : X → 2Y ,

c'est à dire pour tout x dans X : F (x) est un sous-ensemble de Y.

Dé�nition 1.46. Soit F : X ⇒ Y une multi-application.

On appelle domaine de F noté D(F ) l'ensemble

D(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

On dé�nit l'image de F notée R(F ) par

R(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ F (x)} =
⋃

x∈D(F )

F (x).

On dé�nit le graphe de F noté Gr(F ) par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ D(F )× Y : y ∈ F (x)}.
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Dé�nition 1.47. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non-vides. On appelle

sélection de F toute application f : X −→ Y véri�ant f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

Dé�nition 1.48.

Soient (X, Γ ) un espace mesurable, Y un espace métrique, et F : X ⇒ Y une multi-

application. On dit que F est mesurable si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X, F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Γ .

Exemple 1.49. Toute multi-application constante est mesurable.

Théorème 1.50. Soient (X,Γ ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet sé-

parable et soit F : X ⇒ Y une multi-application mesurable à valeurs non-vides fermées.

Alors, F admet au moins une sélection mesurable.

Dé�nition 1.51. Soit E un espace normé. Soit F : I ⇒ E une multi-application me-

surable. La multi-application F est dite intégrablement bornée si il existe h ∈ L1
E(I) telle

que

sup{‖y‖, y ∈ F (t)} ≤ h(t) p.p. t ∈ I.

Théorème 1.52. Soit F : I ⇒ E une multi-application mesurable intégrablement bornée

à valeurs non-vides convexes faiblement compactes dans un espace de Banach séparable E.

Alors, S1
F est convexe et compact pour la topologie faible de L1

E(I), où S1
F est l'ensemble

des sélections intégrables de F dé�ni par

S1
F = {f ∈ L1

E(I) : f(t) ∈ F (t) }.

On rappelle un résultat de [11], adapté au contexte étudié dans ce mémoire.

Théorème 1.53. Soit G : I ⇒ H une multi-application mesurable intégrablement bornée

à valeurs convexes compactes, alors la multi-application intégrale∫ T

0

G(s)ds =

{∫ T

0

g(s)ds, g ∈ S1
G

}
est convexe compacte.

1.4 Opérateurs maximaux monotones

Dé�nition 1.54. Un opérateur A : H ⇒ H est dit monotone si pour tous x1, x2 ∈ D(A)

et tous y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2, on a

〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0. (1.3)
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Dé�nition 1.55. Un opérateur A : H ⇒ H est dit maximal monotone s'il est monotone

et si toute extension monotone de A coïncide avec A.

Proposition 1.56. (Théorème de Minty) Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H, on a équivalence

entre les deux propriétés suivantes :

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(IH + λA) = H, pour tout λ > 0.

Dé�nition 1.57. Soit S un sous-ensemble de H. Le cône normal de S en x ∈ H dé�ni

par

NS(x) = {y ∈ H : 〈y, z − x〉 ≤ 0 ∀z ∈ S}. (1.4)

Si S est convexe fermé, alors NS est un opérateur maximal monotone. Il est à noter que

D(NS) = S.

Dé�nition 1.58. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone. Alors, pour

tout x ∈ D(A), Ax est non-vide convexe fermé. De plus, il existe y ∈ Ax unique appelé

élément de norme minimale de Ax, noté A0x tel que ‖y‖ = inf{‖z‖, z ∈ Ax}.

Dé�nition 1.59. Un opérateur A : H ⇒ H est dit demi-fermé si la condition suivante

est satisfaite : Si xn ∈ D(A), yn ∈ Axn tels que xn → x et yn ⇀ y dans H alors x ∈ D(A)

et y ∈ Ax.

Proposition 1.60. Tout opérateur maximal monotone est demi-fermé.

Dé�nition 1.61. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H. On appelle l'opérateur JAλ : H → H dé�ni

par

JAλ = (IH + λA)−1, (1.5)

la résolvante de A, et l'opérateur Aλ : H → H dé�ni par

Aλ =
1

λ
(IH − JAλ ), (1.6)

l'approximation de Yosida de A, pour tout λ > 0.

Les opérateurs Aλ, J
A
λ sont univoques et dé�nis sur l'espace H tout entier. On a

JAλ x ∈ D(A) et Aλ(x) ∈ A(JAλ x), pour tout x ∈ H, (1.7)

‖Aλ(x)‖ ≤ ‖A0x‖, pour tout x ∈ D(A). (1.8)
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Dé�nition 1.62. [28] Soient A : D(A) ⊂ H ⇒ H et B : D(B) ⊂ H ⇒ H deux

opérateurs maximaux monotones, alors on note dis(A,B) la pseudo-distance entre A et

B dé�nie par

dis(A,B) = sup

{
〈y − y′, x′ − x〉
1 + ‖y‖+ ‖y′‖

: (x, y) ∈ gph(A), (x′, y′) ∈ gph(B)

}
. (1.9)

On a dis(A,B) ∈ [0,+∞], dis(A,B) = dis(B,A) et dis(A,B) = 0 ssi A = B.

On rappelle le résultat suivant de [28] : si S1, S2 sont deux ensembles convexes fermés

non-vides de H, alors on a

dis(NS1 , NS2) = dH(S1, S2), (1.10)

où la distance de Hausdor� entre S1 et S2 est donnée par (1.1).

1.5 Quelques résultats utiles

On rappelle le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.

Théorème 1.63. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions dans LpH(I), 1 ≤ p < +∞. On suppose que

1) fn(t) −→ f(t) p.p sur I.

2) Il existe une fonction g ∈ LpR+
(I) telle que pour tout n : ‖fn(t)‖ ≤ g(t) p.p sur I.

Alors, on a f ∈ LpH(I) et ‖fn − f‖LpH(I) −→ 0.

Théorème 1.64. (Théorème d'Ascoli-Arzelà) Soit (I, d) un espace métrique compact

et (X, d′) un espace métrique complet. Alors, une partie H de CX(I) est relativement

compacte pour la topologie de la convergente uniforme, si seulement si les deux conditions

sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,

∀x ∈ I,∀ε > 0,∃δ > 0,∀f ∈ H,∀y ∈ I, (d(x, y) < δ)⇒ (d′(f(x), f(y)) < ε).

2. Pour tout x ∈ I, l'ensemble H(x) = {f(x), f ∈ H} est relativement compact.

Rappelons le théorème du point �xe de Schauder [18].

Théorème 1.65. Soit C un sous ensemble convexe, borné, fermé, non-vide d'un espace de

Banach E et soit f : C → C une application continue. Si f(C) est relativement compact,

alors f admet un point �xe, i.e. il existe y ∈ C véri�ant y = f(y).
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On termine ce chapitre par la dé�nition classique de la convergence au sens de Komlós

(cf p.128 [15]) et une propriété de cette convergence (cf. Théorème 3.1 [19]).

Dé�nition 1.66. Une suite (un) ⊂ L1
H(I) converge au sens de Komlós vers une fonction

u ∈ L1
H(I) si pour toute sous-suite (vn) de (un), la suite (

1

n

n∑
j=1

vj)n converge ponctuelle-

ment p.p. vers u.

Proposition 1.67. Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit (un) une suite bornée dans

L1
H(I). Alors, il existe une sous-suite (vn) de (un) et u ∈ L1

H(I) tel que lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

wj =

u p.p. pour toute sous-suite (wn) de (vn).



Chapitre 2

Résultats principaux

Ce chapitre a pour but d'étudier les problèmes (P1) et (P2). Il comprend trois sections.

Dans la première, on établit un lemme intéressant concernant les inclusions di�érentielles

gouvernées par les opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de l'état. Ce

dernier permet le passage du cas d'opérateurs dépendant du temps au cas d'opérateurs

dépendant du temps et de l'état.

2.1 Résultats préparatoires

Pour démontrer nos résultats d'existence de solutions, nous avons besoin de rappeler

les lemmes suivants (voir [20]).

Lemme 2.1. Soit A un opérateur maximal monotone sur H. Si x ∈ D(A) et y ∈ H sont

tels que

〈A0z − y, z − x〉 ≥ 0 ∀z ∈ D(A),

alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Lemme 2.2. Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones sur H tels que

dis(An, A) → 0. Supposons aussi que xn ∈ D(An) avec xn → x et yn ∈ An(xn) avec

yn ⇀ y pour certains x, y ∈ H. Alors, on a x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Lemme 2.3. Soient A, B des opérateurs maximaux monotones sur H. Alors, on a

(1) Pour λ > 0 et x ∈ D(A)

‖x− JBλ (x)‖ ≤ λ‖A0x‖+ dis(A,B) +
√
λ
(
1 + ‖A0x‖

)
dis(A,B).

14
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(2) Pour λ > 0 et x, x′ ∈ H

‖JAλ (x)− JAλ (x′)‖ ≤ ‖x− x′‖. (2.1)

Lemme 2.4. Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones sur H tels que

dis(An, A)→ 0 et ‖A0
nx‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour c > 0, tous n ∈ N et x ∈ D(An). Alors, pour

tout z ∈ D(A) il existe une suite (zn) telle que

zn ∈ D(An), zn → z et A0
nzn → A0z. (2.2)

Rappelons Théorème 3.1 [4].

Théorème 2.5. Supposons que pour tout t ∈ I, At : D(At) ⊂ H ⇒ H est un opérateur

maximal monotone satisfaisant

(h1) il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0
tu‖ ≤ c(1 + ‖u‖) pour tout (t, u) ∈ I ×D(At),

(h2) il existe une fonction β ∈ W 1,2(I) qui est positive sur [0, T [ et croissante avec β(T ) <

∞ et β(0) = 0 telle que

dis(At, As) ≤ |β(t)− β(s)|, ∀t, s ∈ I.

Alors, le problème non-perturbé −u̇(t) ∈ Atu(t) p.p. t ∈ I,
u(0) = u0 ∈ D(A0),

admet une unique solution absolument continue u(·) sur I. De plus, on a

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) p.p. t ∈ I; (2.3)

où K est une constante réelle positive dépendant de ‖u0‖, c, I et β(·).

Énonçons et démontrons le lemme principal de cette section (voir [13]).

Lemme 2.6. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout (t, x) ∈
I ×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant

(H1) il existe un nombre réel non négatif c tel que

‖A0
(t,x)y‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×D(A(t,x)),
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(H2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dis(A(t,u), A(τ,v)) ≤ a(t)−a(τ) + r‖u−v‖, pour tout 0 ≤ τ ≤ t ≤ T, pour tout u, v ∈ H.

Alors, on a les résultats suivants.

(I) Pour tout x ∈ W 1,2(I,H) et pour tout u0 ∈ D(A(0,x(0))), le problème

(P0)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t), p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I
u(0) = u0 ∈ D(A(0,x(0))),

admet une unique solution absolument continue avec ‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) où

β(t) =

∫ t

0

[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds, ∀t ∈ I

et K est une constante positive dépendant de ‖u0‖, c, T, x et β.

(J ) Supposons de plus que

l'application (t, x, y)→ J
A(t,x)

λ (y) est L(I)⊗ B(H)⊗ B(H)-mesurable.

Alors, pour tout x ∈ W 1,2(I,H) l'opérateur Ax : D(Ax) ⊂ L2
H(I) ⇒ L2

H(I) dé�ni par

Axu = {v ∈ L2
H(I) : v(t) ∈ A(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I},

pour tout u ∈ D(Ax) où

D(Ax) := {u ∈ L2
H(I) : u(t) ∈ D(A(t,x(t))) p.p., ∃ y ∈ L2

H(I) : y(t) ∈ A(t,x(t))u(t), p.p.}
est maximal monotone.

Démonstration. Montrons d'abord (I). L'opérateur Bt = A(t,x(t)) est un opérateur

maximal monotone à variation absolument continue par rapport au temps : Pour tout

0 ≤ τ ≤ t ≤ T , on a par hypothèse (H2)

dis(Bt, Bτ ) = dis(A(t,x(t)), A(τ,x(τ)))

≤ a(t)− a(τ) + r‖x(t)− x(τ)‖ =

∫ t

τ

ȧ(s)ds+ r‖
∫ t

τ

ẋ(s)ds‖,

la dernière égalité se justi�e par le fait que x ∈ W 1,2(I,H) et a ∈ W 1,2(I), avec ȧ(s) ≥ 0

pour tout s ∈ I car a est croissante sur I. Alors, en simpli�ant, il résulte

dis(Bt, Bτ ) ≤
∫ t

0

[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds−
∫ τ

0

[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds

= β(t)− β(τ),
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où β ∈ L2
R(I) est dé�nie par

β(t) =

∫ t

0

[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds, ∀t ∈ I.

De plus, par hypothèse (H1) on a

‖B0
t y‖ = ‖A0

(t,x(t))y‖ ≤ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖y‖)

≤ c(1 + ‖x0 +

∫ t

0

ẋ(s)ds‖+ ‖y‖)

≤ c(1 + ‖x0‖+

∫ t

0

‖ẋ(s)‖ds+ ‖y‖)

car x est absolument continue. Or, ‖ẋ‖L2
H(I) < +∞ par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on

obtient

‖B0
t y‖ ≤ c(1 + ‖x0‖+ (t− 0)1/2(

∫ t

0

‖ẋ(s)‖2ds)1/2 + ‖y‖)

≤ c(1 + ‖x0‖+ T 1/2‖ẋ‖L2
H(I) + ‖y‖)

= c(1 + ‖x0‖+ T 1/2‖ẋ‖L2
H(I)) + c‖y‖

= c1 + c1
‖y‖

1 + ‖x0‖+ T 1/2‖ẋ‖L2
H(I)

.

En remarquant que ‖y‖
1+‖x0‖+T 1/2‖ẋ‖

L2
H

(I)

< ‖y‖, il revient

‖B0
t y‖ ≤ c1(1 + ‖y‖),

pour tout y ∈ D(A(t,x(t))), où c1 = c(1 + ‖x0‖ + T 1/2‖ẋ‖L2
H(I)) est une constante réelle

positive qui dépend de c et de x.

Alors, les conditions (h1) et (h2) du Théorème 2.5 sont satisfaites. Par conséquent, pour

tout u0 ∈ D(B0), il existe une unique solution absolument continue u : I → H au problème
−u̇(t) ∈ Btu(t) = A(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(Bt) = D(A(t,x(t))),∀t ∈ I,
u(0) = u0 ∈ D(B0) = D(A(0,x0)),

telle que ‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)), où β(t) =
∫ t
0
[ȧ(s) + r‖ẋ(s)‖]ds,∀t ∈ I et K est une

constante réelle positive qui dépend de ‖u0‖, c1, β et T .

Montrons maintenant (J ). En tenant compte de (I), on remarque que pour tout

x ∈ W 1,2(I,H) et pour tout u0 ∈ D(A(0,x(0))), le problème (P0) admet une unique so-

lution absolument continue. Il résulte alors que D(Ax) est non-vide et Ax est bien dé�ni.

L'opérateur Ax est monotone. En e�et, soient yi ∈ Axzi, zi ∈ D(Ax), i = 1, 2, on a

〈y1 − y2, z1 − z2〉L2
H(I) =

∫ T

0

〈y1(t)− y2(t), z1(t)− z2(t)〉dt.
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Or yi(t) ∈ A(t,x(t))zi(t), i = 1, 2 (de la dé�nition de l'opérateur Ax) et A(t,x(t)) est par

hypothèse monotone. De Dé�nition 1.54, il résulte

〈y1(t)− y2(t), z1(t)− z2(t)〉 ≥ 0.

En intégrant sur I, il résulte

〈y1 − y2, z1 − z2〉L2
H(I) ≥ 0.

Pour démontrer que Ax est maximal, on véri�e que

R(IL2
H(I) + λAx) = L2

H(I), pour tout λ > 0.

Il est évident que R(IL2
H(I) + λAx) ⊂ L2

H(I), pour tout λ > 0. Il reste à montrer

L2
H(I) ⊂ R(IL2

H(I) + λAx), pour tout λ > 0, (2.4)

c'est-à-dire étant donné g ∈ L2
H(I), il existe v ∈ L2

H(I) tel que

g ∈ v + λAxv pour tout λ > 0.

Remarquons que pour tout t ∈ I, A(t,x(t)) est maximal monotone alors, si on pose

v(t) = [IH + λA(t,x(t))]
−1g(t),

la fonction v satisfait

g(t) ∈ [IH + λA(t,x(t))]v(t).

Il reste à démontrer que v ∈ L2
H(I).

Des dé�nitions de la résolvante et de l'approximation Yosida (1.5) et (1.6), on a

v(t) = [IH + λA(t,x(t))(t)]
−1g(t) = J

A(t,x(t))

λ g(t)

= (IH − λA
A(t,x(t))

λ )g(t)

= g(t)− λAA(t,x(t))

λ g(t).

De l'hypothèse de mesurabilité supplémentaire et celle de g et x, on a t 7→ J
A(t,x(t))

λ g(t) =

v(t) est mesurable. Il résulte que v est mesurable.

On pose h(t) = λA
A(t,x(t))

λ g(t), pour tout t ∈ I. Les fonctions v et g étant mesurables,

on déduit que h est mesurable. Montrons que t 7→ ‖h(t)‖2 est intégrable. Soit u l'unique

solution absolument continue du problème (P0). On a

h(t) = λA
A(t,x(t))

λ g(t)− λAA(t,x(t))

λ u(t) + λA
A(t,x(t))

λ u(t)

= λ[
1

λ
(IH − J

A(t,x(t))

λ )g(t)]− λ[
1

λ
(IH − J

A(t,x(t))

λ )u(t)] + λA
A(t,x(t))

λ u(t)

= [g(t)− JA(t,x(t))

λ g(t)]− [u(t)− JA(t,x(t))

λ u(t)] + λA
A(t,x(t))

λ u(t)

= (g(t)− u(t))− [J
A(t,x(t))

λ g(t)− JA(t,x(t))

λ u(t)] + λA
A(t,x(t))

λ u(t),
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ce qui donne

‖h(t)‖ ≤ ‖g(t)− u(t)‖+ ‖JA(t,x(t))

λ g(t)− JA(t,x(t))

λ u(t)‖+ ‖λAA(t,x(t))

λ u(t)‖.

En tenant compte de (2.1), on obtient

‖JA(t,x(t))

λ g(t)− JA(t,x(t))

λ u(t)‖ ≤ ‖g(t)− u(t)‖,

il revient alors

‖h(t)‖ ≤ 2‖g(t)− u(t)‖+ ‖λAA(t,x(t))

λ u(t)‖. (2.5)

De (1.8), il résulte que

‖AA(t,x(t))

λ u(t)‖ ≤ ‖A0
(t,x(t))u(t)‖,

et de (H1), on trouve

‖AA(t,x(t))

λ u(t)‖ ≤ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖).

D'après (2.5), il s'en suit que

‖h(t)‖ ≤ 2‖g(t) + u(t)‖+ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖),

≤ 2‖g(t)‖+ 2‖u(t)‖+ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖).

Comme pour tous y, z ≥ 0 si y ≤ z alors y2 ≤ z2, et pour tous y, z ∈ R, on a

(y + z)2 ≤ 2y2 + 2z2, on obtient

‖h(t)‖2 ≤ [2‖g(t)‖+ 2‖u(t)‖+ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖)]2,

≤ 8‖g(t)‖2 + 2[2‖u(t)‖+ c(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖)]2,

≤ 8‖g(t)‖2 + 16‖u(t)‖2 + 4c2(1 + ‖x(t)‖+ ‖u(t)‖)2,

≤ 8‖g(t)‖2 + 16‖u(t)‖2 + 8c2(1 + ‖x(t)‖)2 + 8c2‖u(t)‖2,

≤ 8‖g(t)‖2 + 16‖u(t)‖2 + 16c2 + 16c2‖x(t)‖2 + 8c2‖u(t)‖2,

≤ 8‖g(t)‖2 + (16 + 8c2)‖u(t)‖2 + 16c2 + 16c2‖x(t)‖2,

Or pour tout t ∈ I : ‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖ +
∫ t
0
‖ẋ(s)‖ds car x est absolument continue. Aussi,

‖ẋ‖L2
H(I) < +∞ car x ∈ W 1,2(I,H), par l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ (t− 0)1/2(

∫ t

0

‖ẋ(s)‖2ds)1/2

≤ ‖x0‖+ T 1/2‖ẋ‖L2
H(I)

≤ ‖x0‖+ T 1/2‖ẋ‖L2
H(I).
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Comme u ∈ W 1,2(I,H), de même, on trouve ‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖ + T 1/2‖u̇‖L2
H(I) pour tout

t ∈ I. Ce qui entraine que
∫ t
0
‖x(t)‖2dt < +∞ et

∫ t
0
‖u(t)‖2dt < +∞. Or g ∈ L2

H(I) alors

‖g‖L2
H(I) < +∞, on en déduit que

∫ t
0
‖h(t)‖2dt < +∞. D'où, la fonction t 7→ ‖h(t)‖2 est

intégrable. Par conséquent, l'inclusion (2.4) a lieu. En combinant avec l'autre inclusion

résulte l'égalité.

La démonstration du lemme est terminée. �

On aura besoin des propriétés de l'ensemble Xγ dé�ni dans cette proposition.

Proposition 2.7. Soit le sous-ensemble Xγ de l'espace de Banach CH(I) dé�ni par

Xγ := {h ∈ W 1,2(I,H) : h(t) = x0 +

∫ t

0

ḣ(s)ds, ‖ḣ(s)‖ ≤ γ(s) p.p.},

où γ ∈ L2
R(I). Alors, l'ensemble Xγ est convexe, équicontinu, borné, et fermé dans CH(I).

Démonstration. L'ensemble Xγ est convexe. En e�et, soient λ ∈ [0, 1], et h1, h2 ∈ Xγ,
alors

h1(t) = x0 +

∫ t

0

ḣ1(s)ds, ‖ḣ1(s)‖ ≤ γ(s) p.p. s ∈ I,

h2(t) = x0 +

∫ t

0

ḣ2(s)ds, ‖ḣ2(s)‖ ≤ γ(s) p.p. s ∈ I.

On remarque que pour tout t ∈ I(
λh1 + (1− λ)h2

)
(t) = λ(x0 +

∫ t

0

ḣ1(s)ds) + (1− λ)(x0 +

∫ t

0

ḣ2(s)ds), p.p.

= x0 +

∫ t

0

(
λḣ1(s) + (1− λ)ḣ2(s)

)
ds, p.p.

= x0 +

∫ t

0

(
λh1 + (1− λ)h2

)′
(s)ds, p.p.

On en déduit que la fonction λh1 + (1− λ)h2 est absolument continue. Or

‖
(
λh1 + (1− λ)h2

)′
(s)‖ = ‖λḣ1(s) + (1− λ)ḣ2(s)‖, p.p.

≤ λ‖ḣ1(s)‖+ (1− λ)‖ḣ2(s)‖, p.p.

≤ λγ(s) + (1− λ)γ(s) = γ(s), p.p.,

car ‖ḣi(s)‖ ≤ γ(s) i = 1, 2, p.p. s ∈ I, où γ ∈ L2
R(I), alors

(
λh1 + (1− λ)h2

)′
∈ L2

H(I).

On en conclut que λh1 + (1− λ)h2 ∈ W 1,2(I,H) et λh1 + (1− λ)h2 ∈ Xγ. D'où, il résulte
la convexité de Xγ.
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L'ensemble Xγ est équicontinu. En e�et, soit h ∈ Xγ, alors pour tous t, s ∈ I tels que

s ≤ t, on a

‖h(t)− h(s)‖ = ‖x0 +

∫ t

0

ḣ(τ)dτ − x0 −
∫ s

0

ḣ(τ)dτ‖

= ‖
∫ t

s

ḣ(τ)dτ‖.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

‖h(t)− h(s)‖ ≤ (t− s)1/2(
∫ t

s

ḣ2(τ)dτ)1/2,

≤ (t− s)1/2(
∫ t

s

γ2(τ)dτ)1/2,

≤ cγ(t− s)1/2,

où cγ est une constante réelle positive donnée par cγ = (
∫ T
0
γ2(τ)dτ)1/2 = ‖γ‖L2

R(I)
.

En particulier, pour s = 0 dans l'estimation précédente on trouve pour tout h ∈ Xγ, et

tout t ∈ I

‖h(t)‖ ≤ ‖h(t)− h(0)‖+ ‖h(0‖

≤ ‖x0‖+ cγt
1/2,

et alors

‖h‖∞ ≤ ‖x0‖+ cγT
1/2,

Ceci montre que l'ensemble Xγ est borné dans CH(I).

Montrons en�n que l'ensemble Xγ est fermé dans CH(I). Soit (hn) une suite dans Xγ qui

converge vers h dans CH(I) et montrons que h ∈ Xγ (voir Caractérisation 1.24 (iii)).

Comme ‖ḣn(s)‖ ≤ γ(s), p.p. où γ ∈ L2
R(I), alors la suite (ḣn) est bornée dans L2

H(I).

D'après Corollaire 1.37, on peut extraire une sous suite de (ḣn) notée (ḣn) qui converge

faiblement dans L2
H(I) vers w. Notons que (ḣn) est incluse dans l'ensemble {g ∈ L2

H(I) :

‖g(s)‖ ≤ γ(s)} qui est convexe fermé dans L2
H(I) et donc faiblement fermé dans L2

H(I).

Ainsi, la fonction w appartient à cet ensemble, i.e., w ∈ L2
H(I) et ‖w(s)‖ ≤ γ(s) p.p.

Rappelons que la fonction hn est absolument continue pour tout n. Pour tout z ∈ H et

tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

〈z,
∫ t

s

ḣn(τ)dτ〉 =

∫ T

0

〈z1]s,t](τ), ḣn(τ)〉dτ

= 〈z, hn(t)− hn(s)〉.

Un passage à la limite dans l'égalité précédente entraine

〈z,
∫ t

s

w(τ)dτ〉 = 〈z, h(t)− h(s)〉.
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D'où, pour tous s, t ∈ I tels que s ≤ t, on obtient
∫ t
s
w(τ)dτ = h(t) − h(s), et alors

h est absolument continue et w coïncide presque partout sur I avec ḣ. Ainsi, h ∈ Xγ.
L'ensemble Xγ est par conséquent fermé.

La démonstration de la proposition est achevée.

�

2.2 Étude du problème (P1)

Nous allons étudier dans cette section, le problème (P1).

Théorème 2.8. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout

(t, x) ∈ I×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant

(H1) il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0
(t,x)y‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×D(A(t,x)),

(H2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dis(A(t,u), A(τ,v)) ≤ a(t)−a(τ) + r‖u−v‖, pour tout 0 ≤ τ ≤ t ≤ T, pour tout u, v ∈ H.

(H3) pour tout ensemble borné B ⊂ H, il existe une multi-application mesurable intégra-

blement bornée à valeurs compactes ΨB : I ⇒ H telle que D(A(t,x)) ⊂ ΨB(t) ⊂ γ(t)BH

pour tout (t, x) ∈ I ×B, où γ ∈ L2
R(I).

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H × D(A(0,x0)) il existe x : I → H et u : I → H absolument

continues telles que

(P1)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I.

Plus précisément, le problème non-perturbé du second-ordre
−ẍ(t) ∈ A(t,x(t))ẋ(t) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ D(A(0,x0));

admet au moins une solution x ∈ W 2,2(I,H).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble Xγ de l'espace de Banach CH(I) dé�ni

par

Xγ := {h ∈ W 1,2(I,H) : h(t) = x0 +

∫ t

0

ḣ(s)ds, ‖ḣ(s)‖ ≤ γ(s) p.p.}.

En vertu de Proposition 2.7, l'ensemble Xγ est convexe borné fermé dans CH(I).

En vertu du Lemme 2.6 (I), pour tout h ∈ Xγ, il existe une unique solution uh ∈
W 1,2(I,H) de l'inclusion di�érentielle

(Ph)


−u̇h(t) ∈ A(t,h(t))uh(t) p.p. t ∈ I
uh(t) ∈ D(A(t,h(t))),∀t ∈ I
uh(0) = u0 ∈ D(A(0,h(0))) = D(A(0,x0)),

avec ‖u̇h(t)‖ ≤ g(t) = K(1 + β̇(t)) p.p., où g ∈ L2
R(I), β̇(t) =

∫ t
0
[ȧ(s) + γ(s)]ds, ∀t ∈ I, et

K est une constante réelle positive qui dépend de ‖u0‖, c, T et β.

Maintenant, pour tout h ∈ Xγ considérons l'application Φ dé�nie par

Φ(h)(t) := x0 +

∫ t

0

uh(s)ds, t ∈ I.

Par l'hypothèse (H3) et le fait que Xγ(s) ⊂ H est borné et uh(s) ∈ D(A(s,h(s)), on a

uh(s) ∈ D(A(s,h(s))) ⊂
⋃

x∈Xγ(s)

D(A(s,x)) ⊂ Ψγ(s) ⊂ γ(s)BH pour tout s ∈ I, (2.6)

où γ ∈ L2
R+

(I) et Ψγ(s)BH
qui sera notée Ψγ est une multi-application mesurable intégra-

blement bornée, à valeurs compactes (voir l'hypothèse (H3)).

Il est clair que Φ(h) ∈ Xγ, pour tout h ∈ Xγ et alors Φ : Xγ → Xγ.
Nous allons appliquer le théorème du point �xe de Schauder (cf Théorème 1.65). Montrons

d'abord que Φ(Xγ) est relativement compact dans CH(I).

Des dé�nitions de Xγ et Φ, on a pour tout t ∈ I

Φ(h)(t) ∈ u0 +

∫ t

0

coΨγ(s)ds.

Comme t 7→ coΨγ(t) est une multi-application mesurable intégrablement bornée, à valeurs

convexes compactes , le second membre est convexe compact d'après Théorème 1.53. Ainsi

Φ(Xγ)(t) est inclus dans le compact Y (t) = u0 +
∫ t
0
coΨγ(s)ds pour tout t ∈ I. Or tout

compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Y (t) = Y (t), pour

tout t ∈ I. On en déduit que Φ(Xγ)(t) ⊂ Y (t) (car pour deux sous-ensembles B et C de H

si B ⊂ C alors B ⊂ C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est compact), il

résulte que Φ(Xγ)(t) est compact, pour tout t ∈ I. D'après Dé�nition 1.23 (ii), Φ(Xγ)(t)
est relativement compact dans H, pour tout t ∈ I.
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Montrons que Φ(Xγ) est équicontinu.
Soient h ∈ Xγ, t, τ ∈ I (τ ≤ t), de (2.6), par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on trouve

‖Φ(h)(t)− Φ(h)(τ)‖ = ‖
∫ t

τ

uh(s)ds‖

≤
∫ t

τ

‖uh(s)‖ds

≤
∫ t

τ

γ(s)ds

≤ (t− τ)1/2(

∫ t

τ

γ2(s)ds)1/2

≤ (t− τ)1/2(

∫ T

0

γ2(s)ds)1/2 = cγ(t− τ)1/2,

où cγ = (
∫ T
0
γ2(s)ds)1/2 est une constante réelle positive (car γ ∈ L2

R(I)).

Il résulte alors que Φ(Xγ) est équicontinu.
Du théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.64), on conclut que Φ(Xγ) est relativement

compact dans l'espace de Banach CH(I).

Maintenant, nous allons véri�er que Φ est continue. Il su�t de montrer que Φ est séquen-

tiellement continue. Montrons d'abord que, si (hn) converge uniformément vers h dans

Xγ, alors la suite des solutions absolument continues uhn associées à hn
uhn(0) ∈ D(A(0,hn(0))) = D(A(0,x0))

uhn(t) ∈ D(A(t,hn(t))),∀t ∈ I
−u̇hn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t), p.p. t ∈ I,

converge uniformément vers la solution absolument continue uh associée à h de (Ph).

Rappelons que

‖u̇hn(t)‖ ≤ g(t) = K(1 + β̇(t)) p.p. pour tout t ∈ I, n ∈ N, (2.7)

où g ∈ L2
R(I). Pour tous t, τ ∈ I (τ ≤ t), alors de la continuité absolue de uhn , de (2.7),

par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

‖uhn(t)− uhn(τ)‖ = ‖
∫ t

τ

u̇hn(s)ds‖ ≤
∫ t

τ

‖u̇hn(s)‖ds

≤
∫ t

τ

g(s)ds

≤ (t− τ)1/2(

∫ t

τ

g2(s)ds)1/2

≤ (t− τ)1/2(

∫ T

0

g2(s)ds)1/2 = eγ(t− τ)1/2,
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où eγ = (
∫ T
0
g2(s)ds)1/2 est une constante réelle positive (car g ∈ L2

R(I)).

D'où (uhn) est équicontinue.

En particulier, pour τ = 0 dans l'estimation précédente on trouve pour tout n et tout

t ∈ I
‖uhn(t)‖ ≤ ‖u0‖+ eγt

1/2 ≤ ‖u0‖+ eγT
1/2. (2.8)

De (2.6), on rappelle que (uhn(s)) est inclus dans le compact Ψγ(s) pour tout s ∈ I. Or
tout compact deH (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Ψγ(s) = Ψγ(s),

pour tout s ∈ I. On en déduit que (uhn(s)) ⊂ Ψγ(s) (car pour deux sous-ensembles B et

C de H si B ⊂ C alors B ⊂ C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est

compact), il résulte que (uhn(s)) est compact, pour tout s ∈ I. D'après Dé�nition 1.23

(ii), (uhn(s)) est relativement compact dans H, pour tout s ∈ I.
Du théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.64) et Caractérisation 1.24 (i), on peut sup-

poser que (uhn) converge uniformément vers une application u ∈ CH(I). De (2.7), (u̇hn)

est bornée dans L2
H(I). D'après Corollaire 1.37, on peut extraire une sous suite de (u̇hn)

notée (u̇hn) qui converge faiblement dans L2
H(I) vers w, avec ‖w(t)‖ ≤ g(t) p.p. t ∈ I.

Rappelons que la fonction uhn est absolument continue pour tout n. Pour tout z ∈ H et

tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

〈z,
∫ t

s

u̇hn(τ)dτ〉 =

∫ T

0

〈z1]s,t](τ), u̇hn(τ)〉dτ

= 〈z, uhn(t)− uhn(s)〉.

Un passage à la limite dans l'égalité précédente entraine

〈z,
∫ t

s

w(τ)dτ〉 = 〈z, u(t)− u(s)〉.

D'où, pour tous s, t ∈ I tels que s ≤ t, on obtient
∫ t
s
w(τ)dτ = u(t)− u(s), et alors u est

absolument continue et w coïncide presque partout sur I avec u̇.

Montrons que u(t) ∈ D(A(t,h(t))),∀t ∈ I.
On sait que uhn(t) ∈ D(A(t,hn(t))),∀t ∈ I et uhn(t) → u(t). On note que yn(t) =

A0
(t,hn(t))

uhn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t). On rappelle de Proposition 2.7, pour tout t ∈ I et tout n

‖hn(t)‖ ≤ ‖x0‖+ cγT
1/2,

et de (2.8), on a

‖uhn(t)‖ ≤ ‖u0‖+ eγT
1/2.

En combinant cela avec (H1)

‖A0
(t,hn(t))uhn(t)‖ ≤ c(1+‖hn(t)‖+‖uhn(t)‖) ≤ c(1+‖x0‖+‖u0‖+(cγ+eγ)T

1/2) = ξ1 < +∞,
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alors (yn(t)) est bornée dans H pour tout t ∈ I. D'après Corollaire 1.37, on peut extraire

une sous suite de (yn(t)) qui converge faiblement dans H vers y(t). De plus, on a

dis(A(t,hn(t)), A(t,h(t))) ≤ r‖hn(t)− h(t)‖ → 0, (2.9)

quand n→∞ par (H2). Du Lemme 2.2 on déduit que u(t) ∈ D(A(t,h(t))),∀t ∈ I.
Maintenant montrons que u satisfait l'inclusion di�érentielle

−u̇(t) ∈ A(t,h(t))u(t) p.p. t ∈ I.

Comme u̇hn → u̇ faiblement dans L2
H(I), alors u̇hn → u̇ au sens de Komlós (cf. Proposition

1.67), i.e.,

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

u̇hj(t) = u̇(t) p.p. (2.10)

Soit η ∈ D(A(t,h(t))). En appliquant Lemme 2.4 sur les opérateurs maximaux monotones

A(t,hn(t)) et A(t,h(t)) véri�ant (2.9), il existe une suite (ηn) telle que

ηn ∈ D(A(t,hn(t))), ηn → η, et A0
(t,hn(t))ηn → A0

(t,h(t))η. (2.11)

Or on sait que pour presque tout t ∈ I

−u̇hn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t) et A0
(t,hn(t))ηn ∈ A(t,hn(t))ηn.

Comme de plus A(t,hn(t)) est monotone (voir Dé�nition 1.54), alors

〈A0
(t,hn(t))ηn + u̇hn(t), ηn − uhn(t)〉 ≥ 0,

et donc

〈u̇hn(t), uhn(t)− ηn〉 ≤ 〈A0
(t,hn(t))ηn, ηn − uhn(t)〉. (2.12)

On remarque que

〈u̇hn(t), u(t)− η〉 = 〈u̇hn(t), uhn(t)− ηn〉+ 〈u̇hn(t), u(t)− uhn(t)− (η − ηn)〉,

et on écrit

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t), u(t)− η〉 =
1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t), uhj(t)− ηj

〉
+

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t), u(t)− uhj(t)〉

+
1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t), ηj − η

〉
.
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il résulte

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t), u(t)− η〉 ≤ 1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t), uhj(t)− ηj

〉
+

1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t)‖‖u(t)− uhj(t)‖

+
1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t)‖‖ηj − η‖.

Alors, simpli�ons à l'aide de (2.7) et (2.12), on obtient

1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t), u(t)− η

〉
≤ 1

n

n∑
j=1

〈
A0

(t,hj(t))
ηj, ηj − uhj(t)

〉
+ g(t)

1

n

n∑
j=1

‖u(t)− uhj(t)‖

+g(t)
1

n

n∑
j=1

‖ηj − η‖.

En passant à la limite quand n→∞, en tenant compte de la convergence uniforme de la

suite (uhn) vers u, de (2.10) et (2.11), cette dernière inégalité donne immédiatement〈
u̇(t), u(t)− η

〉
≤
〈
A0

(t,h(t))η, η − u(t)
〉

p.p.

Ainsi, pour tout η ∈ D(A(t,h(t))) on a〈
A0

(t,h(t))η + u̇(t), η − u(t)
〉
≥ 0 p.p.

Par conséquent, d'après Lemme 2.1 on obtient −u̇(t) ∈ A(t,h(t))u(t) p.p. avec u(t) ∈
D(A(t,h(t))) pour tout t ∈ I. D'où par unicité de la solution, il s'en suit u = uh.

On rappelle que hn → h uniformément dans CH(I), et pour tout t ∈ I

‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

uhn(s)ds−
∫ t

0

uh(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ T

0

‖uhn(s)− uh(s)‖ds.

De (2.8), et le fait que uhn → uh uniformément dans CH(I), on conclut que

sup
t∈I
‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ ≤

∫ T

0

‖uhn(·)− uh(·)‖∞ds→ 0.

D'où Φ(hn)→ Φ(h) uniformément dans CH(I).

On vient de dé�nir une fonction Φ : Xγ → Xγ, où Xγ est un ensemble convexe borné

fermé dans CH(I), qui est continue telle que Φ(Xγ) est relativement compact dans CH(I).

D'après le théorème du point �xe de Schauder (voir Théorème 1.65), la fonction Φ admet

un point �xe, h = Φ(h) ∈ Xγ, c'est-à-dire

h(t) = Φ(h)(t) = x0 +

∫ t

0

uh(s)ds, t ∈ I,
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où  uh(t) ∈ D(A(t,h(t)))

−u̇h(t) ∈ A(t,h(t))uh(t) p.p. t ∈ I.

En�n, il est à noter que h ∈ W 2,2(I,H) car h est absolument continue et ḣ = uh l'est

aussi, avec ḧ = u̇h ∈ L2
H(I) car ‖u̇h(t)‖ ≤ g(t) p.p., où g ∈ L2

R(I).

La démonstration du théorème est ainsi complète. �

2.3 Étude du problème (P2)

Pour commencer cette section, on rappelle d'abord Théorème 3.2 [4] qui sera utile

dans la démonstration.

Théorème 2.9. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout t ∈ I,
At : D(At) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant

(h1) il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0
tu‖ ≤ c(1 + ‖u‖) pour tout (t, u) ∈ I ×D(At),

(h2) il existe une fonction β ∈ W 1,2(I) qui est positive sur [0, T [ et croissante avec β(T ) <

∞ et β(0) = 0 telle que

dis(At, As) ≤ |β(t)− β(s)|, ∀t, s ∈ I.

Soit f : I × H → H une application telle que pour tout x ∈ H, l'application f(·, x)

appartient à L∞H (I), et f véri�e la condition de croissance linéaire : il existe une constante

réelle non négative M telle que

‖f(t, x)‖ ≤M(1 + ‖x‖) pour (t, x) ∈ I ×H.

De plus, pour tout η > 0 il existe une fonction réelle positive ξη(·) ∈ L1
R(I) telle que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ ξη(t)‖x− y‖, ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ BH(0, η).

Alors, pour tout x0 ∈ D(A0), le problème −ẋ(t) ∈ Atx(t) + f(t, x(t)) p.p. t ∈ I,
x(0) = x0,

admet une unique solution absolument continue x(·) qui satisfait

‖ẋ(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)) p.p. t ∈ I, (2.13)

où K une constante réelle positive qui dépend de ‖x0‖, c, M, T , et β.
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Nous allons maintenant démontrer le théorème d'existence de solutions pour (P2).

Même si la démonstration repose sur celle du Théorème 2.8 avec des modi�cations appro-

priées, on préfère donner tous les détails nécessaires.

Théorème 2.10. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout

(t, x) ∈ I×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant

(H1) il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0
(t,x)y‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×D(A(t,x)),

(H2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dis(A(t,u), A(τ,v)) ≤ a(t)−a(τ) + r‖u−v‖, pour tout 0 ≤ τ ≤ t ≤ T, pour tout u, v ∈ H.

(H3) pour tout ensemble borné B ⊂ H, il existe une multi-application mesurable intégra-

blement bornée à valeurs compactes ΨB : I ⇒ H telle que D(A(t,x)) ⊂ ΨB(t) ⊂ γ(t)BH

pour tout (t, x) ∈ I ×B, où γ ∈ L2
R(I).

Soit f : I ×H ×H → H une application telle que

(i) f(·, x, y) est Lebesgue mesurable sur I pour tout (x, y) ∈ H ×H,

(ii) f(t, ·, ·) est continue sur H ×H,

(iii) ‖f(t, x, y)‖ ≤M pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H,

(iv) ‖f(t, x, y)− f(t, x, z)‖ ≤M‖y − z‖, pour tout x, y, z ∈ H et t ∈ I ;
pour une constante réelle positive M .

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H × D(A(0,x0)) il existe x : I → H et u : I → H absolument

continues telles que

(P2)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I.

Plus précisément, le problème perturbé du second-ordre
−ẍ(t) ∈ A(t,x(t))ẋ(t) + f(t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ D(A(0,x0));

admet au moins une solution x ∈ W 2,2(I,H).
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Démonstration. Considérons le sous-ensemble Xγ de l'espace de Banach CH(I) dé�ni

par

Xγ := {h ∈ W 1,2(I,H) : h(t) = x0 +

∫ t

0

ḣ(s)ds, ‖ḣ(s)‖ ≤ γ(s) p.p.}.

En vertu de Proposition 2.7, l'ensemble Xγ est convexe borné fermé dans CH(I).

On dé�nit pour tout h ∈ Xγ, la fonction fh par

fh(t, x) := f(t, h(t), x) pour tout (t, x) ∈ I ×H.

On a h est mesurable et de (i) f(·, x, y) est mesurable, alors fh(·, x) est mesurable pour

x ∈ H. Ceci avec (iii), entraine que fh(·, x) ∈ L∞H (I). Aussi, pour tout (t, x) ∈ I×H on a

‖fh(t, x)‖ ≤M ≤M(1 + ‖x‖).

De plus, de (iv) pour tous x, y ∈ H et t ∈ I, on a

‖fh(t, x)− fh(t, y)‖ = ‖f(t, h(t), x)− f(t, h(t), y)‖ ≤M‖x− y‖.

La fonction fh satisfait aux hypothèses du Théorème 2.9.

De plus, l'opérateur Bt = A(t,h(t)), pour tout t ∈ I, satisfait aux hypothèses (h1)-(h2) du

Théorème 2.9, en procédant comme dans la démonstration de (I) du Lemme 2.6 avec la

fonction h au lieu de x.

Du Théorème 2.9, pour tout h ∈ Xγ, il existe une unique solution uh ∈ W 1,2(I,H) de

l'inclusion di�érentielle

(Ph)


−u̇h(t) ∈ A(t,h(t))uh(t) + f(t, h(t), uh(t)) p.p. t ∈ I
uh(t) ∈ D(A(t,h(t))),∀t ∈ I
uh(0) = u0 ∈ D(A(0,h(0))) = D(A(0,x0)),

avec ‖u̇h(t)‖ ≤ g(t) = K(1 + β̇(t)) p.p., où g ∈ L2
R(I), β̇(t) =

∫ t
0
[ȧ(s) + γ(s)]ds, ∀t ∈ I, et

K est une constante réelle positive qui dépend de ‖u0‖, c, T,M et β.

Maintenant, pour tout h ∈ Xγ considérons l'application Φ dé�nie par

Φ(h)(t) := x0 +

∫ t

0

uh(s)ds, t ∈ I.

Par l'hypothèse (H3) et le fait que Xγ(s) ⊂ H est borné et uh(s) ∈ D(A(s,h(s)), on a

uh(s) ∈ D(A(s,h(s))) ⊂
⋃

x∈Xγ(s)

D(A(s,x)) ⊂ Ψγ(s) ⊂ γ(s)BH pour tout s ∈ I, (2.14)

où γ ∈ L2
R+

(I) et Ψγ(s)BH
qui sera notée Ψγ est une multi-application mesurable intégra-

blement bornée, à valeurs compactes (voir l'hypothèse (H3)).
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Il est clair que Φ(h) ∈ Xγ, pour tout h ∈ Xγ et alors Φ : Xγ → Xγ.
Nous allons appliquer le théorème du point �xe de Schauder (cf Théorème 1.65). Montrons

d'abord que Φ(Xγ) est relativement compact dans CH(I).

Des dé�nitions de Xγ et Φ, on a pour tout t ∈ I

Φ(h)(t) ∈ u0 +

∫ t

0

coΨγ(s)ds.

Comme t 7→ coΨγ(t) est une multi-application mesurable intégrablement bornée à valeurs

convexes compactes, le second membre est convexe compact d'après Théorème 1.53. Ainsi

Φ(Xγ)(t) est inclus dans le compact Y (t) = u0 +
∫ t
0
coΨγ(s)ds pour tout t ∈ I. Or tout

compact de H (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Y (t) = Y (t), pour

tout t ∈ I. On en déduit que Φ(Xγ)(t) ⊂ Y (t) (car pour deux sous-ensembles B et C de H

si B ⊂ C alors B ⊂ C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est compact), il

résulte que Φ(Xγ)(t) est compact, pour tout t ∈ I. D'après Dé�nition 1.23 (ii), Φ(Xγ)(t)
est relativement compact dans H, pour tout t ∈ I.
Montrons que Φ(Xγ) est équicontinu.
Soient h ∈ Xγ, t, τ ∈ I (τ ≤ t), de (2.14), par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

on trouve

‖Φ(h)(t)− Φ(h)(τ)‖ = ‖
∫ t

τ

uh(s)ds‖

≤
∫ t

τ

‖uh(s)‖ds

≤
∫ t

τ

γ(s)ds

≤ (t− τ)1/2(

∫ t

τ

γ2(s)ds)1/2

≤ (t− τ)1/2(

∫ T

0

γ2(s)ds)1/2 = cγ(t− τ)1/2,

où cγ = (
∫ T
0
γ2(s)ds)1/2 est une constante réelle positive (car γ ∈ L2

R(I)).

Il résulte alors que Φ(Xγ) est équicontinu.
Du théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.64), on conclut que Φ(Xγ) est relativement

compact dans l'espace de Banach CH(I).

Maintenant, nous allons véri�er que Φ est continue. Il su�t de montrer que Φ est séquen-

tiellement continue. Montrons d'abord que, si (hn) converge uniformément vers h dans

Xγ, alors la suite des solutions absolument continues uhn associée à hn
uhn(0) ∈ D(A(0,hn(0))) = D(A(0,x0))

uhn(t) ∈ D(A(t,hn(t))),∀t ∈ I
−u̇hn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t) + f(t, hn(t), uhn(t)), p.p. t ∈ I,
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converge uniformément vers la solution absolument continue uh associée à h de (Ph).

Rappelons que

‖u̇hn(t)‖ ≤ g(t) = K(1 + β̇(t)) p.p. pour tout t ∈ I, n ∈ N, (2.15)

où g ∈ L2
R(I). Pour tous t, τ ∈ I (τ ≤ t), alors de la continuité absolue de uhn , de (2.15),

par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

‖uhn(t)− uhn(τ)‖ = ‖
∫ t

τ

u̇hn(s)ds‖ ≤
∫ t

τ

‖u̇hn(s)‖ds

≤
∫ t

τ

g(s)ds

≤ (t− τ)1/2(

∫ t

τ

g2(s)ds)1/2

≤ (t− τ)1/2(

∫ T

0

g2(s)ds)1/2 = eγ(t− τ)1/2,

où eγ = (
∫ T
0
g2(s)ds)1/2 est une constante réelle positive (car g ∈ L2

R(I)).

D'où (uhn) est équicontinue.

En particulier, pour τ = 0 dans l'estimation précédente on trouve pour tout n et tout

t ∈ I
‖uhn(t)‖ ≤ ‖u0‖+ eγt

1/2 ≤ ‖u0‖+ eγT
1/2. (2.16)

De (2.14), on rappelle que (uhn(s)) est inclus dans le compact Ψγ(s) pour tout s ∈ I. Or
tout compact deH (H espace séparé) est fermé (voir Proposition 1.25), i.e. Ψγ(s) = Ψγ(s),

pour tout s ∈ I. On en déduit que (uhn(s)) ⊂ Ψγ(s) (car pour deux sous-ensembles B et

C de H si B ⊂ C alors B ⊂ C). De Proposition 1.25 (tout fermé dans un compact est

compact), il résulte que (uhn(s)) est compact, pour tout s ∈ I. D'après Dé�nition 1.23

(ii), (uhn(s)) est relativement compact dans H, pour tout s ∈ I.
Du théorème d'Ascoli-Arzelà (Théorème 1.64) et Caractérisation 1.24 (i), on peut suppo-

ser que (uhn) converge uniformément vers une application u ∈ CH(I).

De (2.15), (u̇hn) est bornée dans L2
H(I). D'après Corollaire 1.37, on peut extraire une

sous suite de (u̇hn) notée (u̇hn) qui converge faiblement dans L2
H(I) vers w, avec ‖w(t)‖ ≤

g(t) p.p. t ∈ I. Rappelons que la fonction uhn est absolument continue pour tout n. Pour

tout z ∈ H et tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

〈z,
∫ t

s

u̇hn(τ)dτ〉 =

∫ T

0

〈z1]s,t](τ), u̇hn(τ)〉dτ

= 〈z, uhn(t)− uhn(s)〉.

Un passage à la limite dans l'égalité précédente entraine

〈z,
∫ t

s

w(τ)dτ〉 = 〈z, u(t)− u(s)〉.
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D'où, pour tous s, t ∈ I tels que s ≤ t, on obtient
∫ t
s
w(τ)dτ = u(t)− u(s), et alors u est

absolument continue et w coïncide presque partout sur I avec u̇.

Montrons que u(t) ∈ D(A(t,h(t))),∀t ∈ I.
On sait que uhn(t) ∈ D(A(t,hn(t))),∀t ∈ I et uhn(t) → u(t). On note que yn(t) =

A0
(t,hn(t))

uhn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t). On rappelle de Proposition 2.7, pour tout t ∈ I et tout n

‖hn(t)‖ ≤ ‖x0‖+ cγT
1/2,

et de (2.16), on a

‖uhn(t)‖ ≤ ‖u0‖+ eγT
1/2.

En combinant cela avec (H1)

‖A0
(t,hn(t))uhn(t)‖ ≤ c(1+‖hn(t)‖+‖uhn(t)‖) ≤ c(1+‖x0‖+‖u0‖+(cγ+eγ)T

1/2) = ξ < +∞,

alors (yn(t)) est bornée dans H pour tout t ∈ I. D'après Corollaire 1.37, on peut extraire

une sous suite de (yn(t)) qui converge faiblement dans H vers y(t). De plus, on a

dis(A(t,hn(t)), A(t,h(t))) ≤ r‖hn(t)− h(t)‖ → 0, (2.17)

quand n→∞ par (H2). Du Lemme 2.2 on déduit que u(t) ∈ D(A(t,h(t))), ∀t ∈ I.
Maintenant montrons que u satisfait l'inclusion di�érentielle

−u̇(t) ∈ A(t,h(t))u(t) + f(t, h(t), u(t)) p.p. t ∈ I.

En tenant compte de la continuité de f(t, ·, ·) (voir (ii)) et des convergences uniformes

des suites (uhn) et (hn) vers u et h respectivement, on obtient

f(t, hn(t), uhn(t))→ f(t, h(t), u(t)) p.p.t ∈ I,

quand n→∞. De plus, de (iii) on a

‖f(t, hn(t), uhn(t))‖ ≤M pour tout n et tout t ∈ I. (2.18)

Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (voir Théorème 1.63), il résulte

f(·, hn(·), uhn(·))→ f(·, h(·), u(·)) dans L2
H(I), (2.19)

quand n→∞.

Comme u̇hn → u̇ faiblement dans L2
H(I), et de (2.19) résulte f(·, hn(·), uhn(·))→ f(·, h(·), u(·))

faiblement dans L2
H(I), alors u̇hn(·) + f(·, hn(·), uhn(·))→ u̇(·) + f(·, h(·), u(·)) au sens de

Komlós (cf. Proposition 1.67), i.e.,

1

n

n∑
j=1

[u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t))] = u̇(t) + f(t, h(t), u(t)) p.p. (2.20)
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Soit η ∈ D(A(t,h(t))). En appliquant Lemme 2.4 sur les opérateurs maximaux monotones

A(t,hn(t)) et A(t,h(t)) véri�ant (2.17), il existe une suite (ηn) telle que

ηn ∈ D(A(t,hn(t))), ηn → η, et A0
(t,hn(t))ηn → A0

(t,h(t))η. (2.21)

Or on sait que pour presque tout t ∈ I

−u̇hn(t) ∈ A(t,hn(t))uhn(t) + f(t, hn(t), uhn(t)) et A0
(t,hn(t))ηn ∈ A(t,hn(t))ηn.

Comme de plus A(t,hn(t)) est monotone (voir Dé�nition 1.54), alors

〈A0
(t,hn(t))ηn + u̇hn(t) + f(t, hn(t), uhn(t)), ηn − uhn(t)〉 ≥ 0,

et donc

〈u̇hn(t) + f(t, hn(t), uhn(t)), uhn(t)− ηn〉 ≤ 〈A0
(t,hn(t))ηn, ηn − uhn(t)〉. (2.22)

On remarque

〈u̇hn(t) + f(t, hn(t), uhn(t)), u(t)− η〉

= 〈u̇hn(t)+f(t, hn(t), uhn(t)), uhn(t)−ηn〉+〈u̇hn(t)+f(t, hn(t), uhn(t)), u(t)−uhn(t)−(η−ηn)〉,

et on écrit
1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t)), u(t)− η〉

=
1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t)+f(t, hj(t), uhj(t)), uhj(t)−ηj

〉
+

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t)+f(t, hj(t), uhj(t)), u(t)−uhj(t)〉

+
1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t)), ηj − η

〉
.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il résulte

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t)), u(t)− η〉

≤ 1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t)+f(t, hj(t), uhj(t)), uhj(t)−ηj

〉
+

1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t)+f(t, hj(t), uhj(t))‖‖u(t)−uhj(t)‖

+
1

n

n∑
j=1

‖u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t))‖‖ηj − η‖.

Alors, simpli�ons à l'aide de (2.15), (2.18), et (2.22), on obtient

1

n

n∑
j=1

〈
u̇hj(t) + f(t, hj(t), uhj(t)), u(t)− η

〉
≤ 1

n

n∑
j=1

〈
A0

(t,hj(t))
ηj, ηj − uhj(t)

〉
+ (g(t) +M)

1

n

n∑
j=1

‖u(t)− uhj(t)‖

+ (g(t) +M)
1

n

n∑
j=1

‖ηj − η‖.
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En passant à la limite quand n→∞, en tenant compte de la convergence uniforme de la

suite (uhn) vers u, de (2.20) et (2.21), cette dernière inégalité donne immédiatement

〈
u̇(t) + f(t, h(t), u(t)), u(t)− η

〉
≤
〈
A0

(t,h(t))η, η − u(t)
〉

p.p.

Ainsi, pour tout η ∈ D(A(t,h(t))) on a

〈
A0

(t,h(t))η + u̇(t) + f(t, h(t), u(t)), η − u(t)
〉
≥ 0 p.p.

Par conséquent, d'après Lemme 2.1 on obtient −u̇(t) ∈ A(t,h(t))u(t) + f(t, h(t), u(t)) p.p.

avec u(t) ∈ D(A(t,h(t))) pour tout t ∈ I. D'où par unicité de la solution, il s'en suit u = uh.

On rappelle que hn → h uniformément dans CH(I), et pour tout t ∈ I

‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

uhn(s)ds−
∫ t

0

uh(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ T

0

‖uhn(s)− uh(s)‖ds.

De (2.16) et le fait que uhn → uh uniformément dans CH(I), on conclut que

sup
t∈I
‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ ≤

∫ T

0

‖uhn(·)− uh(·)‖∞ds→ 0.

D'où Φ(hn)→ Φ(h) uniformément dans CH(I).

On vient de dé�nir une fonction Φ : Xγ → Xγ, où Xγ est un ensemble convexe borné

fermé dans CH(I), qui est continue telle que Φ(Xγ) est relativement compact dans CH(I).

D'après le théorème du point �xe de Schauder (voir Théorème 1.65), la fonction Φ admet

un point �xe, h = Φ(h) ∈ Xγ, c'est-à-dire

h(t) = Φ(h)(t) = x0 +

∫ t

0

uh(s)ds, t ∈ I,

où  uh(t) ∈ D(A(t,h(t)))

−u̇h(t) ∈ A(t,h(t))uh(t) + f(t, h(t), uh(t)) p.p. t ∈ I.

En�n, il est à noter que h ∈ W 2,2(I,H) car h est absolument continue et ḣ = uh l'est

aussi, avec ḧ = u̇h ∈ L2
H(I) car ‖u̇h(t)‖ ≤ g(t) p.p., où g ∈ L2

R(I).

La démonstration du théorème est terminée. �



Chapitre 3

Cas particulier du processus de la ra�e

Nous allons appliquer le résultat d'existence du Théorème 2.8 au cas du processus de

la ra�e correspondant (P3).

Corollaire 3.1. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C : I × H ⇒ H une

multi-application telle que

(H ′1) pour tout (t, y) ∈ I×H, C(t, y) est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de H ;

(H ′2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dH(C(t, u)), C(s, v)) ≤ a(t)− a(s) + r‖v − u‖ pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T, et v, u ∈ H;

(H ′3) pour tout ensemble borné B ⊂ H, il existe une multi-application mesurable intégra-

blement bornée à valeurs compactes ΨB : I ⇒ H telle que C(t, x) ⊂ ΨB(t) ⊂ γ(t)BH pour

tout (t, x) ∈ I ×B, où γ ∈ L2
R(I).

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H × C(0, x0), le problème

(P3)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, t ∈ I

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) p.p. t ∈ I,
u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H;

a une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.
Plus précisément, le processus de la ra�e non-perturbé du second-ordre

−ẍ(t) ∈ NC(t,x(t))ẋ(t) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ C(0, x0);

admet au moins une solution x ∈ W 2,2(I,H).
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Démonstration. Soit A(t,x) = NC(t,x), pour tout (t, x) ∈ I×H. Alors, pour tout (t, x) ∈
I×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone (en tenant compte

de (1.4) et (H ′1)).

L'hypothèse (H3) découle immédiatement de (H ′3), en remarquant queD(A(t,x)) = C(t, x).

On déduit de (1.4) que A0
(t,x)y = 0 (car 0 ∈ NC(t,x)) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H, alors

la condition (H1) est véri�ée.

Il reste à véri�er (H2).

De (1.10) comme C(t, u), C(s, v) sont des ensembles convexes fermés, alors on a

dis(NC(t,u), NC(s,v)) = dH(C(t, u), C(s, v)). (3.1)

En combinant (H ′2) et (3.1), alors la condition (H2) est véri�ée.

Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 2.8 sont satisfaites. Ce dernier assure

l'existence d'une solution au processus de la ra�e considéré (P3).

La démonstration du corollaire est achevée. �

Du Théorème 2.10 découle le résultat correspondant au cas du processus de la ra�e

(P4).

Corollaire 3.2. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C : I × H ⇒ H une

multi-application telle que

(H ′1) pour tout (t, y) ∈ I×H, C(t, y) est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de H ;

(H ′2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive

sur I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dH(C(t, u)), C(s, v)) ≤ a(t)− a(s) + r‖v − u‖ pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ T, et v, u ∈ H;

(H ′3) pour tout ensemble borné B ⊂ H, il existe une multi-application mesurable intégra-

blement bornée à valeurs compactes ΨB : I ⇒ H telle que C(t, x) ⊂ ΨB(t) ⊂ γ(t)BH pour

tout (t, x) ∈ I ×B, où γ ∈ L2
R(I).

Soit f : I ×H ×H → H une application telle que

(i) f(·, x, y) est Lebesgue mesurable sur I pour tout (x, y) ∈ H ×H,

(ii) f(t, ·, ·) est continue sur H ×H,

(iii) ‖f(t, x, y)‖ ≤M pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H,

(iv) ‖f(t, x, y)− f(t, x, z)‖ ≤M‖y − z‖, pour tout x, y, z ∈ H et t ∈ I ;
pour une constante réelle positive M .



38

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H × C(0, x0), le problème

(P4)


x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I,

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ C(0, x0),

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I,
u(t) ∈ C(t, x(t)),∀t ∈ I,

a une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.
Plus précisément, le processus de la ra�e perturbé du second-ordre

−ẍ(t) ∈ NC(t,x(t))ẋ(t) + f(t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ C(0, x0);

admet au moins une solution x ∈ W 2,2(I,H).

Démonstration. Soit A(t,x) = NC(t,x), pour tout (t, x) ∈ I × H. Alors, d'après la dé-

monstration du Corollaire 3.1, l'opérateur A(t,x) véri�ent les hypothèses (H1)-(H2)-(H3).

Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 2.10 sont satisfaites. Ce dernier assure

l'existence d'une solution au processus de la ra�e considéré (P4). �



Conclusion

Ce mémoire discute une partie du papier récemment publié [13]. Le thème abordé étant

d'actualité. Ce travail établit (dans le cadre d'un espace de Hilbert) un résultat d'existence

de la solution à une classe de problèmes d'évolution régie par des opérateurs maximaux

monotones dépendant du temps et de l'état (sous l'hypothèse (H2)) avec perturbation du

type Lipschitz par rapport à sa troisième variable. La technique adoptée est celle du point

�xe.

Dans l'étude de sujets en relation, d'autres auteurs utilisent la méthode de discrétisa-

tion par exemple. On cite l'article [14] pour l'étude de problèmes d'évolution du second-

ordre régis par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps. Le lecteur peut

se référer aux travaux [12], [22], pour des résultats récents concernant la classe d'inclusions

di�érentielles gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et

de l'état (sous l'hypothèse (H2)) avec d'autres types de perturbations (univoques f ou

multivoques F ) du type
x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))),∀t ∈ I,

ou encore 
x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I
u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ I,

et bien d'autres applications. On cite aussi le papier [23], pour une étude récente de ces

problèmes en présence d'un retard �ni.
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