REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministere de I'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Mohammed Seddik Ben-Yahia - Jijel

Faculté des Sciences Exactes et Informatique

Département de Mathématiques
Ne d’ordre @ ..o,

Ne de série : oveeveeieninn..

Mémoire de fin d’études

Présenté pour 'obtention du diplome de

Master

Spécialité : Mathématiques

Option : Analyse Fonctionnelle

Théme

Etude d’une classe d’inclusions
différentielles avec perturbation
multivoque

Présenté par

Atrih Nada
Soutenu le 07/07 /2022
Devant le jury
Président D. Affane M.C.A Université de Jijel
Encadreur I. Boutana M.C.B Université de Jijel
Examinateur F. Aliouane M.C.A Université de Jijel

Promotion 2021/2022



Remerciements

T ous mes remerciements vont avant tout a ALLAH, qui m’a donnée la puissance, la santé,

la volonté et la patience, pour accomplir ce modeste travail.

J ‘exprime mes profonds remerciements a mon encadreur, Mme BOUTANA TMEN
(M.C.B) pour sa patience, surtout ses judicieuz conseils et remarques, sa bienveillance

et la confiance qu’elle m’a accordée pour réaliser ce travail.

Bien entendu, je remercie Mme AFFANE DORIA (M.C.A), pour avoir accepté de pré-

stder ma soutenance.

Mes remerciements vont aussi & Mille ALIOUANE FATINE (M.C.A) pour avoir

accepté d’examiner mon travail.



J e voudrais aussi remercier tous les enseignants qui ont contribué a ma formation, ainsi

qu’a ’équipe du département de mathématiques a 'université de Jijel.

J e ne pourrais oublier d’exprimer ma profonde gratitude et avec grand amour envers mes
chers parents qui m’ont soutenu toute ma vie, pour leurs conseils et encouragements durant

toutes les années de mes études.

Enfin, je n'oublierai pas de remercier tous mes seurs et mon frére, ma familles, mes amis,
mes collegues pour leur soutien et leurs encouragements et toutes les personnes qui ont

participé de pres ou de loin, a terminer ce travail.

Merci a tous...

ONADAQ



Table des matieres

Introduction

Abréviations et notations

1 Préliminaires

1.1

1.2

1.3

Quelques notions d’analyse fonctionnelle . . . . . . . .. ... ... ....
1.1.1 Continuité des applications . . . . . . . . ... ... . ... ... ..
1.1.2 La topologie faible et faible étoile . . . . . . ... .. ... ... ..
1.1.3 Fonction a variation bornée . . . . . . . ... ... ... ...
Quelques notions de 'analyse convexe . . . . . . . .. ... ... .. ...

Rappels sur les multi-applications . . . . . . . . ... ... ... .....



Table des matieres

1.3.1 Définitions . . . . . . . ..o 18
1.3.2  Continuité des multi-applications . . . . . . . ... . ... ... .. 19
1.3.3 Mesurabilité des multi-applications . . . . . . .. . ... ... ... 20
1.4 Quelques résultats de convergence et de compacité . . . . . . . .. .. ... 23
1.5 Notions sur les opérateurs maximaux monotones . . . . . . . . . ... ... 26
1.5.1 Opérateurs maximaux monotones . . . . . . . . . . . . . ... .. 26
1.5.2 Distance de Vladimirov entre des opérateurs maximaux monotones 28
1.6 Théoreme de Lyapunov . . . . . . . . . . . . 30

2 Résultat d’existence de solution pour une inclusion différentielle avec

perturbation a valeurs convexes 31
2.1 Imtroduction . . . . . . . .. 31
2.2 Le résultat principal du chapitre . . . . . . .. ... ... ... 32

3 Résultat d’existence de solution pour une inclusion différentielle avec

perturbation a valeurs presque convexes 59
3.1 Imtroduction . . . . . . . .. 60
3.2 Lapresque convexité . . . . . . . . . ... 60
3.3 Le résultat principal du chapitre . . . . . . . .. ..o 62
Conclusion 77
Bibliographie 78



Introduction

L’analyse multivoque c’est étude des propriétés des applications multivaluées, autrement
dit, les applications dont 'image est un sous ensemble de I'espace d’arrivées. Le besoin de
I’analyse multivoque s’est ainsi fait sentir pour la résolution de nombreux probléemes émer-
gents dans divers domaines. Parmi les divers domaines dans les quels les outils de I’analyse
multivoque sont utilisés, on peut citer le contréle optimal [21], I’économie mathématiques
[17], le calcul sous-différentiel [26], optimisation et 1’étude des inclusions différentielles.

Les inclusions différentielles représentent une généralisation des équations différentielles

ordinaires i.e., une équation différentielle a second membre multivoque de la forme

u(t) € F(t,u(t)), u(0) = uo, (1)

ou u(-) indique la dérivée temporelle de u(.), up une condition initiale et ' une application
dont les valeurs sont des sous ensembles.

Quand F' est un singleton, on obtient un cas particulier de (1) notamment 1’équation



Introduction

différentielle

u(t) = f(t,u(t), u(0) = uo, f €L,

qui est intensément étudiée dans la littérature (voir par exemple [19]). Contrairement aux
équations différentielles ordinaires, 1’existence de solution pour une inclusion différentielle
repose non seulement sur des conditions de régularité sur F' (i.e, les divers types de conti-
nuité ou semi-continuité) mais aussi a des conditions de type topologiques ou géométrique
(compacité, convexité) de son image (Pour plus de détails voir [2, 18, 28]). Aujourd’hui,
cette théorie est devenue plus importante et plus attirante.

Les problemes gouvernés par les opérateurs maximaux monotones constituent une classe
importante d’inclusions différentielles. Ces problemes était 1’'objet de grandes recherches
entre les années 1960 et 1980, lorsque Brezis, Browder, Minty et Rockafellar ont en éta-
bli les résultats fondamentaux comme on les connait actuellement (voir [10, 11, 24, 27|
). Le sous différentiel d'une fonction convexe semi-continue inférieurement et la fonction
indicatrice d’'un ensemble fermé convexe sont des exemples importants, qui possedent des
propriétés spécifiques, c¢’est-a-dire, sont des cas particuliers d’opérateurs maximaux mono-
tones. En analyse non linéaire, les opérateurs maximaux monotones jouent un réle crucial
dans I'optimisation convexe etc.

Une théorie générale sur 'existence, 'unicité et la stabilité de solution d’inclusion régies
par de tels opérateurs a été étudiée par plusieurs auteurs. En 1971, Brézis dans [9] a étudié
le probleme

—u(t) € Au(t) p.p.t €]0,4+o00[,u(0) =ug € D(A). (2)

ou A: D(A) C H = H est un opérateur maximal monotone et H est un espace de Hilbert.
Depuis, divers travaux concernant le probleme (1) on été développés. Par exemple, dans

[1] Attouch et Damlamian, ont étudié le probleme

—a(t) € A(ult) + F(tu(t)),  pp.tel, u(0) =uy e D(A). (3)

ou I': I x D(A) = H est une perturbation multivoque.

Les méthodes de résolution des inclusions différentielles de premier ordre de la forme (3)
qui est le sujet de notre intérét, varient beaucoup suivant les hypotheéses imposées a la
multi-application F'.

L’hypothese de la convexité est largement utilisée, particulierement pour établir la fermé-

4



Introduction

ture de I'ensemble de solutions, qui est généralement non fermé sans la convexité.

En I’absence de la convexité des valeurs de F', qui est 'objet de notre travail, A.Cellina et
A.Ornelas [15] ont donné une condition assurant l’existence de solutions inclusion différen-
tielle (3), ou F est semi-continue supérieurement & valeurs non convexes, particulierement
presque convexes, qui est une condition plus faible que la convexité. La méthode de dé-

monstration utilisée est d’étudier la relation entre la solution du probléme relaxé
—u(t) € A(t)u(t) + co(F(u(t))) p.p-tel, u(0)=uy € D(A). (4)

et non relaxé (3). Elle consiste a déduire la solution du probleme (3) en fonction de la
solution du probleme (4).

Ce mémoire est composé essentiellement de trois chapitres ordonné comme suit :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions et résultats de base qui nous utili-
serons tout au long de notre travail.

Nous commencons par quelques définition de la continuité et théoremes de I'analyse fonc-
tionnelle et convexes aussi des notions de 'analyse multivoque et quelques résultats de
convergence qui sont nécessaires pour les démonstrations de nos théorémes principaux.
Dans le deuxieme chapitre, nous étudions I’existence de solution absolument continue pour
une inclusion différentielle du premier ordre de la forme (3).

Notre étude est menée dans un espace de Hilbert séparable H, avec F': [0,T] x H = H est
une multi-application scalairement mesurable, scalairement semi-continue supérieurement
a valeurs non vides convexes faiblement compactes et régis par un opérateur maximale
monotone a valeurs coniques dans le cas ou t — A(t) est absolument continue au sens de

Vladimirov, i.e., il existe une fonction 8 € W11([0,T],R) croissante tel que
dis(A(t), A(s)) < B(t) — B(s) pour0<s<t<T.

ou dis est la pseudo-distance introduit par Vladimirov dans [30]. Ce résultat a été obtenu
par Azzam et all dans [5].

Dans le troisieme chapitre, en affaiblissant I’hypothése de convexité de la multi-application
I a la presque convexité, on commence par donner la notion de la presque convexité,
définie dans [15], et un exemple qui montre I'existence des ensembles presque convexes et

101 convexes.
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En utilisant le résultat obtenu dans le chapitre 2 a I’étude de l'inclusion différentielle
(3), dans le cas ou F' & valeurs non vides presque convexes compactes et semi-continue
supérieurement. On obtient un résultat d’existence a travers une méthode inspiré de [4, 15]
qui consiste a trouver la relation entre la solution de probleme relaxé et non relaxé puis
on déduit la solution en fonction de la solution du probléme avec perturbation a valeurs

convexes que nous avons donné dans le chapitre 2.



Abréviations et notations

Dans tout le mémoire, nous allons adopter les abréviations et notations suivantes

*p.p Presque partout.

o« = Egal a, par définition.
e TESP respectivement.

e min Minimum.

* max Maximum.

e inf Infimum.

e SUp Supermum.

eie. ouc-a-d Clest-a-dire.

*S.C.S Semi-continue supérieurement.

e B(xo,7) La boule ouverte de centre xy et de rayon r.
By La boule ouverte de centre 0 et de rayon 1.
e B(xg,7) La boule fermé de centre x et de rayon r.



Abréviations et notations

By La boule fermé de centre 0 et de rayon 1.

e co(A) L’enveloppe convexe de A.

e Co(A) L’enveloppe convexe fermé de A.

«P(H) L’ensemble des parties de H.

«B(H) La tribu de Borel sur H.

e/ =10,7] Un intervalle de I’ensemble des nombres réels R, 7" > 0.
o H Espace de Hilbert réel.

o (1) Le produit scalaire de H.

of -l La norme de H.

o L(I) La tribu de Lebesgue sur l'intervalle I.

T, T Exprime que la suite (xn)neN converge fortement vers x.
°x, =T Exprime que la suite (z,),en converge faiblement vers z.

ed(z,A) = irelf1 |  — a | La distance d'un point z d’un espace métrique X a l’ensemble A
(A est une partie non vide de X).

e xa(.) La fonction caractéristique de I’ensemble A définie sur H par

1 si z€A,
xa(z) =
0 si x¢A.
¢ (-, A) La fonction indicatrice & I’ensemble A définie sur H & valeurs dans R = [—o0, +0o0]
par
0 si xze€A,
da(z) =

+oo si x ¢ A

«0*(+, A) La fonction polaire de (-, A), appelée aussi fonction d’appui de 1’ensemble A,
définie sur H par
0*(,A) :x € H— §"(z,A) = sup(x, y).

yeA
o I; Opérateur unité de H.

 Proja(x) La projection du point x € H dans ’ensemble A, définie par

Projate) = {u € A d(o. ) = Iy~ )|
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Si de plus A est convexe la projection est unique et vérifie
y € Proja(z) @y Aet (r —y,y—a) >0 Vac A

o« LP(I, H) L’espace des applications définies sur I & valeurs dans H p’™¢ intégrables (1 <

p < 400) c’est a dire mesurables et / |u(t)||Pdt < +o00, muni de la norme
I

Ol = ([ Iutpat)’

« L>°(1, H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I a valeurs dans

H, muni de la norme
|lu(-)|[ze =inf{c >0: |u(t)|]| <c p.p. sur I}

«C(I,H) L’espace de toutes les applications continues définies sur I a valeurs dans H,

muni de la norme de la convergence uniforme

[u()lle = suplu(®)]

e Soit w € C(I, H) une fonction absolument continue, on note par u(t) la dérivée de u au
. s e du

point ¢, c’est a dire u(t) = E(t)

. W(Lp)(f , H) L’espace de toutes les applications u définie sur I a valeurs dans H, absolu-

ment continues ayant une dérivée premiere @ € LP(I, H).



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats de base qui nous seront

utiles pour la démonstration de nos théoremes principaux.

1.1 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Pour les résultats ci dessous, on peut se référer a [20, 22, 29].
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1.1. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Continuité des applications

Définition 1.1.1.

Soit (E, %, u) un espace mesuré positif. Soit Z un sous ensemble de E.

e On dit que Z est p-négligeable, s’il existe A € ¥ tel que Z C A et u(A) = 0.

e On dit que pu est compléte (ou que (E, X, 1) est complet) si toutes les parties p-négligeable

sont mesurables i.e.,

VA,BeP(E), (ACB, BeX, u(B)=0)— A€ X.
e On dit qu’une propriété sur E est vraie p-presque partout (u.p.p.), si 'ensemble ot elle
n’est pas vérifiée est p-négligeable.

Définition 1.1.2. (Application continue)
Soit (X,d),(Y,d") deux espaces métriques et f: X — Y, on dit que f est continue au point

xo € X, si et seulement st
Ve > 0,36 >0,Ve € X :d(x,x9) <= d(f(x),f(xg)) <e.

o f est continue sur X ssi elle est continue en tout point x € X.

Remarque.
Si (E,|| - ), (E,| -z sont deuz espaces vectoriels normés. On dit que f : E — E est

continue au point xg € E si et seulement si
Ve>0,30 >0,Vx € X : |l —xollg <6 = ||f(x) — f(zo)l|p <e.

Proposition 1.1.3. «Si f est continue au point xq, alors ILm f(x) = f(zo).
T—xT0

Définition 1.1.4. (Application équicontinue)
Soit (X,d),(Y,d') deux espaces métrique. Une partie H de F(X,Y) (I’espace toutes les

applications f: X — Y ) est dite équicontinue au point xo € X si
Ve > 0,3y >0,Voe € X,Vf € H:d(x,z0) <v=d(f(x), f(x)) <e.

11



1.1. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

e H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point x € X.
Théoréme 1.1.5. (Théoréme de différentiation de Lebesgue)

Soit (E,||-]|) un espace vectoriel normé. Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesgue
sur R, on a pour presque tout x € R

limi /H‘E f(rydr = f(x).

e=02¢ Jr—¢

Définition 1.1.6. (Application absolument continue)
Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Une fonction f : [a,b] C R — E est dite ab-
solument continue si est seulement si pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour toute

partition dénombrable de l'intervalle [a,b] C R par des intervalles disjoints [ay, bx] vérifiant,

YAk —ax) <dona b 1£(bk) — flax)|| <e.

k
Théoréme 1.1.7.

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. une fonction f : [a,b] C R — E est absolument

continue, si et seulement si, il existe une fonction intégrable v : [a,b] — R tel que pour tout

t € |a,b

dans ce cas f est dérivable presque partout (p.p.) et sa dérivée f=vpp

Remarque.
e Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

e Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Définition 1.1.8.

Soit E un espace topologique séparé et p une mesure Borélienne (p: B(E) — R).

e On dit que u est réguliére si pour tout A € B(E) et tout € > 0, il existe un ouvert C et
un fermé G de E tel que G C A C C et u(C\G) <e¢ .

e Toute mesure Borélienne finie et réqulicre est appelée mesure de Radon.

Théoréme 1.1.9. (Théoréme de Lusin)

Soit (T, %, i) un espace mesuré de Radon avec u positive. Soit X un espace de dimension

finie.
Alors, pour toute fonction ¢ : T — X p-mesurable et pour tout € > 0, il existe un compact

T. C T tel que p(T'\T:) < ¢ et la restriction de ¢ a T, est continue.

12



1.1. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.10.

Soit (x,), une suite de R. On définit les limites inférieure et supérieure de (x,), comme
suit

liminfx, := sup(inka>, lim supz,, := inf (Supxk)

oo neN \k=n n—»o0 nEN\k>n

Ces deux semi-limites vérifient les inégalités suivantes

liminfz, < lim x, <limsupz,.
n—7>00 n—7>00 n—300

Définition 1.1.11.

Soit E un espace topologique et f : E — R une fonction a valeurs réelles étendues.

Alors

1) La limite inférieure de f en a donnée par
liminf f(z) := supinf{f(V) : V € V(a)} = sup | inf f(z) |].
T—>a Vev(a) eV

2) La limite supérieure de f en a donnée par

limsupf(z) := infsup{f(V): V € V(a)} = inf (supf(a:)).

T—3a Vev(a) \ zev

Ou V(a) désigne l'ensemble des voisinages de a dans E.

1.1.2 La topologie faible et faible étoile

Définition 1.1.12. (La topologie faible)
Soit (E, || - ||g) un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, ( ’espace

des formes linéaires continues sur E). E' est aussi un espace vectoriel normé muni de la

norme || fller = sup [ f(x)].
r€Bg

13



1.1. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

e Soit f € E et soit

QOfE—>R
x> pp(z) = (f,2) = f(2).

La topologie faible sur E qu’on note par o(E, E/) est la topologie la moins fine sur E
rendant continues les applications ¢¢(f € E').

e L'espace (E,0(E, E")) est un espace vectoriel topologique séparé.

Proposition 1.1.13.
Soit (), une suite de points de E. Alors,
o (xy)n converge vers x pour o(E, E') (ou faiblement) si et seulement si ({f,x,)), converge
vers (f,z) pour tout f € E';
e St (xy,)n converge fortement vers x, alors (z,), converge faiblement vers .
)

(
. Si (

Tn)n converge faiblement vers x, alors ||x,||g est bornée et nous avons
2]z < lim inf|[z,[| .

¢ Si (z)n converge faiblement vers x et (f,), converge fortement vers f dans E’, alors
({(fn, Tn))n converge vers (f,x).

Définition 1.1.14. (La topologie faible étoile)

Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé, E' son dual et E” son bidual (le dual de E' )

munt de la norme

1€l[zr = sup [[(€& A

fEBE/

Sur Uespace E' sont définies déja deux topologies :

La topologie forte associée d la norme de E' (||f||E/ = sup [(f, x>|>
fEEE/

La topologie faible o(E', E").
On définit une troisiéme topologie sur E' comme suit

Pour chaque x € E, on considére l'application ¢, : E' — R définie par

pu(f) = (f ).

e La topologie faible* sur E' est la topologie la moins fine sur E' qui rende continue toutes

14



1.1. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

les applications p,(x € E). On la note o(E', E).

Proposition 1.1.15.
Soit (f,)n une suite de E'. Alors (f,)n converge vers f pour o(E',E) (ou faiblement*) si

et seulement si ((fn,x))n converge vers {f,x) pour tout x € E.

Définition 1.1.16. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soient H un espace de Hilbert. Alors,

Vo,y € H,  [{z,y)] < [lz]llly]-

1.1.3 Fonction a variation bornée

Définition 1.1.17.
Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Etant donnée une fonction f : I = [0,T] — E.

On appelle variation totale de f sur I l’expression

var(f,1) = sup { 3 ftess) = S0, VO <t <<ty =T},

k=1
e Stvar(f,I) < oo, on dit que f est a variation bornée.

Proposition 1.1.18.
Soit H un espace de Hilbert. Soit uw : I C R — H wune application continue da variation

bornée et soient a,b,c € I tel que a < b < c. Alors, on a

[ du= / 1o du = du([a,b]) = u(b) — u(a).

[a,b]

2) du = du + du.
[a,c] [a,b] [b,c]
Proposition 1.1.19. (Formule de Moreau)

Soient H un espace de Hilbert, et w : I C R — H wune application continue a variation

bornée. Alors, la formule de Moreau est donnée par
d(||u]?) = 2(u, du).

15



1.2. Quelques notions de 'analyse convexe

Théoréme 1.1.20.
Soit H un espace de Hilbert, soit (u,)nen une suite de fonctions a variation bornée définies
sur I =1[0,T7] CR a valeurs dans H. On suppose que (un)nen est uniformément bornée en

variation et en norme, i.e., il existe deux constantes positives K et M telles que
sup|lu, ()| < K et wvar(u,,I) < M.
tel

Alors, il existe une sous suite (un, )i de (uy), et une fonction w: I — H a variation bornée
tel que pour toutt € I
up(t) = u(t) et wvar(u,l) < M.

1.2 Quelques notions de ’analyse convexe

Ces notions ont été pris des références [7, 13, 29].

Définition 1.2.1.
Soit E un espace vectoriel sur R, et soit B C E. On dit que B est convexe si et seulement
St

Va,y € BYAE[0,1]: Az + (1 — Ay € B.

Autrement dit, pour tout x,y € B, [x,y] C B,

[x,y] est le segment de droite d’extrémités x et y défini par
[z,y] = {Az + (1 = N)y/ A € [0,1]}.

Définition 1.2.2.
On appelle simplexe de R™ [’ensemble A,, défini par

A, = {(/\1,/\2,...,>\n) ER"/N\; >0 et Z)V = 1},

1=0

Définition 1.2.3.

Soit E un espace vectoriel et soient x4, 2o, ...,x, € E. On appelle combinaison convexe

16



1.2. Quelques notions de 'analyse convexe

des éléments x1, s, ..., T, tout élément de la forme
x = Zkixi tel que, (A1, A2, ..., \n) € A,
i=1

Théoréme 1.2.4.
Soit B C E un sous ensemble conveze, alors B est faiblement fermé (fermé pour o(E,E"))

si et seulement s’il est fortement fermé.

Définition 1.2.5. (Enveloppe Convezxe)

Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel topologique E.

e On appelle enveloppe convexe de B qu’on note co(B), l'intersection de tous les sous
ensembles convexes de E contenant B, c’est en fait le plus petit convexe de E qui contient
B.

e L’ enveloppe convexe d’un sous ensemble fermé n’est pas nécessairement fermée. Pour
cette raison, il est nécessaire de recourir a la notion d’enveloppe convexe fermée.

e On appelle enveloppe convexe fermé de B qu’on note co(B) l'intersection de tous les
sous ensembles convezes fermés de E qui contenant B. C’est le plus petit conveze fermé de
E qui contient B.

e @(B) = co(B).

Théoréme 1.2.6.

Soit E un espace vectoriel et B C E. Alors

co(B) = {Z)\jx]— in>1 (A, M) € Ay 2y, xy, € B}.

=1

Théoreme 1.2.7.
Dans un espace vectoriel normé E de dimension finie, si A C E est borné (resp. compact)

alors, 'enveloppe conveze de A (co(A)) est bornée (resp. compacte).

Théoréme 1.2.8. (Théoréme de séparation)

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble B C E non vide
co(By={re FE: (2,2)<d(«,B) Va'eFL}

et 0* (', A) = 6" (a', co(A)) = 0*(a',c0(A)), o' € FE'.
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Théoréme 1.2.9.

Soient X un espace localement compact, p une mesure positive sur X, E un espace de
Banach réel, et S un sous ensemble convexe fermé de E. Soit f une application définie sur
X telle que f(X) C S.

Pour toute fonction réelle strictement positive et intégrable g telle que fg soit intégrable,

d
le point fjf];gd: appartient a S.
X

1.3 Rappels sur les multi-applications

Dans cette section, nous rassemblons quelques propriétés de base des multi-applications
nécessaires pour notre présente étude. Les résultat qui suivent on été pris des références

[2, 3, 13, 20, 22].

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1.

Soient X,Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application ou application mul-
tivoque définie sur X a valeurs dans Y, toute application F' qui associe a chaque élément
x € X un sous ensemble F(x) deY, et on note F: X =2 P(Y) ou F: X =Y.

e On appelle domaine (effectif) de F', qu’on note dom(F), le sous ensemble de X définie
par

dom(F):{xEX:F(x)#@}.

e On appelle image de F', qu’on note Im(F), le sous ensemble de Y défini par

R@n:fmgn:{yeyzaxedmmpxyeF@ﬁ:: U Fl@)cy

xedom(F)
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1.3. Rappels sur les multi-applications

e On appelle graphe de F, qu’on note gph(F), le sous ensemble de X x 'Y définie par
gph(F) = {(a:,y) e X xY:xedom(F),ye F(:c)}

Définition 1.3.2.
Soient A, B deux sous ensembles non vide d’un espace métrique (X, d)

e On appelle U’écart entre A, B C X, qu’on note e(A, B), la quantité définie par

e(A,B) =sup d(a,B),

a€A

avec

d(a,B) = gggd(a, b).

e On appelle la distance de Hausdorff entre A et B qu’on note dy(A, B), la quantité
définie par
du(A, B) = max (e(A, B), e(B, A)).

Remarquons que dy(A, B) = dy(B, A).

1.3.2 Continuité des multi-applications

Définition 1.3.3. (Semi-continuité supérieure)

Soient X Y deux espaces topologiques, et soit F': X =Y une multi-application.

e On dit que F' est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point xy € X si pour tout
ouvert U de Y tel que F(xo) C U, il existe un voisinage Q@ € V(xy), tel que F(2) C U,
i.e., F(x) C U, Vz € Q.

of est s.c.s sur X ssi f est s.c.s en tout point xq € X.

e On dit que F' est faiblement semi-continue supérieurement sur X si pour tout sous en-

semble faiblement fermé M C Y, l’ensemble
F Y M)={z e X,F(x)n M # 0},

est séquentiellement faiblement fermé.
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Théoréme 1.3.4.

Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé, et F': E = E une multi-application d valeurs non
vides. On suppose que F(tg) est conveze et faiblement compact. Alors, F est faiblement
semi-continue supérieurement au point ty si et seulement si la fonction 0*(x', F(-)) est

semi-continue supérieurement en tg.

Proposition 1.3.5.
Soient XY deux espaces topologiques et F': X =Y une multi-application semi-continue
supérieurement a valeurs fermées. Alors le graphe de F' est fermé dans X X Y.

e Le réciproque est donnée par le lemme suivant.

Lemme 1.3.6.
Soient X, Y deux espaces topologiques et F': X ==Y une multi-application a valeurs non

vides, avec Y un espace compact. Si le graphe de F' est fermé alors F' est s.c.s.

Théoreme 1.3.7.

Soient X un espace topologique, Y un espace métrique et F' : X =Y une multi-application
a valeurs non vides.

Si F est semi continue supérieurement (ou semi continue inférieurement) alors F est

mesurable (avec respect de la tribu Borélienne).

Théoreme 1.3.8.
Soit X un espace métrique, M un sous-ensemble compact de H et F': X = M une multi-
application si F est s.c.s, alors la multi-application co(F) : x € X = co(F(x)) C H est

ausst S.c.S.

1.3.3 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.3.9.
Soit (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique et F: X =Y.

On dit que F' est X-mesurable ot simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F'V)={teX: Ft)nV #0} € X.
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1.3. Rappels sur les multi-applications

Proposition 1.3.10.

Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et soit F': X =Y une
multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) F est X-mesurable ;

(17) pour chaque y € Y, la fonction

gr - X = R

z— gy(x) = d(y, F(z)),

est X -mesurable.

Théoreme 1.3.11.
Soit (X, X, 1) un espace mesuré avec pu o-finie et 3 p-compléte. Soit E un espace de Banach
séparable et ' : X = E une multi-application mesurable a valeurs non vides, convezxes et

faiblement compactes. Alors, l'application

h: X —F

& — h(x) = Projp)(0),

est une application mesurable.

Définition 1.3.12.
Soit (X, X)) un espace mesurable, (Y,d) un espace métrique et soit F : X =Y une multi-
application. On appelle sélection de F' toute application f : X — Y wvérifiant

f(z) € F(z), Ya € dom(F).

Théoréme 1.3.13. (Théoréme de sélection mesurable)
Soient (X, X)) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F': X =Y
est une multi-application X-mesurable d valeurs fermées non vides. Alors F' admet au moins

une sélection X-mesurable.

Théoréme 1.3.14.
Sotent (X, X) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soient F' : X x E =

E une multi-application mesurable et v : X — E une application mesurable. Alors la
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1.3. Rappels sur les multi-applications

multi-application F(-,u(-)) est mesurable.

Définition 1.3.15.
Soit (X,X) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit F' : X = E
une multi-application. On dit que I est scalairement mesurable si pour tout ' € E',

Uapplication t — §*(2', F(t)) est mesurable .

Proposition 1.3.16.
Soient (X, %) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F': X =% E est
une multi-application a valeurs non vides convezes faiblement compactes, alors F(-) est

mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Théoréme 1.3.17.
Soit (X,X, 1) un espace mesuré avec | o-finie et X p-compléte. Soit E un espace de
Banach séparable et F' : X = E une multi-application da valeurs non-vides, convexes

compactes. On suppose que pour tout x' € E’, la fonction §* (:U’, F()) est intégrable 1i.e.,

t— 0" (Jc’, F(t)) € LY(X, E). Soit pour toute application g € L=(X, E)

/Xnguz{/ngdu: fGSF},

ou Sg l'ensemble des sélection mesurable de I' défini par
Se={f:X =B {0 eF®). pwpo}

Alors, / gFdu est convexe, o(E, E')-compact dans E. De plus, sa fonction d’appui est
X

donnée par

5(33 /X g(t)F(t)du(t)) _ /X 5(95 g(t)F(t))du(t), Vo' € E.

En particulier, si F' est univoque, i.e., F(:-)=h(-): X - F

(', [ ohdn)) = [ @ gh(t)du(t).

Proposition 1.3.18.
Soit (X, 3, u) un espace mesuré et soit E un espace de Banach séparable. Soit F : X = E
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une multi-application a valeurs non-vides, convezes et faiblement compactes et soit ¢ :

X = E une multi-application da valeurs non-vides, convexes fermées. Si pour tout ©’' € E’

5" (x',qb(t)) <o <$',F(t)> U-p.p.

alors,

o(t) C F(t) p-pp.

1.4 Quelques résultats de convergence et de compa-

Pour les résultats ci dessous, on peut se référer a [5, 9, 12, 22, 29|

Théoréme 1.4.1. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (X, %, ) un espace mesuré, E un espace de Banach, soit 1 < p < +oo et (f,) une
suite de fonctions mesurables définies sur X d valeurs dans E, si la suite (f,) vérifie
(&) fu— f ppp sur X,
(17) il existe une fonction positive g € LP(X,R) telle que, pour tout n € N,
12Ol < 9(t) ppp.

Alors f, — [ dans LP(X, E). En particulier, dans le cas p =1,

/X Fodp — /X fdp.

Théoréme 1.4.2.
Soit 1 < p < oo et soit (f,), C LP([0,T],H) une suite convergente vers une fonction
f € L*([0,T],H) pour la norme de L ([0,T),H). Alors, il existe une sous suite (fy,),

convergeant vers f p.p. sur [0,T].

Définition 1.4.3.

Soit X un espace vectoriel normé, et soit (w,), une suite de points de X. On dit que la
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suite (wy), converge vers w € X au sens de Komlos si et seulement si
lim — Z w; = w.
n—>oon

Proposition 1.4.4.

Soient (X, %, 1) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé et soit (u,), une suite
d’éléments de L'(X, E). Si (uy), est une suite bornée dans L'(X, E), alors il existe une
sous suite (vy), de (un)n qui converge au sens de Komlos vers un élément v € L*(X, E)

presque partout i.e.,

lim — Z v;(t D.p.

n~>oon

Proposition 1.4.5.
Soient (X, X, 1) un espace mesuré, E un espace vectoriel normé. Si (uy,), est une suite de
E qui converge vers un élément u € E. Alors,
1
Jim -~ 2 [, — ulls = 0.
Théoréme 1.4.6. (Théoréme de Smilian)
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E, si S est relativement faiblement compact.

Alors pour chaque x € S° (fermeture faible de S), il existe une suite (x,), d’éléments de

S convergeant faiblement vers X.

Théoreme 1.4.7.

Soient X et'Y deux espaces métriques, F : X ==Y une multi-application a valeurs com-
pactes. Alors F' est s.c.s sur X si et seulement si pour tout x € X et (x,), C X convergeant
vers x et pour tout suite (y,), C Y, telle que y, € F(x,), il existe une sous suite de (y,)n

convergente et sa limite dans F(x), c-a-d,
dyeY, y, —y et yeF(z).

Théoréme 1.4.8. (Banach-Mazur)
Soit E un espace de Banach et soit (x,,), une suite d’ éléments de E convergent faiblement
vers x, alors il existe une suite (z,), telle que chaque z, est une combinaison convexe des

éléments x,, xpi1, ... convergent fortement vers x.
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Lemme 1.4.9. (Lemme de Mazur)

Soit E un espace de Banach. Soit (x,) C E et x € E si (z,), converge faiblement vers
dans E.

Alors, il existe une suite (y,), de combinaison convere des (Tx)k>n (i-€. Yn € co{xr, k > n})

qui converge fortement vers x telle que
x € () eo{ar, k > n}.
n

Définition 1.4.10.
Soient X un espace topologique séparé, S une partie de X. On dit que S est relativement

compacte si son adhérence dans X est compacte

Théoréme 1.4.11. (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Soit E un espace de Banach séparable, et soit S C E'. Si S est borné pour la norme de E’
et fermé pour la topologie o(E', E). Alors , S est compact pour cette topologie.

En particulier la boule unité fermée de E' est compacte pour la topologie o(E', ).

Théoréme 1.4.12. (Théoréme d’Arzela-Ascoli)

Soit (K,d) un espace métrique compact, (X,d) un espace métrique complet, et H C
C(K, X) muni de la distance de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact
si et seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact pour tout x € K,

avec
H(x) = {f(x)|f € H}.
Lemme 1.4.13. (Lemme de Gronwall)

Sotent (;)ien, (Bi)ien, (Vi)ien des suites de nombre réels positifs vérifiant

a1 < a;+ Pilag+ ... +a;—1) + (1 +vi)a; pour i€ N,

Alors,
i—1 i—1
a; < (a0+2ak).exp(z {/{:ﬁk—i-VkD pour i € N*. (1.1)
k=0 k=0
1.5 Notions sur les opérateurs maximaux monotones
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1.5. Notions sur les opérateurs maximaux monotones

Cette section est consacrée aux définitions et propriétés des opérateurs maximaux mono-
tones qui sont un outil important pour notre présente étude. Ces résultats qui suivent on
été pris des références [6, 10, 27].

Dans cette section, [ := [0,7] (T > 0) est un intervalle de R, H est un espace de Hilbert

réel muni du produit scalaire noté (-, ) et la norme associée notée par || - || .

Définition 1.5.1.
On appelle opérateur multivogue de H tout multi-application A : H = H. On définit le

domaine de A est donné par
D(A)={z € H: A(x) # 0}.
L’image de A (dit aussi le rang de A) est donné par
R(A) ={y € H: il existe x € D(A) tel que y € A(x)}.

On note par Iy lidentité de H.

1.5.1 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.5.2. (Opérateurs monotones)
Soit A: D(A) C H = H une multi-application (opérateur multivoque).
On dit que A est monotone si, pour tous x1,xo € D(A), y1 € Axy, yo € Az, (on note

(21, 31], [22, 2] € A), nous avons

(Y1 — Yo, 11 — x2) > 0.

Exemple.

Soit A un opérateur monotone de H alors, A=, NA(X > 0) sont aussi monotones.

Définition 1.5.3. (Opérateur maximal monotone)
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Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal par les opéra-

teurs monotones, ordonnés par l'inclusion des graphes dans H x H

Proposition 1.5.4.

Un opérateur monotone A est dit maximal si et seulement si
V(z,y) e HXx H: (y—1y,x—x1) >0, V[r,y]€e A= [z,y] € A. (1.2)

Proposition 1.5.5.
Soit A : D(A) C H = H un opérateur multivoque. Alors A est maximal monotone
si et seulement si, A est monotone et pour tous x,y € H telle que (y — n,x — &) >

0 pour tout & € D(A) et pour tout n € A, alors, x € D(A) et y € Ax.

Proposition 1.5.6.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur multivoque. Si A est mazimal monotone, alors pour

tout x € D(A), l'ensemble Ax est conveze fermé dans H.

Définition 1.5.7.

Soit A : D(A) € H == H un opérateur maximal monotone. On sait que, pour tout
x € D(A), Az est un ensemble convexe fermé non vide de H ( Proposition1.5.6).Par
le Théoréme de Projection, il existe un élément unique ' € Ax qui est la projection de 0

sur Ax ,i.e.,

¥ = Proja0), |14/l = inf |lyll = d(0, A(2))

Dans toute la suite, cet élément sera notée, A°(z), i.e., A%(z) est l’élément de norme

minimale de Az.

Lemme 1.5.8.
Soit pour tout n € N, A, un opérateur mazimal monotone tel que dis(A,, A) — 0 pour
un opérateur mazimal monotone A. Supposons aussi que x, € D(A,) avec x,, — x et que

Yn € Apx, avec y, — y faiblement pour x,y € H. Alors x € D(A) ety € Ax.

Définition 1.5.9.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur monotone et A > 0. Alors
1. Vopérateur J5* défini par

Ji=(Ig + A ),
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est appelé la résolvante de A.
2. L’opérateur Ay défini par
Ay = i\(IH - J3),
est appelé 'approximation Yosida de A.
Proposition 1.5.10.
Soit A: D(A) C H = H un opérateur monotone et A > 0. Alors

1. la résolvante J{' est univoque non-expansive, c’est da dire

Tz — Tyl < ||z — y||, V2, y € H.

De plus, J{{(x) = x(X ] 0), pour chaque x € D(A);
2. Jiz € D(A), et A\(x) € A(J{x), pour tout v € H ;
S lA@I < 1 4%(@)| = inf llyll, pour chaque z € D(A).
Définition 1.5.11.
Soit A : D(A) C H = Hun opérateur mazimal monotone. On appelle section principale
de A, tout opérateur univoque A" C A avec D(A) = D(A') et tel que pour tout (x,y) €
D(A) x H, l’inégalité
(A(§) —y.§—2) >0 VEe D(A),

implique que x € D(A) ety € Ax, i.e., [x,y] € A.

Proposition 1.5.12.
Soit A : D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone, alors l'opérateur A° est une

section principale de A.

1.5.2 Distance de Vladimirov entre des opérateurs maximaux

monotones

Nous définissons la pseudo distance entre deux opérateurs maximaux monotones A et B

dite de Vladimirov, se référer a [23, 30].
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Définition 1.5.13.
Soient A et B deux opérateurs maximauz monotones définis sur un espace de Hilbert dans

lui méme. On définit la pseudo distance de Viadimirov entre A et B par

. (Y1 — y2, 12 — T1)

dis(A, B) := sup , r1 € D(A), 11 € Axq, 29 € D(B),ys € Bxs .
L+ [lyall + el

Remarque.

e La distance dis(.,.) peut prendre la valeur +oc.

e La distance dis(.,.) n’est pas une métrique, car en général l'inégalité triangulaire n’est

pas satisfaite.

Lemme 1.5.14.
Soient A, B deux opérateurs mazximaux monotones définis sur un espace de Hilbert dans
lui méme. Alors

dis(A,B) =0< A = B,
et dis(A, B) = dis(B, A).

Lemme 1.5.15.

Soient A, B deux opérateurs maximauz monotones. Alors pour tout X > 0 et x € D(A)

|z = JE@)I| < N|A°(@)]| + dis(A, B) + (1 + | A°(x)])dis(A, B).

Lemme 1.5.16.
Soit pour tout n € N, A, un opérateur mazimal monotone tel que dis(A,, A) — 0 pour
un opérateur mazimal monotone A. Supposons aussi que n, € D(A,) avec n, — n pour

n € D(A) et tel que M = sup||A%n,|| < +oo. Alors, il existe une suite (£,) tel que
neN

€€ D(A), & —n et A%, — A (1.3)

Plus précisément, on peut prendre &, = J ﬁ” avec

(ST

Ao = (I — nl+dis(A,, A))* = 0.

En particulier, si dis(A,, A) = 0 et ||[A%z]] < ¢(1 + ||z]]) pour ¢ > 0, pour tout n € N, et
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x € D(A,), alors pour tout n € D(A), il existe une suite (&,) tel que (1.3) soit satisfaite.

1.6 Théoreme de Lyapunov

Le résultat de cette section est pris de références [14] et [16].

Théoreme 1.6.1.
Soient f1, fa, ..., fn des fonctions intégrables définies de [a,b] dans R et py, ...,p, des fonc-

tions mesurables vérifiant

n

0<p(t) <1 et Y pi(t) =19t € o, .

i=1

Alors, il existe une suite d’ensembles mesurables (A;) formant une partition de |« 3], telle

que
n

> [ 0n0a=3 [ pon

=1
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Chapitre 2

Résultat d’existence de solution pour
une inclusion différentielle avec

perturbation a valeurs convexes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente un résultat d’existence de solutions absolument continues

pour une inclusion différentielle du premier ordre avec perturbation multivoque scalaire-
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2.2.  Le résultat principal du chapitre

ment semi continue supérieurement a valeurs convexes et faiblement compactes de la forme

suivante

Pr) —u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)) pp.-tel,
u(0) = uy € D(A(0)).

Notre étude est menée dans H un espace de Hilbert séparable et 1 = [0, T|(T € R%).

2.2 Le résultat principal du chapitre

On donne maintenant le résultat principale de ce chapitre qui est un cas particulier du
Théoréme 3.6 dans [5] (en prenant f = 0) .

Ce résultats est établi sous les hypotheses suivantes

e Hypothese sur 'opérateur A

A;) 11 existe une constante positive ¢ telle que
|A(t, 2)| < c(1+l=ll)  t € 1,2 € D(A(R)). (2.1)

Ay) t — A(t) est a variation absolument continue, c-a-d il existe une fonction § €

WL, R) positive sur I et croissante avec 3(T) < +o0 et, 3(0) = 0, tel que
dis(A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)], Vt,s e I. (2.2)

A3) A est a valeurs coniques, c-a-d pour tout ¢ € I et pour chaque xz € D(A(t)), A(t)z est
un cone.

e Hypothese sur la multi-application F’

F1) Pour tout ¢t € I, F(t,-) est scalairement semi-continue supérieurement sur H, c¢’est-a-
dire, pour tout ¢t € I et pour chaque e € H, 'application d’appui 6*(e, F'(t,-)) est semi
continue supérieurement (s.c.s) sur H.

F3) F est scalairement (L([) ® B(H))-mesurable, c¢’est-a-dire, pour tout ¢ € I pour chaque
e € H, l'application d’appui 6*(e, F'(t,-)) est (L(I) ® B(H))-mesurable.
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F3) F satisfait la condition suivante
Projru.(0) C (1+ |jz|)C, V(t,z) e I x H, (2.3)

ou C' est un sous ensemble compact de H.

Théoreme 2.2.1.

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H, un opérateur mazximal monotone vérifiant
(A1), (As) et (As). Soit F: I x H = H wune multi-application a valeurs non vides,
convezxes faiblement compactes satisfaisant (Fy), (F2) et (Fs).

Alors, pour tout ug € D(A(0)) le probléeme

P2 —Z?)eAamuy+F@ﬂ4w) p.p.tel,

admet une solution u absolument continue.
De plus,
lu(t)] < K(1+B(t) pp.tel,

pour une certaine constante positive K dépendant ||uol|,c,T et 5.

Démonstration.

o En suivant 'idée de la preuve du Théoréme 3.6 dans [5].

» La démonstration se base sur la construction de suites approximantes via un algorithme
bien adapté, dont nous allons montré la convergence vers la solution recherchée.

Etape 1 : Algorithme

On choisit une suite quelconque (g, )nen CJ0, 1] décroissante vers 0, lorsque n — oo, et on

considére aussi une partition quelconque de U'intervalle [0, 7] comme suit
O=ty <ty <--- <ty =T.

Comme la fonction ¢ — [(t) est absolument continue alors : ¢ — [(t) + t est aussi
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absolument continue, on peut supposer que
7, — 7]+ /tt* | B(t) | dt <e,, pour i=0,.. k,—1. (2.4)
On pose,
Ojyy =ty — &, My = B(t7) — B(E) pour i=0,.. .k, —1, (2.5)
alors, I'inégalité (2.4) s’écrit sous la forme
Oiy1 + i <en < 1

Gréce a la compacité de C, on peut supposer qu'il existe un réel positif L tel que C C LB .
De plus, on peut supposer sans perte de généralité, que C' est convexe et contient 0, quitte
a le remplacer par ¢o(C' U {0}) qui est compact.

On définit I'application m : I x H — H par m(t,z) = Projpu.) (0), pour tout (¢,z) €
I x H, c’est a dire m(t, z) 1’élément de norme minimale de F (¢, x).

Alors par (2.3)
m(t,z) € F(t,x) et |[m(t,x)|]| < LA+ |z|) VY(t,x)elxH (2.6)

De plus par le Théoreme 1.3.11 pour tout x € H, application ¢t — m(t,x) est L(I)-
mesurable.
Pour chaque n € N, on définit une application en escalier u,, : I — H continue a droite,

comme suit :

uy =wug pour te€ 0,7
Uy (t) = u? pour i=1,.. k,, tet? it (2.7)

n

up  pourt =T,
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ou, pour tout ¢ =0,1,....k, — 1

i
it = Tt (= [ s i) 25)
i
= et @+t A@ ) (o = [T ). @9
N n n t?+1 n A(t?+1) n tﬁ_l n
c-a-d, J' | uj _/w m(s,u)ds | = G i m(s,u)ds |.

Par la définition de la résolvante (Proposition 1.5.10 (2)), observons que
i € D(A(t4)), (2.10)
et par (2.9)
(1= [ mtsayds) € G+ 08+ ) ARt
Implique que
(1= [ i u)ds) € (o + O+ DA ).

i.e,

! ” ny [0 (s,ui')ds | = A ; /t?+1 (s, u;')d
[ — T — U mis,u, )Jas | = n n u, — mis,u; )as
i)\ T Ty T ) = A (1T e

€ A(t)uiy- (2.11)

Pour chaque n € N, on définit 'application v,, : I — H par

t) — B(tr t—tn £ t
() = PO IO BN (o [ (s, whas) 4t — [ (s, s,
01 + Mt tn tr
(2.12)
pour t € [t7,t7,,[,i=0,1,....k, — 1 et v,(T) = ug, .
I1 est clair que l'application v,, est absolument continue avec v, (tI') = ul, et
3(t) + 1 £
O (t) = s+ up — uy +/ o m(s,u))ds | —m(t,ul), (2.13)
A t7

pour t €|t? t [, i =0,1,....k, — L.

7
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Par conséquent, si on définit 0,, : I — I par

e pour tetl [, i =0,1,....k, —1,
0, = " I 2l (2.14)

0 pour t=0.

t? pour teltl ], i=0,1,... k,—1,
on(t) = (2.15)
0 pour t=0.

Par (Aj) et (2.13), I'inégalité ( 2.11) devient

- 1 o
inlt) = e non(0) =D (s [ s ayas)

€ A(0,(t))vn(0,(1)), pp. t € 1. (2.16)
et pour tout t € I,
zn(t) = m(t, vn(en(t))) € F(t, vnlpn(t)))- (2.17)

Etape 2 : Estimations et convergence des suites (uy,), et (v, ),

On montre dans cette étape que les suites (u,,) et (v,,) sont bornées en norme et en variation.
Nous avons, dis(A(t},,), A(t?)) < |B(t8,) — Bt < nfy pour ¢ = 0,1,...,k, — 1 (voir
(Ag) et (2.5) ) et par (2.8), (2.1), (2.6) , la Proposition 1.5.10 et le Lemme 1.5.15 nous
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avons
n n n n b n
s = wtll = 12 (= [ s yas) =
= 195 (o = [ o) = T+ ) ]
<||J511(uf‘—/t_ s ) = Tl + 12 ) =

c’est-a-dire,

par suite,

</ Im(s, uf)llds + (070 + i) A7 uf )| + dis(A(t ), A(L))

/(00 + 2 ) (L (A, u) [dis(A(E2), A(t?)
< L+ [[uf )07 + e(1 + [[uf]|)(

+ \/(5 o) (1 + o I
< L+ [[uf o7 + e(L + [[uf D62 +uf)
0y /(08 ) (1 (1 + [
+ 5?+1 + L(l + HU?H)W?H

5?-1—1 + 7717'1-5-1) + 77?4-1

)
1 [luif])
)

< (L@ + [luf D)7y +ni) + L+ (@) (07 + i)

(87
(L (L + g l) (87, +nf)?

(

)

< (414 w63y +nity) + L+ (lud ) (05 + ni')

+
(L (L + )88 + )2

= 2(1 +e(l+ WH)) (01 i) + LU+ [ [ (03 + ni)

~ (2 e D+ 1) 62+t

s, — ] < ((2 24+ I)+ (2 + L>||u?|\) (O ),

luiir | < flur = 'l + [lui’l

- (1 Qe+ D)@, + nz;l)) |+ (2 + 2¢ + L)%y + 1%
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Par le Lemme 1.4.13, on trouve pour tout n € N,

1—1 1—1
el < <||U0|| R4 L4200, + n2+1)>-exp<(20+ LY, + n,;ul)).

k=0 k=0
Comme
deﬂ— —ty=1t; <T.
Et aussi, .
S = B(E) - B() = BiE) < A(T).
Alors,

) < <||U0|| F @+ L4 20T+ 6(T))>6Xp<<20 LT+ 6(T))> _K o (219)
grace a cette inégalité, 'estimation (2.18) sera
Iy — ]l < (24 20+ L) + (20 4+ LYK%y + 1) = Ka(dy +10). (2.20)

Posons K = max(K;, K3), on conclut que

kn—1
supsup ||u,(¥)|| < K et supvar(u,) = sup ( >k, — ”||> < K(T+p5(T)). (2.21)

neN tel neN neN i—0

Alors, la suite (u,) est bornée en norme et en variation. De plus, pour tout n € N et

0<s<t<T,

un () = un(s)]| < K((B(t) = B(s)) + (t = ) + ). (2.22)

En effet, fixons s € [t7, ¢} [ et t € [t],1}, [ avec i < j. Par (2.20), (2.21) et le fait que j3

est croissante i.e.,

s <tialors [(s) < B(t),), et t>t; alors B(t) > B(t])
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On obtient ;

[un(t) = un(s)[| = lluf — |
= lJuj =iy +uf g+ =y gl — ug

<l = w4 A [l =

j—i—1

< Z ||u?+k+1 _U?JrkH
k=0
G—i—1

< Z K((S?-i-k—f—l +77?+k+1)
k=0

j—i—1

S K Z ( (tns1) — B ) + (e — tﬁrk))

K

)+ - 1)

I
=

301 Fe-m)

IA
=

IA
N

(5 (B(S)—B(t?))+(t—8)+(s—t?)>
( (= )+ (B(ER) — BE)) + (s — t?))

(2.

E(CORET >)+<t—s>+en)

On conclut que, (u,,), est uniformément bornée, en norme et en variation.
D’apres le Théoreme 1.1.20, par extraction d’une suite on peut supposer qu’il existe une
sous suite (notée aussi (uy,),) telle que (u,(t)), converge faiblement vers une application a

variation bornée v : I — H i.e.,
u,(t) — u(t) pour tout tel, (2.23)

en particulier on a u(0) = wy.

En effet, (u,(t)), converge faiblement vers u(t) pour tout ¢ € I, i.e., pour tout =z € H

lim (u,(t) — u(t),z) =0,

n—oo
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en particulier pour t = 0,
lim (u,(0) — u(0),z) =0,

n—0o0

et par définition (2.7) on obtient,
(ug — u(0),z) = 0.
Pour x = ug — u(0), on obtient
(ug — u(0),up — u(0)) = 0.

On conclut u(0) = wuo.
De plus, en prenant la limite inférieure dans (2.22), on obtient pour tous 0 < s <t < T,

grace a la Proposition 1.1.13,
lut) — ()| < liminf lun(t) — wa(3)]] < K((t — 5) + B(2) — B(s)). (2.24)

Par conséquent, u est absolument continue, plus précisément u € WH(I, H).
Maintenant, on peut prouver que la suite (v,), est aussi bornée en norme et en variation.

En effet, par les inégalités (2.6), (2.12), (2.19), (2.20) et (2.21) nous avons pour ¢ € [t7', 7 ],
Bt) < B(tiy) et t <ty

|5(t) = B(E7) + ¢ — 7] < |B(t) — B(E) + 1y — &7

’ Bt) —Bt7) +t -t}
B(tihy) — B + i, — 1]

<1,

et

e .
/wz s = | wmwmw—j (s, |w</ (s, u?) | ds.
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Ce qui donne

n n +1 n
o)) < By = ol + [ o)l + |+ / e
n n n i+l n
< Nty =+ sl 42 [ s, ) s

< Ko (07 q +ni'q) + K1 +20(1 + Kq) (87, — t7)
< Ke, + K +2L(1 + K)o},

<K+ K+2L(1+K)

<2K +2L(1 + K) := M.

De plus, par (2.20)
[on(tiyr) = on (G = lluiyy — wi'll < K (673, + mi').

Posons M’ = max(M;, K), on obtient

kn—1
sup ||vnllc < M" et supwar(v,) = supvar(u,) = sup ( > gy, —
neN neN neN neN i=0

< K(T +p(T))
< MU(T + B(T)).

De plus, on a pour tout ¢ € [t 7]

(2
[on(t) = un @) = lon(t) — ] ||uz+1 —ui'll + 2/ lm (s, ui')||ds

< lud — w4+ 2000+ [l [ (8

(2.20)
< K07 +ni) +2L(1+ K)ey

<(K+2L(1+ K))e, =: Ne,

41
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Les inégalités (2.22), (2.29) donnent pour n € Net 0 < s <t < T,

[on (&) = va(S)| < [[on(t) = un (O] + [[un(t) = un(s)[| + llun(s) = vals)]]
< 2Ne, + K((B(t) = B(s)) + (t — 5) + &)
= K((B(t) = B(s)) + (t = 5)) + (2N + K)ep. (2.30)

De plus par (2.4), (2.30) on conclut que pour tout t € I
[on(0n(2)) = on(B)[| < 2(N + K)en et [lon(pn(t)) = va(B)]] < 2(N + K)en. (2.31)

D’autre part, comme la suite (v,,) est uniformément bornée en norme et en variation, alors
par Théoréme 1.1.20, on peut lui extraire une sous suite (notée aussi (v,)) telle que (v,)
converge faiblement dans H.

Par (2.29), (2.23), pour tout n € H on a

lim
n—oo

(Un(t) = un(t),m) + (un(t) —u(t),n)

n—oo

<w@—u@m4:nm
< Jim Neau] = 0

D’ou,

vn(t) = u(t) pour tout te . (2.32)

De plus, par (2.13) pour tout ¢ €]t ¢ ;[ nous avons

BH+1) (U?ﬂ —ul + /tt?+1 m(s, u?)ds) —m(t,u})

o = || 5, o
57;+1 + Nt 5

IN

3(t) + 1 t
COED (=l + [ sl + e
O + Mt &

et par (2.6), (2.20) on obtient

|u%@n|s%i?;;éi(Kx&11+nad>+z41+numnx1)~+L«1+Huﬂb
G0 (KL )+ LK) = (). (2.33)
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c’est-a-dire, la suite (v,,) est intégrablement bornée, i.e., il existe une fonction 8, € L*(I, H),

telle que

[on ()] < Bi(t)  pp.teE (2.34)

et puisque [31(.) est une fonction strictement positive, on trouve

[on(8)]
<1 pp.tel.
Pi(t)
Un(t)
En posant, pour tout n € N et pour presque tout ¢ € I, k,(t) = Bi(t)
1

On a k, € Br~. Donc, par le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki (voir le Théoréme
1.4.11), B~ est faiblement* compacte, on peut extraire a (k,(.)) une sous suite, notée
aussi (k,(.)) qui converge faiblement* vers un élément k(.) € Br.

D’ot, pour tout y(.) € L'(I, H), on obtient

/OT<kn(T)»y(T)>dT — /()T(k(r), y(7))dr.

Pour tout z(.) € L®(I, H), comme (3;(.) € L*(I,R) Papplication 3,(.)z(.) € L'(I, H), donc

[ )i — [ k), fi(r)=(r)ar,

par suite,
/0 <2’Jn(7'),z(7)>d7'ﬁ/0 (B1(T)k(T), 2(T))dT.

En posant w(.) = B1(.)k(.), la suite (9,(.)) converge faiblement dans L'(I, H) vers w(.) €
LI, H).
De plus, pour presque tout ¢t €

lw(®)[] = Bi@®)[[E@)] < B1(D).
Donc, pour tout £ € L>*(I, H),

lim (0, &) = (w, ),

n—oo
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et
T

i [ (ou(r), &7 = [ Gwlr), &(r,

n—oo 0
en prenant £ = x.xjo pour x € H et t € I, il est bien clair que { € L>(1, H) et

T

lim (0 (T), 2.X0, (7))dT = /0T<w(r), x.Xj0,4(7))dT,

n—oo Jo

donc, par Théoréme 1.3.17

Jgrglo <x,/ot @n(T)dT> = <x,/0tw(7-)d7->7

ie.,

Ji (or0n(0) = 0a00)) = (o, L wirar),

(2.32) implique

<x,u(t) — u(0)> = <x, /Otw(T)d7'>.

Par conséquent u(t) — u(0) = [Jw(7)dr. On conclut que @ = w p.p. sur I et donc, (v,)
converge faiblement vers u dans L'(I, H).

Montrons maintenant que (v,) converge uniformément vers u dans 1.

On note pour tout n € N et pour t € I | z,(t) = m(t,v,(¢n(t))) € F(t,v,(on(t))) et pour
chaque n € N, on définit ’application 7, : [ — H par

t
Zn(t) = / zn(T)dT. (2.35)
0
Grace a (2.3), (2.6) et le fait que C C LB, pour t € I, on trouve

lzn (@] < L1+ [loa(en(®)]])

(2.15) n

=" L(L+[loa(&)])

(2.13) n

=" L(L+ [Ju?]])

(2.19)

< LA+ K) =1L (2.36)
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donc,

1201 < [ ea(r)dr < LT, (237)

Tout d’abord, nous allons prouver que (Z,(.)), admet une sous suite qui converge unifor-
mément dans C(I, H).

En effet, on a

Zn(t) = m(t, va(@n(t))) € F(t, vn(pn(t))), (2.38)

et nous avons d’apres (F3)

Zn (1)

Zn(t) € (1+ [ln(en()INC = el
L+ [on(en(®))]
(2.19)
Comme 1+ [|v,(¢n(t))]| =1+ [[u}] < 14 K, et comme C est un convexe contenant 0.
1 t t 1 t
el w0 (1 lmle®,
1+ K L+ [lua(on(@®))] 1+K
dotl,
() e 1+ K)C, Viel, (2.39)
par suite,
zn(t)
c, Vtel
1 + K E 7 6 Y

alors, comme C est convexe fermé, par Théoreme 1.2.9, on a

Jo zu(7)dr
—_— Zn(t 1+ K)t)C, Vtel
fot(l—i-K)dTEC:> (t) e (1+ K)t)C, Vte
c’est-a-dire,
Zn(t)
m S C, vVt € I, (240)
(1+ K)t

D’autre part, (1+K)t < (1+K)T, c-a-d,
de C et la inclusion de (2.40), on obtient

0+ K)T <1, et comme 0 € C, par la convexité

(1+K)t  Z,(t) LSS P
(1+K)T (1+K)t ( (1+K)T> ’
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alors,
Zn(1)

_4nlt) te T
Ar g ¢ Vel

i.e,

Z,(t) € (1+ K)T)C, Vtel.

L’ensemble ((1+K)T")C étant compact, par conséquent (Z,(t)),, est relativement compacte.
D’autre part, pour tous ¢, s € I telle que 0 < s <t < T, par les relations (2.35) et (2.36)

on trouve,

HZZA})-—,Zﬁ(sﬂ|::||]€tzn(r)d7'—-jﬁszn(r)dr

= | /S zn(T)dT
< [ llen(r) r
< Ly(t - s), (2.41)

c’est-a-dire (Z,,) est équicontinue

D’otu, d’apres le Théoreme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.4.12) (Z,(+)), admet une sous suite
notée aussi (Z,(-)), convergeant uniformément vers une application Z(-) € C(I, H).

En suite, on conclut que (vy,), est une suite de Cauchy dans C(I, H).

En effet, fixons n,m € N. Grace a (2.16) nous avons

—in(t) = 2n(t) € A(0n(1)) v (0n(t)) et — 0 () = 2 (t) € A(On (1)) v (Om(t)).

Par la définition de la distance de Vladimirov, (Définition (1.5.13))

<vn<9n<t>> O (1)), 50 8) 4 () — () zm<t>>

< (14 Bnlt) + 20+ 0 (8) + 20 (O] ) dis (AL (), A (8))
(1 1O+ B+ B+ D) (1506006 — 56 (o))

(2.36

< (1 1+ N @)+ 28, ) (18060(6)) = 561+ 136 (6)) - 50)])

(14 B+ O]+ 224) o + ). (2:42)
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On pose v, = max{e,, || Z,(-) — Z(:)||c}, on trouve pour presque tout t € I,

12n(0n (1) = Zin(Om ()| = [[Z0(0n(t)) = Zn(t) + Zn(t) = Z(t) + Z(t) = Zn (1)
+ Zin(t) = Zn(0m (D))
< 1Z2a(On()) = Zn(O + 12n(t) = ZO + 1 2(2) = Zn @]

1 Zult) — Zo6,(0)

Y /Oe"m )iy = [ za()dr|| + 1Z,06) - 20
() |y+H/0m ()dr — [ an(r)dr

< f“meh+wa@—zmwﬂww—zmm
Al [ i

3/ A A e

2<41 Li(0,(t) — ) + Yo + Y + L1 (05 (8) — £)

S ngn + Tn + TYm + ngm
S Ll’yn + Tn + Tm + Ll’ym
< (L1 + 1) (9 + vm)- (2.43)

Maintenant, pour chaque n € N, soit w,, = v, + Z,, nous avons pour presque tout ¢t € [

[wn (6 () = wn(E)]] = [[on(0n(t)) + Zn(0n(t)) = va(t) = Zn()]]
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[0 (Bu(t)) — wn(8)]] S 2N + K)ey + La(Bu(t) — 1)
<2(N + K)e, + Ly,
= 2N + K) + L1)en, (2.44)

l|wn (0,,(t)) — wn(t)]| — 0, lorsque n — oo.
De Plus, par (2.26), (2.37)

[wn ()] = llvn(t) + Zn(8)]]
< [lon (@)1 + 1 Zn ()]
< M; + LT. (2.45)

En utilisant les relations (2.42), (2.43) et (2.44) on peut écrire, pour ¢ €0, 7],

4 <vn(9n(t)) (O (1)), Ga(t) + 2n(E) + Bm(t) — zm(t)>
" <Zn<en<t>> 2 (Bon(1)). (1) — wm<t>>
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(100) = 00800 = 00)) < (I O]+ i) (2094 ) + L) e+ 20)
(L4 BN+ i@ +282) (e )

+ (IOl + @1 (L + D +70). (240)

On obtient,
(wn(t) = Wy (1), 1 (t) = ti(t)) < O (£). (2.47)

Oumlt) = (nwn(t)n " ||wm<t>||) (nwn(en(t» (O] + 0 (O (8)) wm<t>||)
; (1 o)+ [om (O] = 2L1) (e + )
s (Hwnam " me<t>u) (L + 1) + ). (2.48)

Nous avons,

" @untrrar = [ (1 + i) (87 = () + O (5)) = ()
(L 1+ ol 4211 e+
(Bl i) (14 10 20 )

L (bl B (24 5+ e+ 200

b (11 0]+ 284 ) o+ 2t

(Bl + i) (14 10+ 200 7

— (204 )+ e+ ) (il + ol

+ (en+em) (T + 10nllzy + |Omllz, + 2L1T>

(@t 06+ ) (Il + il
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" Oun(riar = (205 4 1)+ Lo+ &) + (214 D0+ ) ) (il + il

+(@LV+UT+H%MA+H%MM>@n+&H,

par (2.28), on trouve pour tout ¢ €Jt?, 74|

T kn—1 t;‘
laller = [ alldt = 3= [ " oulldt = var(v,, 1) < MU(T+B(T). (249)
i=0 74

Par conséquent, la suite (v,,) est bornée dans L*(I, H).

Alors par (2.49),(2.36) Les suite (v,,), (w,) sont bornées dans L'(I, H), on conclut que

T
lim / Oy (T)dr = 0. (2.50)
0

7,1M—00

Alors, par (2.47) et en plus on applique la formule de Moreau d||¢||* = 2(v, dv)), avec
= wy, — Wy, dp = dw, — dw,, et w,(0) = w,,(0) = ug, pour presque tout ¢t € I,

316 = wn @ = 3 (1OI? - L))
1t 9
=5 | dl(oPar
< [ ), ()

= [ (walr) = wn(), () — (7))

0

T
< / Opm(T)drT.
0
Par suite,
T
Jwn(t) = wn ()2 2 [ Opm(s)ds.
0
Alors,
T
ln(®) = w2 <2 [ Oum(s)ds.
0

D’ou, grace a (2.50), (w,) est une suite de Cauchy dans C(I, H), donc elle converge uni-

formément vers une application w € C(I, H). Par conséquent, (v,) converge uniformément

50



2.2.  Le résultat principal du chapitre

et fortement vers l'application w — Z. Par la relation (2.32) v, (t) — u(t) donc, u = w— Z,

c’est-a-dire, (v,) converge uniformément et fortement vers I'application absolument conti-

nue u, i.e. ||v,(.) —u(.)]|[c — 0, lorsque n — oc.

Nous avons aussi par (2.29),

[un(t) — w(®)|| < [Jun(t) = va ()] + [Jon(t) — u(®)]]
< Nep + [lva(t) — u(t)]]

— 0, uniformement sur [, lorsque n — oo

De plus, par (2.31) on obtient pour tout ¢ € T

[0n (0n(£)) — w(®)]| < fon(On(t)) = un (O] + lun(t) — u@)]
<2(N + K)e, + ||Jun(t) —u(t)]] — 0, lorsque n — oo,

et

[on (2 () = u(B)]] < [lon(pn(t)) = un(®) + llun(t) — u@)]
< 2(N + K)ep, + ||up(t) —u(t)|| — 0, lorsque n — oo,

De plus, il est clair que u est continue a variation bornée et u(0) = wuy.

Etape 3 : Existence de solution

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Nous prouvons dans cette derniere étape que l'application u est une solution de notre

probleme (Pr).
Tout d’abord, prouvons que u(t) € D(A(t)) pour tout ¢ € 1.

En effet, soit pour chaque n € N, ¢, : I — I une application définie dans la page 34 par

t? pour 13 € [t?7t?+1[a
on(t) =T pour t=T,

0 pour t=0.

Nous avons par (2.10) ,ul" € D(A(t})),
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D’autre part, on a par (Ay) pour tout ¢t € [

dis(A(pn(t)), A(t)) = dis(A(t]) — A(t)), VYn€eN
< |B(&) = B(t)], VneN

< é&n,

ie., dis(A(gpn(t)>,A(t)) — 0 lorsque n — oo pour tout ¢t € I.
Et par (A;) ,

14° (ul®) ua () < 1+ lun®))

(2.21)
< ¢(1+K), Vtel, VneN,

c’est a dire, la suite (y,,), = (AO (gpn(t), un(t)>> est bornée, alors elle est faiblement relati-
vement compact, on peut extraire une sous suite (notée aussi(y,)) qui converge faiblement
vers une application y.

De plus,

Yn = AO(‘Pn(t)a un(t)) € Alpn(t))un(t) = Anzy

donc par le Lemme 1.5.8 appliqué a z,, = u,(t) — u(t), on aura
u(t) € D(A) = D(A(t)).

Maintenant, remarquons que la suite (2,(.))nen est bornée dans L!(I, H) par la relation
(2.36) c-a-d (z,) est équicontinue, par le Théoreme d’Ascoli-Arzela (Théoreme 1.4.12),
(z,) admet une sous suite notée aussi (z,) converge uniformément vers une application
2(.).Donc, converge faiblement vers z € L'(I, H).

Par le Théoreme de Banach-Mazur (Théoreme 1.4.8), il existe une suite ((,(.)) telle que
pour tout n € N, (,(.) € co{zx(.); k > n} et ((u(.)) converge fortement vers z(.).

Ainsi, par le Théoreme 1.4.2 on peut extraire une sous suite (¢,,) de( ¢,) convergeant vers
z presque partout ,i.e., il existe un ensemble négligeable N, de I et une sous suite (ny,) de

N tel que pour tout ¢ € I\ N, 1im G, (t) = 2(t).
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et, puisque z,(t) € F(t,v,(¢n(t))) alors, pour tout ¢t € I\ N,

2(t) € eo{z(t)ik = np} € (eof F(t, ve(or(t); b = mp} (2.54)

peEN peN

Par le Théoreme 1.2.8, on obtient pour tout & € H,
(6, 2(1)) < 8"(€. F(t,0n(pn(t)))). Vp € N, Vk > m,.

i.e,

(€, 2()) < limsupd™ (&, F(£, v(pr(t)))) < 67(&, F(L, u(t))),

k—o0
ou la deuxiéme inégalité est due grace a ’hypothese (F7) .
Puisque F' une multi-application convexes a valeurs faiblement compactes et H est sépa-

rable, par la Proposition 1.3.18, on conclut que
z(t) € F(t,u(t)) pp.tel.

D’autre part, on sait que (1,) converge faiblement vers @ dans L'(I, H). On suppose que
(0,) converge au sens de Komlos vers @ et que (z,) converge au sens de Komlos vers z.

Par conséquent, il existe un ensemble N de I négligeable tel que pour tout ¢t ¢ N

1 1 &
nh_):aolon;%(t) =u(t) et nh_}rlolon;z](t) = z(t), Yn € N. (2.55)

Dans la suite, on va vérifier que
—u(t) — z(t) € A(t)u(t) pp.tel.

Posons, pour tout t € I,

hy(t) = 0n(t) + 2, (2).

Il est clair que h,, converge faiblement vers h ( h,, — h) dans L*(I, H) avec h(-) = u(-)+z(-).
Par le Théoreme de Banach-Mazur (Théoreme 1.4.8 ), il existe une suite (w;); de (h;),
avec pour tout j, w; € co{hy; k > j} telle que (wj;) converge fortement vers h(w; — h).
Ainsi, par par le Théoréme 1.4.2, on peut extraire une sous suite (w;,) de (w;) convergeant

vers h presque partout.
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i.e., il existe un ensemble négligeable Ng et une sous suite (j,) de N satisfaisant
Vit € I\N,, ph_}IglOij = u(t) + z(t) = h(t). (2.56)
Posons S,, = {hx(t) : k> j,}, alors nous avons pour t € I\ N,

h(t) € (eo(S,).

neN

Et par le Théoreme de séparation (Théoremel.2.8), nous permet écrire pour tout £ € H

(&, h(t)) < 6*(E,S,) = sup(€, hi(t)), Vn e N.

k>n

(€ h(1)) < Infsup(€, hi(t)),
par suite,
(a(t) + 2(t), &) = (h(t), €) < limsup(h, (1), ). (2.57)

n—oo

Maintenant, pour tout n € N, soit I\ N,, 'ensemble sur lequel 'inclusion (2.16) est vérifiée,
ie.,

—0n(t) = m(t, vn(pn(t))) € AOn(t))on(0n(1)), V¥t €I\ Ny,

donc,
—h,(t) € A(0,(1)vn(0,(t)) Yt e I\ N,. (2.58)

Pour terminer notre preuve, nous devrons vérifier I'inclusion dans (Pr) presque partout
sur /.

—u(t) — z(t) € A(t)u(t) pp.tel.

Comme u(t) € D(A(t)) sur I, par la Définition 1.5.11 et la Proposition 1.5.12, il suffit
prouver que pour tout n € D(A(t))

(h0u0) =0} < (Ao -u) pprer
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En effet, Soit n € D(A(t)), en fixant t € I, A,, = A(Gn(t)) et A= A(t).
Par (./41)
1Sz = [ A°(0n(t), 2) || < c(1 + [l2ll), Vx € D(A(Oa(1))).

Et par (Ay), pour tout t € I,

dis(A,, A) = dis(A(Qn(t)),A(t)), Vn e N

< [8(on(t) - 1)

<e,, VneN,

, VneN

on obtient dis(A,, A) — 0.
Donc, on peut appliquer le cas particulier du Lemmel.5.16, on obtient pour tout n €

D(A(t)), lexistence d’une suite (&,) tel que
&0 € D(A(0:(1)) & —>m et AMOa(t), &) — A"(t,n).

Comme chaque A(t) est monotone, en particulier pour t € I \ N,

< —a8) = A°(B (1), £0), 0 (00 (1)) §n> >0,

ou alors,

(0000 = 1) < (460060, — 0000} (259
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2.2.  Le résultat principal du chapitre

Par conséquent, pour ¢t € I \ (N[') UN, U Nn>

Alors,
> {00+ 500,000 =) = 23 (6,0-+ 50100, - &
#0050~ )
#2200+ 5006 -0)
alors, par (2.33), (2.36), et (2.59)
;§<vj<t>+zj<t> ult) )
< S (A00.6).6 = 00,00+ 1 160+ 500 = 0,0
o 0 + 5001 0l
< (400,66 —u0,0)) + (50-+ 1) 3 10 - e,
e (A0 1) 3 16 (2.60)
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comme,

(200606 - no0))

= (40300, 6) = A0, 6 ~ 17+ 0l0) = 505(0) ) + { A0,0.6) ~ A%t 0= ()
{006 = 0+ ) = 56,0)) + (4000 - ul0)

< 12030, ) = 2 16 = 1 + 1) = 5O )+ 14°6,(0.6) - 2l - w0

1% (15 =+ o) = (001 ) + (A ute)),

par conséquent, la relation (2.60) sera

i Z: <UJ + 2j(t), u(t) — 77>
< 510 fﬂmm@@ ol + o) - w601 )
Hm—unizw@ SIS i (CRURA ROROIT)

+@w@mm_um> (m L )3 St = 0
(ﬁl +L1> ZH@ B

Passons a la limite lorsque n — oo, dans cette inégalité, en utilisant la convergence au sens

de Komlos de (0) vers (), la convergence au sens de Komlos de (z,) vers z, la Proposition

1.4.5, et la relation (2.52) on obtient

<mw+4wm@wwns<wwm»n—mw> (2.61)

d’on,
—u(t) — z(t) € A(t)u(t) p.p. surl,
ie.,

—u(t) € A(t)u(t) + z(t) p.p. surl,
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avec u(0) = ug, et comme z(t) € F(t,u(t)) p.pte€ I, on aura

—u(t) € A(t)u(t) + F(t,u(t)), pp.tel

uw(0) = uo.
De plus, par (2.24) pour tout 0 <t <7 on a
[u(®) = uls)[| < K((t = s) + B(t) = 5(s))

par suite,

t—s t—s

Ju(t) = u(s)l _ K(l NUE 5<s>>7

lorsque s tend vers ¢, on obtient
la®)| < K(1+5(t), pp.tel

Ceci acheéve la démonstration. [ |
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Chapitre 3

Résultat d’existence de solution pour
une inclusion différentielle avec
perturbation a valeurs presque

convexes

3.1 Introduction
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3.1. Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude de l'existence de solution pour 'inclusion différentielle
du premier ordre gouvernée par un opérateur maximal monotone et perturbée par une

multi-application F' de la forme

(P —u(t) € Au(t) + F(u(t))  pp.tel,
F u(0) = up € D(A).

Ou on affaiblit la condition de la convexité des valeurs de F' dans le chapitre 2, par la
presque convexité et on obtient un résultat nouveau dans ’espace H de dimension finie ou
F' est semi-continue supérieurement a valeurs compacte.

La méthode utilisée est inspirée de 1’étude des inclusions différentielles, donnée par Cellina

et Ornelas dans [15] et par Affane et Azzam dans [4].

3.2 La presque convexité

Il existe plusieurs définitions de la presque convexité, la définition qu’on a utilisée est celle

introduite dans [15] et définie comme suit.

Définition 3.2.1. [15]
Le sous-ensemble C' d’un espace vectoriel est dit presque convexe si pour tout q € co(C'),

il existe deux scalaires \ et Ay, 0 < Ay <1 < Ao, tels que

AMqgeC et XqeC.

Remarques.

1. Si l’ensemble C' est presque conveze et 0 € co(C'), alors C contient 'origine 0.
En effet,
d’apres la définition de la presque convezité on a
0€co(C)<e T A, M (0< A <1<\ tels que 0 € C et N0 € C.
Donc 0 € C.
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2.

3.3

Tout ensemble convexe est presque convere.

En effet,

soit C'" un ensemble convexe. Donc, co(C) = C.

Soit g € co(C) alors q € C. 1l suffit de prendre \y = Ay = 1. Donc C' est presque

convere.

L’inverse n’est pas nécessairement vrai.
C’est a dire, il existe des ensembles presque convexes mais non converes.
Exemple

Considérons l’ensemble
C={(z,y) eR? 22 +¢y* <1} \ {(2,0), z € R\ Q} Cc R%

C est non convexre mais presque convexe.
En effet,
On a co(C) = {(z,y) € R?, 2? +y* < 1}.
Soit g = (z,y) € co(C) alors x? + y* < 1.
Montrons l'existence de Ay, Ay, 0 < A <1 < Ag tel que Mg € C et \aq € C.
¢ Si on prend Ay = 0, alors A\qg=(0,0) € C.
Pour X\o, on distingue deuz cas

1. si g = (z,y) € C donc, il suffit de prendre Ay =1

c-a-d , Aaq = (x,y) € C.

2. siq=(z,y) ¢ C doncy =0,z € R\ Q.
D’autre part, (x,y) € co(C), c-a-d

<1l = 0<|z|< 1

Si on prend Ny = - > 1 alors \yq = (%,0) € C.

|z [EX

D’ou, C est presque conveze.

Le résultat principal du chapitre
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Avant de donner le résultat finale, on commence par le résultat suivant ou on étudie la

relation entre la solution du probleme relaxé

Py | THD € AUO FeolF ) pptel,
U(O) = Ug € D(A)

et non relaxé

—u(t) € Au(t) + F(u(t))  pp.tel,
(Pr)

u(0) = up € D(A).
Théoréme 3.3.1.
Soit H = RY un espace de Hilbert de dimension finie et soit A . D(A) C H = H un
opérateur mazximal monotone tel que pour chaque x € D(A), Az est un cone, i.e.,
Vy € Az, YA > 0, \y € Ax.
Dans ce cas Proja.(0) =0, par suite la relation (2.1) est évidente.

Soit F': H = H une multi-application semi-continue supérieurement, a valeurs non vides,

compactes et presque convezes. Supposons F' que salisfaite
F(z) C (1+]z|)B, Vze H. (3.1)

Soit ug € D(A) et x: I — H une solution absolument continue du probléme (Peo ).
Supposons qu’il existe deux fonctions intégrables \y et Ay définies sur I a valeurs dans R,
satisfaisant 0 < A (t) <1< A\o(t), Vt € I, et telles que pour presque tout t € I nous avons
(H)  M(6)f(t) € F(z(t) et Mo(t)f(t) € F(x(t)).

ou f: I — H une application mesurable satisfaite
—&(t) € Ax(t) + f(t) p.ptel, et f(t) € co(F(x(t))) Vtel.

Alors, il existe t = t(T) une fonction croissante, absolument continue définie de l’intervalle
I dans lui méme, telle que lapplication T(7) = x(t(7)) est une solution du probléme (Pr).

De plus, (0) = z(0) = uy.

Démonstration.

Etape 1
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3.3. Le résultat principal du chapitre

Soit un intervalle [«, 5] C [0, T] et supposons sur cet intervalle I'existence de deux fonctions
A1, A tels que
0<\N(t) <1< N(t) Ve [|a,f],

vérifiant 'hypothese (H), et supposons que A;(t) > 0, p.p.
Montrons qu’il existe deux sous ensembles mesurables de [«, 5] admettant deux fonctions

caractéristiques y; et s telles que

X1+ X2= X,
[a,]

et qu'il existe une fonction absolument continue s : [a, 8] — [, 8] avec,
s(0)— s(8) =~ 8

et
1 1

) +X2(t)w-

(t) = Xl(ﬂm

En effet, soit p une application définie sur [a, §] par

Nous avons 0 < p(t) < 1,Vt € [a, B](Car, A(t) < 1et A\y(t) > 1).
Alors, —1 < —\y(t) donc, 0 < Ao(t) — 1 < Ao(t) — A1 (2), d’ou

Ao(t) — 1
0< m =p(t) <L

De plus, les deux égalités suivantes sont toujours vérifiées
plt) + (1= p(t) = 1.

pt)Ax(E) + (1 —p(t)Aa(t) = 1.

Car,
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si A1(t) = A2(t) = 1, on obtient

POME) + (1= pE)a(t) =~ + (1= 2y = 1.

Sinon

pOM0) + (1= p)t) = (T w0 + (1= 80T

En particulier, on a

B
[ o)+ (1= p()) at

t)+(1-
Alip®A(t) (1 —p(t)Aa(t)
A [ N

On va appliquer le Théoréme de Lyapunov (Théoreme 1.6.1) pour assurer l'existence de

B
/ 1dt

deux sous ensembles mesurables de [«, 8], admettant comme fonctions caractéristiques x;

et xo tel que

X1+X2= X
[e,8]

/j ldt = /j <X1(t))\11(t) + XQ(t))\;(t)> dt.

1
Mais la fonction x n’est pas nécessairement intégrable, donc on considere une partition

de l'intervalle [«, 5] par les ensembles disjoints définis comme suit,

Et"={te[a,f]: n<

1
<n+4+1} neN,
Ai(t) — J

et
UE"=[a,3].

neN
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En effet,
Par définition, E™ C [a, (], Yn € N, donc U E™ C [a, f].

neN

D’autre part, soit ¢ € [, 5], on a 0 < A(t) < 1 alors

1
> 1 est un nombre réel positif,
A (1)

il résulte de la propriété d’Archimede sur R, 'existence d’un entier naturel ng € N tel que

1
< ——< 1
no N0 <ng+ 1,

donc t € E™ | et par conséquent ¢t € |J E™, c’est a dire [, 5] C U E™.

D'ou U E" = [«, 5] "< e

En aggﬁquant le Théoréme de Lyapunov (Théoréeme 1.6.1) sur chaque E", nous dédui-
sons 'existence de deux suites de sous ensembles mesurables (EY),, (FY), ayant comme

fonctions caractéristiques (x7)n, (X5)n, telles que pour tout n,

- [ <p<m1<t> L a —p<t>>A2<t>> - (X?(t)l 305 1@)) .

M (t) Ao (t) M ()

On pose
UEr=E, UE =E

neN neN

et

x1() = D00, xa() =D x50,

neN neN

Pour chaque k, la fonction

o= $ (vt + 051

est positive, et la suite des fonctions (oy(.))x est croissante, simplement convergente vers

la fonction
1 1

o(t) = Xl(t)m + Xz(f)m-

k
D’autre part, on considére la suite des ensembles (V*), ou pour tout k € N, VF = | E"
n=0
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qui est strictement croissante et converge vers l'intervalle [« 3]. Donc,
B
/1dt - / 1dt — / 1dt,
e ka UEn
k n

avec,
/1dt Jim [ 14
v+
k

Comme les ensembles (E™) sont disjoints, on obtient

B
Jrae= 1 [1d= 1w [ 1de= lim Z ldt.

k——+o0 k——+o0 k—>+oo

U er
n=0

Alors,

5
[ra= i 3 [ (a0 + 5003 )
= lim zkjlzk: (X?(t))\it)—i-xg(t))\;(t))dt

nzOE n=0
k
- 3
=0pn
= ooid= D) ot
E’ﬂ
UEn nLEJN
0

a U En U E™
3 8 1 1
On conclut que /1dt / (t)dt = / <X1(t))\1(t) + X2<t>/\2(t)> dt
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Définissons
5(t) = o(t),
alors
/ $(t)dt = 6 — a.
Etape 2

Considérons 'ensemble

C:{telz OEF(m(t))}.

C' est fermé.
En effet, soit (t,), une suite d’éléments de C' convergent vers t € I. Alors pour tout
n € N, nous avons

0 € F(x(t,)).

D’apres la Proposition 1.3.5, comme F est semi-continue supérieurement a valeurs fermées,
le graphe de F'(z(-)) est fermé, donc 0 € F(x(t)).
D’out € C et C est fermé.

a) Considérons le cas ou C' est vide.
Dans ce cas A\1(t) # 0,Vt € I, car si on considere le contraire, c’est a dire

Jtg € I tel que A(tp) = 0, on obtient par '’hypothese (H),

Ai(to) f(to) = 0 € F(x(to))

c’est a dire, tg € C, contradiction avec C' = ().

Donc on peut appliquer I’étape 1 sur 'intervalle I, on pose

s(t) = /tS(T)dT.

T
s est strictement croissante et s(0) =0, s(T) = /S(T)dT =T-0=T.
0
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Donc, s est définie de I dans lui méme. Soit la fonction

t:0,7] — [0, 7]

T t(7) =571 (7)

ot s~ ! est la fonction inverse de s.

Donc,
H0) =0, (T) =T
et
d .
L s(t(7)) = $(H(r)i(r) = 1
D’ou,
i(r) = - 11 = M (t(T)xa(t(T)) + Xa(t(7)) x2(t(7)).

s(t(r))  o(t(r))

Considérons 'application Z : I — H définie par
() = x(t(1)), V1 € I.
On a

—a(7) = =2 (t(r))t(r)

) 1
~ O )

— _i(t(r) (A1<t<r>>x1<t<r>> ; A2<t<7>>x2<t<r>>)

e (Ax(tm) ' f(ﬂf))) (M(t(T))Xl(t(T)) ; A2<t<r>>x2<t<r>>).

Comme l'opérateur A est a valeurs coniques on aura

~i(0) € Aslt(r) + £ (MO0 ) + A )al) )
Utilisant I'hypothese (#H), on obtient

—i(7) € Ax(t(1)) + F(x(t(1))),
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substituant x((7)) par Z(7)
—(r) € AZ(7) + F(Z(7)).

D’ou  est une solution du probleme (Pp).

Maintenant, on suppose que C' est non vide.
Soit
l=sup{rel,reC}.

Comme C est fermé alors [ € C.
En effet,
Onal=sup{rel, e C},
alors

Ve>0,dr,eC:l—c<n.<Il<l+e.

On peut écrire

‘v’n>O,HTnEC:l—l<Tn<l+l,

n n
c’est a dire,
VYn > 0,37, € C: |1, — | <;.

Dong, il existe une suite (7,,) C C telle que nl_lgloo T, = [ et comme C' est fermé, [ € C.
D’autre part, 'ensemble complémentaire de C' dans I c-a-d (I\C) est un ouvert dans
1.
Donc il est constitué d'une famille dénombrable d’intervalles ouverts de la forme
Ja;, b;[ disjoints deux a deux, avec la possibilité que deux intervalles prennent la
forme [0, b;[ et ], T7.
Appliquons 'étape 1 sur chaque intervalle ]a;, b;[ pour déduire Pexistence de k% et kj,
deux sous ensembles de ]a;, b;[, ayant comme fonctions caractéristiques sont x* et x4

respectivement, tel que
Xli + Xé = Xlai,bi[-

On pose
(1) = ﬁ(t)ﬁw 4 x2<t>A;(t), vt las, b
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3.3. Le résultat principal du chapitre

on obtient
b;
/ $(w)dw = b; — a;.

%

o Sur I'intervalle [0, (], on considere

(0 = Tee® + X (x5 60 55)

ou la somme est prise pour tous les intervalles inclus dans le complémentaire de C
contenus dans [0, 7.

Donc, nous avons

l
/S(T)dT:/{:Sl—O,
0

b;
puisque \o(t) > 1 et / s(T)dT = b; — a;.
t i
Posons s(t) = / s(7)dr, alors s est une fonction inversible de [0, ] vers [0, k].
0
Soit ¢ : [0, k] — [0,!] 'inverse de s.
Le prolongement absolument continue de ¢(.) noté #(.) est défini sur [0, /] de la maniére

suivante

t(r) si T€l0,kl,
I si 7€kl

Donc £ = 0 Pour 7 €lk,1].
Démontrons que la fonction #(7) = x(£(7)) est une solution du probléme (Px) sur
I'intervalle [0,1] et que Z(1) = x(I).

En effet, nous avons pour 7 dans [0, k], £(7) = #(7) est inversible et

i) = oy = () xe(t(r) + by (xi (E@)) M (HT) + xa(t7)) Ao (t(ﬂ))-
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= —i(t(r)) (Az (1) xe (1) + X (xi (E@) M (HT) + xb (t7)) Ao (t<r>)))

e (Asta(r)) + 76061 ) {20 xe (107) + 32 () () + x4 ) (w))))
)

€ Ax(t(r)) + F(x(t(r))) = Az(r) + F(&(1)), V71 €0,k (3.2)
En particulier, on a t(k) = [ et f(r) = 0 pour 7 €]k, ]. On obtient
t(r) = t(k) = t(k), VT €k, ],

donc,

#(k) = x(t(k)) = 2(t(k)) = 2(t(7)) = 2(r), V7 €]k, 1],
d’ott (1) = x(l) et & est constante sur |k, ] et puisque [ € C, nous avons
—#(1) =0¢€ F(z(l)) = F(i(r)), Vr€lk,l]. (3.3)
D’autre part, 0 € AZ(r), on conclu que
—i(7) =0 € Az(7) + F(3(7)), vr €]k, 1], (3.4)

de (3.2) et (3.4), Z(.) est une solution de probléme (Pr) sur [0, ].
o Il reste a définir la solution sur [I, 7.
Nous avons, C' est vide et A;(t) > 0, donc on peut répéter les arguments de I’étape 1

et (a), pour obtenir une solution du probléme (Pg).

Ceci complete la démonstration de notre théoreme. [

Présentons maintenant le Théoréeme essentiel de ce chapitre (le résultat d’existence) et

donnons une propriété sur I’ensemble admissible du probleme (Pg).

Théoréme 3.3.2.

Soit H un espace de dimension fini et A : D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone
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3.3. Le résultat principal du chapitre

vérifiant (Ay) et (As). Soit F: H = H une multi-application semi continue supérieure-

ment a valeurs non vides, compactes et presque convexes satisfait

F(z) c (1+]z])B, Ve € H.

Alors, pour tout ug € D(A)

(1)

le probleme

(P —u(t) € Au(t) + F(u(t))  pp.tel,
) u(0) = ug € D(A).

admet une solution absolument continue définie sur I.

pour tout T € I, l'ensemble admissible au point T, A, (7) du probléme (Pr) coincide
avec A (1) lensemble admissible au point T du probléme
—u(t) € Au(t) + co(F(u(t))) pp.tel,
(PCO(F))
o1,
Ao (7) = {u(7) : u est une solution absolument continue de (Pr) sur [0,7]}.

Az (7)

{u(7) : u est une solution absolument continue de (Peory) sur [0, 7]}

Démonstration.

1)

On commence par démontrer co(F') : H =% H est vérifie toutes les hypotheses du
Théoreme 2.2.1.

On a F' est a valeurs non vides et pour chaque x € H, F(x) € co(F(x)), alors, co(F)
est & valeurs non vides. co(F) a valeurs compactes d’apres la Théoreme 1.2.7.

Nous avons aussi co(F) est semi continue supérieurement d’apres le Théoreme 1.3.8,
et par le Théoreme, 1.3.4 co(F') est scalairement semi-continue supérieurement.
C-a-d, co(F') satisfaite hypothese (F7).

Par le Théoremel.3.7, co(F) est mesurable et par la proposition 1.3.16, co(F') est
scalairement mesurable, c-a-d co(F(.)) satisfaite hypothese (F>).

Pour (F3), on a pour chaque z € H,

F(z) c 1+ [])B,
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3.3. Le résultat principal du chapitre

alors,

co(F(z)) € (1 + [|z])co(B) = (1 + [l)) B,

et comme co(F(x)) est fermé alors I'existence et I'unicité de y € co(F(x)) telle que

Y = Projeo(ra(t)))(0),

donc,

yC (d+l)B

B est un sous ensemble compact de H, donc co(F) satisfait 'hypothese (F3).
C-a-d, co(F) vérifie tout les hypotheéses du Théoréeme 2.2.1 et donc le probleme
(Peo(ry) admet une solution absolument continue x : I — H.
De plus, ||#(t)|| < K p.p.t € I, donc (K est un constante positive dépendant de
[uoll, ¢, T) t

la(®)ll < llaoll + | Kds < [lzoll + T,

Ce qui donne

co(F(z(t))) € (1 + ||zo|| + TK)B := mB. (3.5)

D’autre part, par le Théoreme 1.3.13, co(F'(z(.))) admet une sélection mesurable.
i.e,
df : I — H tel que f(t) € co(F(x(t))), Vtel,
et
—&(t) € Azx(t) + f(t), pp.tel.

Maintenant, on doit appliquer le Théoreme 3.3.1 pour obtenir la solution du probléme
(Pr).

Pour cela, on doit montrer I'existence de deux fonctions intégrables \; et Ay définies
sur [ vers R satisfaites

0 < Ai(t) <1< Mo(t)

et telles que

M) f() € Fx(t)) et X(t)f(t) € F(x(t)) pp.tel.
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Comme F' est a valeurs presque convexes, il existe deux multi-applications a valeurs

non vides A; et Ay ou

A1 I = [0, 1]
tes M) = {0 € 10,1 - Auf(t) € Flalt))

et

Aoy i T = [1,400]
t s Ag(t) = { g € [1,+00[: Naf(t) € F(x(t))}.

Soit Z ={tel: f(t)=0}.

Sans perte de généralité on peut assumer que pour t € Z, Ay(t) = Ao(t) = {1}.
Pour montrer que la multi-application A; est mesurable, on applique le Théoreme de
Lusin 1.1.9 pour la fonction f sur I\ Z.

Alors, il existe un nombre dénombrable des ensembles compactes B; C I\ Z, Vi € I

tel que
w2y B) <=

C-a-d, on peut défini I \ Z par (LEJIBZ-) UN tel que la mesure de N est nulle et la
restriction de f a B; est une une fonction continue dans B;.

On montre que le graphe de A; est fermé dans B; x [0, 1].
En effet,

gph(A1) = {(t, M) € B x [0,1] 1 M f(t) € Fla(t)}

Soit (tn, A7) C gph(Ay) converge vers (¢, A\;) € B; x [0, 1] alors, pour chaque n € N
(tn, A7) € gph(A1) = A} € F(x(t,))

On a z est absolument continue donc elle est continue ce qui donne x(t,) converge
vers z(t).
De plus, f est continue donc f(t,) est convergente vers f(t) et AT converge vers A;.

Donc, y,, = N!f(t,) converge vers y = A f(f) et puisque F' est s.c.s a valeurs com-
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3.3. Le résultat principal du chapitre

pactes alors d’apres le Théoreme 1.4.7,
ALf(t) € F(x(t)) = (t, A1) € gph(Ay).

c-a~d gph(A;) est fermé. De plus, A; a valeurs fermées dans [0, 1] car F' est a valeurs
fermées c-a-d A; a valeurs compactes, alors, d’apres le Lemme 1.3.6, A; est s.c.s, et
par Théoreme 1.3.7, A est mesurable sur 1.

La démonstration de Ay est mesurable et similaire, la différence est que les valeurs
de A, ne sont pas bornées.

Donc ce cas, on défini I \ Z par I'union dénombrable des ensembles

My ={t:[If@O)ll = 3}

Pour chaque M, et pour tout Ay € As(t) et par (3.5) on a,

A f(t) € F(x(t)) € mB,

= Ay < mn.

C-a-d Ay a une borne supérieure sur M,,.
Ce qui donne Aj est mesurable dans I.
En conséquence, par le Théoreme 1.3.13 on obtient 'existence de deux sélections

mesurables A\ (.) et A\y(.) de A; et Ay respectivement, satisfaisant pour tout t € 1
0< )\1(25) <1< )\g(t),

et

M) € F(z(t) et Aa(t)f(t) € F(x(t)).
Appliquant le Théoréeme 3.3.1, on conclut que le probléeme (Pg) admet une solution
z(.) tel que Vt € T : &(t) = z(t).

Soit 7 € I, 2(7) € A (7) alors x(.) est une solution absolument continue du probleme
( Peogry) sur I, et d’apres I'étape 1 du Théoreme 3.3.1, définie sur [a, 5] = [0, 7], il

existe une solution #(.) de (Pr) coincide avec x(.) sur les bornes de tous intervalles

75



3.3. Le résultat principal du chapitre

compacts, c-a-d Z(7) = x(7), d’ou x(7) € A,y (7) et par conséquent
AP (T) C Ay (7).

Inversement, comme F(z) C co(F(x)), Vo € H, alors toute solution z(.) de (Pp)

satisfait l'inclusion suivante
—i € Ax(t) + F(i(t)) C A%(t) + co(F(2(t)))  pp.-te,

c-a-d toute solution Z(.) de (Pg) est une solution de ( P

CO(F‘))’ donc pour tous 7 € [

et T(7) € Ay, (7) ona Z(1) € A (7)
c-a-d
Ay (T) C AQ (7).

Ce qui achéve la démonstration de notre Théoreme. [ |
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a établir un résultat d’existence de so-
lutions en dimension finie pour une inclusion différentielle du premier ordre dont le se-
cond membre est une multi-application semi-continue supérieurement a valeurs presque

convexes.

On remplace la convexité des valeurs de la multi-application dans le résultat donner dans
[5] par une condition plus faible introduite la premiere fois par Cellina et Ornelas dans

[15].

La méthode qu’on a utilisé est inspirée de 1’étude donnée dans [4] et [15].
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