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INTRODUCTION

L’objectif de notre travail est l’étude d’existence et d’unicité des points fixes et des

points fixes communs pour diverses applications univoques définies sur des espaces mé-

triques généralisés.

La théorie du point fixe joue un rôle crucial dans de nombreuses branches des mathéma-

tiques ainsi que leurs applications. Elle intervient dans la résolution de plusieurs équations

différentielles non linéaires, où elle fournit les méthodes pour les problèmes d’existence et

d’unicité. Son histoire a commencé par les travaux de S. Banach dans son papier [17], pu-

blié en 1922. Banach a établi l’existence et l’unicité du point fixe d’une contraction dans

un espace métrique complet, il a appliqué son théorème à la résolution des équations inté-

grales.

En 2006, Z.Mustafa et B.Sims [11] ont introduit une importante généralisation pour les

espaces métriques dont ils ont appelés les espaces métriques généralisés ou espaces G-

métriques. Par suite, le théorème du point fixe de Banach a été étendu par ces mêmes

auteurs à cette nouvelle structure d’espace.

Après ces travaux, plusieurs résultats d’existence et d’unicité du point fixe ont été obtenus,

à ce sujet ont peut consulter [12, 14].

Un autre type de points fixes qui a connu des généralisations aux espaces G-métriques, c’est

ce qu’on appelle point fixe commun pour une paire d’applications. Généralement pour éta-

blir un point fixe commun métrique, on a besoin d’une relation de commutativité entre les

applications étudiées, la continuité et une condition contractive ainsi que la complétude
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Introduction

ou la fermeture d’espace (ou sous espaces). En 1976, Jungck [8] a introduit et utilisé la

commutativité de deux applications d’un espace métrique dans lui-même pour établir un

point fixe commun. En 1986, dans son article [7] il a amélioré la propriété de commutati-

vité à une nouvelle notion plus générale, c’est la propriété de compatibilité pour une paire

d’applications. Plus tard Jungck et Rhoades [9] ont introduit un concept plus général de

compatibilité qui est la compatibilité faible.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux définitions, notions et résultats qui nous serviront

tout au long de ce travail, plus particulièrement les espaces métriques.

Nous présentons dans le deuxième chapitre la notion d’espace G-métrique, commençant

par les définitions et les propriétés, ainsi que tous les concepts de convergence de suites,

continuité, topologie, compacité,. . .etc, liés à ces espaces.

Nous finissons notre travail par étudier quelques résultats d’existence et d’unicité de point

fixe pour une application et de point fixe commun pour une paire d’applications.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre est consacré à quelques définitions et des éléments basiques qui sont indis-

pensables pour le reste de notre travail.

1.1 Quelques notions et propriétés d’un espace mé-

trique

Définition 1.1. (Distance) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X, toute

application d : X ×X → R+ vérifiant les axiomes suivants :

(1) Séparation : Pour tous x, y ∈ X d(x, y) = 0⇐⇒ x = y.

(2) Symétrie : Pour tous x, y ∈ X d(x, y) = d(y, x).

(3) Inégalité triangulaire : Pour tous x, y, z ∈ X d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Définition 1.2. (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (X, d) où X est un

ensemble et d est une distance.

Définition 1.3. (Boule fermée - Boule ouverte - Sphère) Soit (X, d) un espace métrique,

x0 ∈ X et r > 0.

• On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r l’ensemble

Bf (x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r}.
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1.2. CONVERGENCE ET CONTINUITÉ DANS UN ESPACE
MÉTRIQUE

• On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r l’ensemble

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r}.

• On appelle sphère de centre x0 et de rayon r l’ensemble

S(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) = r}.

Remarque 1.1. Bf (x0, r) = B(x0, r) ∪ S(x0, r)

Définition 1.4. (Ouverts - Fermés) Soit (X, d) un espace métrique et U, F ⊂ X. On dit

que :

• U est ouvert dans X, si pour tout x dans U il existe un r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U .

• F est fermé dans X, si son complément X\F , est ouvert dans X.

1.2 Convergence et continuité dans un espace mé-

trique

Définition 1.5. (Application continue) Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et

soit a ∈ X. On dit qu’une application f : X → Y est continue au point a si :

lim
x→a

f(x) = f(a),

c’est-à-dire :

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ X : d(a, x) < δ =⇒ d′(f(a), f(x)) < ε.

Définition 1.6. (Continuité sur un ensemble) On dira que f : (X, d)→ (Y, d′) est continue

sur (X, d) si elle est continue en tout point de X.

Définition 1.7. (Suite convergente) Une suite (xn)n∈N d’éléments d’un espace métrique

(X, d) converge ou tend vers un point a ∈ X lorsque n→∞ si et seulement si

lim
n→∞

d (xn, a) = 0. C’est-à-dire ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : d (xn, a) < ε.

On dit aussi que a est la limite de (xn)n∈N et on note xn → a où ( lim
n→∞

xn = a)

Proposition 1.1. Si la limite d’une suite (xn)n∈N existe, alors cette limite est unique.
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1.3. COMPLÉTUDE D’UN ESPACE MÉTRIQUE

Théorème 1.1. Soit (X, d) un espace métrique, et F ⊂ X, a ∈ X,

F est fermé ⇐⇒
[
∀(xn)n∈N ⊂ F, lim

n→∞
xn = a =⇒ a ∈ F

]
.

Définition 1.8. (Suite extraite) On appelle suite extraite (ou sous suite) de (xn)n∈N une

suite de la forme (xϕ(n))n∈N où ϕ : N→ N est une application strictement croissante.

Lemme 1.1. Soit ϕ : N → N une application strictement croissante. Alors pour tout

n ∈ N, on a ϕ(n) > n.

Proposition 1.2. Soit (X, d) un espace métrique et (xn)n∈N ⊂ X. On a (xn)n∈N converge

vers a si et seulement si toute sous suite (xϕ(n))n∈N de (xn)n∈N converge vers a.

1.3 Complétude d’un espace métrique

Définition 1.9. (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (xn)n∈N d’un espace métrique (X, d)

est de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe Nε ∈ N tel que pour tous m,n ≥ Nε

on a d (xm, xn) ≤ ε.

C’est-à-dire si dans R, on a lim
m,n→∞

d (xm, xn) = 0.

Proposition 1.3. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Proposition 1.4. Dans un espace métrique (X, d) on a :

1. Toute suite convergente est de Cauchy.

2. Toute suite extraite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

3. Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente est convergente.

Définition 1.10. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

(xn)n∈N dans X converge dans X.

Proposition 1.5. Soit (X, d) un espace métrique et A ⊂ X

• Si (A, d) est complet, alors A est un fermé de X.

• Si (X, d) est complet et A est un fermé de X, alors (A, d) est complet.
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1.4. COMPACITÉ DANS UN ESPACE MÉTRIQUE

1.4 Compacité dans un espace métrique

Définition 1.11. (Recouvrement) Soit (X, d) un espace métrique. Une famille d’ensemble

(Ui)i∈I est un recouvrement de X si :

⋃
i∈I

Ui = X

Définition 1.12. (Ensemble compact) Soit (X, d) un espace métrique, K ⊂ X est dit com-

pact si pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X, on peut extraire un sous recouvrement

fini. C’est à dire (
X =

⋃
i∈I

Ui

)
=⇒ ∃J ⊂ I; J fini, X =

⋃
i∈J

Ui.

Définition 1.13. Soient (X, d) un espace métrique, A ⊂ X.

On dit que A est relativement compact si Ā est compact dans X.

Proposition 1.6. Pour une partie K d’un espace métrique (X, d), les deux assertions

suivantes sont équivalentes

1. K compacte.

2. De toute suite (xn)n∈N d’éléments de K, on peut extraire une sous suite convergente

dans K.

Proposition 1.7. Tout espace métrique compact est complet.

Théorème 1.2. Soit (X, d) un espace métrique et A ⊂ X,

1. Si (A, d) est compact, alors A fermé dans X.

2. Si (X, d) est compact et A fermé, alors (A, d) est compact.

1.5 Quelques théoremes de point fixe

Définition 1.14. Soit (X, d) un espace métrique et f : X → X une application.f est dite

contractante s’il existe θ ∈ [0, 1[ tel que pour tout x, y ∈ X on a

d(fx, fy) ≤ θd(x, y).
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1.5. QUELQUES THÉOREMES DE POINT FIXE

Théorème 1.3. (Point fixe de Banach) [17] Soit (X, d) un espace métrique complet

(ou bien un espace de Banach si X possède une norme) et f : X → X une contraction.

Alors f admet un point fixe unique dans X, c-à-d il existe x ∈ X tel que f(x) = x (On

utilise aussi la notation fx = x).

Théorème 1.4. (Point fixe de Reich)[16] Soit (X, d) un espace métrique complet, et

T : X → X satisfait la condition suivante,

d(T (x), T (y)) ≤ ad(x, T (x)) + bd(y, T (y)) + cd(x, y),∀x, y ∈ X

où a, b, c sont des nombres non négatifs avec a+ b+ c < 1.

Alors, T à un point fixe unique (c’est à dire qu’il existe u ∈ X ; Tu = u).

Théorème 1.5. (Point fixe de Chatterjea)[5] Soit (X, d) un espace métrique complet

et T : X → X une application.

Supposons qu’il existe λ ∈ [0, 1
2 [ tel que pour tous x, y ∈ X, on a

d(T (x), T (y)) ≤ λ
(
d(x, T (y)) + d(y, T (x))

)

Alors, T admet un point fixe unique dans X.

Pour plus de détails voir [4] et [18].
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CHAPITRE 2

ESPACE MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

Dans ce chapitre, nous présentons la notion d’espaces métriques généralisés. Nous com-

mençons aux début par quelques définitions et propriétés concernant ces espaces, nous

introduisons par la suite, d’autres concepts liés à ces espaces tels la convergence des suites,

continuité, topologie,. . .etc.

les résultats de ce chapitre sont pris de l’article [13].

2.1 Quelques notions et propriétés d’un espace mé-

trique généralisé

Définition 2.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle une métrique généralisée sur

X ou une G-métrique toute application G : X ×X ×X 7−→ R+ satisfaisant les propriétés

suivantes :

(G1) séparation : ∀x, y, z ∈ X, G(x, y, z) = 0 si x = y = z,

(G2) ∀x, y ∈ X, avec x 6= y, G(x, x, y) > 0,

(G3) ∀x, y, z ∈ X, avec z 6= y, G(x, y, z) ≥ G(x, x, y),

(G4) symétrie : ∀x, y, z ∈ X, G(x, y, z) = G(x, z, y) = G(y, x, z) = G(y, z, x) = G(z, x, y) =

G(z, y, x),
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2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

(G5) inégalité rectangulaire : ∀x, y, z et a ∈ X, G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z).

Définition 2.2. (Espace G-métrique) On appelle espace métrique généralisé ou espace

G-métrique le couple (X,G) où X est un ensemble et G est une G-métrique.

Exemple 2.1. Soit (X, d) un espace métrique, alors les applications Gs, Gm : X × X ×

X 7−→ R+ définies par :

• Gs(x, y, z) = d(x, y) + d(y, z) + d(x, z),∀x, y, z ∈ X,

• Gm(x, y, z) = max{d(x, y), d(y, z), d(x, z)},∀x, y, z ∈ X,

sont aussi des G-métriques.

Démonstration. • Nous allons vérifier queGs satisfait les propriétés de la G-métrique.

(1) Si x = y = z :

Gs(x, y, z) = d(x, x) + d(y, y) + d(z, z) = 0

(2) Gs(x, x, y) = d(x, x) + d(x, y) + d(x, y) = 2d(x, y) > 0

(3) Gs(x, y, z) = d(x, y) + d(y, z) + d(x, z)

En utilisant l’inégalité triangulaire et la symétrie, on obtient

d(x, z) + d(y, z) = d(x, z) + d(z, y)

≥ d(x, y)

Gs(x, y, z) ≥ 2d(x, y)

= Gs(x, x, y).

(4)

Gs(x, y, z) = d(x, y) + d(y, z) + d(x, z)

= d(y, x) + d(x, z) + d(x, z)

= Gs(y, x, z) . . . etc
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2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

(5) Appliquant l’inégalité triangulaire, on a

Gs(x, a, a) +Gs(a, y, z) = d(x, a) + d(a, a) + d(x, a) + d(a, y) + d(y, z) + d(a, z)

= d(x, a) + d(a, y) + d(y, z) + d(x, a) + d(a, z)

≥ d(x, y) + d(y, z) + d(x, z)

= Gs(x, y, z).

• Montrons que Gm satisfait les propriétés de la G-métrique.

(1) Si x = y = z

Gm(x, y, z) = max{d(x, x), d(y, y), d(z, z)} = 0.

(2) Gm(x, x, y) = max{d(x, x), d(x, y), d(x, y)} = d(x, y) > 0

(3) Gm(x, x, y) = d(x, y)

si d(x, y) > d(y, z) et d(x, y) > d(x, z), on trouve

Gm(x, y, z) = d(x, y) = Gm(x, x, y),

sinon

Gm(x, y, z) > d(x, y) = Gm(x, x, y).

(4)

Gm(x, y, z) = max{d(x, y), d(y, z), d(x, z)}

= max{d(y, x), d(x, z), d(x, z)}

= Gm(y, x, z) . . . etc.
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2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

(5)

Gm(x, a, a) +Gm(a, y, z) = max{d(x, a), d(a, a), d(x, a)}+ max{d(a, y), d(y, z), d(a, z)}

= max{d(x, a), d(x, a)}+ max{d(y, a), d(a, z), d(y, z)}

= d(x, a) + max{d(a, y), d(y, z), d(a, z)}

= max{d(x, a) + d(a, y), d(x, a) + d(y, z), d(x, a) + d(a, z)}

≥ max{d(x, y), d(x, a) + d(y, z), d(x, z)}

≥ max{d(x, y), d(y, z), d(x, z)}

= Gm(x, y, z).

Exemple 2.2. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors les applications

G1, G2 : X ×X ×X 7−→ R+ définies par :

G1(x, y, z) = min{k,G(x, y, z)},

G2(x, y, z) = G(x,y,z)
k+G(x,y,z) ,

sont aussi des G-métriques.

Démonstration. • Nous allons vérifier queG1 satisfait les propriétés de la G-métrique.

(1) Si x = y = z

G1(x, y, z) = min{k,G(x, y, z)} = min{k, 0} = 0.

(2) On a G(x, y, z) > 0 et k > 0, donc Gs(x, x, y) = min{k,G(x, y, z)} > 0.

(3) On a G(x, x, y) ≤ G(x, y, z) alors, min{k,G(x, x, y)} ≤ min{k,G(x, y, z)},

par conséquent

G1(x, x, y) ≤ G1(x, y, z).

(4) Découle directement de (G4) :

G1(x, y, z) = min{k,G(x, y, z)} = min{k,G(y, x, z)} = G1(y, x, z) . . . etc
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2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

(5) Utilisant (G5), on obtient

G1(x, y, z) = min{k,G(x, y, z)}

≤ min{k,G(x, a, a) +G(a, y, z)}

≤ min{k,G(x, a, a)}+min{k,G(a, y, z)}

= G1(x, a, a) +G1(a, y, z).

• Montrons que G2 satisfait les propriétés de la G-métrique,

(1) si x = y = z

G(x, y, z) = 0 donc G2(x, y, z) = 0.

(2) On a G(x, y, z) > 0 et k > 0 donc, G2(x, x, y) > 0.

(3) On a

G2(x, y, z) = G(x, y, z)
k +G(x, y, z) = 1− k

k +G(x, y, z)

et G est une G-métrique, c’est à dire

G(x, x, y) ≤ G(x, y, z)
k

k +G(x, x, y) ≥
k

k +G(x, y, z)

1− k

k +G(x, x, y) ≤ 1− k

k +G(x, y, z)

et par suite

G2(x, x, y) ≤ G2(x, y, z).

(4) G2(x, y, z) = G(x,y,z)
k+G(x,y,z) = G(z,x,y)

k+G(z,x,y) = G2(z, x, y) . . . etc.

(5) On a

G2(x, y, z) = G(x, y, z)
k +G(x, y, z) = 1− k

k +G(x, y, z)

et on sait que

G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z)

donc

1− k

k +G(x, y, z) ≤ 1− k

k +G(x, a, a) +G(a, y, z)
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2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

d’où

G2(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z)
k +G(x, a, a) +G(a, y, z)

= G(x, a, a)
k +G(x, a, a) +G(a, y, z) + G(a, y, z)

k +G(x, a, a) +G(a, y, z)

≤ G(x, a, a)
k +G(x, a, a) + G(a, y, z)

k +G(a, y, z)

= G2(x, a, a) +G2(a, y, z)

alors

G2(x, y, z) ≤ G2(x, a, a) +G2(a, y, z).

Définition 2.3. (Espace G-métrique symétrique) Un espace G-métrique (X,G) est dit

symétrique si pour tous x, y ∈ X on a :

G(x, y, y) = G(y, x, x).

Proposition 2.1. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tous x, y, z ∈ X et

a ∈ X :

(1) G(x, y, z) ≤ G(x, x, y) +G(x, x, z),

(2) G(x, y, y) ≤ 2G(y, x, x),

(3) G(x, y, z) ≤ G(x, a, z) +G(a, y, z),

(4) G(x, y, z) ≤ 2
3(G(x, y, a) +G(x, a, z) +G(a, y, z)),

(5) G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(y, a, a) +G(z, a, a),

(6) |G(x, y, z)−G(x, y, a)| ≤ max{G(a, z, z), G(z, a, a)},

(7) |G(x, y, z)−G(x, y, a)| ≤ G(x, a, z),

(8) |G(x, y, z)−G(y, z, z)| ≤ max{G(x, z, z), G(z, x, x)},

(9) |G(x, y, y)−G(y, x, x)| ≤ max{G(y, x, x), G(x, y, y)}.

Démonstration. •(1) On a de (G3) et (G5),

G(x, y, z) = G(y, x, z) ≤ G(y, a, a) +G(a, x, z)
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en particulier pour a = x

G(x, y, z) ≤ G(y, x, x) +G(x, x, z) = G(x, x, y) +G(x, x, z).

•(2) D’après (1) on a

G(x, y, z) ≤ G(x, x, y) +G(x, x, z),

en particulier pour z = y

G(x, y, y) ≤ G(x, x, y) +G(x, x, y),

et par suite

G(x, y, y) ≤ 2G(x, x, y).

•(3) On a de (G5)

G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z)

et de (G3)

G(x, a, a) ≤ G(x, a, z)

ceci implique que

G(x, y, z) ≤ G(x, a, z) +G(a, y, z).

•(4) Utilisant (G3) et (G5) on a

G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z) et G(x, a, a) ≤ G(a, x, y),

on en déduit que

G(x, y, z) ≤ G(a, x, y) +G(a, y, z),

d’autre part gràce à (G4) et (G5) on a

G(x, y, z) = G(y, x, z) ≤ G(y, a, a) +G(a, x, z),

or de (G3)

G(y, a, a) ≤ G(a, y, z),

on conclut que

G(x, y, z) ≤ G(a, z, y) +G(a, x, z),
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de la même manière, on trouve

G(x, y, z) ≤ G(a, z, x) +G(a, x, y),

par l’addition on trouve

3G(x, y, z) ≤ 2(G(x, y, a) +G(x, a, z) +G(a, y, z)),

d’où

G(x, y, z) ≤ 2
3(G(x, y, a) +G(x, a, z) +G(a, y, z)).

•(5) On a de (G5)

G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(a, y, z),

de (1)

G(a, y, z) ≤ G(a, a, y) +G(a, a, z),

par conséquent

G(x, y, z) ≤ G(x, a, a) +G(y, a, a) +G(z, a, a).

•(6) Utilisant (G3) et (G5), on obtient

G(x, y, z) = G(z, x, y) ≤ G(z, a, a) +G(a, x, y),

et par suite

G(x, y, z)−G(x, y, a) ≤ G(z, a, a)

≤ max{G(a, z, z), G(z, a, a)}, (2.1)

d’autre part, d’après (G5)

G(x, y, a) = G(a, x, y) ≤ G(a, z, z) +G(z, x, y),

d’où

−G(x, y, a) ≥ −G(a, z, z)−G(z, x, y),

ce qui entraine

(x, y, z)−G(x, y, a) ≥ −G(a, z, z)

≥ −max{G(a, z, z), G(z, a, a)}, (2.2)
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combinant (2.1) et (2.2) on aboutit à

|G(x, y, z)−G(x, y, a)|≤ max{G(a, z, z), G(z, a, a)}.

•(7) De (3) on a

G(z, y, x) ≤ G(z, a, x) +G(a, y, x),

donc

G(x, y, z)−G(x, y, a) ≤ G(z, a, x),

de même, il résulte de (3) que

G(a, y, x) ≤ G(a, z, x) +G(z, y, x), (2.3)

c’est à dire

−G(a, y, x) ≥ −G(a, z, x)−G(z, y, x),

et par suite

G(x, y, z)−G(a, y, x) ≥ −G(a, z, x), (2.4)

on déduit de (2.3) et (2.4),

|G(x, y, z)−G(x, y, a)|≤ G(x, a, z).

•(8) Utilisant (G5), on obtient

G(x, y, z) ≤ G(x, z, z) +G(y, z, z),

c’est à dire

G(x, y, z)−G(y, z, z) ≤ G(x, z, z),

d’où

G(x, y, z)−G(y, z, z) ≤ max{G(x, z, z), G(z, x, x)}, (2.5)

d’autre part par application de (G5), on a

G(y, z, z) ≤ G(z, x, x) +G(x, y, z),

18



2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

ce qui entraine

−G(y, z, z) ≥ −G(z, x, x)−G(x, y, z),

d’où

G(x, y, z)−G(y, z, z) ≥ −G(z, x, x)

≥ −max{G(z, x, x), G(x, z, z)}. (2.6)

(2.7)

On conclut de (2.5) et (2.6) que

|G(x, y, z)−G(y, z, z)|≤ max{G(x, z, z), G(z, x, x)}.

•(9) On a de (2)

G(y, x, x) ≤ 2G(x, y, y),

ceci implique

G(x, y, y)−G(y, x, x) ≤ G(y, x, x) ≤ max{G(z, x, x), G(x, y, y)}, (2.8)

et

−G(y, x, x) ≥ −2G(x, y, y),

et par suite

G(x, y, y)−G(y, x, x) ≥ −G(x, y, y) ≥ −max{G(x, y, y), G(y, x, x)}, (2.9)

il résulte des inégalités (2.8) et (2.9) que

|G(x, y, y)−G(y, x, x)| ≤ max{G(y, x, x), G(x, y, y)}.

Proposition 2.2. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) (X,G) est symétrique,

(2) G(x, y, y) ≤ G(x, y, a), pour tous x, y et a ∈ X,
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(3) G(x, y, z) ≤ G(x, y, a) +G(z, y, b), pour tous x, y, z, a, b ∈ X.

Démonstration. • (1) =⇒ (2)

Supposons que (X,G) est symétrique, c’est à dire G(x, y, y) = G(x, x, y), et donc d’après

(G3)

G(x, y, y) = G(y, x, x) ≤ G(y, x, a), ∀x, y, a ∈ X avec x 6= a.

Si x = a

G(x, y, y) = G(a, y, y)

et on a d’après (1)

G(a, y, y) = G(y, a, a) = G(a, a, y) ≤ G(a, y, x) avec x 6= y

si x = y évidente.

• (2) =⇒ (3)

On a de (1) de la Proposition 2.1 et de (2) ci-dessus

G(x, y, z) ≤ G(x, y, y) +G(z, y, y) ≤ G(x, y, a) +G(z, y, b).

• (3) =⇒ (1)

On a

G(x, y, z) ≤ G(x, y, a) +G(z, y, b),

d’où, en particulier pour a = x et b = y

G(x, y, z) ≤ G(x, y, x) +G(z, y, y),

d’autre part pour z = y

G(x, y, y) ≤ G(y, x, x),

et

G(y, x, x) ≤ G(x, y, y),

d’où

G(x, y, y) = G(y, x, x).

Par conséquent (X,G) est symétrique.

Corollaire 2.1. Tout espace métrique est G-métrique.

20



2.1. QUELQUES NOTIONS ET PROPRIÉTÉS D’UN ESPACE
MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

Définition 2.4. Soit (X,G) un espace G-métrique. Soient dG∞, dG1 et dGp des fonctions

définies sur X2 par :

• dG∞(x, y) = max{G(x, y, y), G(y, x, x)}.

• dG1(x, y) = G(x, y, y) +G(y, x, x).

• dGp(x, y) = (G(x, y, y)p +G(y, x, x)p)
1
p , pour p > 1.

On a alors les resultats suivants :

Théorème 2.1. La fonction dG∞ définit une métrique sur X.

Démonstration. Nous allons vérifier que dG∞ satisfait les trois propriétés de la métrique.

(1) Il est clair que

dG∞(x, y) = max{G(x, y, y), G(y, x, x)} ≥ 0,

si x = y alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0,

par conséquent, dG∞(x, y) = 0.

Inversement,

si dG∞(x, y) = 0 alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0, cela signifie x = y.

(2)

dG∞(x, y) = max{G(x, y, y), G(y, x, x)}

= max{G(y, x, x), G(x, y, y)}

= dG∞(y, x).

(3) Observer que

dG∞(x, y) = max{G(x, y, y), G(y, x, x)}

≤ max{G(x, z, z) +G(z, y, y), G(y, z, z) +G(z, x, x)}

≤ max{G(x, z, z), G(z, x, x)}+max{G(z, y, y), G(y, z, z)}

= dG∞(x, z) + dG∞(z, y).

Théorème 2.2. La fonction dG1 définit une métrique sur X.

Démonstration. Nous allons vérifier que dG1 satisfait les trois propriétés de la métrique.
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(1) On vérifie aisément que

dG1(x, y) = G(x, y, y) +G(y, x, x) ≥ 0,

si x = y alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0, par conséquent, dG1(x, y) = 0.

Inversement,

si dG1(x, y) = 0 alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0, cela signifie x = y.

(2)

dG1(x, y) = G(x, y, y) +G(y, x, x)

= G(y, x, x) +G(x, y, y)

= dG1(y, x).

(3) Observer que

dG1(x, y) = G(x, y, y) +G(y, x, x)

≤ G(x, z, z) +G(z, y, y) +G(y, z, z) +G(z, x, x)

≤ G(x, z, z) +G(z, x, x) +G(z, y, y) +G(y, z, z)

= dG1(x, z) + dG1(z, y).

Remarque 2.1. Si (X,G) est symétrique. Alors pour tout x, y ∈ X on a

dG1(x, y) = 2G(x, y, y),

et si (X,G) n’est pas symétrique, on obtient

3
2G(x, y, y) ≤ dG1(x, y) ≤ 3G(x, y, y), pour tous x, y ∈ X.

Théorème 2.3. La fonction dGp définit une métrique sur X.

Démonstration. Nous allons vérifier que dGp satisfait les trois propriétés de la métrique.

(1) Il est clair que

dGp(x, y) = (G(x, y, y)p +G(y, x, x)p)
1
p ≥ 0,

si x = y alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0, par conséquent, dGp(x, y) = 0.

Inversement,

si dGp(x, y) = 0 alors G(x, y, y) = 0 et G(y, x, x) = 0, cela signifie que x = y.
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(2)

dGp(x, y) = (G(x, y, y)p +G(y, x, x)p)
1
p

= (G(y, x, x)p +G(x, y, y)p)
1
p

= dGp(y, x).

(3) Utilisant l’inégalité de Minkowski, on trouve

dGp(x, y) = (G(x, y, y)p +G(y, x, x)p)
1
p

≤ ((G(x, z, z) +G(z, y, y))p + (G(y, z, z) +G(z, x, x))p)
1
p

≤ (G(x, z, z)p +G(z, x, x)p)
1
p + (G(z, y, y)p +G(y, z, z)p)

1
p

= dGp(x, z) + dGp(z, y).

2.2 Topologie G-métrique

Définition 2.5. Soit (X,G) un espace métrique généralisé, alors pour x0 ∈ X, r > 0, la

G-boule de centre x0 et de rayon r est donnée par :

BG(x0, r) = {y ∈ X : G(x0, y, y) < r}.

Proposition 2.3. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout x0 ∈ X

et r > 0, on a

(1) Si G(x0, x, y) < r, alors x, y ∈ BG(x0, r),

(2) Si y ∈ BG(x0, r), alors il existe δ > 0 tel que BG(y, δ) ⊆ BG(x0, r).

Démonstration. (1) On a G(x0, x, y) < r et G(x0, x, x) ≤ G(x0, x, y),

et par suite G(x0, x, x) < r.

(2) Soit y ∈ BG(x0, r) donc G(x0, y, y) < r et par suite r −G(x0, y, y) > 0,

et soit x ∈ BG(y, δ), alors G(y, x, x) < δ,

prenons δ = r −G(x0, y, y), donc G(y, x, x) < r −G(x0, y, y),

ce qui entraine G(y, x, x) +G(x0, y, y) < r,

d’autre part d’après (G5)

G(x0, x, x) ≤ G(x0, y, y) +G(y, x, x),
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alors G(x0, x, x) < r d’où x ∈ BG(x0, r),

donc

BG(y, δ) ⊆ BG(x0, r).

Remarque 2.2. Il résulte de (2) de la proposition précédente que la famille des G-boules :

F = {BG(x, r) : x ∈ X, r > 0},

forme une base pour la topologie τ(G) dans X, c’est ce qu’on appelle la topologie G-

métrique.

Proposition 2.4. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour tout x0 ∈ X

et r > 0, on a :

(i) BG(x0,
1
2r) ⊂ BdG∞

(x0, r) ⊂ BG(x0, r),

(ii) BG(x0,
1
3r) ⊂ BdG1

(x0, r) ⊂ BG(x0,
2
3r),

(iii) BG

(
x0, ( 1

2p+1)
1
p r
)
⊂ BdG1

(x0, r) ⊂ BG

(
x0, ( 2p

2p+1)
1
p r
)
.

Démonstration. (i) Soit x ∈ BG1(x0,
1
2r), alors G(x0, x, x) < r

2 ,

il s’ensuit que

dG∞(x0, x) = max{G(x0, x, x), G(x, x0, x0)}

≤ max{G(x0, x, x), 2G(x0, x, x))}

≤ 2G(x0, x, x) < r.

Cela implique, x ∈ BdG∞
(x0, r). Soit maintenant x ∈ BdG∞

(x0, r), alors

dG∞(x0, x) = max{G(x0, x, x), G(x, x0, x0)} < r,

et puisque G(x0, x, x) < 2G(x, x0, x0), donc

G(x0, x, x) ≤ max{G(x0, x, x), G(x, x0, x0)} < r,

c’est à dire, G(x0, x, x) < r, d’où x ∈ BG(x0, r).
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(ii) Soit x ∈ BG1(x0,
1
3r), alors G(x0, x, x) < r

3 , il s’ensuit que

dG1(x0, x) = G(x0, x, x) +G(x, x0, x0)

≤ G(x0, x, x) + 2G(x0, x, x)

≤ 3G(x0, x, x) < r,

il résulte que, x ∈ BdG1
(x0, r).

Soit x ∈ BdG1
(x0, r), alors dG1(x0, x) = G(x0, x, x) +G(x, x0, x0) < r,

et puisque G(x0, x, x) < 2G(x, x0, x0), on obtient

3
2G(x0, x, x) ≤ G(x0, x, x) +G(x, x0, x0) < r,

et par suite, G(x0, x, x) < 2
3r, on en déduit que x ∈ BG(x0,

2
3r).

(iii) Soit x ∈ BG

(
x0,

(
1

2p+1

) 1
p r
)
, alors G(x0, x, x) < r

(2p+1)
1
p
, il s’ensuit que

dGp(x0, x) =
(
G(x0, x, x)p +G(x, x0, x0)p

) 1
p

≤
(
G(x0, x, x)p + (2G(x0, x, x))p

) 1
p

≤
(
G(x0, x, x)p(2p + 1)

) 1
p

= (2p + 1)
1
pG(x0, x, x) < r,

d’où, x ∈ BdGp
(x0, r),

et soit x ∈ BdGp
(x0, r), alors dGp(x0, x) = (G(x0, x, x)p + G(x, x0, x0)p)

1
p < r, et

puisque G(x0, x, x) < 2G(x, x0, x0), donc

(2p + 1
2p

) 1
pG(x0, x, x) ≤

(
G(x0, x, x)p +G(x, x0, x0)p

) 1
p < r,

c’est à dire, G(x0, x, x) <
(

2p+1
2p

) 1
p r,

ce qui entraine

x ∈ BG

(
x0,

( 2p

2p + 1
) 1

p r
)
.

Remarque 2.3. La topologie G-métrique τ(G) coincide avec la topologie induite par la dis-

tance dG. Cela a permis de transporter plusieurs concepts et résultats des espaces métriques

aux espaces G-métriques.
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2.3 Convergence et Continuité dans un espace G-métrique

Définition 2.6. Soit (X,G) un espace G-métrique, la suite (xn) ⊆ X est G-convergente

vers x si elle converge vers x dans la topologie G-métrique τ(G).

Définition 2.7. Soit (X,G) un espace G-métrique et Soit (xn) une suite de X. On dit que

(xn) est G-convergente vers x si lim
n,m→∞

G(x, xn, xm), c’est à dire :

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m > N tel que G(x, xn, xm) < ε.

Proposition 2.5. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors pour une suite (xn) ⊆ X

et x ∈ X les assertions suivantes sont équivalantes :

(1) (xn) est G-convergente vers x.

(2) dG(xn, x)→ 0, lorsque n→∞ (c-à-d (xn) converge vers x par rapport à la métrique

dG ).

(3) G(xn, xn, x)→ 0, lorsque n→∞.

(4) G(xn, x, x)→ 0, lorsque n→∞.

(5) G(xm, xn, x)→ 0, lorsque n,m→∞.

Démonstration. •(1)⇒ (2)

On a (xn) est G-convergente vers x, c’est à dire

limn→∞G(x, xn, xm) = 0 ∀n,m ∈ N et on sait que

dG(xn, x) = G(xn, x, x) +G(x, xn, xn)

≤ 2G(xn, xn, x) +G(x, xn, xn)

= 3G(x, xn, xn)→ 0 lorsque n→∞

comme dG(xn, x) ≥ 0, alors dG(xn, x)→ 0

• (2)⇒ (3) On a

G(xn, xn, x) ≤ 2G(x, x, xn),

c’est à dire
1
2G(xn, xn, x) ≤ G(x, x, xn),

d’où

−1
2G(xn, xn, x) ≥ −G(x, x, xn),
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et par suite

G(xn, xn, x) +G(x, x, xn)− 1
2G(xn, xn, x) ≥ G(xn, xn, x) +G(x, x, xn)−G(x, x, xn),

ce qui entraine

dG(xn, x)− 1
2G(xn, xn, x) ≥ G(xn, xn, x),

d’où

dG(xn, x) ≥ 3
2G(xn, xn, x) ≥ 0,

il en résulte que,

dG(xn, x)→ 0,

par conséquent,

G(xn, xn, x)→ 0.

•(3)⇒ (4)

D’après (2) de la Proposition 2.1, 0 ≤ G(xn, x, x) ≤ 2G(xn, xn, x)→ 0

donc

G(xn, x, x)→ 0.

• (4)⇒ (5)

Utilisant (1) de la Proposion 2.1 G(x, xn, xm) ≤ G(x, x, xn) +G(x, x, xm)→ 0,

donc

G(x, xn, xm)→ 0.

• (5)⇒ (1)

par définition comme G(x, xn, xm)→ 0, alors (xn) est G-convergente vers x.

Définition 2.8. Soient (X,G) et (X ′, G′) des espaces G-métriques. Une fonction f : X →

X ′ est G-continue en un point x0 ∈ X si f−1(B′G(f(x0), r)) ∈ τ(G), pour tout r > 0.

On dit que f est G-continue sur X si elle est continue en tout point de X, c’est à dire

continue en X muni de la topologie τ(G) à X ′ muni de la topologie τ(G′).

Proposition 2.6. Soient (X,G) et (X ′, G′) deux espaces G-métriques, alors une fonction

f : X → X ′ est G-continue en un point x ∈ X si seulement si elle est G-séquentiellement

continue en x, autrement dit chaque fois que (xn) est G-convergente vers x, nous avons

f(xn) est G-convergente vers f(x).
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Proposition 2.7. Soit (X,G) un espace G-métrique, alors la fonction G est continue en

ses trois variables.

Démonstration. Supposons (xk), (ym) et (zn) sont G-convergentes vers x,y et z respec-

tivement, alors d’après (G5) On a

G(x, y, z) ≤ G(y, ym, ym) +G(ym, x, z),

G(x, ym, z) ≤ G(x, xk, xk) +G(xk, ym, z),

G(z, ym, xk) ≤ G(z, zn, zn) +G(zn, ym, xk),

de ces trois inégalités :

G(x, y, z) ≤ G(y, ym, ym) +G(x, xk, xk) +G(xk, ym, z),

c’est à dire

G(x, y, z) ≤ G(y, ym, ym) +G(x, xk, xk) +G(z, zn, zn) +G(zn, ym, xk),

d’où

G(x, y, z)−G(xk, ym, zn) ≤ G(x, xk, xk) +G(y, ym, ym) +G(z, zn, zn),

de même, on obtient

G(xk, ym, zn)−G(x, y, z) ≤ G(xk, x, x) +G(ym, y, y) +G(zn, z, z),

en vertu de (3) de la Proposition 2.1, on trouve

G(xk, ym, zn)−G(x, y, z) ≤ 2(G(x, xk, xk) +G(u, ym, ym) +G(z, zn, zn)),

et par suite

|G(xk, ym, zn)−G(x, y, z)| ≤ 2(G(x, xk, xk) +G(u, ym, ym) +G(z, zn, zn)),

et comme G(x, xk, xk) +G(u, ym, ym) +G(z, zn, zn)→ 0 quand k, n,m→∞

on en déduit que lim
n,m,k→∞

G(xk, ym, zn) = G(x, y, z).
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2.4 Complétude d’un espace G-métrique

Définition 2.9. Soit (X,G) un espace G-métrique. Une suite (xn) ⊆ X est dite G-Cauchy

si pour tout ε > 0,∃N ∈ N tel que G(xn, xm, xl) < ε, pour tous n,m et l ≥ N .

Proposition 2.8. Soit (X,G) un espace G-métrique. les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) la suite (xn) est G-Cauchy,

(2) ∀ ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ≥ N tel que G(xn, xm, xm) < ε,

(3) (xn) est une suite de Cauchy dans l’espace métrique (X, dG).

Démonstration. • (1)⇒ (2) Soit (xn) une suite de Cauchy c’est à dire

∀ε > 0,∃N0 ∈ N tel que G(xn, xm, xl) < ε,∀n,m, l ≥ N0.

En particulier pour l = m

G(xn, xm, xm) < ε,∀n,m ∈ N.

• (2)⇒ (3) soit ε > 0, donc ∃N ∈ N telque G(xn, xm, xm) < ε
3 et on a

dG(xn, xm) = G(xn, xm, xm) +G(xm, xn, xn)

< 2G(xn, xm, xm) +G(xn, xm, xm)

< 3G(xn, xm, xm) < 3ε3 = ε,

et par suite

dG(xn, xm) < ε,

par conséquent, (xn) est de Cauchy dans l’espace (X, dG).

• (3)⇒ (1) Supposons (xn) une suite de Cauchy dans l’espace métrique (X, dG),

alors ∀ε > 0,∀n,m, l ≥ N0,∃N0 ∈ N tel que

dG(xn, xm) < 3ε
4 et dG(xn, xl) < 3ε

4 ,

il s’ensuit

G(xn, xl, xl) + (xl, xn, xn) < 3ε
4 et G(xn, xm, xm) + (xm, xn, xn) < 3ε

4 ,
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donc

G(xn, xl, xl) + (xl, xn, xn) +G(xn, xm, xm) + (xm, xn, xn) < 3ε
2 ,

d’autre part, de la Proposition 2.1

G(xn, xl, xl) +G(xl, xn, xn) +G(xn, xm, xm) +G(xm, xn, xn) > 1
2G(xl, xn, xn) +G(xl, xn, xn)

+ 1
2G(xm, xn, xn) +G(xm, xn, xn)

= 1
2

(
G(xl, xn, xn) +G(xm, xn, xn)

)
+G(xl, xn, xn) +G(xm, xn, xn),

utilisant (1) de la Proposition 2.1, on obtient

G(xn, xl, xl) +G(xl, xn, xn) +G(xn, xm, xm) +G(xm, xn, xn) > 1
2G(xn, xm, xl) +G(xn, xm, xl)

= 3
2G(xn, xm, xl),

et par suite
3
2G(xn, xm, xl) < dG(xn, xm) + dG(xn, xl) < 23ε

4 ,

d’où
3
2G(xn, xm, xl) < dG(xn, xm) + dG(xn, xl) <

3ε
2 ,

il en résulte que

G(xn, xm, xl) < ε,

ce qui montre que la suite (xn) est G-Cauchy.

Corollaire 2.2. Toute suite G-convergente dans un espace G-métrique est G-Cauchy.

Démonstration. Soit (xn) une suite G-convergente vers x dans un espace G-métrique

(X,G), donc ∀ε > 0,∃N0 ∈ N, ∀n,m ≥ N0

G(xn, xm, x) < ε
3 et G(xn, xl, x) < ε

3 ,
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en appliquant l’inégalité rectangulaire,

G(xn, xm, xl) < G(xn, x, x) +G(x, xm, xl)

< 2G(xn, xn, x) +G(x, xm, xl)

< 2ε3 + ε

3
< ε,

ce qui prouve que la suite (xn) est une suite G-Cauchy.

Corollaire 2.3. Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors toute suite extraite d’une suite

G-Cauchy est G-Cauchy.

Démonstration. Soit (xn) une suite G-Cauchy et (xϕ(n)) une suite extraite avec ϕ : N→

N, une application strictement croissante.

On sait d’après le Lemme 1.1 que pour tout n ∈ N, on a ϕ(n) ≥ n,

donc

∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀m,n, l ∈ N ≥ Nε ⇒ G(xϕ(n), xϕ(m), xϕ(l)) < ε,

ce qui montre (xϕ(n)) est G-Cauchy.

Corollaire 2.4. Soit (X,G) un espace G-métrique. Alors toute suite G-Cauchy admettant

une sous-suite G-convergente est G-convergente.

Définition 2.10. Un espace G-métrique (X,G) est dit G-complet si toute suite G-Cauchy

dans (X,G) est G-convergente dans (X,G).

Proposition 2.9. Un espace G-métrique est G-complet si et seulement si (X, dG) est un

espace métrique complet.

Démonstration. • ⇒

Soit (xn) une suite de Cauchy dans (X, dG) c’est à dire ∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m > N tel que

dG(xn, xm) < ε,

d’après la Remarque 2.1

3
2G(xn, xm, xm) ≤ dG(xn, xm) < ε,
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et par suite

G(xn, xm, xm) ≤ 2ε
3 = ε′,

on déduit de la Proposition 2.8 que (xn) est G-Cauchy donc elle est G-convergente.

Maintenant Soit (xn) est G-convergente, d’où

∀ε > 0, ∃N ∈ N,∀n,m ≥ N , G(x, xn, xm) < ε
2 ,

utilisant (G3), on obtient

G(xn, xn, x) < ε

2 et G(x, x, xn) < ε

2 ,

par l’addition on trouve

dG(xn, x) < ε,

donc (xn) est convergente. Alors un espace métrique (dG, X) est complet si l’espace G-

métrique (X,G) est G-complet.

• ⇐

Soit (xn) une suite G-Cauchy c’est à dire ∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m et l ≥ N

G(xn, xm, xl) <
ε

2 ,

en particulier pour l = m, on obtient

G(xn, xm, xm) < ε

2 ,

d’autre part si on prend l = n, on obtient

G(xn, xn, xm) < ε

2 ,

par l’addition on trouve

dG(xn, xm) < ε.

Alors (xn) est de Cauchy donc elle est convergente.

Maintenant, Soit (xn) converge vers x, et par suite dG(xn, x) < ε,

d’après (2) de la Proposition 2.5, on déduit que (xn) est G-convergente.

Ceci implique qu’un espace G-métrique (X,G) est G-complet si l’espace métrique (X, dG)

est complet.
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2.5 Compacité dans un espace G-métrique :

Définition 2.11. Soit (X,G) un espace G-métrique, et soit ε > 0.

• Un ensemble A ⊂ X est dit un ε-recouvrement de (X,G) si pour tout x dans X, il existe

au moins un point a ∈ A tel que x ∈ BG(a, ε).

• Si l’ensemble A est fini, alors A est appelé un ε-recouvrement fini de (X,G).

• Si A est un ε-recouvrement de (X,G), donc

X = ∪a∈ABG(a, ε).

Définition 2.12. Un espace G-métrique (X,G) est dit G-totalement borné si pour tout

ε > 0, Il existe un ε-recouvrement fini.

Définition 2.13. Un espace G-métrique (X,G) est dit compact s’il est G-complet et G-

totalement borné.

Proposition 2.10. Pour un espace G-métrique (X,G) les éléments suivants sont équiva-

lents :

(1) (X,G) est un espace G-métrique complet.

(2) (X, τ(G)) est un espace topologique compact.

(3) (X, dG) est un espace métrique compact.

(4) (X,G) est G-séquentiellement compact, autrement dit si la suite (xn) ⊆ X est tel

que sup{G(xn, xm, xl) : n,m, l ∈ N} < ∞, alors (xn) possède une sous-suite G-

convergente.

pour plus de détails voir [13].
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CHAPITRE 3

QUELQUES TYPES DE THÉORÈMES DU

POINT FIXE DANS UN ESPACE

G-MÉTRIQUE

Le but de ce chapitre est l’étude d’existence et d’unicité de quelques théorèmes du point

fixe dans un espace métrique généralisé. On commence par le théorème du point fixe d’une

application contratante ainsi que d’autres théorèmes de point fixe plus général. En fin,

nous terminons par les théorèmes du point fixe commun pour les applications compatibles

et les applications faiblement compatibles.

Nous avons détaillé les articles [12, 14].

3.1 Point fixe d’une application G-contractante

Mustafa dans [11] a considéré le principe d’une application contractante dans le contexte

des espaces G-métriques, ce principe assure l’existence et l’unicité du point fixe pour toute

application contractante d’un espace métrique généralisé complet dans lui même.

Définition 3.1. Soit (X,G) un espace G-métrique et f : X → X une application. f est
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dite G-contractante s’il existe θ ∈ [0, 1[ tel que pour tout x, y ∈ X on a

G(fx, fy, fz) ≤ θG(x, y, z).

Théorème 3.1. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et T : X → X une application

G-contractante, alors T admet un point fixe unique u ∈ X, et T est G-continue en u.

Démonstration. • Supposons que T est G-contractante, alors pour tous x, y ∈ X, on a

G(Tx, Ty, Ty) ≤ kG(x, y, y),

et

G(Ty, Tx, Tx) ≤ kG(y, y, x),

par l’addition et la définition de la métrique dG, on trouve

dG(Tx, Ty) ≤ kdG(x, y).

Alors l’existence et l’unicité du point fixe découle du Théorème 1.3.

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit (yn) ⊆ X une suite telle que lim
n→∞

yn = u.

Par hypothèse, on a

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ kG(u, yn, yn).

En prenant la limite quand n→∞, on trouve G(u, T (yn), T (yn))→ 0,

donc, en vertu de la Proposition 2.6, on a T (yn) → u = T (u) ce qui implique que T est

G-continue en u.

3.2 Version G-métrique de théorème du point fixe de

Reich

Théorème 3.2. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application satisfaisant l’une des conditions suivantes :

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ {aG(x, y, z) + bG(x, T (x), T (x)) + cG(y, T (y), T (y)) + dG(z, T (z), T (z))}

(3.1)
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ou

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ {aG(x, y, z) + bG(x, x, T (x)) + cG(y, y, T (y)) + dG(z, z, T (z))}

(3.2)

pour tout x, y, z ∈ X et a, b, c, d ∈ R+ où 0 ≤ a + b + c + d < 1, alors T admet un point

fixe unique u ∈ X, et T est G-continue en u.

Démonstration. • Supposons que T vérifie la condition (3.1), alors pour tout x, y ∈ X,

on a

G(Tx, Ty, Ty) ≤ aG(x, y, y) + bG(x, Tx, Tx) + (c+ d)G(y, Ty, Ty),

G(Ty, Tx, Tx) ≤ aG(y, x, x) + bG(y, Ty, Ty) + (c+ d)G(x, Tx, Tx).
(3.3)

Par l’addition on trouve

G(Tx, Ty, Ty)+G(Ty, Tx, Tx) ≤ a
(
G(x, y, y)+G(y, x, x)

)
+(b+c+d)

(
G(x, Tx, Tx)+G(y, Ty, Ty)

)
.

Supposons que (X,G) est symétrique, alors par définition de la métrique dG et la Remarque

2.1, on obtient

dG(Tx, Ty) ≤ adG(x, y) + c+ d+ b

2 dG(x, Tx) + c+ d+ b

2 dG(y, Ty),∀y ∈ X. (3.4)

Dans ce cas, puisque 0 < a+b+c+d < 1, alors l’existence et l’unicité du point fixe découle

du Théorème 1.4.

Cependant, si (X,G) n’est pas symétrique alors par définition de la métrique dG et la

Remarque 2.1, on a

G(x, Tx, Tx) ≤ 2
3 dG(x, Tx) et G(y, Ty, Ty) ≤ 2

3 dG(y, Ty)

ceci implique que

dG(Tx, Ty) ≤ adG(x, y) + 2(c+ d+ b)
3 dG(x, Tx) + 2(c+ d+ b)

3 dG(y, Ty), (3.5)

pour tout x, y ∈ X, alors la condition (3.5) ne donne aucune information sur cette appli-

cation puisque 0 < a+ 2(c+d+b)
3 + 2(c+d+b)

3 n’est pas forcément inférieur à 1. Mais cela peut

être prouvé gràce aux propriétés de la G-métrique.
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Soit x0 ∈ X un point arbitraire, et définissons la suite (xn) par xn+1 = T (xn). De (3.1),

on a

G(T (xn−1), T (xn), T (xn)) ≤ aG(xn−1, T (xn−1), T (xn−1)) + bG(xn−1, T (xn−1), T (xn−1))

+(c+ d)G(xn, T (xn), T (xn))

et par suite

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ a G(xn−1, xn, xn) + b G(xn−1, xn, xn)

+(c+ d) G(xn, xn+1, xn−1), (3.6)

d’où

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ a+ b

1− (c+ d)G(xn−1, xn, xn). (3.7)

Soit r = a+b
1−(c+d) , alors 0 ≤ r < 1 puisque 0 ≤ a+ b+ c+ d < 1.

On obtient,

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ rG(xn−1, xn, xn). (3.8)

par récurrence, on trouve

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ rnG(x0, x1, x1). (3.9)

De plus, pour tout n,m ∈ N tel que n < m, on a par application de l’inégalité rectangulaire

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+3, xn+3) + . . .+

+G(xm−1, xm, xm)

≤ (rn + rn+1 + . . .+ rm−1)G(x0, x1, x1)

≤ rn 1− rm−n

1− r G(x0, x1, x1)

≤ rn

1− rG(x0, x1, x1), (3.10)

par passage à la limite dans l’inégalité précédente, quand n,m→∞ il vient que

limG(xn, xm, xm) = 0. Ainsi (xn) est une suite G-Cauchy.

La complétude de (X,G) assure l’existence d’un certain u ∈ X telle que (xn) est G-

convergente vers u.

Supposons que Tu 6= u, alors

G(xn, T (u), T (u)) ≤ aG(xn−1, u, u) + bG(xn−1, xn, xn) + (c+ d)G(u, T (u), T (u)), (3.11)
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en prenant la limite quand n→∞, et en utilisant le fait que la fonction G est continue,

on trouve G(u, T (u), T (u)) ≤ (c + d)G(u, T (u), T (u)). ce qui aboutit à une contradiction

d’où u = T (u).

• Pour prouver l’unicité, supposons que u 6= v telle que T (v) = v, alors

G(u, v, v) ≤ aG(u, v, v) + bG(u, T (u), T (u)) + (c+ d)G(v, T (v), T (v)) = aG(u, v, v),

(3.12)

ce qui implique que u = v.

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit (yn) ⊆ X une suite telle que lim
n→∞

yn = u.

Par hypothèse

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ aG(u, yn, yn) + bG(u, Tu, Tu) + (c+ d)G(yn, T (yn), T (yn))

= aG(u, yn, yn) + (c+ d)G(yn, T (yn), T (yn)),
(3.13)

d’autre part, on a

G(yn, T (yn), T (yn)) ≤ G(yn, u, u) +G(u, T (yn), T (yn)),

alors

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ a

1− (c+ d)G(u, yn, yn) + c+ d

1− (c+ d)G(yn, u, u).

En prenant la limite quand n → ∞, il vient G(u, T (yn), T (yn)) → 0 et donc, gràce à la

Proposition 2.6, T (yn)→ u = Tu. Ce qui prouve que T est G-continue en u.

Si T satisfaisant la condition (3.2), alors l’argument de démonstration est similaire à celui

ci-dessus.

Cependant, pour montrer que la suite (xn) est G-Cauchy, on commence par écrire

G(xn, xn, xn+1) ≤ aG(xn−1, xn−1, xn) + (b+ c)G(xn−1, xn−1, xn) + dG(xn, xn, xn+1),

(3.14)

alors

G(xn, xn, xn+1) ≤ a+ b+ c

1− d G(xn−1, xn−1, xn). (3.15)

Soit t = a+b+c
1−d

, donc 0 ≤ t < 1 puisque 0 ≤ a+ b+ c+d < 1. Par récurrence, on trouve que

G(xn, xn, xn+1) ≤ tnG(x0, x0, x1). (3.16)
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Alors pour tout n,m ∈ N tel que n < m, en utilisant l’inégalité rectangulaire, on obtient

G(xn, xn, xm) ≤ tn

1− tG(x0, x0, x1).

Corollaire 3.1. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et soit T : X → X une appli-

cation satisfaisant l’une des conditions suivantes :

G(Tm(x), Tm(y), Tm(z)) ≤ aG(x, y, y) + bG(x, Tm(x), Tm(x)) + cG(y, Tm(y), Tm(y))

+d G(z, Tm(z), Tm(z)),

(3.17)

ou

G(Tm(x), Tm(y), Tm(z)) ≤ aG(x, y, y) + bG(x, x, Tm(x)) + cG(y, y, Tm(y)) + dG(z, z, Tm(z)),

(3.18)

pour tout x, y, z ∈ X, où 0 ≤ a+ b+ c+ d < 1. Alors T admet un unique point fixe u ∈ X,

et Tm est G-continue en u.

Démonstration. En vertu du théorème précédent, Tm admet un point fixe unique u ∈ X,

c’est à dire Tm(u) = u. De plus T (u) = T (Tm(u)) = Tm+1(u) = Tm(T (u)), donc T (u) est

un autre point fixe pour Tm et par conséquent Tu = u.

Théorème 3.3. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application satisfaisant l’une des conditions suivantes :

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ kmax


G(x, T (x), T (x)),

G(y, T (y), T (y)),

G(z, T (z), T (z))


, (3.19)

ou

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ kmax


G(x, x, T (x)),

G(y, y, T (y)),

G(z, z, T (z))


, (3.20)

pour tout x, y, z ∈ X, où 0 ≤ k < 1. Alors T possède un point fixe unique u ∈ X, et T est

G-continue en u.
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Démonstration. Supposons que T vérifie la condition (3.19), alors pour tout x, y ∈ X,

G(Tx, Ty, Ty) ≤ kmax{G(x, Tx, Tx), G(y, Ty, Ty)},

G(Ty, Tx, Tx) ≤ kmax{G(y, Ty, Ty), G(x, Tx, Tx)}.
(3.21)

Supposons que (X,G) est symétrique, alors par définition de la métrique dG et la Remarque

2.1, on obtient

dG(Tx, Ty) ≤ kmax{dG(x, Tx), dG(y, Ty)}, ∀x, y ∈ X. (3.22)

Puisque k < 1, alors l’existence et l’unicité du point fixe découle d’un théorème dans

l’espace métrique (X, dG) (voir [3]).

Si (X,G) n’est pas symétrique, alors par définition de la métrique dG et la Remarque 2.1,

on a

dG(Tx, Ty) ≤ 4k
3 max{dG(x, Tx), dG(y, Ty)},∀x, y ∈ X. (3.23)

Alors, l’espace métrique (X, dG) ne donne aucune information sur cette application puisque
4k
3 n’est pas forcément inférieur à 1, mais nous allons le prouver via les propriétés de l’espace

G-métrique.

Soit x0 ∈ X un point arbitraire, et définissons la suite (xn) par xn+1 = T (xn), gràce à

(3.19), nous pouvons vérifier que

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax{G(xn−1, xn, xn), G(xn, xn+1, xn+1)}

= kG(xn−1, xn, xn) puisque 0 ≤ k < 1,
(3.24)

procédons de la même manière, nous trouverons

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ knG(x0, x1, x1). (3.25)

Utilisant l’inégalité rectanglaire, on a pour tout n,m ∈ N ;n < m,

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+3, xn+3) . . . G(xm−1, xm, xm)

≤ (kn + kn+1 + . . .+ km−1)G(x0, x1, x1)

≤ kn

1− kG(x0, x1, x1). (3.26)

Alors, par passage à la limite, on trouve limG(xn, xm, xm) = 0, quand n,m→∞, et donc

(xn) est une suite G-Cauchy.
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Comme (X,G) est complet, il existe u ∈ X tel que (xn)→ u.

Supposons que Tu 6= u, alorsG(xn+1, T (u), T (u)) ≤ kmax{G(xn+1, xn+2, xn+2), G(u, T (u), T (u))},

en prenant la limite quand n → ∞, et en utilisant le fait que la fonction G est continue,

on obtient que G(u, T (u), T (u)) ≤ kG(u, T (u), T (u)).

C’est une contradiction, d’où u = T (u).

• Pour prouver l’unicité, supposons que v 6= u est un autre point fixe de T c’est à dire

T (v) = v, alors

G(u, v, v) ≤ kmax{G(v, v, v), G(u, u, u)} = 0,

ce qui implique que u = v.

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit yn ⊆ X une suite telle que lim
n→∞

yn = u,

alors

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ kmax{G(u, T (u), T (u)), G(yn, T (yn), T (yn))} = kG(yn, T (yn), T (yn)),

(3.27)

et

G(yn, T (yn), T (yn)) ≤ G(yn, u, u) +G(u, T (yn), T (yn)),

alors

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ k

1− kG(yn, u, u).

En prenant la limite quand n→∞, il résulte que G(u, T (yn), T (yn))→ 0, et donc d’après

la Proposition 2.6, T (yn)→ u = Tu, par conséquent T est G-continue en u.

Corollaire 3.2. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et soit T : X → X une appli-

cation satisfaisant l’une des conditions suivantes pour un certain m ∈ N :

G(Tm(x), Tm(y), Tm(z)) ≤ kmax


G(x, Tm(x), Tm(x)),

G(y, Tm(y), Tm(y)),

G(z, Tm(z), Tm(z))


, (3.28)

ou

G(Tm()x, Tm(y), Tm(z)) ≤ kmax


G(x, x, Tm(x)),

G(y, y, Tm(y)),

G(z, z, Tm(z))


, (3.29)

pour tout x, y, z ∈ X, alors T possède un unique point fixe u ∈ X et Tm est G-continue en

u.

41



3.3. ANALOGUE DU THÉORÈME DU POINT FIXE DE
CHATTERJEA DANS UN ESPACE G-MÉTRIQUE

Démonstration. Nous utilisons le même argument que de la démonstration du Corollaire

3.1.

3.3 Analogue du théorème du point fixe de Chatterjea

dans un espace G-métrique

Théorème 3.4. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X, une

application satisfaisant l’une de ces conditions

G(T (x), T (y), T (y)) ≤ a{G(x, T (y), T (y)) +G(y, T (x), T (x))} (3.30)

ou

G(T (x), T (y), T (y)) ≤ a{G(x, x, T (y)) +G(y, y, T (x))}, (3.31)

pour tout x, y ∈ X, où a ∈ [0, 1/2[, alors T possède un unique point fixe u ∈ X, et T est

G-continue en u.

Démonstration. Supposons que T vérifie la condition (3.30), alors

G(Tx, Ty, Ty) ≤ a{G(y, Tx, Tx) +G(x, Ty, Ty)},

G(Ty, Tx, Tx) ≤ a{G(x, Ty, Ty) +G(y, Tx, Tx)},
(3.32)

pour tout x, y ∈ X.

Supposons que (X,G) est symétrique, alors par définition de la métrique dG et la Remarque

2.1, on a

dG(Tx, Ty) ≤ a{dG(x, Ty) + dG(y, Tx)}∀x, y ∈ X. (3.33)

Puisque 0 ≤ 2a < 1, alors l’existence et l’unicité du point fixe découlent du Théorème 1.5

dans l’espace métrique (X, dG).

Dans le cas où (X,G) n’est pas symétrique, alors par la définition de la métrique dG et la

Remarque 2.1,

on a

dG(Tx, Ty) ≤ 4a
3 dG(x, Ty) + 4a

3 dG(y, Tx) ∀x, y ∈ X (3.34)
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Ainsi, l’espace métrique (X, dG) ne donne aucune information sur cette application puisque
8a
3 n’est pas forcément inférieur à 1. Mais cela peut être prouver en utilisant les propriétés

de l’espace G-métrique.

Soit x0 ∈ X, nous avons

G(xn, xn−1, xn+1) ≤ a{G(xn−1, xn+1, xn+1) +G(xn, xn, xn)} = aG(xn−1, xn+1, xn+1),

(3.35)

de plus

G(xn−1, xn+1, xn+1) ≤ aG(xn−1, xn, xn) + aG(xn, xn+1, xn+1), (3.36)

ainsi nous avons

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ a

1− aG(xn−1, xn, xn). (3.37)

Soit k = a
1−a

, donc 0 ≤ k < 1 puis poursuivons cette procédure, on aura que

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ knG(x0, x1, x1).

Pour tout n,m ∈ N tel que n < m, on a par l’inégalité rectangulaire

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+3, xn+3) . . .

+G(xm−1, xm, xm)

≤ (kn + kn+1 . . . km−1)G(x0, x1, x1)

≤ kn

1− kG(x0, x1, x1). (3.38)

Alors, limG(xn, xm, xm) = 0, quand n,m→∞, et donc, (xn) est une suite G-Cauchy.

La complétude de (X,G) assure l’existence d’un certain u ∈ X tel que xn est G-convergente

vers u.

Supposons que Tu 6= u, alors

G(xn, T (u), T (u)) ≤ a{G(xn−1, T (u), T (u)) +G(u, xn, xn)}. (3.39)

par passage à la limite quand n→∞, et en utilisant le fait que la fonction G est continue,

alors G(u, T (u), T (u)) ≤ aG(u, T (u), T (u)), une contradiction, d’où u = Tu.

• Pour démontrer l’unicité, supposons que v 6= u tel que Tv = v, alors

G(u, v, v) ≤ amax{G(u, v, v) +G(v, u, u)},
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donc

G(u, v, v) ≤ kG(v, u, u), (3.40)

où k = a
1−a

, de la même façon, on trouve G(u, v, v) ≤ k2G(u, v, v), ce qui implique que

u = v.

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit (yn) ⊆ X une suite telle que lim
n→∞

yn = u,

alors

G(u, T (yn), T (yn)) ≤ a{G(u, T (yn), T (yn)) +G(yn, T (u), T (u))}, (3.41)

ce qui entraine G(u, T (yn), T (yn)) ≤ a
1−a

G(yn, T (u), T (u)).

par passage à la limite quand n → ∞, on trouve G(u, T (yn), T (yn)) → 0. D’après la

Proposition 2.6, on obtient T (yn) → u = Tu, ce qui implique que T est G-continue en

u.

3.4 Autres théorèmes du point fixe

Théorème 3.5. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et soit T : X → X une appli-

cation satisfaisant la condition suivante pour tout x, y, z ∈ X,

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ kmax


G(x, y, z), G(x, T (x), T (x)), G(y, T (y), T (y)),

G(z, T (z), T (z)), G(x, T (y), T (y)),

G(y, T (z), T (z)), G(z, T (x), T (x))


, (3.42)

où k ∈ [0, 1
2 [. Alors T admet un unique point fixe u ∈ X et T est G-continue en u.

Démonstration. • Supposons que T vérifie la condition (3.42), soit x0 ∈ X un point

arbitraire, et définissons la suite (xn) par xn+1 = T (xn). En appliquant (3.42), on obtient

G(xn, xn+1, xn+1) = G(xn, T (xn), T (xn))

= G(T (xn−1), T (xn), T (xn))

≤ kmax


G(xn−1, xn, xn), G(xn−1, T (xn−1), T (xn−1)),

G(xn, T (xn), T (xn)), G(xn−1, T (xn), T (xn)),

G(xn, T (xn), T (xn)), G(xn, T (xn−1), T (xn−1)),


,
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alors

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax{G(xn−1, xn, xn), G(xn−1, xn+1, xn+1), G(xn, xn+1, xn+1)},

(3.43)

donc

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax{G(xn−1, xn+1, xn+1), G(xn−1, xn, xn)}, (3.44)

mais d’après (G5), on a

G(xn−1, xn+1, xn+1) ≤ G(xn−1, xn, xn) +G(xn, xn+1, xn+1), (3.45)

ainsi (3.44) devient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax{G(xn−1, xn, xn) +G(x, xn+1, xn+1), G(xn−1, xn, xn)}, (3.46)

donc

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ k{G(xn−1, xn, xn) +G(xn, xn+1, xn+1)}, (3.47)

et par suite

(1− k)G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kG(xn−1, xn, xn),

ce qui implique

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ k

1− kG(xn−1, xn, xn), (3.48)

soit q = k
1−k

alors q < 1. Par récurrence on trouve

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ qnG(x0, x1, x1), (3.49)

alors, pour tous n,m ∈ N, tel que n < m, d’après (3.49) et l’inégalité rectangulaire on

obtient

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+2, xn+3) + . . .

+G(xm−1, xm, xm)

≤ (qn + qn+1 + . . .+ qm−1)G(x0, x1, x1)

≤ qn 1− qm−n

1− q G(x0, x1, x1)

≤ qn − qm

1− q G(x0, x1, x1)

≤ qn

1− qG(x0, x1, x1). (3.50)
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Alors lim
n,m→∞

G(xn, xm, xm) = 0 puisque lim
n,m→∞

qn

1−q
G(x0, x1, x1) = 0,

(G5) implique que

G(xn, xm, xl) ≤ G(xn, xm, xm) +G(xl, xm, xm),

par passage à la limite quand n,m et l→∞ on trouve G(xn, xm, xm) +G(xl, xm, xm)→ 0,

et par suite G(xn, xm, xl)→ 0. D’où (xn) est une suite G-cauchy.

La complétude de (X,G) implique que (xn) est G-convergente vers u ∈ X.

supposons que T (u) 6= u, alors

G(xn, T (u), T (u)) ≤ kmax


G(xn−1, u, u), G(xn−1, xn, xn),

G(u, T (u), T (u)), G(xn−1, T (u), T (u)),

G(u, xn, xn)


, (3.51)

lorsque n→∞ et en utilisant le fait que la fonction G est continue par rapport à ces trois

variables, on a G(u, T (u), T (u)) ≤ kG(u, T (u), T (u)), ce qui est une contradiction puisque

0 ≤ k < 1
2 . On en déduit que u = T (u).

• Pour montrer l’unicité, supposons que v 6= u et T (v) = v, alors (3.42) implique que

G(u, v, v) ≤ kmax{G(u, v, v), G(v, u, u)},

et par suite

G(u, v, v) ≤ kG(v, u, u)

encore par le même argument on trouvera

G(v, u, u) ≤ kG(u, v, v),

d’où

G(u, v, v) ≤ k2G(u, v, v), (3.52)

ce qui implique que G(u, v, v) = 0 d’où u = v, puisque 0 ≤ k < 1
2 .

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit (yn) ⊆ X une suite telle que lim
n→∞

yn = u,

alors

G(T (yn), T (u), T (yn)) ≤ kmax


G(yn, u, yn), G(yn, T (yn), T (yn)),

G(u, T (u), T (u)), G(yn, T (u), T (u)),

G(u, T (yn), T (yn))


, (3.53)
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il s’ensuit que

G(T (yn), u, T (yn)) ≤ kmax


G(yn, u, yn), G(yn, T (yn), T (yn)),

G(yn, u, u)

 , (3.54)

(G5) implique que

G(yn, T (yn), T (yn)) ≤ G(yn, u, u) +G(u, T (yn), T (yn)), (3.55)

et (3.54) conduit aux cas suivants

(1) G(T (yn), u, T (yn)) ≤ kG(yn, yn, u),

(2) G(T (yn), u, T (yn)) ≤ kG(yn, u, u),

(3) G(T (yn), u, T (yn)) ≤ qG(yn, u, u),

par passage à la limite dans les trois cas quand n→∞ on trouve que G(u, T (yn), T (yn))→

0. et donc par application de la Proposition 2.5, on déduit que la suite (T (yn)) est G-

convergente en u = Tu, d’où La Proposition 2.6 assure que T est G-continue en u.

Remarque 3.1. Si l’espace G-métrique est borné (c’est-à-dire que pour certains M > 0

on a G(x, y, z) ≤ M pour tout x, y, z ∈ X), alors un argument similaire à celui utilisé

ci-dessus établit le résultat pour 0 ≤ k < 1.

Corollaire 3.3. Soit (X,G) un espace G-métrique complet et soit T : X → X une appli-

cation satisfaisant la condition suivante pour certain m ∈ N et pour tous x, y, z ∈ X :

G(Tm(x), Tm(y), Tm(z)) ≤ kmax



G(x, y, z), G(x, Tm(X), Tm(X)),

G(y, Tm(y), Tm(y)), G(z, Tm(z), Tm(z)),

G(x, Tm(y), Tm(y)), G(y, Tm(z), Tm(z)),

G(z, Tm(x), Tm(x))


, (3.56)

où k = [0, 1
2 [, alors T admet un unique point fixe u ∈ X, et Tm est G-continue en u.

Démonstration. D’après le théorème précédent, nous avons que Tm admet un unique

point fixe u ∈ X, c’est à dire Tm(u) = u. Or T (u) = T (Tm(u)) = Tm+1(u) = Tm(T (u)),

donc T (u) est un autre point fixe de T et par l’unicité on obtient Tu = u.
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Théorème 3.6. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application satisfaisant la condition suivante pour tout x, y, z ∈ X :

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ kmax


G(x, T (y), T (y)) +G(y, T (x), T (x)),

G(y, T (z), T (z)) +G(z, T (y), T (y)),

G(x, T (z), T (z)) +G(z, T (x), T (x)),


, (3.57)

où k = [0, 1
2 [, alors T admet un unique point fixe u ∈ X, et T est G-continue en u.

Démonstration. • Supposons que T vérifie la condition (3.57), soit x0 ∈ X un point

arbitraire, et définissons la suite (xn) par xn+1 = T (xn), alors par (3.57) on obtient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax



[
G(xn−1, xn+1, xn+1) +G(xn, xn, xn)

]
,[

G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn, xn+1, xn+1)
]
,[

G(xn−1, xn+1, xn+1) +G(xn, xn, xn)
]
,


(3.58)

= kmax{G(xn−1, xn+1, xn+1), 2G(xn, xn+1, xn+1)}

Puisque 0 ≤ k < 1
2 , alors il faut que

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kG(xn−1, xn+1, xn+1), (3.59)

or d’après (G5), on a

G(xn−1, xn+1, xn+1) ≤ G(xn−1, xn, xn) +G(xn, xn+1, xn+1), (3.60)

donc (3.59) implique que

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ k

1− kG(xn−1, xn, xn), (3.61)

soit q = k
1−k

, alors q < 1 et

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ qG(xn−1, xn, xn),

par récurrence, on obtient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ qnG(x0, x1, x1). (3.62)

Alors, pour tout n,m ∈ N tel que n < m, en utilisant l’inégalité rectangulaire, on trouve

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+3, xn+3) + . . .

+G(xm−1, xm, xm)

≤ (qn + qn+1 + . . .+ qm−1)G(x0, x1, x1)

≤ qn

1− qG(x0, x1, x1).
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Donc limG(xn, xm, xm) = 0, quand n,m → ∞ ceci implique que (xn) est une suite G-

Cauchy.

Par la complétude de (X,G), il existe u ∈ X telle que (xn) est G-convergente vers u.

Supposons que T (u) = u, alors

G(xn, T (u), T (u)) ≤ kmax



[
G(xn−1, T (u), T (u)) +G(u, xn, xn)

]
,[

G(u, T (u), T (u)) +G(u, T (u), T (u))
]
,[

G(xn−1, T (u), T (u)) +G(u, xn, xn)
]
,


, (3.63)

par passage à la limite quand n→∞, et en utilisant le fait que la fonction G est continue

en ses trois variables, on obtient

G(u, T (u), T (u)) ≤ kmax{2G(u, T (u), T (u)), G(u, T (u), T (u))}

= 2kG(u, T (u), T (u)), (3.64)

qui est une contradiction, puisque 0 ≤ k < 1
2 , d’où u = T (u).

• Pour prouver l’ unicité, supposons que v 6= u tel que T (v) = v, alors par hypothèse

G(u, v, v) ≤ kmax



[
G(u, v, v) +G(v, u, u)

]
,[

G(v, v, v) +G(v, v, v)
]
,[

G(u, v, v) +G(v, u, u)
]
,


, (3.65)

et par suite G(u, v, v) ≤ k[G(u, v, v) +G(v, u, u)]. Cela implique que

G(u, v, v) ≤ k

1− kG(v, u, u)

de même on trouvera

G(v, u, u) ≤ k

1− kG(u, v, v)

soit q = k
1−k

. On obtient donc G(u, v, v) ≤ q2G(u, v, v) qui est une contradiction, puisque

0 < q < 1 par conséquent u = v.

• Pour montrer que T est G-continue en u soit (yn) ⊆ X une suite dans (X,G) telle que

lim
n→∞

yn = u, alors par hypothèse

G(T (yn), T (u), T (u)) ≤ kmax



[
G(yn, T (u), T (u)) +G(u, T (yn), T (yn))

]
,[

G(u, T (u), T (u)), G(u, T (u), T (u))
]
,[

G(yn, T (u), T (u)) +G(u, T (yn), T (yn))
]


. (3.66)
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Ainsi, (3.66) devient

G(T (yn), u, u) ≤ k
[
G(yn, u, u) +G(u, T (yn), T (yn))

]
, (3.67)

or gràce à la Remarque 2.1 on a G(u, T (yn), T (yn)) ≤ 2G(T (yn), u, u), donc (3.67) implique

que

G(T (yn), u, u) ≤ KG(yn, u, u) + 2kG(T (yn), u, u),

on en déduit que

kG(T (yn), u, u) ≤ k

1− 2kG(yn, u, u). (3.68)

En prenant la limite dans (3.67) quand n→∞, on obtient G(T (yn), u, u)→ 0 et donc, en

vertu de la Proposition 2.6, on a T (yn) → u = Tu ce qui implique que T est G-continue

en u.

Corollaire 3.4. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application qui satisfait la condition suivante pour un m ∈ N et pour tout x, y, z ∈ X

G(Tm(x), Tm(y), Tm(z)) ≤ kmax



[
G(x, Tm(y), Tm(y)) +G(y, Tm(x), Tm(x))

]
,[

G(y, Tm(z), Tm(z)) +G(z, Tm(y), Tm(y))
]
,[

G(x, Tm(z), Tm(z)) +G(z, Tm(x), Tm(x))
]


,

(3.69)

où k ∈ [0, 1
2 [, alors T admet un unique point fixe u ∈ X, et Tm est G-continue en u.

Démonstration. La preuve découle du théorème précédent et par le même argument

utilisé dans le Corollaire 3.3.

Théorème 3.7. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application satisfaisant l’une des conditions suivantes :

G(T (x), T (y), T (y)) ≤ kmax


[
G(y, T (y), T (y)) +G(x, T (y), T (y))

]
,[

2G(y, T (x), T (x))
]

 (3.70)

où k ∈ [0, 1
3 [, alors T admet un unique point fixe u ∈ X, et T est G-continue en u.
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Démonstration. • Supposons que T vérifie la condition (3.70). Soit x0 ∈ X un point

arbitraire, et définissons la suite (xn) par xn+1 = T (xn), puis par (3.70), on obtient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ kmax


[
G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn−1, xn+1, xn+1)

]
,[

2G(xn, xn, xn)
]

 , (3.71)

il s’ensuit que G(xn, xn+1, xn+1) ≤ k
[
G(xn, xn+1, xn+1) + kG(xn−1, xn+1, xn+1)

]
c’est à dire

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ k

1− kG(xn−1, xn+1, xn+1), (3.72)

d’après (G5) on a

G(xn−1, xn+1, xn+1) ≤ G(xn−1, xn, xn) +G(xn, xn+1, xn+1). (3.73)

Soit p = k
1−2k

alors (3.72) devient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ pG(xn−1, xn, xn), (3.74)

par récurrence on obtient

G(xn, xn+1, xn+1) ≤ pnG(x0, x1, x1).

Appliquant l’inégalité rectangulaire pour tout n,m ∈ N tel que n < m

G(xn, xm, xm) ≤ G(xn, xn+1, xn+1) +G(xn+1, xn+2, xn+2) +G(xn+2, xn+3, xn+3) + . . .

+G(xm−1, xm, xm)

≤ (pn + pn+1 + . . .+ pm−1)G(x0, x1, x1)

≤ pn

1− pG(x0, x1, x1).

On a p ∈ [0, 1[ il résulte lim
n,m→∞

G(xn, xm, xm) = 0, donc (xn) est une suite G-Cauchy.

La complétude de (X,G) implique que (xn) soit G-convergente vers un certain u ∈ X.

Supposons que T (u) 6= u, alors

G(xn, T (u), T (u)) ≤ kmax


[
G(u, T (u), T (u)) +G(xn−1, T (u), T (u))

]
,[

2G(u, xn, xn)
]

 , (3.75)

par passage à la limite quand n→∞, et en utilisant le fait que la fonction G est continue,

on obtient

G(u, T (u), T (u)) ≤ 2kG(u, T (u), T (u)),
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ce qui est une contradiction d’où u = T (u).

• Pour prouver l’unicité, supposons que v 6= u tel que T (v) = v, alors

G(u, v, v) ≤ kmax


[
G(v, v, v) +G(u, v, v)

]
,[

2G(v, u, u)
]

 , (3.76)

donc G(u, v, v) ≤ kmax{G(u, v, v), 2G(v, u, u)} et on en déduit que

G(u, v, v) ≤ 2kG(v, u, u), (3.77)

encore par le même argument, on obtient

G(v, u, u) ≤ 2kG(u, v, v), (3.78)

par conséquent, G(u, v, v) ≤ 4k2G(u, v, v) ce qui implique que u = v

• Pour montrer que T est G-continue en u, soit (yn) ⊆ X une suite telle que lim yn = u,

alors

G(T (u), T (yn), T (yn)) ≤ kmax


[
G(yn, T (yn), T (yn)) +G(u, T (yn), T (yn))

]
,[

2G(yn, T (u), T (u))
]

 , (3.79)

donc, (3.79) implique deux cas.

Cas1. G(u, T (yn), T (yn)) ≤ 2kG(yn, u, u).

Cas2. G(u, T (yn), T (yn)) ≤ k
1−k

G(yn, T (yn), T (yn)).

pour le cas2, d’ après (G5) on a G(yn, T (yn), T (yn)) ≤ G(yn, u, u) + G(u, T (yn), T (yn)),

ceci implique que G(u, T (yn), T (yn)) < pG(yn, u, u).

Dans chaque cas en prenant la limite quand n→∞, on trouve G(u, T (yn), T (yn))→ 0 et

gràce à la Proposition 2.6, on a T (yn)→ u = Tu ce qui implique que T est G-continue en

u.

Corollaire 3.5. Soit (X,G) un espace G-métrique complet, et soit T : X → X une

application satisfaisant la condition suivante pour m ∈ N et pour tout x, y ∈ X :

G(Tm(x), Tm(y), Tm(y)) ≤ kmax


[
G(y, Tm(y), Tm(y)) +G(x, Tm(y), Tm(y))

]
,[

2G(y, Tm(x), Tm(x))
]

 ,
(3.80)

où k ∈ [0, 1
3 [, alors T admet un unique point fixe u et Tm est G-continue en u.

52



3.5. THÉORÈMES DU POINT FIXE COMMUN

Démonstration. La preuve découle du théorème précédent et du même argument utilisé

dans le Corollaire 3.3. Le théorème suivant a été énoncé dans [11] sans preuve, mais cela

peut être prouvé en utilisant le Théorème 3.7 comme suit.

Théorème 3.8. (voir [11]) Soit (X,G) un espace G-métrique complet et soit T : X → X

une application qui satisfait la condition suivante, pour tout x, y, z ∈ X,

G(T (x), T (y), T (z)) ≤ kmax



[
G(z, T (x), T (x)) +G(y, T (x), T (x))

]
,[

G(y, T (z), T (z)) +G(x, T (z), T (z))
]
,[

G(x, T (y), T (y)) +G(z, T (y), T (y))
]


, (3.81)

où k = [0, 1
3 [, alors T a un point fixe unique u, et T est G-continue en u.

Démonstration. En posant z = y dans la condition (3.81), puis il se réduit à la condition

(3.70), et la preuve découle du Théorème 3.7.

3.5 Théorèmes du point fixe commun

Rappelons d’abord quelques définitions qui nous seront utiles par la suite.

Définition 3.2. (Point fixe commun) Soient f et g deux applications d’un espace G-

métrique (X,G) dans lui même. On appelle point fixe commun de f et g tout point x ∈ X

tel que f(x) = g(x) = x.

Définition 3.3. Soient f et g deux applications d’un espace G-métrique (X,G) dans lui

même. f et g sont dites commutatives si fgx = gfx, pour tout x ∈ X.

Définition 3.4. [6] Soient f et g deux applications d’un espace G-métrique (X,G) dans

lui même. f et g sont dites compatibles si et seulement si lim
n→∞

G(fgxn, gfxn, gfxn) = 0,

pour toute suite (xn) dans X satisfaisant lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn = t, pour un certain t ∈ X.

Définition 3.5. [7] Soient f et g deux applications d’un espace G-métrique (X,G) dans

lui même. f et g sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de coin-

cidence, c’est à dire, pour tout x ∈ X satisfaisant fx = gx, alors fgx = gfx.
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3.5.1 Point fixe commun des applications compatibles

Théorème 3.9. Soit (X,G) un espace G-métrique complet. Soient f et g deux applications

compatiles de X dans lui même satisfaisant les conditions suivantes :

(C1) f(X) ⊆ g(X),

(C2) f ou g est continue,

(C3) G(fx, fy, fz) ≤ kmax



G(gx, gy, gz), G(gx, fx, fx), G(gx, fy, fy),

G(gx, fz, fz), G(gy, fy, fy), G(gy, fx, fx),

G(gy, fz, fz), G(gz, fz, fz), G(gz, fx, fx),

G(gz, fy, fy)


,

pour tout x, y, z ∈ X, tel que 0 ≤ k < 1
4 .

Alors f et g admettent un point fixe commun unique dans X.

Démonstration. Soit x0 un point arbitraire de X. D’après (C1) on peut choisir un point

x1 de X tel que fx0 = gx1.

En général on peut choisir xn+1 tel que yn = fxn = gxn+1, n = 0, 1, 2 . . .

de (C3), on a

G(fxn, fxn+1, fxn+1) ≤ kmax



G(gxn, gxn+1, gxn+1), G(gxn, fxn, fxn),

G(gxn, fxn+1, fxn+1), G(gxn, fxn+1, fxn+1),

G(gxn+1, fxn+1, fxn+1), G(gxn+1, fxn, fxn),

G(gxn+1, fxn+1, fxn+1), G(gxn+1, fxn+1, fxn+1),

G(gxn+1, fxn, fxn), G(gxn+1, fxn+1, fxn+1)


,

donc G(yn, yn+1, yn+1) ≤ kmax{G(yn−1, yn, yn), G(yn−1, yn+1, yn+1), G(yn, yn+1, , yn+1)},

on distingue trois cas.

Cas 1. Si max{G(yn−1, yn, yn), G(yn−1, yn+1, yn+1), G(yn, yn+1, yn+1)} = G(yn−1, yn, yn),

donc, en utilisant (C3), on obtient

G(yn, yn+1, yn+1) ≤ kG(yn−1, yn, yn).

Par induction, on trouve

G(yn, yn+1, yn+1) ≤ knG(y0, y1, y1),
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par suite, pour tous n,m ∈ N tel que n < m et d’après (G5), on a

G(yn, ym, ym) ≤ G(yn, yn+1, yn+1) +G(yn+1, yn+2, yn+2) + . . .+G(yn−1, ym, ym),

≤ (kn + kn+1 + . . .+ km−1)G(y0, y1, y1),

≤ kn

1− kG(y0, y1, y1).

Par passage à la limite, on a lim
n,m→∞

G(yn, ym, ym) = 0. Ainsi (yn) est une suite G-Cauchy

dans X.

Cas 2. Si max{G(yn−1, yn, yn), G(yn−1, yn+1, yn+1), G(yn, yn+1, yn+1)} = G(yn−1, yn+1, yn+1).

A partir de (C3) et en utilisant (G5), on obtient

G(yn, yn+1, yn+1) ≤ kG(yn−1, yn+1, yn+1) ≤ k
(
G(yn−1, yn, yn) +G(yn, yn+1, yn+1)

)
,

ce qui implique que G(yn, yn+1, yn+1) ≤ k
1−k

G(yn−1, yn, yn),

C’est à dire G(yn, yn+1, yn+1) ≤ qG(yn−1, yn, yn), où q = k
1−k

observons que q < 1 puisque

0 ≤ k < 1
4 . Compte tenu du cas 1, nous avons (yn) est une suite G-Cauchy dans X.

Cas 3. Si max{G(yn−1, yn, yn), G(yn−1, yn+1, yn+1), G(yn, yn+1, yn+1)} = G(yn, yn+1, yn+1).

Alors, à partir de (C3), on obient G(yn, yn+1, yn+1) ≤ kG(yn, yn+1, yn+1) une contradiction

puisque k < 1
4 .

• On déduit que dans tous les cas la suite (yn) est une suite de G-Cauchy dans X.

La complétude de (X,G) assure l’existence d’un point u ∈ X tel que lim
n→∞

yn = u, et on a

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

fxn = lim
n→∞

gxn+1 = u.

Comme l’une des applications est continue, on peut supposer que g est continue, d’où

lim
n→∞

gfxn = lim
n→∞

ggxn = gu. De plus f et g sont compatibles, alors lim
n→∞

G(gfxn, fgxn, fgxn) =

0, ce qui implique que lim
n→∞

fgxn = gu.

Maintenant nous affirmons que gu = u, d’après (C3) nous avons

G(fgxn, fxn, fxn) ≤ kmax



G(ggxn, gxn, gxn), G(ggxn, fxn, fgxn),

G(ggxn, fxn, fxn), G(ggxn, fxn, fxn),

G(gxn, fxn, fxn), G(ggxn, fgxn, fgxn),

G(gxn, fxn, fxn), G(gxn, fxn, gxn)


,
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par passage à la limite quand n→∞, et en utilisant la Proposition 2.1 on a

G(gu, u, u) ≤ kmax{G(gu, u, u), G(u, gu, gu)}

≤ kmax{G(gu, u, u), 2G(gu, u, u)}

= 2kG(gu, u, u),

qui est une contradiction avec k < 1
4 . Par conséquent gu = u.

On montrera par la suite que gu = fu = u. Pour cela on met x = xn , y = z = u dans

(C3), on trouve

G(fxn, fu, fu) ≤ kmax



G(gxn, gu, gu), G(gxn, fxn, fxn), G(gxn, fu, fu),

G(gxn, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fxn, fxn),

G(gu, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fxn, fxn),

G(gu, fu, fu)


,

par passage à la limite quand n → ∞, on obtient G(u, fu, fu) ≤ kG(u, fu, fu), une

contradiction avec k < 1
4 , donc fu = gu = u. Ob conclut que u est un point fixe commun

de f et g.

• L’unicité

Supposons que v ∈ X est un autre point fixe commun de f et g tel que v 6= u. Alors

G(v, u, u) > 0 et

G(v, u, u) = G(fv, fu, fu) ≤ kmax



G(gv, gu, gu), G(gv, fv, fv), G(gv, fu, fu),

G(gv, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fv, fv),

G(gu, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fv, fv),

G(gu, fu, fu)


,

En utilisant la Proposition 2.1, on a

G(v, u, u) ≤ kmax{G(v, u, u), G(u, v, v)}

≤ kmax{G(v, u, u), 2G(v, u, u)}

= 2KG(v, u, u),

une contradiction avec k < 1
4 , cela exige que v = u, d’où l’unicité.

Exemple 3.1. Soit X = [−1, 1] et soit G la G-métrique sur X définie comme suit :

G(x, y, z) = |x− y|+ |y − z|+ |z − x|
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pour tous x, y, z ∈ X. Alors (X,G) est un espace G-métrique.

Définissons fx = x et gx = x
4 . Considérons la suite xn = 1

n
.

Il est clair que lim
n→∞

G(fgxn, gfxn, gfxn) = 0 et lim
n→∞

fxn = limgxn = 0 implique que f et

g sont des applications compatibles.

D’autre part on a f(X) ⊆ g(X). Aussi, l’inégalité (C1) est satisfaite pour tous x, y, z ∈ X

et 0 est l’unique point fixe commun de f et g.

Corollaire 3.6. (X,G) un espace G-métrique complet et soient f et g deux applications

compatibles de X dans lui même vérifiant (C1) et (C2) et la condition suivante :

G(fx, fy, fz) ≤ qG(gx, gy, gz) pour tous x, y, z ∈ X et 0 < q < 1.

Alors f et g possèdent un point fixe commun unique dans X.

Démonstration. La preuve découle directement du Théorème 3.9.

3.5.2 Point fixe commun des applications faiblement compatibles

Théorème 3.10. Soient f et g deux applications faiblement compatibles d’un espace G-

métrique (X,G) dans lui même satisfaisant (C1) et (C3) et la condition suivante :

(C4) l’un des sous-espaces f(X) ou g(X) est complet alors f et g possèdent un unique

point fixe commun dans X.

Démonstration. Utilisant les mêmes arguments de démonstration du Théorème 3.9, on

conclut que (yn) est une suite G-Cauchy dans X. Comme f(X) ou g(X) est complet, on

peut supposer pour la définition que g(X) est un sous-espace complet de X et

yn = g(xn+1) ∈ g(X), alors on peut extraire une sous-suite encore notée (yn) qui converge

vers t ∈ g(X). Soit u ∈ g−1t, alors gu = t car (yn) est une suite G-Cauchy admettant une

sous-suite convergente, donc la suite (yn) également convergente d’après le Corollaire 2.4.

Montrons maintenant que fu = t. En posant x = xn, y = u et z = u, dans (C3), on a

G(fx, fu, fu) ≤ kmax



G(gxn, gu, gu), G(gxn, fxn, fxn), G(gxn, fu, fu),

G(gxn, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fxn, fxn),

G(gu, fu, fu), G(gu, fu, fu), G(gu, fxn, fxn),

G(gu, fu, fu)


,
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Par passage à la limite quand n→∞, on trouve G(t, fu, fu) ≤ kG(t, fu, fu), une contra-

diction avec k < 1
4 , d’où fu = gu = t.

Ainsi u est un point de coïncidence de f et g. Comme f et g sont faiblement compatibles,

il s’ensuit que fgu = gfu, c’est à dire ft = gt.

Montrons maintenant que ft = t. Supposons que ft 6= t, donc G(ft, t, t) > 0. Maintenant

mettez x = t, y = u, z = u, dans (C3) on obtient

G(ft, fu, fu) ≤ kmax


G(gt, gu, gu), G(gt, ft, ft), G(gt, fu, fu), G(gt, fu, fu),

G(gu, fu, fu), G(gu, ft, ft), G(gu, fu, fu),

G(gu, fu, fu), G(gu, ft, ft), G(gu, fu, fu)


,

En utilisant la Proposition 2.1, on a

G(ft, t, t) ≤ kmax{G(ft, t, t), G(t, ft, ft)}

< kmax{G(ft, t, t), 2G(ft, t, t)}

= 2kG(ft, t, t),

une contradiction car k < 1
4 , cela exige que ft = t = gt, c’est à dire que t est un point fixe

commun de f et g. L’unicité se démontre de la même façon que dans le Théorème 3.9.

Exemple 3.2. Soit X = [0, 3] et soient f et g : [0, 3]→ [0, 3] par

f(x) =


x si x ∈ [0, 1[

3 si x ∈ [1, 3]
et g(x) =


3− x si x ∈ [0, 1[

3 si x ∈ [1, 3]

Alors pour tout x ∈ [1, 3], x est un point de coïncidence et fgx = gfx, montrant que f et

g sont des applications faiblement compatibles sur [0, 3].
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CONCLUSION

La théorie du point fixe est d’une importance capitale pour la résolution de nombreux

problèmes émergeant dans divers domaines. Dans notre travail nous sommes intéressées à

étudier l’existence et l’unicité du point fixe pour les applications définies sur des espaces

métriques généralisés, et le point fixe pour une paire d’applications vérifiant certaines

conditions de compatibilité et de commutativité. Ce type de problèmes qu’on a étudié

à connu plusieurs généralisations, des auteurs ont introduit d’autres types d’applications

comme

(1) Applications (ψ, ϕ) faiblement contractives.

(2) Applications contractives non linéaires.

(3) Multi-applications . . .etc.

D’autres résultats ont été obtenus dans diverses structures métriques citons entre autre

(1) Espaces b-métriques.

(2) Espace G-métriques partiellement ordonnés.

(3) Espaces métriques avec graphe.

voir [7, 2, 15, 10].

La théorie du point fixe est une théorie de laquelle découlent plusieurs applications qui

constituent un domaine très actif de la recherche.
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