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I
Introduction générale

L’objectif entrepris dans cette thése est I’étude de I'existence de solutions pour certaines
classes d’inclusions différentielles du premier et second ordre.

Dans une premiére partie de cette contribution, l'intérét est porté sur l'existence de
solutions pour une variante des processus de la rafle non convexes du premier ordre.

Les processus de la rafle («sweeping process» en anglais) jouent un role important en
¢lastoplasticité et en dynamique.

Un processus de la rafle se compose de deux substances, I'une qui balaie et 'autre qui

est balayée. Comme exemple, on considére un grand anneau qui contient une petite boule a
I'intérieur, et I’anneau va commencer a ce déplacer au temps t = 0.
En fonction du mouvement de ’anneau, la boule reste juste ou elle est (dans le cas ou elle
n’est pas touchée par 'anneau), sinon, elle est balayée vers l'intérieur de ’anneau. Dans ce
dernier cas, la vitesse de la boule doit étre orientée vers I'intérieur de I’anneau afin de ne pas
le quitter.

En terme plus mathématiques, on obtient la formulation suivante

—u(t) € N(C(t),u(t)) p.p. sur [0, 77, 0.0.1)
u(t) € C(t) pour tout t € [0,7T], et u(0) = ug € C(0),

ot u(t) est la position de la boule au temps t, tandis que C(t) est I’ensemble comprenant
I'anneau au temps t. L’expression N(C(t),u(t)) désigne le cone normal extérieur de 'en-

semble C'(t) a la position u(t), donc (0.0.1)) dit seulement que la vitesse 4(t) de la boule doit
3



Introduction générale

étre dirigée vers l'intérieur de 'anneau pour presque tout temps t € [0, 7).

La limitation de «presque partout» est due au fait que, généralement nous ne trouvons pas
de solution lisse ¢ — u(t) de (0.0.1)), mais seulement des solutions qui sont différentiables
partout en dehors d’un sous ensemble de [0, 7] de mesure nulle.

La condition initiale u(0) € C'(0) indique que la boule dans le temps initial ¢ = 0 est contenue
dans l'anneau.

Le probléme (0.0.1) a été introduit et étudié de maniére approfondie par Moreau (voir
[49, [50]) dans le cas out C(t) est une multiapplication a valeurs convexes dans un espace de
Hilbert et varie d’'une maniére absolument continue. Dans ce contexte, N(C(t),u(t)) est le
cone normal de C'(t) au point u(t) au sens de ’analyse convexe. Le probléme provient
de la théorie des systémes mécaniques élasto-plastiques (voir [48], 51]).

Dans [58, 59|, Valadier démontre pour la premiére fois 'existence de solutions de
sans I’hypothése de convexité sur les valeurs de C' pour quelques cas particuliers en dimension
finie.

Depuis, plusieurs auteurs ont mené des études d’existence de solutions pour les processus
de la rafle non convexes.

Concernant le processus de la rafle perturbé de la forme

—i(t) € N9(S,u(t)) + F(t,u(t))  pp.sur [0,7], (0.0.2)

u(t) € S pour tout t € [0,7], et u(0) =wuy € S,

il a été introduit par Henry [40] pour I'étude de quelques problémes d’économie, dans le
cas ou F' est une multiapplication semicontinue supérieurement et autonome (c’est a dire
indépendante de t), il prouve le résultat d’existence du probléme sous ’hypothése de
convexité sur 'ensemble S et sur les valeurs de F'.

Dans [55], Thibault établit dans le cas non autonome, un résultat d’existence de (0.0.2))
pour n’importe quel ensemble fermé S, qui a également requis la convexité des valeurs de F’

et sa semicontinuité supérieure.
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Aprés, beaucoup de travaux ont été réalisés en remplagant S par les valeurs d’une mul-

tiapplication C', c’est a dire le probléme

—i(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t))  pp.sur [0,7], (0.0.3)

u(t) € C(t) pour tout t € [0,T], et u(0) = ug € C(0).

Cette multiapplication C' est supposée étre a valeurs convexes ou complémentaires d’en-

sembles convexes.

Les problémes ((0.0.1)) et (0.0.3) ont été ensuite étudiés en remplagant I’hypothése de

convexité par la «r-prox-régularité» (voir [13, 133} 34]). Comme exemple, Edmond et Thibault
dans [34] établissent, pour une multiapplication C' prenant des valeurs r-prox-réguliéres et
une variation absolument continue, I’existence et I'unicité de solution du processus de la rafle
perturbé

—u(t) € N(C(t), u(t)) + f(t,u(t)) p.p.sur[0,T];

u(Ty) = xo € C(0),
ou f est une application univoque lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur
chaque ensemble borné d'un espace de Hilbert H et satisfait la condition de croissance
naturelle. Les mémes auteurs ont montré dans [35] que le probléme est bien posé,
avec la multiapplication C' prenant des valeurs r-prox-réguliéres et variant d’une maniére
absolument continue.

Dans le chapitre 2 de cette thése et comme continuité a ces deux derniers travaux (|34] et

[35]), nous avons donné dans le contexte hilbertien un résultat d’existence pour le processus

de la rafle perturbé suivant

—i(t) € N(C(t), u(t)) + F(t,u(t) + f(t,u(t)  pp.sur [T, T),
(Prs) S u(t) € C(t) pour tout t € [Ty, T,

U(O) = Ug € C(Tg),

ou C : [Ty, T] = H est une multiapplication & valeurs non vides fermées r-prox-réguliéres,
F : [Ty, T) x H =% H est une multiapplication scalairement semicontinue supérieurement
par rapport a la deuxiéme variable, a valeurs non vides compactes vérifiant une condition

de croissance linéaire compacte et f : [Ty, T] x H = H est une application mesurable sur

5
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[To, T et lipschitzienne sur H vérifiant aussi une condition de croissance linéaire.

Notons que le résultat de cette partie a fait I’objet d’une publication dans le journal « Appli-
cable Analysis» (voir [6]). Un résultat plus général, ou la perturbation contient un retard, a
été aussi traité.

Durant la derniére décennie, de nombreux auteurs ont étudié quelques types de problémes
avec conditions aux limites impliquant I'opérateur p-Laplacien ou un opérateur plus général
qui remplace 'opérateur différentiel u +— i appelé opérateur semblable au p-Laplacien. Ce
cadre est général, unificateur et intégre des systémes gradients, des variationnelles evolution-
naires et des problémes aux limites classiques, c’est & dire, des problémes de Dirichlet, de
Neumann, et périodiques.

Nous nous référons a des équations du type

d . :
ali(t) = f(tu(b), (1)),

qui trouvent beaucoup d’applications dans la théorie des fluides non Newtoniens, la diffusion
des écoulement en milieux poreux, 1’élasticité non-linéaire et la théorie des surfaces capil-
laires.

Différentes équations contenant ce genre d’opérateur ont été largement étudiées afin de prou-
ver 'existence de solutions, nous pouvons citer les travaux de Manasevich et Mawhin [46],
et Kyritsi et al. [45], dans lesquels les conditions aux limites sont de divers types.

Les problémes de la forme

Jrali(t)) € A(u(t)) + F(t,u(t),a(t))  p.p.sur [0, 7], (0.0.4)

(a(@(0)), —a(a(T))) € £(u(0), u(T)),

et de la forme

d .
Jali(t) € A(u(®)) + F(tu(t))  pp. sur [0,7], (0.0.5)

(a(4(0)), —a(i(T))) € &(u(0), u(T)),
ont été étudiés par plusieurs auteurs avec F' une multiapplication semicontinue supérieure-
ment & valeurs convexes, ou bien semicontinue inférieurement a valeurs non convexes.

A titre d’exemple, Gasiniski et Papageorgiou dans [38] ont é¢tudié le probléme (0.0.5)) avec

a(-) le p-Laplacien et F' vérifie la condition dite de "Hartman", qui permet la dérivation

6
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d’une majoration pour les solutions. Cette condition a d’abord été employée par Hartman

pour le probléme de Dirichlet

i(t) = f(t,u(t) . sur [0, 7],

ot f:[0,7] x RY — RY est continue.

Les auteurs dans [61] ont étudié le probléme (0.0.4) avec a(-) 'opérateur semblable au
p-Laplacien, et [’ vérifiant une condition dite de " Hartman généralisée".

Dans la deuxiéme partie de cette thése, le chapitre 3, deux problémes plus généraux
ont été traité, et nous avons donné des réponses positives a l'existence de solutions pour, en
premier lieu I'inclusion différentielle du second ordre avec conditions aux limites non linéaires

de la forme

%a(ﬂ(t)) € A(u(t)) + Fi(t,u(t), w(t)) + Fa(t, u(t), u(t)) p.p. sur [0, 77,
(a((0)), —a(i(T))) € &(u(0), u(T)),

ot a : RY — RN est une application continue et strictement monotone, A : D(A) C

RY = RN £: D) c RY x RY = RY x RY sont deux opérateurs maximaux monotones et

F,: I xRV xRY = RV i =1, 2 sont deux multiapplications semicontinue supérieurement et

semicontinue inférieurement respectivement, et leur somme vérifie la condition de Hartman

généralisée.

En combinant deux hypothéses de semicontinuité supérieure et de semicontinuité inférieure

on démontre, dans un second lieu, un résultat d’existence avec une perturbation vérifiant

une propriété plus faible dite "semicontinuité mizte", cette derniére perturbation dépend

seulement de (¢,z) (probléme (0.0.5))) et vérifie la condition de Hartman. Les résultats de

cette partie sont soumis pour publication dans une revue internationale (voir [5]).

La derniére partie, et exactement le chapitre 4, voit ’étude d’une classe d’inclusions

différentielles du second ordre de la forme
(t) € A(u(t)) + f(t,u(t)) 0<t<T <40,
avec des conditions aux limites de la forme

u(0) =2 € D(A) et u(T) =0 € A(0),
7
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ou A: D(A) C H = H est un opérateurs maximal monotone (H une espace de Hilbert),
x € D(A),0 € A(0) et f: I x H — H est une application lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable qui vérifie une condition de croissance linéaire, en se basant sur les études

menées sur le probléme

i(t) € A(u(t)) + f(t) p.p. sur [0, 77,

dans [43] [16] 7] et [8].
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1.1. Notations

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et résultats de base qui nous seront utiles
pour la démonstration de nos résultats d’existence de solutions.

Aprés quelques notations utilisées dans cette thése, nous présentons des définitions et
concepts fondamentaux ainsi que quelques résultats sur la mesurabilité, les opérateurs maxi-
maux monotones, ’analyse convexe, les multiapplications et les sélections et nous terminons

par des résultats de compacité.

1.1 Notations

Soit X un espace de Banach, et soit X’ son dual topologique. Pour I un intervalle de R

et ¢ € [1,+o0],

o LY, X)={u(): I - X : u() est mesurable et [, [Ju(t)[|%dt < +oo} muni de la
norme [[u(-)l, = (f, [u()]%dt)’

e C(I,X) est 'espace de Banach de toutes les applications continues muni de la norme
[u()lle = sup u(®)l], ot si I est compact, fJu(-)lle = max[Ju(t)]

e C'(I,X) est I'espace de Banach des applications continument différentiables muni de
la norme [|u(-)[|er = max{[[u(-)]lc, [[a(-)lc}-

o C°(I,RYN) est I'espace des applications infiniment continument différentiables a sup-
port compact.

e WHe(J X) désigne l'espace de Sobolev usuel, i.e. WH(I, X) = {u(:) : I — X :
u(-) est absolument continue et () € L(Z, X)} muni de la norme |[u(-)[|1,4 = (|[u(-)||i+
() lg).

e W22(], X) désigne l'espace de toutes les applications de C(I, X) ayant une dérivée
premiére absolument continue et une dérivée seconde faible dans L*(7, X).

e Pour [ = [0,7], Wij([ X)) est I'espace des applications appartenant a W2?([e, T —
e], X) pour tout & > 0.

e Pour tout z € X, et 7 > 0 la boule fermée (resp. ouverte) centrée en x de rayon r va
étre notée par By (x,r) (resp. Bx(x,7)).

e Pour 2 = 0 et 7 = 1, elle est notée par Bx (resp. By).
10



1.2. Quelques notions de mesurabilité

e L(I) est la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue.
e mes est la mesure de Lebesgue.

e A(X) est la tribu de Borel sur X.

e (., -) désigne le produit de dualité entre X et X'.

e 0(X,X’) est la topologie faible sur X.

e — signifie la convergence faible dans X.

e (X', X) est la topologie faible* sur X'.

e = signifie la convergence faible* dans X’.

e co(S) est 'enveloppe convexe de S C X.

e ¢0(95) est 'enveloppe convexe fermée de S C X.

e §(.,5) la fonction indicatrice de S, définie par

0, sixz €S}
i(z,S) =
+o0, six &S.
e La fonction polaire associée a d(., S), appelée aussi fonction d’appui de S, est la fonction

0*(.,.5), définie sur X’ par

6%(S,€) = sup(&,x), VEe X'

zeS

e 15 la fonction caractéristique de S, définie par

1, sizes;
s(z) =

0, six¢gl.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats suivants ont été pris des références [54], 32| et utilisés au chapitre 3.

Définition 1.1 (Fonction simple).
Soit (X, %) un espace mesurable et Y un espace de Banach.

Une fonction f : X — 'Y est dite simple si f est X-mesurable et f(X) est fini.

Définition 1.2 (Fonction mesurable).

Soit (X, 3, 1) un espace mesuré fini et Y un espace de Banach.
11



1.3. Quelques résultats de I’analyse fonctionnelle

Une application f : X — Y est dite u-mesurable sl existe une suite de fonctions simples

(fn) telle que fo — f p-p.p.
Lemme 1.1. Si Y est séparable, toute application mesurable est pi-mesurable.

Théoréme 1.1. Soit (X, X, 1) un espace mesuré fini et Y un espace de Banach séparable.
Si f: X =Y est mesurable, il existe une suite (f,) de fonctions simples telles que f, — f

w-p.p., et pour p-presque tout x € X, || fn(x)|| < ||f(x)] pour tout n € N.

1.3 Quelques résultats de analyse fonctionnelle

Dans cette section, nous donnons quelques résultats de ’analyse fonctionnelle utilisés aux

chapitre 2. Pour plus de détails sur cette section se référer a [55] et [29].

Définition 1.3. Soit X un espace vectoriel normé.

Un hyperplan est un ensemble de la forme
H={zeX: f(z)=a},

ot f est une forme linéaire sur X, non identiquement nulle [f # 0] et a € R.
On dit que H est l’hyperplan d’équation [f = a.

St de plus f est continue, on dit que [’hyperplan H est fermé.

Théoréme 1.2 (Théoréme de séparation).
Soit X un espace vectoriel normé. Soit E C X un sous ensemble convexe fermé et non vide
et soit a € X tel que a ¢ E, alors il existe un hyperplan fermé H qui sépare E et {a}

strictement i.e., il existe ' € X', et a € R tels que
(' x) < a < (2 a), pour toutx € E.

Théoréme 1.3. Soit T' un espace localement compact, 1 une mesure positive sur T', X un
espace de Banach réel, E un sous ensemble convexe fermé de X, f une application sur T
telle que f(T) C E.

12



1.4. Quelques notions de continuité

Pour toute fonction réelle strictement positive intégrable g telle que fg soit intégrable, le
Jr T9du

S gdp
Preuve.

point appartient a F.

Jr fadp

Supposons que ————
Jr 9dn

¢ E, alors, par le théoréme précédent il existe ' € X' tel que

<x, Jr fadp

,—> > (2, x), pour tout z € F.
Jr9du

Puisque ¢ est une fonction strictement positive, on obtient
<:v’,/ fgdu> > <x’, (/gdﬂ>x>,
T T

d’out

<rc’,/ngdu> > <x'7/Tg:vdu>,

pour tout € E. Mais f(7') C E d’ou la contradiction. O

Corollaire 1.1. Soit X un espace normé et soit E un sous ensemble convezre fermé de X

et x € X. Alors

d(z.B) = sup ({6,2) — 0°(E.)).

fEEX/

1.4 Quelques notions de continuité

Les résultats de cette section sont pris des référence [56] et [36].

Définition 1.4. Soit X un espace topologique et soit f: X — R. Alors f est dite semicon-

tinue inférieurement (s.c.i. en abréger) au point xg € X si et seulement si
VheR, h< flxg), 3V eV(xg)/h< f(x), Yx € V.

Définition 1.5. Soit X un espace topologique et soit f: X — R. Alors f est dite semicon-

tinue supérieurement (s.c.s. en abréger) au point vo € X si et seulement si

VheR, h> f(zg), AV € V(xg)/h > f(x) Yz € V.

13



1.5. Quelques résultats d’analyse convexe

Définition 1.6. Soit f: X — R et soit o € X alors

liminf f(z) = sup inf f(x).
T—%0 VeV (z) *€V

lim su )= inf su T).
xﬁxopﬂ ) VEV(wo)xegf( )

Proposition 1.1. Soit f : X — R. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est s.c.s. sur X ;

2. les ensembles {x € X : f(x) > A}, X € R sont fermés.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Rademacher).

Soit f: RN — RY une fonction localement lipschitzienne sur RY, c’est-a-dire telle que, pour
toute boule ouverte B incluse dans RY, il existe un nombre positif Cy telle que, pour tout
x,y € B,

1 (z) = fW)ll < Csllz —yll

Alors f est différentiable presque partout sur RY.

1.5 Quelques résultats d’analyse convexe

Pour plus de détails dans cette section, on peut se référer a [56].

Proposition 1.2 (Fonction indicatrice).
Soit H un espace de Hilbert et soit S un ensemble convexe fermé non vide de H.

La fonction dg est convexe, propre et semicontinue inférieurement.

Définition 1.7 (Sous-différentiel d’une fonction convexe).
Soit X un espace normé, X' son dual topologique, f : X — R et 2o € D(f).

On appelle sous-différentiel de f au point xy qu’on note Of(xg), l'ensemble défini par
Of (xg) ={2' € X' : (2,2 —x0) < f(x) — f(xo), pour tout z € X}.

Un point ' € Of(xq) est dit sous gradient a f au point xq.

On dit que [ est sous-différentiable au point xo si Of (xq) # 0.
14
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Remarque 1.1. Si f(xy) = 400, alors Of (zg) = 0.

Exemple 1.1. Soit H un espace de Hilbert et soit S un ensemble convexe fermé non vide

de H. Soit xo € H, alors le sous-différentiel de la fonction ds au point x est l’ensemble

Dds(xg) = {we H: (w,z—xy) <ds(x) — ds(xg), pour tout x € H}
{we H: (w,x—x9) <0, pour tout x € S} si xg € S,
0 st xg & S.
Définition 1.8 (Coéne normal).
Sotent X un espace normé, S un sous ensemble convexe non vide de X.

On appelle cone normal a S au points xg, qu’on note N(S,xq), l’ensemble défini par

N(S,z9) ={a’ € X": {2/, —x) <0, pour tout x € S}.

1.6 Multiapplications et sélections

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant les Mul-
tiapplications et leurs sélections. Pour une étude détaillée des multiapplications on peut se

référer a [20].

Définition 1.9. Soient X etY deux ensembles non vides. Une multiapplication (ou fonction
multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a chaque élément x € X
associe un sous ensemble F(x) deY. On note F : X 3Y.

Le domaine, le graphe et ['image de la multiapplication F': X =Y sont donnés par
D(F) :=dom(F)={zre€ X : F(zx) #0}.
Gr(F)={(z,y) e X XY : x€ D(F),y € F(x)}.

Im(F)= | F(a).

zeD(F)

Définition 1.10. Soit F' : X = Y wune multiapplication. On appelle sélection de F toute

application f : X — Y wvérifiant

f(z) € F(z), Yax € X.
15
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1.6.1 Mesurabilité des multiapplications

Définition 1.11. Soit (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique et F: T = X.

On dit que F' est X-mesurable ot simplement mesurable si pour tout ouvert V de X
F'Vy={teT: Ft)nV £0} € %.

Lemme 1.2. Soient (T, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et
F T = X une multiapplication o valeurs non vides fermées.

Considérons les propriétés suivantes

(i) F~Y(B) € ¥ pour tout Borélienne B de X .
(it) F~Y(C) € ¥ pour tout fermé C de X.
(i17) F~Y(V) € 3 pour tout ouvert V de X.

(1v) 1l existe une suite (0,), de sélections mesurables de F' telle que

Vte T, F(t) = {on(t)}

neN’

(v) Yx € X, la fonction distance d(z, F(-)) est mesurable.

(vi) Le graphe de F appartient & X ® AB(X).

Alors (i) = (i1) = (ii1) < (iv) < (v) = (vi).

Si F' est a valeurs non vides complétes alors (iit) < (iv) < (v) < (vi).

Si F' est a valeurs non vides compactes alors (i) = (i).

Si X est un espace de Banach séparable et F est a valeurs convexes compactes, alors la

mesurabilité de F est équivalente a la mesurabilité de la fonction d’appui §*(F(-),x") pour

tout ¥’ € X'.

Lemme 1.3. Soit (T, %, ) un espace mesuré avec p > 0, o-finie et X2 u-compléte. Soient X
un espace métrique complet, F : T = X une multiapplication & valeurs non vides fermées,

alors (i) < (ii) < (iii) < (v) < (v) < (vi).

Théoréme 1.5. (Théoréme d’existence de sélections mesurables)

Soient (T,3) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : T = X
16



1.6. Multiapplications et sélections

une multiapplication mesurable a valeurs fermées. Alors F admet au moins une sélection

mesurable.

Théoréme 1.6. Soient (T, %) un espace mesurable, X un espace de Banach séparable. Soient
F:TxX = X une multiapplication mesurable, u : T'— X une application mesurable. Alors

la multiapplication F(-,u(-)) est mesurable.

Nous rappelons qu’'une application ¢ définie de T' x X dans un espace métrique Y est
dite de Carathéodory si pour tout x € X, ¢(.,z) est mesurable et pour tout t € T, ¢(t,.)

est continue.

Lemme 1.4. Soient (T,Y) un espace mesurable, X, Y deuzx espace métriques séparables
complets. Soit p : T'x X — Y une application de Carathéodory. Alors pour toute application

mesurable f: T — X Uapplication t — @(t, f(t)) est mesurable.

Lemme 1.5. Soient (T,%) un espace mesurable, X, Y deuzx espaces mélriques séparables
complets et soit g : T x X — Y wune application de Carathéodory. Alors g est ¥ @ B(X)-

mesurable.

1.6.2 Continuité des multiapplications

Définition 1.12. Soit X,Y deux espaces topologiques, et soit F': X =Y une multiapplica-

tion.

1. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point xy € X si pour tout
ouvert U de Y tel que F(xo) C U, il existe un voisinage Vy, de xo dans X tel que
F(V,,) cU.

Si cela est vrai pour tout xg € X, on dit que F est s.c.s sur X.

2. On dit que F est semicontinue inférieurement (s.c.i) au point xo € X si pour tout
ouvert U de 'Y tel que F(xo) NU # 0, il existe un voisinage V,, de xo dans X tel que
F(x)NU # 0, pour tout x € Vg, .

Si cela est vrai pour tout xo € X, on dit que F est s.c.i sur X.

17



1.6. Multiapplications et sélections

3. St X est un espace métrique et Y est un espace vectoriel normé, on dit que F est
scalairement semicontinue supérieurement si, pour tout y' € Y', la fonction a valeurs

réelles x +— 6*(F(x),y') est semicontinue supérieurement.

Proposition 1.3. Soient X, Y deuz espaces topologiques. Une multiapplication F : X =
Y a wvaleurs non vides est semicontinue supérieurement si et seulement si ['tmage inverse
FYC):={x e X : F(x)NC # 0} est fermé pour tout sous ensemble fermé C de Y, et elle
est semicontinue inférieurement si et seulement st pour tout sous ensemble ouvert G de Y,
F~YQG) est aussi ouvert dans X .

Si F: X =Y a wvaleurs non vides fermées est s.c.s alors son graphe Gr(F') est fermé

dans X xY.

Proposition 1.4. Soient X un espace de Banach et'Y un espace de Banach compact. Soit
F : X =Y une multiapplication a valeurs non vides. Si le graphe de F est fermé alors F

est s.c.s.

Proposition 1.5. (Voir [30]) Soient X, Y deux espaces de Banach et F' : X =2 Y wune
multiapplication & valeurs non vides. Alors F' est s.c.i si et seulement si d(y, F'(-)) est s.c.s

pour tout y € Y.

Proposition 1.6. Soit F' une multiapplication définie sur un espace métriqgue X a valeurs

dans un espace vectoriel norméY s.c.s a valeurs compactes, alors la fonction
(r,q) € X XY+ 0*(F(x),q)
est s.c.s.

Définition 1.13. (Voir [30]) Soient X, Y deux espaces de Banach. Alors la multiapplication
F : X =Y a wvaleurs non vides est dite €-s.c.s si pour tout xg € X et ¢ > 0 1l existe

d = d(zo,€) > 0 tel que

F(x) C F(xo) +B(0,¢) pour tout x € B(xo,9).

18
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Proposition 1.7. (Voir [30]) Soient X, Y deux espaces de Banach et F : X = Yune
multiapplication a valeurs non vides.

Si I est s.c.s alors F est e-s.c.s. L’inverse est vrai si F' est a valeurs compactes.

Proposition 1.8. (Voir [30]) Soit X et Y deux espaces de Banach. Une multiapplication
F . X =Y a valeurs non vides est dite compacte si elle est s.c.s et l'image des sous

ensembles bornés de X par F' sont des sous ensembles relativement compacts de Y .

Le résultat suivant est une version multivoque du théoréme de Scorza-Dragoni due a

Castaing-Marques (voir [22] et [10]).

Théoréme 1.7. Soient I un intervalle compact de R, X un espace métrique séparable com-
plet et Y un espace métrique convexe compact. Soit F': I x X =Y une multiapplication de

Carathéodory a valeurs non vides fermées et convezes, i.e.,

i) pour tout t € I, la multiapplication F(t,-) est de graphe fermé dans X xY (F(t,-) est

s.c.s),

i) pour tout x € X, la multiapplication F(-,x) est mesurable (admet une sélection mesu-

rable).
Alors, il existe une multiapplication Fy : [ x X =Y a valeurs convezes fermées (possiblement
vides) dont le graphe appartient & L(1) Q@ B(X)®@ B(Y) qui posséde les propriétés suivantes.

1. 1l existe un ensemble négligeable N C I tel que
Fo(t7$) - F(t7x)>

pour toutt & N et tout v € X.

2. Siu:l— X etv:I—Y sont deux applications mesurables telles que v(t) € F(t,u(t))
p.p. sur I, alors v(t) € Fy(t,u(t)) p.p. surI.

3. Pour toute > 0, il existe un compact I. C I, tel que N(I\1.) < € et tel que la restriction
Foj1.xx) soit de graphe fermé et vérifie

0 # Fo(t,z) C F(t,x),

pour tout (t,x) € I. x X.
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1.6. Multiapplications et sélections

Avant d’énoncer le théoréme suivant, rappelons deux notions classiques connues.

Définition 1.14. Soient X un espace topologique et U une partie de X .

1. On appelle recouvrement localement fini de U, tout recouvrement ouvert (Vy)xea de
U wvérifiant pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert V de x tel que l’ensemble
{NeA: VNV #£0} soit fini.

2. Une famille de fonctions continues (1)) en définies sur X a valeurs dans [0, 1] est dite
une partition continue de ['unité subordonnée au recouvrement (V\)xea st pour tout
A€ A, supp(¥n) C Vi et pour tout x € V on a ), ., ¥a(x) = 1. On désigne ici par

supp(¥y) le support de la fonction 1.

Le résultat suivant est une version multivoque du théoréme classique de Dugundji (voir

29])-

Théoréme 1.8. Soient X etY deux espaces de Banach. Soient K C X, D CY deux fermés
non vides et F' : K x D = X wune multiapplication semicontinue supérieurement a valeurs

convexes et faiblement compactes telle que
Y(t,z) € (K x D), F(t,z) C c(t)(1 + ||z||)By,

ot c(-) est une fonction positive définie sur K. Soit (Uy)xea un recouvrement ouvert locale-

ment fini de (X \ K) tel que pour tout A € A
0 < diamU), < d(U,, K).

Soit (¥x)aen une partition continue de ['unité relativement au recouvrement (Uy)xen. Pour

tout A € A, soit ty € K tel que
d(t)\, U)\) < 2d(U)\,K)

Alors, la multiapplication F définie sur X x D, par

. F(t,x), site K,xe€ D,
F(t,z) =
doaat)F(ty,x), site X\ K,z €D,
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1.7. Opérateurs maximaux monotones

est une extension semicontinue supérieurement de F a X X D a valeurs convexes faiblement
compactes. De plus on a F(X x D) C co(F(K x D)) et si ¢ est constante, on a F(t,z) C
c(1 + ||z|)By. En particulier, si pour tout (t,z), F(t,z) C C ot C est un conveve de Y,

alors F(t,z) C C.

1.7 Opérateurs maximaux monotones

Les résultats suivants sont pris des références |8, [15].
Soit X un espace de Banach, X’ son dual topologique. Soit A : X = X' une multiappli-

cation. Alors, le domaine de A est donné par
D(A) ={z e X: A(z) # 0},
et 'image de A par
R(A) ={y € X': il existe x € D(A) tel que y € A(z)}.

Définition 1.15. Soit A : D(A) C X = X' une multiapplication (opérateur multivoque).
On dit que A est un opérateur monotone, si (Y1 — ya,x1 — T2) > 0 pour tous x; € D(A), et
yi € Almy), i =1,2.

Si (y1 — y2, 1 — xo) = 0 implique que x1 = x9, on dit que A est strictement monotone.

Remarque 1.2. Si A est un opérateur univoque alors, on dit qu’il est monotone si
(A(x) — A(y),x —y) >0, pour tous x,y € D(A),

et est strictement monotone si
(A(x) — Aly),x —y) >0, pour tous x,y € D(A).

Définition 1.16. Un opérateur A : X = X' est dit coercif si, soit D(A) est borné ou bien

D(A) n’est pas borné et

inf{(y,x) : ye€ A(x)}
[Ed]

— 400, st ||z|| — +oc.
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1.7. Opérateurs maximaux monotones

Si A est univoque, on dit qu’il est coercif si, soit D(A) est borné ou bien D(A) n'est pas

borné et

lim n: Tn)

= 400 pour (x,,y,) € Gr(A) avec lim |z,| = +o0.
n—+00 ||l’n|| n—-4o00

Théoréme 1.9. Soit H une espace de Hilbert et soit A : H — H un opérateur univoque
monotone continu tel que ||A(z)|| — oo quand ||z|| — oo. Alors A est surjectif.

Si de plus A est strictement monotone alors A est un homéomorphisme.

L’ensemble des opérateurs est ordonné par l'inclusion des graphes, i.e., A C B est équi-

valent &, pour tout x € H, A(x) C B(x).

Définition 1.17. Un opérateur monotone A est dit mazimal si A ne peut pas étre proprement

contenu dans d’autres opérateurs monotones.
En Explicitant cette définition, nous aurons la proposition suivante.

Proposition 1.9. Un opérateur monotone A : X =% X' est dit maximal monotone si et

seulement si pour tout (x,y) € X x X' tel que
(y —v,x —u) >0, pour tout (u,v) € Gr(A),
onaye Alx) .

Théoréme 1.10. Si f est une fonction propre convexe s.c.i. définie sur X a valeurs dans

R, alors Of est un opérateur maximal monotone sur X a valeurs dans X'.

Proposition 1.10. Soit A un opérateur maximal monotone défini sur X a valeurs dans X',
alors

(i) Gr(A) est faiblement-fortement fermé dans X x X'.

(i1) A esi demi-fermé, i.e. Gr(A) est fortement-faiblement* fermé dans X x X'.

(#i1) A1 est maximal monotone de X dans X,

(tv) pour tout x € D(A), A(z) est un sous ensemble non vide convexe faiblement* compact
de X'.
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1.7. Opérateurs maximaux monotones

Théoréme 1.11. Soit X un espace de Banach réflexif et soit B : X — X' un opérateur

univoque monotone et continu alors B est maximal monotone.

Théoréme 1.12. Si A, B: X = X' sont mazimaux monotones et int(D(A)) N D(B) # 0,

alors A+ B est aussi un opérateur mazximal monotone.

Théoréme 1.13. Si A : X = X' est un opérateur mazximal monotone, y € X', C un sous
ensemble convexe faiblement compact de X avec 0 € int(C) et si pour tout v € 9C (la

frontiére de C') et tout ' € A(x), 0 < (&' — ¢/, x), alors ’ensemble
SW)={zeC: y € Al)}
est non vide.

Soit X = H un espace de Hilbert et A : D(A) C H = H un opérateur maximal
monotone. On sait que pour tout z € D(A), A(z) est un ensemble non vide fermé et convexe.
Donc I’'ensemble A(z) contient un élément de norme minimale (la projection de 'origine sur
I'ensemble A(z)). Cet élément unique est noté A%(z). Aussi, A%(z) € A(z) et ||A%(2)| =

inf,ca() [|y]|- De plus I'ensemble D(A) est convexe.

Maintenant pour A > 0 on définit les opérateurs bien connus suivants
Jy = (Idg + MA)™! (opérateur résolvent de A),

et

1
Ay = X([dH — Jy) ( approximation de Yosida de A).

Donc les opérateurs Jy et Ay sont définis sur H tout entier. On rappelle ici quelques propriétés

de ces opérateurs (voir [9]).

Proposition 1.11.
1. Jy et Ay sont univoques,

2. J\ est non expansive, c’est a dire lipschitzien de rapport 1, et Jy\(x) — x (A | 0), pour

chaque x € D(A),

3. Ay est monotone lipschitzien de rapport %,
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4. Jhyx € D(A), et Ax(z) € A(J\z), pour tout x € H,

5. | Ax(2)|| < |A°(2)|| pour tout x € D(A).

1.8 Quelques résultats de Compacité

Les résultats suivants sont pris des références [2, [44), 31].

Théoréme 1.14 (Théoréme de Banach Dieudonné).
Soit X un espace de Banach et Bx: la boule unité fermée de X'. Alors sur Bx: la topologie de
la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte et (Bx:, o(X', X))

est métrisable.

Proposition 1.12. Soit S un sous ensemble borné convexe de X. Alors S est compact si
et seulement si la fonction x' — 6*(S,2') est continue sur Bx: muni de la topologie de

convergence uniforme.

Théoréme 1.15 (Théoréme de Banach-Alaouglu-Bourbaki).
Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X' est compacte pour la topologie

faible étoile.

Théoréme 1.16 (Théoréme d’Alaoglu). Soit X un espace de Banach séparable et soit
S"C X', 518" est borné pour la norme de X' et fermé pour la topologie o(X', X). Alors S’

est compact pour cette topologie.

Théoréme 1.17 (Théoréme d’Eberlin-Smaulian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
1. S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.
2. S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.18 (Théoréme de Mazur).

Soient X un espace de Banach et S un sous ensemble compact de X . Alors co(A) est compact.
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Lemme 1.6 (Lemme de Mazur).
Soit X un espace de Banach, et soit (x,) une suite d’éléments de X convergeant faible-
ment vers x. Alors il existe une suite (z,) (ot z, est une combinaison convezre des éléments

T, Ty, - - ) convergeant fortement vers x.

Théoréme 1.19. Soit X un espace de Banach et soit S un sous ensemble convexe de X.

Alors S est faiblement fermé si et seulement si S est fortement fermé.

Théoréme 1.20 (Théoréme d’Ascoli-Arzela).

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et K un sous ensemble
de C(X,Y), Uespace des applications continues définies sur X a valeurs dans'Y, muni de la
topologie de la convergence uniforme. Alors K est relativement compact si et seulement si S

est équicontinu et K(x) est relativement compact, avec K(x) = {f(x): f € S}.

Proposition 1.13 (Principe d’angle aigu).
St H est un espace de Hilbert, S C H est un sous ensemble borné ouvert avec 0 ¢ 0S5,
@ : S — H est une application compacte et {o(z),z) < ||z||> pour tout x € 3S, alors il existe

x €S tel que p(v) = .
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CHAPITRE 2

Processus de la rafle perturbé
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude du processus de la rafle du premier ordre perturbé dans
un espace de Hilbert séparable. La perturbation se présente par la somme d’une application
univoque satisfaisant une condition de lipschitziété et d’'une multiapplication semicontinue
supérieurement.

Soit H un espace de Hilbert réel et I = [Ty, T] (T > Tp). On s’intéresse ici a I’étude du

processus de la rafle perturbé

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.psurl,
u(Ty) = xo € C(Tp),

(Prs)

ou C : I = H est une multiapplication a valeurs non vides fermées r-prox-réguliéres,
N(C(t),-) désigne le cone normal de C(t), F' : I x H = H est une multiapplication a
valeurs non vides convexes compactes vérifiant une condition de croissance linéaire par rap-
port & un sous ensemble compact invariant, et f : I x H — H est une application mesurable
sur I et lipschitzienne sur H vérifiant aussi une condition de croissance linéaire.

Il est bien connu que le processus de la rafle non perturbé dans un espace de Hilbert H

—u(t) € N(C(t),u(t)) p.p.sur[0,T],
u(Ty) = zo € C(0),

a été introduit dans les années 70 par Moreau et largement étudié par lui-méme lorsque
les ensembles C'(t) sont supposés étre convexes (voir [49, [50]). Un nombre considérable de
travaux ont fait I’objet de plusieurs contributions qui se trouvent actuellement dans la litté-
rature, en affaiblissant les hypothéses afin d’obtenir des résultats plus généraux concernant
I'existence de solutions pour ces processus de la rafle (voir par exemple |28, 9l 55] et [12]).
Concernant le probléme perturbé, il a été aussi largement étudié par plusieurs auteurs,
voir par exemple [13] 23] [55] B3] et [34].
Dans [34], Edmond et Thibault établissent, pour une multiapplication C' prenant des valeurs

r-prox-réguliéres et une variation absolument continue, ’existence et I'unicité de solution du

27



2.2. Préliminaires

processus de la rafle perturbé

—a(t) € N(C(t), u(t)) + f(t,u(t)) p.p.sur[0,T],
uw(Ty) = x¢ € C(0),
ou f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur chaque ensemble borné de H

et satisfait la condition de croissance naturelle
£ @) <B@#)(1 + [[z]]) V(t,z) € [0,T] x H.

Les mémes auteurs ont montré dans [33] que le probléme

—du(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) A —p.p.sur [Ty, 1],
u(Ty) = xo € C(0),

est bien posé, avec la multiapplication C' prenant des valeurs r-prox réguliéres et telle que
|dC(t)(y) - dC(s)(y)| < M(]Svt])v \V/y € H, VS,t S [TOaTL s <1,
ol  est une mesure positive vérifiant

N3

sup p({s}) <
SG[To,T}

Notre objectif ici est de combiner les deux derniers résultats et établir un théoréeme

concernant I'existence de solutions pour le probléme (Pg ).

2.2 Préliminaires

Dans tout ce chapitre I := [Ty, T] (Ty < T') est un intervalle de R et H est un espace de
Hilbert réel muni d’un produit scalaire noté par (-,-) et de la norme qui lui est associée et

qu’on note par || - ||.

2.2.1 Coéne normal

Soit S un sous ensemble fermé non vide de H et x € H. La distance de = & S, notée par

ds(x) ou d(z,S), est définie par

ds(x) :=inf{||z —u| : uw € S}.
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On définit 'ensemble (possiblement vide) des points de S dont la distance a S est minimale
par

projg(x) := {u € 5 ds(z) = [z — ull},

quand projg(x) contient un et un seul point g, on ne va pas faire la distinction entre ug et
projg(z), c’est a dire, on va écrire ug = projg(x).

Siu € projg(x) et a > 0, alors le vecteur a(z — u) est appelé le normal proximal a S en
u. L’ensemble de tous les vecteurs normaux proximaux est un cone appelé le cone normal

proximal & S au point u. Il est noté par NT (S, u), i.e.,

NP(S,u) = {C€H: 3a>0etIzc Htq (=alr—u)etuc projg(z)}.

1
= {(eH: Ja>0tq. ((,z—u) < 2—Hx—u|]2, pour tout z € S}.
a

Pour u € S, on définit N?(S,u) en posant N¥(S u) := (. D'un autre coté, il est évident
que NP(S,u) = {0} si u € int(S), ot int(S) est I'intérieur de S.

On définit également le cone normal limite et le cone normal de Clarke respectivement
par

N™(S,u) == {C € H: (,—C, Cu € NP(S,u), un > u}

et

NY(S,u) := NS, u).

. s onifi
Ici, u,, — u signifie que u,, — u avec u, € S pour tout n.

2.2.2 Ensemble r-prox-régulier

Pour un nombre fixé r > 0, 'ensemble S est dit r-prox-régulier (ou uniformément prox-
régulier de constante r) (voir [53]) si, pour tout u € S et tout ¢ € NL(S, u) tel que ||C|| < 1,
on a u = projg(u + r¢). Par équivalence, S est r-prox-régulier si et seulement si tout normal
proximal non nul ¢ € NP(S,u) & S en tout point u € S peut étre réalisé par une r-boule,

c’est a dire, SN By (u + HTTHC ,7) =0, ce qui est équivalent dans le contexte hilbertien a

¢,y —u) < %H?/ —ul? Vy €S (2.2.1)
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Une autre caractérisation est la propriété d’hypomonotonie suivante : pour tout u; € S(i =
1,2), I'inégalité
1 2
(G = Coyur — ug) > —;Hul — us|

est obtenue quand ¢; € N*(S,u;) N By(0,7).

2.2.3 Sous-différentiels

Soit f : H — R une fonction lipschitzienne de rapport k& au voisinage de x € H. On

définit (voir [27]) la dérivée directionnelle de f au point x € H dans la direction u € H par

() = liI;ﬂj;lpf(y + tv;) —fy)
t]0

Le sous-différentiel de Clarke de f en x est alors défini par
0° f(x) = {C € H : (Cu) < f°(w;u) Yu € HY.

Il est bien connu que, pour tout z € H, 9 f(x) est un sous ensemble non vide convexe et
faiblement compact dans H et ||¢|| < k pour tout ¢ € 9° f(x).

Nous rappelons également la définition du sous-différentiel proximal OF f(z) de f au point
x € H (voir [26] et [25]). On dit que ¢ € H appartient & 9° f(z) s’il existe des nombres réels

a, M > 0 tels que

fly) = fx)+ My —z||> > ({,y — x) Vy € B(z,a).

Bien entendu, linclusion 97 f(x) C 9 f(z) est vérifiée pour tout = € H.
Il existe des liens entre les cones et les sous-différentiels définis ci-dessus. Pour tout sous

ensemble non vide fermé S de H et € 9, les relations suivantes sont vérifiées

O"ds(r) = NI (z) N By (2.2.2)
et

0%dg(x) c N§(x) N By. (2.2.3)

Désormais, le nombre réel r > 0 est fixé. Dans tout le chapitre une multiapplication C|(+)

de I dans H va étre introduite. Elle vérifie les hypothéses suivantes.
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(A;) Pour tout t € I, C(t) est un sous ensemble non vide fermé r-prox-régulier de H ;
(Az) C(t) est a variation absolument continue, c’est a dire, il existe une fonction absolument

continue v(-) : I — R telle que, pour tout y € H et s,t € I,

|d(y, C(t)) — d(y, C(s))] < |v(t) —v(s)].

La proposition suivante donne quelques propriétés des sous-différentiels proximal et au
sens de Clarke de la fonction distance d(-,S) quand I'ensemble S est r-prox-régulier (voir

[53])-

Proposition 2.1. Soit S un sous ensemble non vide et fermé de H et soit r > 0. Si le sous
ensemble S est r-proz-régulier, alors on a

i) pour tout uw € S, tous les cones normaux définis ci-dessus coincident. Dans ce cas, ils
seront désignés par Ng(u) ou N(S,u);

ii) pour tout x € H avec ds(x) < r, projg(z) eziste et est un singleton ;

ii) les sous-différentiels proximal et au sens de Clarke de d(-,S) coincident en tout point

x € H avec dg(z) <.

Remarque 2.1. Si S est un ensemble r-proz-régulier, par (2.2.2)) et (2.2.3)), et I’égalité entre

le cone normal de Clarke et le cone normal prozimal, on a
anS(l‘) = (9Cd5(x),
pour tout v € S.

La proposition suivante est fondamentale pour démontrer les résultats principaux de ce

chapitre. Elle exprime une propriété de semicontinuité supérieure scalaire (voir [33]).

Proposition 2.2. Soit C(-) une multiapplication vérifiant (A1) et (Ay). Soit (t,) une suite
dans [Ty, T| convergeant vers t € [Ty, T et soit (x,) une suite qui converge vers x € C(t)

avec x,, € C(t,) pour tout n. Alors, pour tout z € H,

limsup 6* (0" de ) (2n), 2) < 8 (Pdog(2), 2).

n—oo
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Pour la preuve on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit S C H un sous ensemble non vide fermé et r-prox-régulier. Soit x € S et

¢ € OPdg(z). Alors, pour tout z € H tel que dg(z) <r, on a
2 2
(€2 =) < —lle — 2" + ds(2).

Preuve.
Fixons z € H tel que dg(z) < r. Puisque S est r-prox-régulier, soit y, 'unique point de
S tel que
ds(z) = ||z = y:|-
Alors

2 =yl <z = el + Mz — 2] < 2]z — x| (2.2.4)

D’un autre coté,

<§7Z - l‘> = <§’yz - JI> + <§,Z - yz> < <§uyz - .’L‘> + ||§Hd5(2)

Puisque £ € 9Pdg(x), et donc ||¢]| < 1, il découle de (2.2.2)), (2.2.1)) et (2.2.4) que

1 2
(€2 = 2) < ool — allP + ds(2) < Il — 3l + ds(2).

Preuve de la Proposition
Soit z € H. Par 'extraction d’une sous suite, on peut supposer, sans perdre de généralités,

que 6*(8%dc (i, (x,), z) converge et donc

limsup 6* (0 e, (2n), 2) = lim 6" (0" dog,) (2a), 2).-

Puisque C(t,,) est r-prox-régulier, par la Remarque on a 0dog,) () = 0%, (T,) et
alors 0”dc (4, () est faiblement compact. Donc, pour tout n, il existe &, € ¥dc,)(zn) tel
que

0 (anC’(tn) (xn)a Z) = <§na Z>

Puisque ||€,|] < 1 pour tout n, on peut supposer, sans perdre de généralités, que (,) converge

faiblement vers un certain élément £ € H. On va montrer que & € 9%de (z).
32



2.2. Préliminaires

Fixons y € H. Puisque x,, € C(t,), pour s assez petit, dcw,)(xn + sy) < s||y|| < r pour

tout n. Alors, pour s > 0 assez petit, on a par le Lemme [2.1

2
(&n, sy) < ;82||y||2 + de,) (Tn + sy), Vn.

Quand n tends vers I'infini, puisque de,,)(zn + sy) — dow (2 + sy) par (As), on obtient

2
(&, sy) < ;IIyH2 + dogy(z + sy).

Comme résultat, puisque degy(x) = 0,

el .
(&) < lim inf > (dC(t)(iv + sy) — de (93)> < d'cw(w,y).
Comme y est arbitraire, il s’ensuit que £ € 0%de)(z) = 07 de)(x). Par conséquent,

lim 6*(8"det,)(xn), 2) = lim (&, 2) = (£, 2) < 0°(07dog (2), 2).

n—oo n—oo
Nous aurons aussi besoin du résultat suivant qui est une conséquence directe du lemme

de Gronwall (voir [34] et [35]).

Lemme 2.2. Soit [ = [Ty, T| et soit (z,(-)) une suite d’applications absolument continues

de I dans H. Supposons que pour tout n,

d
S za @) < Ba®llzn (@) + an(t), p.p. surl,
ot a,(+), Bu(+) sont des fonctions intégrables réelles positives. Supposons également que la
T
suite (Bn(+)) est bornée dans L*(I,R), lim [ a,(t)dt =0, et lim x,(Tp) = 0. Alors,

Jim [Jza()lle = 0.

Preuve.

Par le lemme de Gronwall, pour tout ¢ € I,

ol < [ (ants)exp ([ ontrrar) ) s+ T e u)ir).

Il résulte que, pour tout ¢ € [Ty, T,
T T T
el <exp ([ anioar) [ auds + lanmlPes ([ ).
To To To

La conclusion est évidente. O
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2.3. Processus de la rafle avec somme d’une perturbation multivoque scalairement
semicontinue supérieurement et une perturbation univoque lipschitzienne
2.0 Processus de la ralle avec somme d’'une perturba-

tion multivoque scalairement semicontinue supérieu-
rement et une perturbation univoque lipschitzienne

Cette section est consacrée a 1’étude d’'un processus de la rafle avec somme de deux
perturbations I'une multivoque globalement scalairement semicontinue supérieurement, et

I’autre une perturbation univoque localement lipschitzienne.

Théoréme 2.1. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit C(-) vérifiant (Ay) et (Asg).

Soit F': I x H = H une multiapplication a valeurs non vides convexes compactes telle que
(i) F(-,-) est globalement scalairement semicontinue supérieurement sur I x H ;

(i) pour un sous ensemble compact K C By et une fonction positive 3(-) € LY(I,R), pour

toutt € I et x € |J C(s), on a linclusion
sel

F(t,x) < B+ [z K-

Soit f: I x H— H une application mesurable sur I telle que

(a1) pour tout n > 0 il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R) telle que pour tout t € I

et pour tout (z,y) € By(0,7) x By (0,7),
[f(t,x) = FE )l < ky(®)]lz —yll;

(ag) il existe une fonction positive a(-) € LY(I,R) telle que pour tout t € I et pour tout

ze U Cs), [IfE o) < a®)(d+ [lz]).

sel

Alors, pour chaque xo € C(Tp), le processus de la rafle perturbé suivant

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.p. surl,
uw(Ty) = xo,

(Prs)

admet au moins une solution absolument continue u(-), et si

/TO (B(s) +1)ds < % et / a(s)ds < %
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alors il existe une application intégrable z(-) : I — H telle que, pour presque tout t € I,
z(t) € F(t,u(t)), u(t) + 2(t) + f(t,u(t)) € =N(C(¢), u(?)),

(1) € 1B(t) + Vea(K U {0)),
lat) + =(t) + f(t, @) < (+ D (10(0)] + () + 1+ a(0),

et

1t (@) < lal?),

3 T
=9 <Hx0|| +—+/ ]1’)(5)|ds) .
2 T

On suppose, sans perdre de généralités, que K est convexe et contient 0 quitte a le

ol

Preuve.

remplacer par ¢o(K U {0}) qui est compact.

Notons que par (Ap), pour t <t et y € H,
t/
iy, C(0) — d(y. (1) < [ lo(s)lds. (23.1)
t

t
Ainsi, en remplagant, si nécessaire v(-) par ¢ — [ |0(s)|ds, on peut supposer que v(-) > 0.

To
Dans un premier lieu on suppose que
r 1 r 1
/ (B(s) +1)ds < = et / a(s)ds < -. (2.3.2)
Ty 8 Ty 8

Nous allons construire une suite d’applications (u,(-)) dans C(I, H) admettant une sous

suite uniformément convergente vers une solution de (Pp, ).

3 T
[:=2 (||x0|| + = +/ b(s)ds) :
2 Ty

Pour chaque n € N, on considére la partition de I donnée par

Mettons

(T —Tp)

ti=To+———

i € {0,...,2"}.
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Posons
T 1T,
on 7

ti tiv tia
e e / o(s)ds, B = / (B(s) + 1)ds, al" = / a(s)ds, (2.3.3)
t t t

n n

Hn =

et

p— n n n
€n *= 0;%%2571{5@' + o + €'}

Notons que la suite (e,) converge vers 0 puisque [t7,, — tI'| = p, — 0 quand n — oo et les

fonctions v, 3 et a sont intégrables. Fixons ng € N tel que, pour tout n > ny,

r

0 < .
‘ST

n
7

Pour chaque i € {0,...,2" — 1}, on fixe un certain s} €]t7, 7, ] tel que

B(s?) < inf  fF(s) + 1, (2.3.4)

o seltty ]

et on définit k,(-) : I — I par

Kn(t) 1= s Yt etr ] (0<i<2m—1),
(t) Jeits 8l ( ) (2.35)
kn(Th) = kn(t]) = sT.

Afin de construire la suite d’applications (u,/(+)), nous allons commencer par la construction,
pour chaque n > ng, de deux suites finies {u : i = 0,...,2"} et {2 : i =0,...,2" — 1}

telles que uf = z et, pour chaque 7,
2z € Fkn(ti), uf), (2.3.6)

t'H—l
dm%«W—Mﬁ—/ f@@M%SU+M#+W+WhﬂHﬂ%<n(%ﬂ
t

n
7

n
ti+1

z&fqmm%xw—mﬁ—/ F(s,u)ds). (23.8)

&

et

1+ Jlu?]| < 1. (2.3.9)

Etape 1. Construction des suites finies.
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Nous procédons par récurrence. On pose uf = xy et on choisit 2z € F(k,(t}),uy). Par

I'hypothese (i7) et la définition de [ on a

2011 < Blrn (7)) (X + [lzoll) < 18(ka(t7)),

et alors
pllfll <1 [ St <1 [ 3t6) + 1) =15
Aussi 0 0
£ ()l < ()1 + o) < ).
donc,

<lag.

2%

‘ / f(s,ug)ds
tg

11 résulte de (2.3.1)), (2.3.3) et le fait que zo € C(Tp) que

"
= it — / Fls,u)ds — || + (u(t) — v(e))
t

n
0

)
dey) (US—MnZ(’f—/ f(S,ug)dS) <
ty

tn

1
< unuzgrw\ Fls,un)ds|| + e

tg

< (I+1)(ag + 65+ €)

< I+ De, <.
Puisque C(t}) est r-prox-régulier, on pose
i
= proje (15— nzg — [ Fls.uds).
tg

qui est bien définie d’aprés la Proposition 2.1} Ainsi, toutes les conditions de récurrence sont
satisfaites a ’étape 1 = 0.

Maintenant, supposons que, pour 7 € {1,...,2" — 1}, {u} : j = 0,...,i} et {2} : j =

0,...,7 — 1} sont bien définies avec les propriétés (2.3.6) et (2.3.8). Nous allons définir 2]

et ul,, comme suit : on choisit 2" € F'(k,(t]",),u}). D’apres (2.3.8)), (2.3.1)) et (2.3.3), pour

tout ¢ € {0,...,i— 1},

n
tQ+1

Uy — Uy + pn2y + / f(s,ug)ds

tq

tgt
= deun,)) (UZ — P2y —/t f(&uZ)ds) — dem) (ug)

n
q

)

n n tg-‘—l n
< gl | [ st agas
tn
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et alors

tor
uly || < ||u2”+62+2“””zg“+2”/t f(s,uy)ds||.
q

> . (2.3.10)

On déduit que

1 tpt1
Il < gl + 3 (& + 2mlagl+2) [ s agpas
P

p=0

D’autre part, par (2.3.6)), on a pour tout p € {0,...,q},

551 < Bl )1+ D < 5 o) (1 g ) 2.3.11)
et
1)) < a0+ Tl < o) (14 o 7] (2312)

11 s’ensuit de (2.3.10)), (2.3.11)) et (2.3.12) que pour tout ¢q € {0,...,7i — 1},

q q q t;LJrl
gl < lgll + 3" € +2 (1 + max uuyu) (Z o (e (63,20) + 3 [ a(s)ds> .

p=0 p=0 P
Puisque
q g L2 g+
> t3) = 3= [ 5 (i as < [ 60+ s
p=0 p=0 7% To
on obtient
T T T
sl < ||ug||+/ @(s)ds+2<1+max,||u;||> (/ (ﬁ(s)—l—l)ds—i—/ a(s)ds).
To 0sj<i To To

Ceci étant vrai pour tout ¢ € {0,...,7 — 1}, il en résulte, grace a (2.3.2)), que

T
1
<l ; - n
max [Juf]| < ||ug| +/ v(s)ds + 5 (1 +gr§1]a§Hu] H) )

0<j<i T

Par conséquent,

1 T
max ||uj| <2 (onH + = +/ @(s)ds) =1-2, (2.3.13)

0<j<i 2 Jn,

la seconde égalité est due grace a la définition de [. On obtient de (2.3.3), (2.3.4) et (2.3.13)

tn

141

all 221 < 1B (o (t22)) (1 + [fa]]) < 1 / (B(s) + 1)ds < 18,

o

et, par (2.3.3), (2.3.13) et (a2)

[
‘ [ stas
7

o
< (1+y|uy||)/ a(s)ds < la”.
i
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Donc, comme

)

t;ﬂ_‘_l
/ f(s,ul)ds
i

n
k3

o,
dm&«W—Mﬁ—/ f@wmﬁs¢+%wwﬂ
t
on obtient
i
dogr, ) | i — ezl — / fls,ul)ds | < (I+1)(ef + 67 +af) < (I+1)e, <r. (2.3.14)
&
Puisque C(7,,) est r-prox-régulier, on obtient

£
Uit1 = PrOjeqr, ) (“? — Hn?i — / f (s,U?)d8> ,
tr

qui est bien définie, donc toutes les conditions de la récurrence sont satisfaites a I’étape 7. La

construction des suites finies {u} : i =0,...,2"} et {2]',1 =0,...,2" —1} est alors compléte.

Notons que par (2.3.8) et (2.3.14)), pour tout 7 € {0,...,2" — 1},

n
ti1

Uity = Ui+ 2+ f(s,ui)ds
23

<+ 1) (e + 68+ al) (2.3.15)

et, de (2.3.6]), (2.3.13)), et le fait que K est convexe avec 0 € K,

2 e 1Bk (17 ) K. (2.3.16)

En effet, par (2.3.6]), on a
7 € B (katin)) (L4 [|uf]]) K.

Comme (1+ [|uf]]) <, alors

mz? € IB(kn(ti)) K,

et 0 € K, on obtient

(1 + ||U?||) l " - M o
I (e ) R Gt Sy LIS

c’est a dire, 2* € IB(kn(t} 1)) K, donc ||2|| < 1B(kn(t},,)) puisque, par I'hypothése (i),

K C By.
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Etape 2. Définition de la suite (u,(-)).
Nous définissons deux applications u,(-), z,(-) : I — H comme suit.

On pose z,(Tp) 1= 23 et u,(Th) := xo. Pour ¢ €]t?, 7, ;] (0 <7 < 2" —1), on pose

zp(t) =20
et
) = w42 <m—u tp+ [ s >ds) (t—t2)27 - / F(s,u)ds,
(2.3.17)
avec

t

a(t) :==v(t) +/ (B(s)+1)ds +/ a(s)ds.

To To

Observons que u,(-) est absolument continue sur chaque intervalle |t7, ¢ ] et donc elle est

absolument continue sur tout I'intervalle I. De plus, ([2.3.17)) donne, pour tout i € {0, ...,2"—

1},
Up, = — U1 — U, n<; S, U )as | =2y — Ui )y PP SUL [l biyq ]
g\ T o -
(2.3.18)

D’un autre coté, en utilisant (2.3.4), (2.3.5)), (2.3.15)) et (2.3.16)), et le fait que pour presque

tout t € I, a(t) = 0(t)+B(t)+1+«(t) avec 0(t) > 0, on obtient pour presque tout ¢ €]ty, t7, ],

()] % (u — o+ il / " K, u?)ds> — 2 = f(t )
< (14 Dalt) + 1B (maltly) + la(t)
< (T4 1)a@) +1(B@E) + 1+ )
< ({4 Da(t)+la(t)
— (20 + Da(t),
et donc,

()] < (20 + Da(t), pp. te . (2.3.19)

De plus, par (2.3.15)), (2.3.18]) et la définition de z,(-), pour tout ¢ € {0,...,2" — 1} et pour

presque tout ¢ €]t 7, ]

[ n (£) 4 2n(t ul)|| < (1+ 1a (2.3.20)
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Maintenant, soient 6,,(+), p,(+) : I — I deux fonctions définies par

0,(Ty) =17, pu(Ty) := To;
(To) =8, pnlTo) :=To (2.3.21)
Ou(t) i= s, palt) == 17 51 €D, 11,0 < 0 <27 — 1)

De (2.3.20)), on a

et par (2.3.3) et (2.3.17), on a pour tout ¢ € {0,...,2" — 1} et pour presque tout ¢ €]t}', ]

(1) + 2 (1) + f(t, un(pn(t))> H < (I + 1)a(t) p.p. sur I, (2.3.22)

Un(pn(t)) = ui' et un(0n(t)) = (y

Par (2.3.6)), (2.3.8)), la définition de wu,,(-) et de z,(+), et les propriétés du cone normal proximal,

on peut écrire, pour presque tout t € I,

2(t) € F(/@-n (Qn(t)),un(pn(t))>, (2.3.23)

et
i (t) + 2a(t) + f<t, un(pn(t))) c —N(C(&n(t)),un(en(t))). (2.3.24)

En effet, de (2.3.8)) et (2.3.18]), en posant

On(t)

Tr = un(pn(t)) - :unzn(t) - / f(s,un(pn(t))>ds

Pn(t)

on obtient
1 (00 (1)) = Projeg, ) (©):
et
iin(8) + 20 (0) + f (1 un(pa(1))) = 7(0) (wn(Ba(0)) — ).
ou r(-): I — R, est définie par

at)
B oy

r(t) =

Vit et 17 (0 < i <27 —1).

D’ot, 'inclusion ([2.3.24]).

Notons également que, grace a (2.3.4), (2.3.5)), (2.3.16]), et le fait que K est convexe et

0¢ K,

z,(t) € U(B(t)+ 1)K, Vtel, (2.3.25)
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et donc

llzn ()] < U(B()+1), Vel (2.3.26)
De plus, par (az) et (2.3.13]) on a
Hf(t,un(pn(t))) H <la(t) < la(t), Vtel, (2.3.27)
et donc, par , pour presque tout ¢t € I.
|t (t) + 2, ()] < (20 + 1)a(t). (2.3.28)

Etape 3. Convergence de de la suite (u,(-)).
Dans la suite, nous allons prouver que (u,(-)) admet une sous suite qui converge unifor-
mément dans C(I, H) vers une application u(-). On définit Z,(-) : I — H par
t
Zn(t) := / zn(8)ds,
To
et on considére t — u,(t) + Z,(t). Tout d’abord, nous allons prouver que (Z,(+)) admet une
sous suite uniformément convergente dans C(I, H) et aprés, en remplagant (Z,(-)) par cette
sous suite, on montrera que u,(-) + Z,(-) est une suite de Cauchy dans (C(I, H), || - |lc).
En vertu de Théoréme et le fait que K est un ensemble convexe fermé, pour

tout t € 1

Z,(t) €l ( / t(ﬁ(s) + 1)ds) K, (2.3.29)

To

et donc, comme 0 € K, pour tout ¢t € I, 'ensemble {Z,(t) : n > ny} est contenue dans

T
I’ensemble fortement compact [ ( / (ﬁ (s) + 1)ds) K, puisque

To

[+ vas < [ @)+ as

To To

En effet, de (2.3.29) pour tout ¢ € [ il existe x; € K tel que

Z0(#) :l(/t(ﬁ(s)+1)ds) :vt:l/T(ﬁ(s)—l—l)dsszﬁ(ﬁ(S)+1)d8$t,

T T J7, (B(s) +1)ds
(z, =0 € K) et puisque % €[0,1] et 0 € K, de la convexité de K on obtient
TO S S
¢
s) +1)ds
fTTO(ﬁ( )+1) v C K,
J7, (B(s) +1)ds
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Zu(t) €1 (/Tjw(s) + 1)ds) K

Ceci, avec ([2.3.26)), implique, via le théoréme d’Arzela-Ascoli, que (Z,(+)) admet une sous

d’ot

suite (pour laquelle on garde la méme notation) qui converge uniformément vers une appli-
cation Z(-) € C(I, H).
Maintenant, on considére la suite (w,(+)) définie par

Wy (t) := up(t) + Zu(1),

ou (Z,(-)) est la sous suite qui converge uniformément vers Z(-) dans C(I, H). Fixons m,n €

N tels que m > n > ngy. Notons que, par (2.3.17)), on a, pour tout ¢t € I et pour tout n > ny,

Uun (0, (1)) € C(0,(1)). (2.3.30)

Ainsi, par (2.3.1)), (2.3.19)), et (2.3.3)), pour tout t € I,

deo,0)(Uun(t) = [|de,w)(n(t) = de@uw) (wn(0m(1)))|
< e @) () = dego, @) (m(0)] + |de@m ) (Wnt) = de@n ) (wn(0m(t)))|
< Iv(9:((;)) = 0(Om ()| + [[um (O () — wm (1)

/9 s

Pour tout ¢ € I, il existe ¢« € {1,---,2"} et j € {1,---,2™} tels que ¢t €]t} ¢}, ] et

+ im0 () = um (@)]]-

t ]t;n7t§n+1] i )

[t =t | < et [t =7 ] <

i
/ 0(s)ds
tm

J

donc [t7,, — 7| < fin + fim. Par conséquent,

On(t) b P
/ v(s)ds / 0(s)ds| < / 0(s)ds| +
O () ¢m n

Jj+1

D’autre part, on a par (2.3.19))

<€, +€enm.

Om (t) Om (t)
a8 (£)) — e (8)]| < / i (s)llds < (20 + 1) / (6(5) + B(s) + 1 + a(s))ds.

Alors

de, ) (Um(t)) < en +€m + 2L+ e < 6 + (20 + 2)6p
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Donc, pour m,n assez grands dc(, ) (um(t)) < r, pour tout t € I puisque la suite (e,)
converge vers 0.
Posons
6(t) == (I+1)a(t) = 1+ 1)(0(t) + B(t) + 1 + a(t)) (2.3.31)
et

Y(t) = 2L+ Da(t) = (20 + 1) (0(¢) + B(t) + 1 + (t)). (2.3.32)

De ([2.3.22), [2:3.24) et (2.2.2), on a

Un(t) + zn(t) + f(t,un(pn(t))) € =5(t)0"dco, 1)) (un(6n(1))), p.p. sur I. (2.3.33)

En appliquant le Lemme [2.T] il s’ensuit que, pour presque tout ¢ € I et pour n,m assez

grands

et par (2.3.19),

(1) + 20(0) (100 (0a(0) ) 0 (0(1)) = (1)) <

8 (Jun(®) — O]+ 21+ D) + O+ D+ ) (2330

Maintenant, on pose g, := max{e,, ||Z,(-) — Z(-)||c}. Par (2.3.3) et (2.3.26]), pour presque

tout t €

HZn(Qn(t)) - Zm(t)H < ||Zn(QN(t>> - Zn(t)H + HZn(t) - Z<t>|| + HZ(t) - Zm(t)”

< e+ 0n + 0m < (L+1)(0n + 0m)- (2.3.35)

En utilisant (2.3.20), (2-3.31), (2.3.34) and (2.3.35), on peut écrire
(tin(8) + f (100 (pa (1)) ) wa (0a(1)) = (1))
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Notons que, par (2.3.28)) et (2.3.3)), pour presque tout ¢ € I,

1w (00 () — wa ()] < (21 + e, < (21 + 1) 0.

Ces deux derniéres inégalités, ainsi que (2.3.20)), (2.3.31)) et (2.3.32]), donnent

(tn(®) + £ ( ualpal®)) ) wn(t) = win(®))

= (0 £ (800 ) wa(t) = w8 (0))) + (ia(t) + £ (£ 0apa(1))) 0 Bn(1)) = (1))

24(1)

< ()20 + 1), +35() (L + 1)(0n + 0m) +

25(t)

< 40(8)(20 + 1)(en + om) + (lwn(t) = wn(®)]] + (2L +2)(00 + 0m)) "

De la méme maniére, nous avons, en interchangeant m et n,

(o) + £ (810 (0 (8)) ) w0 (8) = (1)) <

4521+ 1) (20 + 20 + 20 (s (8) — (0] + (21 + 2) (s + 00)"

Due a (2.3.28)), la suite (w,(-)) est uniformément bornée dans C(I, H) (||w,(*)|lc < |lzoll +
fTTO v(s)ds), et puisque la suite (g,) converge vers 0, elle est bornée dans R alors il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout n > ng on a o, < c¢. Donc, en ajoutant les deux derniéres

inégalités, on trouve

(tn(®) + £ ( uapa(®))) = 0 (8) = £ (o (8)) ) wa8) = wi(8))

< 82 + 20+ 0u) + D (fua(t) — wi )] + 20+ 200+ 00))’
< (82 +2) + 2O 21 4 2) () — w0l + 2+ 222 (0, + 0, 0+ )

b 20 1) — w2

< (85(t)(2l +2) + @@)(21 +2) <||:co|! + /T *y(s)ds) + (20 + 2)280(;@) (on + 0m)
b 20 1) — )
166(t) r 46(t)

= 20 (4 2l 42

; [ (s)ds 426+ 1)) (00 + 0m) + = Zlhun®) = wn O]

On en déduit que, pour le nombre positif

T

A= %(z + 1)(7“ + 2||zo| + 2/ Y(s)ds + 2¢(l + 1)),

Tt
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2.3. Processus de la rafle avec somme d’une perturbation multivoque scalairement
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on a

(iion(t) + (1 tun(pn(®) ) = tim(t) = f (£t (o () ) (8) = wn()) <
250)(0n + o)+ 2 (1) — w0
qui implique que

50)(2n + o) + D, 1) — wn(B)*+

(£ (tunoa®)) = £ (80 (pn(®)) ) w0 (8) = (1)),

N[

(1 (t) =t (8), wa(t) = (1)) <

Par (2.3.19) on a ||u,(¢)|| < [Jzo||+(21+1) fTTO a(t)dt pour tout n > ng. Donc, pour un certain

n > ||lxo| + (20 + 1) f;; a(t)dt, pour tout t € I et pour tout n > nyg,
un(t) € By (0,n). (2.3.36)

Donc, par hypothése, il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R) telle que f(¢,-) est

k., (t)-lipschitzienne sur By (0,7). D’ou

(tn(t) =t (t), wnlt) = wi(8))

< 2o00en+ e + () — w1+ (£ (1m0 — £ (802006 ) w®) — 30 (1))
< 20000n+ 0) + 2 () — (O 4 ()t 6)) — () (8) — w0
< (k0 + D) 1) — I + 55000+ 00)

+ k() (||un(t) = tn(pn ()] + l[tm () = wm (pm ()| + (00 + @m)) [[wn () = wm(£)]]-
Par (2.3.19), pour chaque n > ng et pour tout ¢, on a

lun(t) — wn(pu(®)]] < / s

Comme ci-dessus, pour le nombre positif B = 4 <H9‘70H + fTY; ’Y(s)ds) dépendent de [ mais

indépendant de n,m et t,

<wn(t) — i (), wa(t) — wm(t)> < (k:n(t> + @) [wn(t) = wam(t)||*+
(Grer+ 550) ([ st [ stoyis+ (o)
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ou, de maniére équivalente,

i (1a®) = wn01?) <2 () + 22 (o) = w1+

(B 1)+ 4500) / :@) s+ ;(t) (o) + o+ 0))

Posons
t t

H, 1 (t) = (Bk,(t) + Ad(t)) (/pn(t) v(s)ds + /pm(t)v(s)ds>
et

Grm(t) == Hpy () + (Bky(t) + AS(t)) (0n + pim)-

Puisque v(-) € LY(I,R), p,(t) — t pour tout ¢t € I, et 9, — 0, on obtient

lim H, () =0pp.tel,

n,m— 00
et

lim G,,,(t)=0p.p.tel.

Comme, de plus, k,(-) € L*(I,R) et
T
|Hpn ()| < 2(Bk,(t) + Ad(t)) / v(s)ds,

To

pour tout ¢t € I, il résulte du théoréme de convergence dominée de Lebesgue que

T T T T
lim Gnm(s)ds = lim Hn7m(s)ds+(B/ kn(s)ds—i—A/ (5(3)ds) lim (o,+0m) = 0.

n,m—oo Jp n,m—oo [ To To n,1M—00

Ceci, avec le fait que ||w,(Ty) — wm(Th)|| = 0, implique, via le Lemme

lim {jw,(-) = wn(-)]le = 0.

Donc, (w,(+)) est une suite de Cauchy dans (C(I, H), || - ||c). Alors, il existe une application
w(-) telle que la suite (u,(-)) converge uniformément dans (C(I, H),| - |lc) vers u(:) =

w(-) — Z(-). Par ailleurs, grace a (2.3.19), pour tout n € N on a

|t ()| < ~v(t) pour tout t € I,

pour tout t e I,
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n (1)
B (1)
théoréme d’Alaoglu, Br~ est faiblement* compacte, donc, on peut extraire de (h,(-)) une

En posant, pour tout n € N et tout t € I, h,(t) = ,on a (h,()) C Bre. Mais par le
sous suite, qu’on lui garde la méme notation, qui converge faiblement* dans L>°(I, H) vers
une certaine application h(-) € Bye.
D’o1, pour tout y(-) € LY(I, H), on obtient
T T
[ ths)atsnds = [ b uois.
T T
Pour tout y(-) € L>(I, H), comme () € L'(I,R) Papplication v(-)y(-) € L'(I, H), donc
T T
[ s v@uends = [ is) 2 uts)ds.
To TO
D’ou

/ (in(),y(s))ds — | (3()h(s),y(s))ds.

To To

En posant g(-) = ~v(-)h(-), la suite (1,(-)) converge faiblement dans L!(I, H) vers g(-) €

LY(I, H). De plus, pour tout ¢t € I

L9l = ORI < ().

Puisque H est séparable, considérons (e;) une famille d’éléments de H, partout dense dans
H. Pour tout j et tout ¢t € I on a Iy ge; € L>°(/, H). Alors
T T
/ (tn (), Wiry g (s)es)ds — [ (g(s), Wiy (s)e;)ds.
T() TO
D’ou

[ tnorends = [ to(s).eds

To TO

Et par les propriétés de l'intégrale de Bochner, on trouve
t t
</ Un(s)ds, ej> — </ g(s)ds, ej>.
To To

t ¢
/ Un(s)ds = [ g(s)ds dans H.

To To

Ainsi, pour tout t € I,
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Puisque, pour tout ¢ € I, (u,(t)) converge fortement dans H vers u(t), il suit que u(t) =
xo + f;o g(s)ds et donc u(-) est absolument continue avec u(t) = g(t) p.p. t € I. Par
conséquent,

Uy (-) — () dans L'(I, H). (2.3.37)

Etape 4. L'application u(-) est une solution de (P ).
Il nous reste & prouver que u(-) est une solution de (Pg ). Il est clair que

T —To
7

T —"1Tp
n

|0n(2) — 2] < |on(t) —t] <
et par , pour tout t € 1

[un (0 (8)) — w(t)]] < [lun(t) = u()]| + (20 + 1) (a(0a(t)) — a(t)),
et

[ (pn(£)) = )] < [lun(t) — u®)]l + (2L + 1) (a(pa(t)) — alt)).

Ainsi, pour tout t € I,

O,(t) — £, pu(t) — £, un(n(t)) — u(t) et un(pn(t)) — ult). (2.3.38)
La continuité de Papplication f(¢,-) implique que, pour tout ¢ € I,

£t unlpu()) = Ft.u(®)) et £t un(0u(1))) = F(t,u(t)). (2:3.39)

et alors, par (2.3.27)),

IIf(t,u(t))] <la(t) p.p. sur 1.

D’aprés ([2.3.30) et (2.3.1), on a

On(t)
dot (wn0a)) < [ ito)is.
t
Grace a (2.3.38)) et le fait que C'(t) est fermé, la derniére inégalité implique que
u(t) € C(t), Vtel. (2.3.40)

Notons que, par (2.3.26)), on peut supposer que (2,()) converge faiblement dans L!(7, H)

vers une certaine application z(-) € L!(I, H). Maintenant, nous procédons a prouver que

a(t) + 2(t) + f(t,u(t)) 64;N(C’(t),u(t)) p.p. sur I.
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Nous pouvons appliquer des techniques de Castaing ([22]). Par la convergence faible des deux
suites (1, (+)) et (2,(-)) dans L!(I, H), par le lemme de Mazur, il existe une suite ({,(-)) qui

converge fortement dans L'(I, H) vers u(-) + z(-) telle que pour tout n
Gu(v) € cofuy(-) + z1(+) - k> n}.

Par extraction d’une sous suite, on suppose que ((,(+)) converge presque partout vers (-) +

z(+). Alors, en utilisant (2.3.39)),
Gn(t) + f(t, un(On(t))) —u(t) + 2(t) + f(t,u(t)), p.p.surl.

Par conséquent, pour presque tout t € [

i(t) +2(0) + ft,u(®) € ({6t + F(tun(6a(1) }

n

c ﬂ@{uk(t) + 2 (t) +f<t,uk(«9k(t))> k> n}

Il en résulte que, pour presque tout ¢t € I, pour tout £ € H,

(&(t) + =(t) + f(tu(t)) < infsup (& in(t) + 2(0) + £ (£ wel0(2))) )

n k>n

Ainsi, par (2.3.33)), pour presque tout t € I, pour tout £ € H,

(€ ilt) + 2(2) + £t u(t))) < limsupo” (= 810 dero, ) (un(6n(1))):€)-

n—oo

Par (2.3.38)), (2.3.30) et (2.3.40)), et la Proposition

(&(t) + 2(0) + F(tu()) < 0" (= 260 de(u(t)),€) = " (= 810 deq (u(1)), €).

Donc
(& t) +2(0) + F(t.u(t)) ) = 6" (= ()0 do (), €) < 0.

Comme £ est arbitraire, on obtient

sup (<§,u(t) +2(t) + f(tult)) — 5*( . 6(t)8odc(t)(u(t)),§>) <0.

£eH
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Puisque le sous-différentiel de Clarke est toujours fermé et convexe, par le Corollaire pour

toutt €1, on a

(@t + =(t) + (2, u(?), —5<t>80dc<t><u<t>>)
~ s ( Ealt) + 2(t) + f(tu(t) ) = "~ 5<t>30dc<t><“<t>>>f>)

£€By

< sup (<§,u )+ [t u(t ))> - 5*< - 5(t)8cdc(t)(u(t)),§>)

¢eH
<

c’est a dire,
() + 2(8) + (2, u(t)), =000 dog (u(t)) ) = 0.

Cette égalité donne, pour presque tout t € I,
a(t) + 2(t) + f(t,u(t)) € =6(t)0%do (u(t),€) € =N(C(t), u(t)), (2.3.41)

la derniére inclusion venant de (2.2.3)).

Maintenant, nous allons prouver que z(t) € F(t,u(t)) pour presque tout ¢ € I.

Fixons t € I et observons d’abord que

T —"1Tp

| (0 (1)) — t] < on

et que

Kn(gn(t)) — 1.

Par le lemme de Mazur, on peut écrire pour presque tout t € I,

e (eo{z(t) : i = n}. (2.3.42)

Donc, par (2.3.23)), pour presque tout t € I, pour tout £ € H,

(& 2(1) < timsup &* (£ (i (6u(8)). u(pu (1)) €).

n
En raison de la semicontinuité supérieure de (t,z) — §*(F(t,z),§) (voir Proposition [1.6)),
nous avons, pour presque tout t € I, pour tout £ € H,

(€.2(1)) < 6" (F(t,u(t).€).
ol
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ou bien,

sup ((g, A1) — o <F(t,u(t)),§>) <0.

{ed

Puisque F'(t,u(t)) est fermé et convexe, par le Corollaire [1.1] on obtient
d(=(t), F(t,u(t))) <0,
et nous concluons que, pour presque tout t € I,
z(t) € F(t,u(t)).
Ceci, avec ([2.3.41)), implique que
—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.p. sur 1.
En outre,

u(To) = lim u,(Tp) = xo.

Donc, u(-) est une solution de (Pp f).

Notons que, par (2.3.41)), pour presque tout t € I,

li(t) + 2(6) + F(Eu(@)]] < @+ 1) (8(8) + B() + 1+ (1)),

En outre, a partir de (2.3.25) et (2.3.42)), on trouve, pour presque tout ¢t € I,

() € 1(3(t) + VK.

Dans le cas ou

/T(ﬁ(s) + 1)ds > é ou /Ta(s)ds > é,

To To

considérons une subdivision de [Ty, 7| donnée par T, T1,...,Tx, = T telle que, pour tout
ie{0,1,... k—1},
Ti+1 1 Ti+1 1
/ (B(s) +1)ds < = et / a(s)ds < —.
T, 8 T 8
Alors, il existe une application absolument continue ug(-) : [Ty, T1] — H et une application
intégrable zq : [Ty, T1] — H telles que uo(To) = zo, ug(t) € C(t) pour tout t € [Ty, T4,

20(t) € F(t,up(t)) p.p. sur [Tp, T1],
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et

Go(t) + 20(t) + f(t,uo(t)) € —N(C(t), uo(t)) p.p. sur [Ty, T1).

De la méme maniére, par la premiére partie a nouveau, il existe une application abso-
lument continue w(-) : [T1, T3] — H et une application intégrable z;(-) : [T1,Tz] — H telle

que uy (Th) = uo(1h), ui(t) € C(t) pour tout t € [T, 1],
21(t) € F(t,uy(t)) p.p. sur [11, 15,

et

Uy (t) + z1(t) + f(t,ui(t)) € =N(C(t),u1(t)) p.p. sur [T1, T3]

Inductivement, il existe une suite finie d’applications absolument continues w;(-) : [1;, Ti+1] —
H (0 < i < k —1) et une suite finie d’applications intégrables z;(-) : [1;,Ti41] — H
(0 < i < k—1) telles que pour tout ¢ € {0,....k — 1}, wi(T;) = u;—1(T3), wi(t) € C(t)

pour tout t € [T}, T;44] et

z(t) € F(t,u;(t)) p-p- sur [T3, Tia), (2.3.43)

i(t) + zi(t) + f(t,ui(t)) € =N(C(t),u;(t)) p.p.sur [T;, Titq],
avec u_1(Ty) = xo.

Maintenant, soit u(-), z(-), h(-) : [To,T] — H les applications définies par
u(t) =w(t) si te[l;,Tia] (0<i<k-—1),

Zo(t) si te [TQ,Tl],
Zl(t) sit E]T;,T%_H](l <1 <k-— 1),

et
k—1
h(t) = Mgy (D)o (8) + D My, (8) (1),

i=1

Evidemment, z(-) est intégrable et u(-) est une application continue vérifiant u(Ty) = z¢ et

pour tout t € I,
t

u(t) € C(t) et u(t) =u(Tp) +/ h(s)ds,

To
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alors u(-) est une application absolument continue. De , on obtient
z(t) € F(t,u(t)) p.p. sur [,
u(t) + z(t) + f(t,u(t)) € =N(C(t),u(t)) p.p.surl,
u(t) € C(t) vVt e I,u(0) = xo.

La preuve est alors terminée. O

2.4 Processus de la rafle avec somme d’une perturba-
tion multivoque séparément scalairement semicon-
tinue supérieurement et une perturbation univoque
lipschitzienne

Dans cette section, on va affaiblir 'hypothése (7) du Théoréme . On va supposer que
la multiapplication F' est séparément scalairement semicontinue supérieurement sur H et
mesurable par rapport & la premiére variable.

On commence par le cas ou f(+) est constante.

Théoréme 2.2. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit C(-) vérifiant (A1) et (Asg).
Soit F: I x H = H une multiapplication a valeurs non vides convexres compactes telle que

(i) pour tout x € H, F(-,z) est L(I)-mesurable;

(ii) pour toutt € I, F(t,-) est scalairement semicontinue supérieurement sur H ;
(iii) pour un sous ensemble compact K C By et un nombre réel 3 > 0, pour tout t € I et

xel, ona
F(t,z) C B(1+ ||z|) K.

Soit f: I x H— H une application mesurable sur I telle que

(a1) pour tout n > 0 il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R) telle que pour tout t € I

et pour tout (z,y) € By (0,7) x By (0,7n),

1t x) = fty)l| < ky()]lz —yll;
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as) U existe une fonction positive al-) € ele que our tou S € our tou
(ag) il erist fonction positive a(-) € LY(I,R) telle que, pour tout t € I et pour tout

ze U Cs), £ 2] < a®)+ [lz]).

sel

Alors, pour tout zq € C(Ty), le processus de la rafle perturbé suivant

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.p. surl,

u(YB):: Zo,

(Pry)

admet au moins une solution absolument continue u(-), et si

T

(T-Ty)p+1< é et / a(s)ds <

To

)

0| =

alors il existe une application absolument continue u(-) : I — H et une application intégrable

2(+) : I — H telles que, u(Ty) = o et, pour presque tout t € I,
z(t) € F(t,u(t)), u(t) + z(t) + f(t,u(t)) € =N(C(t),u(t)),

z(t) € (1+1)(8+ 1)eo(K U {0}),
li(t) + 2(6) + f (& u®)]) < @+ D ()] + 8+ 1+ (),

et

(& u@)] < ),

3 T
=2 (||xo|| + = +/ |i)(s)|ds> )
2 T

On va réduire le probléme au cas précédent, en utilisant les versions multivoques du

avec

Preuve.

théoréme de Scorza-Dragoni et le théoréme de prolongement de Dugundji. L’idée de la preuve
est inspirée de [23] et [35].
On suppose sans perdre de généralités, que K est convexe et 0 € K.
En devisant, si nécessaire, I en intervalles de méme longueur, on peut supposer aussi que
T

(T—To)(6+1)§% ot /oz(t)dtg

1
- (2.4.1)
T 8
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Etape 1. L’existence de la suite (u,(-)).

3 T
[=2 (H:ro\l +—+/ !ﬁ(S)!dS),
2 T

M=l + @+ 1) (14 ) i(s)ds).

To

On pose

et fixons une fonction continue ¢ : R* — [0, 1] telle que

1 si 1< M
o(1) = (2.4.2)
0 si 7> M+ 1.
Par exemple, on peut prendre ¢(7) = M + 1 —7si 7€ [M, M + 1].

Considérons l'espace métrique compact convexe, Y = (2 + M)K, qui est un ensemble

borélien de H, et on définit la multiapplication F': I x H = Y par

A

F(t,x) = o(llz]) F (2, ).

Evidemment, F (+,z) est mesurable pour tout x € H et, pour tout ¢t € [T, T], le graphe de
F(t,-) est fermé dans H x Y. En effet, soit (2, y,)) C GrE(t,-) telle que (z,,yn) — (z,9).

Alors, pour tout n € N il existe y/, € F(t,x,) tel que y,, = ¢(||z,||)y.,. De plus, on a
yn, € B(1+ ||z,]|) K, pour tout n € N.

Puisque (x,) est convergente dans H alors la suite (||z,]|) est bornée dans R, par une

constante c. Et comme K est convexe et contient le 0, on obtient
v, € B(1+c)K, pour tout n € N.

Donc, on peut extraire de (y/,) une sous suite, qu’on lui garde la méme notation, qui converge
dans H vers un certain élément /.

De la continuité de ¢, on obtient
Yn — 90(||56||)y' quand n — oo,

et par 'unicité de la limite, y = ¢(||z]])y’. Comme F(t,-) est a valeurs non vides fermées
et s.c.s, son graphe est fermé. Il s’ensuit que ¢y € F(t,z), i.e., y € o(||z])F(t,z). D'ou la

fermeture du graphe de F(t,-).
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Dongc, par le Théoréeme , il existe une multiapplication F' : I x H = Y a valeurs
convexes compactes (possiblement vides) telle que
a) pour un certain sous ensemble négligeable Ny C I, pour tout ¢t € I \ Ny et pour tout
reH

~ A

F(t,z) C F(t,x), (2.4.3)

b) il existe une suite croissante (I,,)>1 de sous ensembles compacts de I telle que pour
tout n >1

mes(I'\ I,,) <

S|

et la restriction de F' sur I, x H, notée par f7| 1, < est (globalement) s.c.s & valeurs non
vides convexes compactes.
Par le Théoréme , pour tout n > 1, il existe une certaine extension s.c.s I, de F| I, x H

a I x H qui prend des valeurs non vides convexes compactes et vérifie

F,(t,z) C (1 + ||z|)) K pour tout (¢t,z) € I x H.

1 1
Puisque (8 + 1)(T — Tp) < 3 et sz; a(t)dt < g bar le Théoréme , pour tout n > 1,
il existe une application absolument continue u,(-) : T — H et une application intégrable

zn() : I — H telles que u,(Ty) = o, et pour presque tout ¢ € I,

2n(t) € Fu(t,un(t)) et z,(t) € (B4 1)K; (2.4.4)
Un(t) + 2n(t) + f(t,un(t)) € =N(C(t), un(t)) (2.4.5)
i) + 20 + SO < G+ D (0] 4 5+1+a() (240
et
LF (8 un(8)]] < la(t). (2.4.7)

Etape 2. On va prouver que (u,(-)) admet une sous suite qui converge uniformément
vers une application u(-).

Pour ce but, considérons I’application
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Comme dans la preuve du théoréme précédent, grace a (2.4.4), par le théoréme d’Arzela-
Ascoli, on peut supposer que la suite (Z,(-)) converge uniformément dans C(/, H) vers une

certaine application Z(-) : I — H. Posons
Wy (1) = un(t) + Z,(t).

Nous allons montrer que (wy,(-)) est une suite de Cauchy dans (C(I, H), ||-||c). Soit m,n € N.

Grace a la propriété d’hypomonotonie du céone normal, il découle de (2.4.5)) et (2.4.6) que,

pour presque tout t € I,

(i) (1100 (8)) = (1) = £t (8)) 100 = 10(8) ) < 6(0) e (8) — 0 (D]

<

ou 6(t) = (1 + 1) <|1‘)(t)| +B+1+ oc(t)).

D’ou

wnu>—wun@xuna>—lwxo>

Pt (£)) = St (8)), wn(8) = e (£))
Pt () = F(E un (), un(t) = wn(t))
Mw@wdﬂ—um@w+HZ<> zawm.

+ =6(t)||un( )_um(t)||2

=S| =

VAN
I G O U

Notons que, par (2.4.4)), (2.4.6|) et (2.4.7), pour presque tout ¢ € I, on a

lin(®)ll < €+ 1) (Jo(0)] + 26 + 2+ 20(1)),

alors, en prenant ([2.4.1)) en considération, on a , pour tout n > 1 et pour tout t € [

|MﬁMsmw+u+n(/|mw@+§)§M. (248)

To

Donc, pour un certain n > M, pour tout ¢ € I et pour tout n > ny,

un(t) € By (0, 7). (2.4.9)
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D’ou, par hypothése, il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R) telle que f(¢,-) est

k., (t)-lipschitzienne sur By(0,7). Par suite

(t0(t) = thn(8),w(6) — )< (yl6) - 2600) ) () — (1)

Il s’ensuit que

(i) = (8) (1) 006y < () 2800)) a0 () =0 () (B () -0(0)) 1 Z2(6) = ZoD)P

+2 <kn(t)+%5(t)> ([wn @O+ wm @ D Zn (&) = Zn O]+ ([ O |+ () D] 20 () = Zin (D]

En utilisant (2.4.6) et (2.4.7)), on trouve

i@ < @+ D ([0(0)] + 8 + 1+ 2a(t)) < 20(2).

D’ou
T 3
leon(®)]] < 2ol + (1 + 1) ( / ()| ds + g) -y
0

Par conséquent,

(a8 =t (1), w001 = (1)) < (B0 56(0)) a0 () =0 () 2+ (Ra0)46(0)) 1 Z0(6)~ Zu D)

+ 4((/@7@) + %5@))]\4 + 5(15)) 12u(t) = Zu(D)]].
En posant a(t) = 4(M (k’n(t) + %5(75)) + 5(t)), on obtient
(t0(8) =t (8),w(6) — (1)) < (Bi(6) +15(6) ) () — (1)
¥ (kalt) + 260 1Z008) — ZulI” + (0| Zut) ~ Zun(0)]|
Alors, pour presque tout t € I,

(o ®) = (@))€ 2000 (8) + 500 en(t) = w0 () + (1),
29
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Bon®) = (Kalt) + 50 ) 120) = ZnONE + a1 Z0() ~ ZonC) e

Puisque

A (ko) + 70(6))ds ) tim_12,() = Zu IR

To r ,1M— 00

T
lim Vnm(S)ds = (

n,m—0o0 Jp

+(/ T““”S) lim_ (| Z() = Zu ()] = 0

T n,Mm—00

et wy,(Ty) = wn(Th), le Lemme 2.2 donne

lim |fwn(-) = wn(-)lle = 0.

On conclut que (wy(+)) est une suite de Cauchy dans (C(I, H), || - |lc) et donc il existe une
application w(-) telle que la suite (u,(-)) converge uniformément dans (C(I, H), || - ||c) vers

u(-) = w(-) + Z(-). Par ailleurs, grace a (2.4.4), (2.4.6) et (2.4.7), on peut supposer que

la suite (4,(-)) converge faiblement vers une certaine application g(-) dans L'(I, H). Alors
u(t) = xo + f;o g(s)ds pour tout t € I. Donc, u(-) est absolument continue avec u(t) = g(t)
pour presque tout t € [ et

U, (-) = u(-) dans L'(I, H). (2.4.10)

D’autre part, par (2.4.4]), on peut aussi supposer qu'il existe une application z(-) € L1(I, H)
telle que
2o(-) = z(-) dans LYI,H). (2.4.11)

La continuité de I'application f(t,-) implique que, pour tout t € I,
St un(t)) — f(tu(t)). (2.4.12)

Donc, par (2.4.7) on obtient
IfEu@®)] <lat),  Vtel

Etape 3. On doit Montrer que u(-) est une solution de (P ).
Prouvons que

w(t) + z(t) + f(t,u(t)) € =N(C(t),u(t)) p.p. t € I.
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En prenant (2.4.10)), (2.4.11)) et (2.4.12)) en considération, comme dans la preuve du Théoréme

2.1] on a par le lemme de Mazur, pour tout ¢t € [

a(t) + 2(t) + f(t,u(t)) € ﬂ@{uk(t) Fo(t) + F(tupt), k> n}

On déduit par (2.4.5), (2.4.6]) et (2.2.2) que, pour presque tout t € I, pour tout £ € H

<£,u(t)+z(t)+ f(t,u(t))> < limsup5*(—5(t)8pdc(t)(un(t)),£)

n—oo

= 3= 609 o (u(®), €).

Le sous-différentiel de Clarke 0%dc () (u(t)) étant fermé et convexe, on déduit que, pour

presque tout t € I,
u(t) + z(t) + f(t,u(t)) € —5(t)80d0(t)(u(t)) C —=N(C(t),u(t)). (2.4.13)

Il reste a prouver que z(t) € F(t,u(t)) p.p. t € I.

Par (2.4.11)), et par le lemme de Mazur, il existe une suite ((,(+)) dans L(I, H) telle que
(1) € co{zx(); E>n},Vn>1 (2.4.14)

qui converge fortement dans L!(I, H) vers z(-). Donc par lextraction d'une sous suite, on

peut supposer que
Co(t) — 2(t) pp.-t el

Cela avec (2.4.14) implique que, pour un certain ensemble négligeable N, C I,

2(t) € (Neo{a(t) 1k >n} VteT\N. (2.4.15)

n

En prenant (2.4.4)) en considération, on peut supposer que, pour tout n > 1, pour tout

tel\ N,

2n(t) € Fy(t, un(t)). (2.4.16)
Considérons le sous ensemble négligeable
N = (I \UpI,)UNyU Njy.
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On va prouver que z(t) € F(t,u(t)) pour tout t € I \ N. Fixons 7 € I \ N. De (2.4.15)) et
(2.4.16|), on a, pour tout £ € H

(€, 2(1)) < limsupd* <Fn(7', un(r)),§>. (2.4.17)

n—oo
D’autre part, par la définition de N, il existe un entier n(7) tel que 7 € Iy \ No et, (1,)

étant décroissante, on a 7 € I,, pour tout n > n(7). Par conséquent, pour tout n > n(7),

~ ~ A

Fo(1,u,(1)) = F(T,u,(7)) C F(T,u,(T)), (2.4.18)

I'inclusion suit de ([2.4.3]).

Grace a (2.4.8) et (2.4.2)), pour tout n > 1

A

F(1,u,(7)) = F(T,un(7)). (2.4.19)

D’ou par (2.4.17), (2.4.18), (2.4.19) et le fait que F(7,-) est scalairement semicontinue supé-

rieurement, on a
(€, 2(7)) < 0" (F(7,u(7)),8).
Ceci étant vrai pour tout & € H, et F(7,u(r)) étant fermé et convexe, on conclut que

z(1) € F(r,u(7)). Puisque la derniére inclusion est vraie pour tout 7 € I \ N, on a
z(t) € F(t,u(t)) p.p. t € 1.

Cela avec (2.4.13)) et le fait que u(7p) = lim u,(7Th) = x¢, montrent que u(-) est une solution

n—oo

de ('PF,f).

Finalement, (2.4.15) et (2.4.4) donnent

z(t) e I+ 1)(B+ 1)K pp.tel,
et de la relation , il est clair que
i) + 2(6) + F(u(@)]] < 6() =+ D) (o] + B +1+a(r)).

U
Nous allons dans la suite exposer le méme résultat avec 3(-) € L'(I,R) une fonction

positive.
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Théoréme 2.3. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit C(-) vérifiant (A1) et (As).

Soit F: I x H = H une multiapplication a valeurs non vides convexres compactes telle que
(1) pour tout x € H, F(-,z) est L(I)-mesurable ;
(ii) pour toutt € I, F(t,-) est scalairement semicontinue supérieurement sur H ;

(i4i) pour un sous ensemble compact K C By et pour une fonction positive 3(-) € L'(I,R)
on a, pour toutt € Il etx € H

F(t,z) < 661+ [[z]) K.

Soit f: I x H— H une application mesurable sur I telle que

(a1) pour tout n > 0 il existe une fonction positive k,(-) € L(I,R) telle que pour tout t € I

et pour tout (z,y) € By(0,n) x By (0,n),
[f(t,2) = FE )l < ky(®)]lz —yll;

(az) il existe une fonction positive a(-) € LY(I,R) telle que, pour tout t € I et pour tout

e JCC(s),

sel

(8 2)[| < a®)(T+ |lz]).

Alors, pour tout xoy € C(1y), le processus de la rafle perturbé suivant

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t,u(t)) + f(t,u(t)) p.p. surl,
u(Ty) = xo,

(Pry)

ol

admet au moins une solution absolument continue u(-), et si fTY;(oz(t) + B(t) + 1)dt <
alors il existe une application absolument continue u(-) : I — H et une application intégrable

2(+) : I — H telles que, u(Ty) = xo et, pour presque tout t € I,
2(t) € F(t,u(t)), w(t) + 2(t) + f(t,u(t) € —N(C(t),u(t)),

2(t) € 2(1 + 1)(a(t) + B(t) + 1)co(K U {0}),

[a(t) + 2(t) + f(t u®)]] < (1+1) (\@(t)l +3(a(t) + 8(t) + 1))7
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et
£t u®] < 1(Jo(0)] +3(at) + 5(1) + 1)),

ol

3 [
t=2(loll + 5+ [ 1ote)ias).

Preuve.
Sans perdre de généralités, on peut supposer que K est un sous ensemble convexe qui

contient 0, et de plus,

. (2.4.20)

ool —

/T (aft) + B(t) + 1)dt <

To
La démonstration est similaire a celle donnée dans [35], ou on utilise une idée due a
Deimling [30].

Etape 1. On pose T = sz; (a(s) + B(s) + 1)ds et on définit une fonction absolument

continue v : [Ty, T] — [0, 7] par
t
y(t) = / (au(s) + B(s) + 1)ds. (2.4.21)
To
Gréace au fait que a(t)+ 5(t) +1 > 0 pour tout ¢ € I, la fonction absolument continue ~(-) et

strictement croissante et donc admet une fonction inverse continue v~*(-) : [0, T] — [T0, T1.

Considérons la multiapplication F : [0, T | x H = H définie par

. 1

F(t.0) = g (t))_l_lF(y_l(t),m). (2.4.22)

Soit x € H. De I’hypotheése 1) il existe une application mesurable h : I — H telle que, pour
tout t € I

h(t) € F(t,x),
d’ot, pour tout ¢ € [0, 7]
h(y7H(t) € F(v7 (1), 2).

Ceci donne
1 » )
iAo W) eFta)
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On définit g : [0,7] — H par

1
(a+B)(y~H(1) +1

Puisque les applications a(-), 8(+), 7~*(+) et h(-) sont mesurables et comme, pour tout ¢ €

g(t) = h(y~H(#))-

0,77, (e + B) (v (t)) +1# 0, g(-) est aussi mesurable et vérifie

A

g(t) € F(t,x).

D’ott F vérifie ’hypothése i) du Théoréme .
De plus, par '’hypotheése ii), pour tout ¢ € [0, T], F(y71(t), ") est s.c.s. Par conséquent F est

aussi s.c.s.. Aussi par (iii), pour tout (¢,z) € [0,7] x H

: BH@)
(a4 B)(y1(1) +1

t()t))) — < let0€ K, on obtient (comme dans la preuve du

(1 + [|l=[)) K.

Puisque K est convexe, i

Théoréme

A

F(t,z) C (14 ||z]) K.

On considére aussi la multiapplication C : [0, T] = H définie par

C(t) =Cy ' (1))

~

L’hypothése (As) donne, pour tout y € H et pour tout ¢,s € [0,7],

A N

|d(y, C(t)) = d(y, C(s)| < lvory™'(t) —voy™'(s)l. (2.4.23)

Pour voir que t — V(t) = v oy~ (t) est absolument continue sur [0,77], et puisque v(-) est
absolument continue, il suffit de montrer que v~'() est lipschitzienne sur [O,T |. En effet,
pour £,§ € [O,T] avec 5 < t, il existe t,s € [Ty, T] avec s < t tel que £ = (t) et § = v(s), et

alors, en utilisant (2.4.21)), on a
A, t t A
T =TI E) =t s = / ds < / ((r) + B(7) + 1)dr = 4(t) = 7(s) = [t = 3].

Donc v~ (- est lipschitzienne sur [0,7], donc absolument continue. On en déduit que la
fonction V(+) est absolument continue, et donc par (2.4.23)), la multiapplication C (+) vérifie

(Az) avec V() a la place de v(+).
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On définit application f : [O,T] x H — H par

1
(B +a)(y~1() +1

f(t,z) = FOyE), ). (2.4.24)

Puisque les applications a(-), 8(+), 771(+) et f(-,x) sont mesurables pour tout z € H, f est
aussi mesurable sur [0,7]. Montrons que, comme f, f vérifie les hypothéses (a1) et (as).
Soit n > 0, alors par (2.4.20), il existe une fonction positive k,(-) € L*(I,R) telle que pour

tout (z,y) € By(0,1) x By(0,n) et pour tout ¢t € [O,TA]7 on a

1
R RO ek

On pose k,(t) = mkn(’y_l(t)), donc #,(-) € LY([0,7],R). En effet, en posant

1f(t,2) = f(t.y)]l < vz =yl

s =7"(t), on trouve t = 7(s), d’out dt = ((a + 3)(s) + 1)ds. Donc

7 _ g kn(s)
| = [ e a0 + i

T
= / ky(s)ds < +o0

To

De, par (2.4.21)), v71(-) est bijective de [O,T] dans [Ty, T, alors pour tout s € [T, 7] il

existe un unique ¢ € [0, 7] tel que s = 4~ (¢). Par conséquent, |J C(s) = J C(¢).

sel te0,7]
De plus, pour tout (¢,z) € [0,7] x |J C(s), on a
s€[0,17
; a(y~'(t)
f(t,z) € (1+ [lzl) K
CE[CRIO A
Puisque K est convexe, % < 1let0e€ K, il résulte, comme précédemment

flt.2) € (L+ el K

Par conséquent, en prenant (2.4.20) en considération, par le Théoréme , pour | =
2 (||m0|| +3+ fOT |V(s)|ds>, il existe une application absolument continue w(-) : [0,7] — H
et une application intégrable zZ(-) : [O,T] — H tel que w(0) = z( et, pour presque tout

t€[0,7]

() €20+ 1)K, (2.4.25)

|lw(t) + 2(t) + f(t,w(t%)6|| < (I+1D)([V(1)] +3), (2.4.26)
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1 (8, w(@))]| <1 (2.4.27)

2(t) € F(t,w(t
o & ( /) ) (2.4.28)
—w(t) € N(C(t),w(t)) + 2(t) + f(t, w(t)).
Etape 2. Montrons que I’application absolument continue u : [Ty, T] — H définie par,

u(t) = w(y(t)) est une solution de (P ).

On pose I} = {t € [Ty, T] : () existe} et

~

I, ={t €[0,T]: w(l) existe et (2.4.28) est obtenue en t}.

On considére les sous ensembles Ny = [Ty, T]\ I; et Ny = [0, 7]\ I, qui sont négligeables,
et on pose Ny = {t € [T, T] : ~(t) € Ny} = 4 L(IVy).
Puisque 7 *(-) est lipschitzienne sur [0,7], lensemble N, est aussi négligeable. Donc N =

N1 U Ny est aussi négligeable et, pour tout ¢ € [Ty, T \ N,

u(t) = y()w(y(t)) = (a(t) + 6(t) + Dw(y(t)). (2.4.29)

Les définitions des ensembles négligeables ci-dessus, avec (2.4.22)) et (2.4.28]), entrainent que,

pour tout ¢t € [Ty, 7]\ N,

. 1
20t)) € (a+3)(t)+1

—(y(1)) € N(C(t), ult)) + 2(+(t)) +

F(t, u(t))

Donc, en définissant z(-) : [To, 7] — H par
2(t) = (at) + B(t) + 1)2((1)),

on obtient, par (2.4.11)), pour tout t € [Ty, T] \ N

z(t) € F(t,u(t))

—a(t) € N(C(t),u(t)) + 2(t) + f(t,u(t)).

(2.4.30)

A

Maintenant, notons que pour presque tout ¢ € [0, 7]

V() = SR ().
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Puisque ¢ = y o~y ~1() on obtient 1 = i('y’l(t))f'y(’yfl(t)), mais ¥(t) = a(t) + B(t) + 1, d'ou

i
d, o |
i )= G
On en déduit que
V() = ! S(v (). (2.4.31)

)
(a+3)('@) +1
De plus, de (2.4.25)), (2.4.26)) et (2.4.27), on obtient pour presque tout ¢t € [Tp, T,

(1) € 201+ 1) (a(t) + () + 1)K,

lit) + =(t) + £t u®) | < @+ D (o) +3(alt) + B + 1)),
1wl < 2 ath) +50t) +1).
D’ou
la(t)] < 2(1 + 1)(\1)(t)| +3(a(t) + B(t) + 1)).
Finalement, donne

T T 1 o T '
v = [ oyt s = [ laeis

et donc | = 2 <||:130|| +34 [y |1';(s)|ds> .

Ceci compléte la preuve. O

Remarque 2.2. Soient F, [ et C' définis dans le Théoreme [2.5. Supposons que pour un

certain M >0, |J C(s) C MBy et on pose
sel

T

=2 (M voy \@(s)\ds) |

To
Alors, pour tout I' = [T}, T'] C I et tout xf, € C(T}), il existe une application absolument
continue u : I' — H et une application intégrable z(-) : I' — H telles que u(1) = xy et,

pour presque tout t € I,
z(t) € F(t,u(t)), —u(t) e N(C(t),u(t))+ z(t) + f(t,u(t)),

et

la(t)] < 2(1 + 1)(\1)(t)| +3(a(t) + B(t) + 1)).
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2.5 Perturbation avec retard

Dans cette section, on va étudier le processus de la rafle perturbé avec retard, en utilisant
les résultats du Théoréme 2.3 et de la Remarque
On suppose que [ est 'intervalle [0, 7], en prenant Ty = 0.

Soit p > 0 un retard fini. A chaque t € I, on associe une application
7(t) : C([=p, T, H) — C([=p,0], H)
définie, pour tout u(-) € C([—p,T], H) par
(T(t)u(-))(s) = u(t + s), pour tout s € [—p,0].

Soient C' : [0,T] = H et F : I x C([—p,0],H) = H deux multiapplications, f : I x
C([—p,0], H) — H une application et soit ¢ un élément fixé de C([—p, 0], H) vérifiant ¢(0) €
C(0).

On va étudier I'existence de solutions pour le probléme suivant

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t, 7(t)u(-)) + f(t, 7(t)u(-)) p-p- t € 1,
(Bp) uls) = ¢(s) Vs € [=p,0],
u(t) € C(t), Vtel.
On appelle solution de (P,) toute application u(-) : [—p,T] — H telle que la restriction u(-)

est absolument continue et u(-) vérifie (P,).

Théoréme 2.4. Soit H un espace de Hilbert séparable. Supposons que C(-) vérifie (A1) et
(Az) et que C(t) est borné pour tout t € I. Soit F: I x C([—p,0], H) = H une multiappli-

cation a valeurs non vides convexes compactes, vérifiant
(i) pour tout ¢ € C(|—p,0],H), F(-,¢) est L(I)-mesurable;
(i1) pour toutt € I, F(t,-) est semicontinue supérieurement sur C([—p,0], H) ;

(i4i) pour un sous ensemble compact K C By et pour une fonction positive 3(-) € L'(I,R)

on a, pour tout t € I et tout ¢ € C([—p,0], H) linclusion

F(t,¢) < 81+ lo(0) ) K-
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Soit f: I xC(]—p,0], H) — H une application mesurable sur I satisfaisant les hypothéses

sutvantes

(a1) pour tout n > 0 il existe une fonction positive k,(-) € L'(I,R) telle que pour toutt € I

et pour tous ¢, € Be(—p0),m)(0,1),
1£(t,8) = F(t, )| < Ey(®)lld = Plle;

(ag) il existe une fonction positive a(-) € LY(I,R) telle que, pour tout t € I et pour tout
¢ € C([_p> O]a H)7
L (D) < a®)(X + l¢O)])-

Alors, pour tout ¢ € C([—p,0], H)) avec p(0) € C(0), le probléeme (P,) admet au moins une

solution continue u(-) qui est absolument continue sur [0,T].

Preuve.

On suppose sans perdre de généralités que K est convexe et contient 0.

On va utiliser une discrétisation donnée par Castaing et Ibrahim [21] (voir aussi [24]).

On commence par remarquer que, puisque C(t) est bornée pour tout ¢ € I, la fonction
t — sup{||z|| : = € C(t)} prend des valeurs finies et grace a (Asz), elle est semicontinue

supérieurement sur . En effet, pour tous t,s € I et tout y € C(t), (Az) devient

Ay, C(s)) = inf Iy =] < [o(t) = o(s)|.

d’ou

lyll = sup =[] < v(t) —v(s)]-
zeC(s)

La relation étant vraie pour tout y € C(t), on obtient

sup [|y|| — sup [lz]| < |u(t) —v(s)].
yeC(t) zeC(s)

Puisque v(+) est absolument continue, quand ¢ — s on trouve

limsup sup |ly|| < sup ||z],
t—s  yeC(t) zeC(s
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d’otl la semicontinuité supérieure de la fonction ¢ — sup{||z|| : = € C(t)}. Alors elle atteint
son supremum sur /.

Comme résultat, pour un certain M > 0, on aura

Jc(s) c MBp.
sel
Posons
3 T
=2 (M+—+/ |o(s)\ds) .
2 0
Pour tout n > 1, on considére la partition de [0,7] définie par les points 1} = i e

{0,...,n}).

On va construire une suite d’applications (u,(+)) dans C([—p, T], H)) qui admet une sous
suite uniformément convergente sur [—p, T'| vers la solution cherchée.

Etape 1. Construction de la suite (u,(-)).

On définit sur [—p, t}| x H Papplication g{(-,-) par

¢<t> site [_p’ 0]

©(0) + Zt(x — ¢(0)) site[0,t7].

gg(t> [E) -

On considére la multiapplication F{' : [0,t}] x H = H définit par

Fy(t,2) = F(t.7()g5 ().

On a pour tout x,y € H,

I7(t7)g0 (- x) = 7(t)go (- y))lle = s[upo] lgo (¢ + s, 2) — gy (¢ + s, 9)||
se —pP,

= sup |95 (s,2) — go(s,v)||
SE€[—p+t7 17]

S sup Hgg(s,x) _gg(svy”‘
s€[0,t7]
< sllz —yl
< sup =S||r—vy
s€[0,t7] T
<z -yl (2.5.1)

Donc, 'application z +— 7(t7)gg (-, z) est lipschitzienne de H dans C([—p, 0], H)). Par suite,
pour tout ¢t € I, F'(t,-) est semicontinue supérieurement sur H comme composition de

multiapplication semicontinue supérieurement et fonction continue. De plus, pour tout = €
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H, F}(-,x) est mesurable sur [0,¢}] grace a la mesurabilité de F'(-, x), et par (iii), du fait
que gB(ty,x) =z, on a

Fg(tx) € )1+ [z]) K,

pour tout (t,z) € I x H.

On définit maintenant l'application fJ' : [0,t}] x H — H par

fitt,2) = 7L () ).

Soit n > 0 et soit x € By(0,7), alors on a

7)o x)lle = sup |lgg (87 + s, 2)]]
SE[—p,O]

< max{ sup lgb(s )l el

s€[0,t]

n n
< max{ swp Zsllal + (1= Zs)leO)], lele }

s€[0,t7]

< =zl +llelle <n+llele.

Donc, par (a1) et (2.5.1)), il existe une fonction positive k. (-) € L'([0,¢}],R) telle que

pour tout z,y € By (0,7), on a

1fo (tx) — fo (&) < Fppjone Dz =yl

De plus, comme précédemment, par (aq) et le fait que gi(t},z) =z, on a

/o (& 2)ll < a(@)(1 + |[z]),

pour tout t € I et x € |J C(s). Par conséquent, par le Théoréme et la Remarque [2.2

sel
il existe deux applications uf(-), 2{(-) : [0,t}] — H telles que uf est absolument continue,

ug(0) = ©(0), 2 (+) est intégrable et, pour presque tout t € [0, 7]
20 (t) € Fy(tug(t), g (t) + 25 () + £ (tug () € =N (C(t), ug (1)),

et

i@l < 20+ 1) (1) + 3(at) + 52) +1) ). (2:5.2)
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Maintenant, on définit g} : [—p,t5] x H — H par

() sit € [—p,0]
gr(t,x) =9 up(t) site[0,t]
ug (t7) + 7 (¢ — i) (x —ug(ty)) sit € [ty 3]
On a, pour tout z,y € H

|7(t5)g7 (- x) = 7(t5) gt (- y)lle = s[upo] g7 (t5 + s,2) — g5 (ty + 5,9
S€[—p,

= sup ||g?(87$) _g?(say)H
s€[—p+t3,t5]

S sup ”9711(871‘1) _g?(say)H
sE[ty t5]

n n
< s Z(s—t)e -yl
selty t3]

<z =yl

Ceci montre que l'application x +— 7(t5)g7 (-, x) est continue de H dans C([—p,0], H). Alors

comme précédemment, la multiapplication FJ* : [t} t5] x H = H définie par

Fy(t,7) = F(tr(t)g0 (7))
vérifie les hypothéses (i)-(iiz) dans le Théoreme [2.3|

D’autre part, pour n > 0 et x € By (0,7), on a

IE)gr (5 o)lle = sup |lg7'(t5 + s, 2)]|
sE[—p,O]

< max{ sw lgi(s, ), sup [lug(s)] elle}

se[tn,tn] s€[0,t7]
n n n n nin n
< max{ sup T(s—tl)Hl‘HﬂL(l—T(S—h))”%(h)"v sup HU0<5)H7H¢HC}
se[tm 3] s€[0,t7]
< max { |zl + sup [u(s)]] I¢lc}-
s€[0,t7]

Mais, de , on a pour tout s € [0, 7]
la )l < e ()] +20+1) / " (16601 + 3(a(0) + 56) + 1))
< e + 20+ 1) / (15014 3(a(0) + 5(0) + 1)) dt = o) + o
ot o=2(1+1) [ ( )]+ 3(alt )+6(t)+1)>dt. Donc

IT(@)gr (5 2)lle < [zl + l[elle + e <n+llelle + o=
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Donc, en utilisant les mémes arguments utilisés pour fJ'(-,-), la fonction fJ'(t,z) : [t7, 5] x
H — H définie par

fitt,@) = f (19l ()
vérifie les hypotheses sur f dans le Théoréme [2.3] Par conséquent, il existe deux applications
up(+), 27(¢) « [t7, 5] — H telles que uf () est absolument continue, uf(t}) = uf(t}), 27'(+) est

intégrable et pour tout ¢ € [¢7,th],
21 (t) € Fr(t,ui(t), ay(t) + 27 () + f' (¢ ui(t) € =N(C(t), ui(t),

et

i@l < 20+ D (o) +3(alt) + 5(t) + 1))

Maintenant, on suppose que (ug(-), z5()), - - -, (uf_1(-), 27, (-))(1 < j < n —1) sont défi-
nies de maniere similaire.

On définit g} : [-p,t},,] x H — H par

o(t) sit € [—p,0]
g?(t,l‘) - u?@) site [t?,t;ﬂrl]?l’ S {07 s 7j - 1}

ul (7)) + 7 —t7)(x —uj_((t7)) sit € [th, ]

Alors, pour tout z,y € H, on a

17512095 () = 7155095 (5 9)lle < [le =y,

et pour tout n > 0 et € By (0,7), on a
Ir(GgCalle < max{ sup Zls =gl + (1= 70— DN E,
sS4

max { sup ()} lelle

{0,051} " seperen

< max{ r||+ max sup ||w'(s)|| ¢, || c}-
o+ g (oo I el

Mais, on a pour tout s € [t} t7,,], 1 € {0,...,j — 1}
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i

[ui (s)l] - < |IU?_1(t?)II+(4l+2)/

o

(1)1 + 3(alt) + B(t) + 1) )t

o

IN

waﬁowwﬂ+m/

n
tifl

+o4l+2) /t+ (1o(t)] +3(at) + 5t) + 1) ) at

(|®(t)| +3(a(t) + B(t) + 1)>dt

< o)l + @ +2) [ (1] +3(a00 + 50 + 1) )at

< llelle + e

D’ou
17t 1)g7 Cox)lle < lzll + llelle + o < n+ llelle + o (2.5.3)

Donc, comme ci-dessus, en considérant la multiapplication F}'(¢,z) : [t7,¢7 ] x H = H
définie par
Fp(t,e) = F(4,7(t5,97(,2))).

et Papplication f7'(¢,z) : [t},t},,] x H — H définie par

(t.2) = 7 () = (89 ().

du Théoréme , il existe deux applications u(-), 2}(-) : [t7,t7,] — H telles que uj(:)

est absolument continue, u?(t7) = uj_,(t7), 27(-) est intégrable et, pour presque tout t €

J

[tgLv t?—i—z] ;

2 (t) € Fj'(t,ui (), aj(t) + 25(t) + [} (8 uj(t)) € =N (C(1), uj (1)),

et
@) < 20+ 1) (Jo(0)] +3(alt) + B(t) + 1)).
On définit Papplication wu,(-) : [-p,T] — H par

Qp(t) site [_p7 0]7

up(t) site [t} 7, €{0,....,n—1}).

un(t) =

5



2.5. Perturbation avec retard

Alors, pour tout j € {0,...,n— 1}

un(t) site[—p,t7],
g;l(t’gj) = . J
Un (17) + 2 (t =7 ) (@ —un(t])) sit e [t],t7,,]
Ponsons 0,,(t) =17, et z,(t) = 2} (t) si t €]t},1},,] pour j € {0,...,n —1}.

Avec ces notations, on a par construction, u,(0) = ¢(0) et pour presque tout t € I,

2nlt) € F (4,700,010 tn(1))). (2.5.4)
iin(6) + za(t) + £ (£ 70a(0) 40,01 ( un(1))) € =N(C(), un(2)), (2.5.5)
()] < a(t) = 20+ D (6] +3(alt) + B(1) + 1)) (2:5.6)

et u,(s) = ¢(s) pour tout s € [—p,0].
Pour tout ¢ € I, il existe j € {0,...,n — 1} tel que ¢ € [t},t7,,], et puisque pour tout

j €10,...,n =1} uy(-) est absolument continue sur [¢7,¢},,] on a

t t

U (s)ds = un(tj_;) + / Un(8)ds.

n
)

Un(£) = up (£7) +/

n
tj

D’ot, en procédant par récurrence, on obtient

¢ ¢
un(t) = u,(0) + / U (s)ds = ¢(0) +/ Un(s)ds, (2.5.7)
0 0
c’est a dire que wu,(+) est absolument continue sur I.

Grace a (2.5.4), (2.5.6) et (iii), pour tout ¢t € I
wn(t) € BO(1+ | (70n(0) 95,0010 ) ) O ) K.
et par (2.5.7) on a
T
HM@MSHﬂ®H+A a(s)ds < [lellc + o

Puisque, de ,
| ()90, (@) O] < 17O ()85, 001 1n (B e

T

T, 0nl0), ua()|
< Jun®ll + il + o

T

< 200+ [elle), (2.5.8)
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K convexe et 0 € K on obtient
%@)65@K1+29+mwmgK. (2.5.9)
De plus, par (az) on a

1 70D, (o tnOD] < @@ (14 | (70u)h0,091Cua(8) ) )| )

< aft) (1 + 20+ 2||w||c). (2.5.10)
et donc, en posant A =1+ 20+ 2[/¢|lc
[in(t) + 2za(t) ]| < () = alt) + AB(), (2.5.11)

et

in(t) + 2n(t) + F(L 7O 0,01 Cun()) | < alt) + ABE) + aw). (25.12)

Etape 2. Nous allons montrer dans cette étape que (u,(-)) admet une sous suite conver-
gente dans C([—p, T, H).

Pour cela, considérons l'application Z,(-) : I — H définie par

et prouvons que la suite (Z,(+)) admet une sous suite uniformément convergente.

Par (2.5.11)) et le fait que K est fermé convexe, pour tout t € I,

%@eA([ﬂ@@)K

et donc, puisque 0 € K, pour tout t € I, I'ensemble {Z,(t), n > ng} est contenu dans
I’ensemble fortement compact A < fOT I} (s)ds) K. Cela avec ([2.5.10]) entraine, par le théoréme
d’Ascoli-Arzela, que la suite (Z,(-)) admet une sous suite (aussi notée (Z,(+))) qui converge

uniformément dans C([—p, T, H) vers une certaine application Z(-) € C(I, H). Par (2.5.10)),

on a pour tout t € [

[z ()] < AB(2),
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on peut donc supposer de plus que, pour une certaine application z(-) € L'(I, H),
Zo(-) = 2(+) dans L'(I, H). (2.5.13)

Maintenant, (Z,(-)) étant une sous suite qui converge uniformément vers Z(-), on pose
wp(t) = uy(t) + Z,(t). On cherche a prouver que (w,(-)) est une suite de Cauchy dans
Gréace a la propriété d’hypomonotonie du cone normal, il découle de (2.5.5)) et de (2.5.12))

que pour n,m € N et pour presque tout t € I,

(i (O)+F (8,7 0n(0) 90, 91 (10 (1) ) =t ()= (1700 ()9 .01+ wn(8)) ) 1n ()= ()

o(t)

A

(1) — um (@, (2.5.14)

=
3

< |~ 533

Donc

) =t (6 0 (6) = (1)) < ~5(0) ([ (6) = w0 (O] + 1 200) = Zu O]} +
i
(F (1 On0)98 001 un®) ) = F (870D 0,01 (10 (0) )1 (8) = wn(8))-
(2.5.15)

Soit n > 2(||¢lle + o). Par (2.5.8)), pour tout ¢t € I on a
I7(0n(£))9% 6, (1)1 (-5 tn () le < 1-

Donc, par hypothése (a1), il existe une fonction k,(-) € L'(I,R) telle que f(¢,-) est k,(t)-

lipschitzienne sur By (0, 7). On obtient alors

(F(87On )95 0,01 (@) = S (£ 7O 0,071 ( 1n(0)) ) n(8) = wn(8))
< k(017 (0m(8)) g0, (51 (5 um (8)) — T(0n(£)) g5, (5)-1 (5 un () lle - [[un(t) — un(t)]]
(2.5.16)
Pour tout ¢ €]0, 7] et pour tous n,m > 1, il existe j € {0,...,n—1} et k € {0,...,m—1}

tels que t €]t7, 7, |N]t7, 17, ]. Donc 0,(t) = 17, et 0,,(t) = t},. Par suite

170 ()9 0,91+ i (1)) = ()b, 91 (- (8

=S g™ (G + 85 um(t)) — g5 (t540 + s, un (@) (2.5.17)
s€|—p,
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2.5. Perturbation avec retard

Soit s € [—p, 0], on distingue 4 cas.

Sitfy, +s € [—pt] et th, + s € [—p,t}] alors
9" (G + 5, um(t)) = g5 (t541 + 5, un ()| = [[um(t) — ua(t)]]-
Sitp, +s € Bt et ¢, + s € [—p,t7]

198" i1 + 5, um(t)) = g7 (E7n + s, un®)] = [Jum(857) = un(t) + %( fp1 T8 = 1) (um(t) = un (1))l
< () = un (8] + %(t?—l—l + 5 = 1) [um(t) — un(t5)]]

< um(8) = un (O] + [Jum () — un (@)1 + llun(t) — un(t5)]]
Sitih, +s€[—ptplett], +secltht),]
lgx" (618, wm (8)) =95 (85 148, tn ()| < et (8) = tm (E5 )[4 [t (8) =t (8) |- 22 () — 0 () ]
Sity, +s €[ty tih] et th, + s € [th, 7]

lgr" (61 + 5, um(8)) — g5 (£711 + 5, un(t)) ]

< lum(8) = un ()1 + %(t?H +s = )| (wm () — um ()|
T
< 2(un(®) = un@ + [lun(t) = un(E)]) + lum(t) — ua(®)])-

(5 + s = 1) [ (un(t) — un(E7))]]

De (2.5.16|) et en posant
pn(0) =0
pa(t) =17 sit €]ty t7,,], 7 €1{0,--- ,n—1},

on trouve

(F (7009, 11 (1)) = £ 700 (1)) 0, 11 (1)), () = (1))

< k() (2(Hum(pm(t))—um(t)l\ Hl[un(t) = wn(pa(O)]) + lwm(t) —un(t)H> lun(t) = um @)])-
(2.5.18)

Par (2.5.6)), pour tout n € N et tout ¢t € I, on a

H%w—meMSZQg@@
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2.5. Perturbation avec retard

Donc, par (2.5.15)), (2.5.16) et (2.5.18) on trouve

(i (1) =t (8), wat) = wn ()
< (200) + ko) (lalt) = wn (] + 1 206) ~ Zu®)])
v 2ot lelertn() ([ )a<s>ds o atos) + 20120 - 2,0

n(t

< (5000 + ky(0) len(®) = w1 + (550 + o (0)) 1 2a(6) = Zn(0)P
+ (2(Gom + n<t>)uwn<> n(Oll+ 210 )|Za(t) = Za(D)]

+ 2o+ olowo | :@ (s + [ ;@ (o)),

En posant, pour tout n € N, g, = || Z,(:) — Z(*)||¢, on a g, — 0 quand n — oo. Donc la
suite (g,) est borné dans R par une certaine constante qu’on note ¢, et par (2.5.11)), (w,(-))
est uniformément bornée dans C(I, H) (||w,(*)|lc < ||¢(0)| + fOTW( )ds)
Alors on a
. . 1
(6 (8) = (1), 0 (0) = w0 (1)) < (2000) + Ry(8)) e (6) = w0 ()]
r 1
(e 40101+ [ 2(389) (G000 + 1a(0) + 20 ) 20 + 0
0

2o+ el (| :@ o(spis + [ ;m (5)is)

T

En posant

B= max{%((2c+4<||go<o>||+ /

on obtient

T

'y(s)ds)>)+2, <20—|—4(||<p(0)||+/0

2(63ds) ) +2. 2ol

<wn(t) (1), wn () — wm(t)> < (%5@) - k:n(t)) [wn(t) = wa (8) >+

t t

B(ky,(t) + (1)) (/ a(s)ds + / a(s)ds + o, + Qm) :
pn(t) pm(t)
Puisque a(-) € LY(I,R), p,(t) — t pour tout ¢ et o, — 0 quand n — 0o, et en posant
t t
Gun(t) = B0 +00) ([ aas [ atehds+ 0,400 )
pn(t) pm(t)
on trouve

lim Gpn(t)=0 pp.tel.
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2.5. Perturbation avec retard

Alors par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on conclut

T

lim Grm(s)ds = 0.

n,m—oo [o

Ceci avec le fait que ||w,(0) — w,,(0)|| = 0 implique, par le Lemme [2.2] que

lim {jw,(-) = wn(-)[le = 0.

n,Mm— 00

On en déduit que la suite (w,(-)) est une suite de Cauchy dans (C(I, H),|| - ||c) et donc elle
converge uniformément dans C(I, H). Comme résultat, la suite (u,(-)) converge uniformé-
ment dans C(I, H) vers une certaine application w(-) € C(I, H). De plus, grace a (2.5.0), la
suite (1,(+)) est faiblement relativement compact dans L*(I, H), et donc on peut supposer
que (1,(-)) converge faiblement dans L!(I, H) vers une certaine application h(-) € L*(I, H).

Alors w(-) est absolument continue avec w(t) = h(t) pour presque tout t € I et donc
Uy (-) — () dans L*(1, H). (2.5.19)
Considérons I'application

p(t) site[—p,0

w(t) site 0.

u(t) =

Evidemment, la suite (u,(-)) converge uniformément vers u(-) dans C(I, H).
Etape 3. Maintenant, on vas prouver que u(-) est une solution du probléme (P,).
On commence par prouver que, pour tout ¢ € [0, 7] la suite (T(Gn(t))gt%en(t)_l(., un(t))>

n

converge vers 7(t)u(-) dans 'espace des applications définies sur [0, 7] a valeurs dans 'espace

(C([=p, 0], H), [ - lle)-

Fixons t € [0, T]. Pour tout n > 1, il existe j € {0,--- ,n — 1} tel que 17 <t <7, et donc

Oult) = 17,
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2.5. Perturbation avec retard

Alors

17(0n(£)) 986, (1)1 (> tn(t)) — T(E)u(:)]lc

= sup |lgf (t7 + s ua(t)) — ult + s)|
SE[—p,O}

= sup [|gj (s, un(t)) —ult +s —t7,,)||
SE[—p+tT 157 14]

< sup  [|gj (s, un(t)) —u(s)|+  sup lu(s) —u(t +s—t7,)]
sE[—p+tT 7] sE[—p+tl 7]

< sup lup(s) —u(s)||+ sup - |[g7 (s, un(t)) — u(s)]]
se[fp,t;?] se[t?+1,t?+l]

+ sup  flu(s) —u(t + s — 17|,

SE[—p+tT 45t 4]
il est clair que ,

sup ||un(s) = u(s)[| < fJun() = u()lle;

et donc

lim sup ||un(s) —u(s)| =0.

e s€ [7p7t?]
D’autre part

sup |lgj (s, un(t)) —u(s)| < sup  un(£7) = u(s)|| + [[un(t}) — un(B)]].

SE[tT 1117 4] SE[tT 1174

Donc de la convergence uniforme de (u,(-)) vers u(:) et de la continuité uniforme de u(-)

lim  sup ||lg7 (s, un(t)) —u(s)|| =0
n—oo SE[tT 1t ]

Finalement, en utilisant une seconde fois la continuité uniforme de u(-), on obtient

lim —— sup JJu(s) —u(t + 5 —17,,)]| = 0.

n—oo SE[—pHtT 15t 4]
donc pour tout ¢ € [0, T
Jim (70 ()9 0,01+ un(t)) = T(Hu(t) e = 0.

La continuité de 'application f(t,-) implique que, pour tout t € I,

(876 (00,001 1al0))) = 1 (t 7 (0)u2). (2:5.20)
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2.5. Perturbation avec retard

Donc, comme dans la preuve du Théoréme grace a (2.5.20)), (2.5.19) et (2.5.13)), par le

lemme de Mazur et ’hypothése (i),
u(t) + z(t) + f(t, 7()u(-)) € =N(C(t),u(t)) p-p. t € I, (2.5.21)

et grace a (2.5.4)), (2.5.13)) et le fait que F'(t,-) est semicontinue supérieurement, on obtient,

par le lemme de Mazur

z(t) € F(t,7(t)u(-)) p.p.sur I

Ceci avec ([2.5.21)), implique que

—u(t) € N(C(t),u(t)) + F(t, 7(t)u(-)) + f(t, 7(t)u(")).

Par conséquent, u(-) est une solution de (P,). O
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CHAPITRE 3

Probléemes non linéaires pour des inclusions différentielles du

second ordre
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions une classe de problémes aux limites pour des inclusions
différentielles du second ordre gouvernées par un opérateur maximal monotone et une per-
turbation non linéaire, qui est soit semicontinue mixte vérifiant la condition de Hartman, soit
somme de deux multiapplications une semicontinue supérieurement et ’autre semicontinue
inférieurement vérifiant la condition de Hartman généralisée. En utilisant des théorémes de
point fixe multivoque et la théorie des opérateurs monotones, deux théorémes d’existence de
solutions sont établis.

Notre but donc est ’étude des inclusions différentielles du second ordre avec conditions

aux limites non linéaires de la forme

pr a(u(t)) € A(u(t)) + F(t,u(t)) p.p. sur I =1[0,T7;
(3.1.1)

(a(@(0)), —a(a(T))) € £(u(0), u(T)),

et de la forme

pr a(u(t)) € A(u(t)) + Fi(t,u(t),w(t)) + Fo(t, u(t),u(t)) p.p. sur I =[0,T7;
(3.1.2)

(a(u(0)), —a(a(T))) € £(u(0), u(T)),
ot a : RV — RY est une application continue et strictement monotone, A : D(A) C
RY = RV et £ : D() CRY x RY = RY x RY sont des opérateurs maximaux monotones,
et F': 1 x RY = R" est une multiapplication semicontinue mixte vérifiant la condition de
Hartman, F; : I x RY x RY = RY, § = 1,2 sont deux multiapplications semicontinue su-
périeurement et semicontinue inférieurement, respectivement leur somme vérifie la condition
de Hartman généralisée.
Dans la littérature récente, nous trouvons divers résultats concernant les inclusions dif-
férentielles avec des conditions aux limites.
Dans [38], les auteurs ménent une étude détaillée du probléme (3.1.1), ot a : RY — RV est
une fonction définie par a(x) = ||z||P~?z, p > 2et F: I xRY = R est une multiapplications
a valeurs convexes et de graphe fermé, ou bien & valeurs non convexes et est semicontinue

inférieurement satisfaisant a la condition de Hartman suivante
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3.1. Introduction

H : il existe M > 0, tel que pour presque tout ¢ € I, et pour tout z € RN avec ||z]| = M
et tout v € F(t,x), on a (v,x) > 0.
L’auteur dans [52] a étudié la méme équation du probléme (3.1.1]), mais F* & trois variables

et avec d’autres conditions aux limites

%a(u(t)) € A(u(t)) + F(t,u(t),u(t)) p.p. sur I =10,T],

L(u(0),u(T),4(0),a(T)) = 0.
Les conditions aux limites exprimées par L(u(0),u(T"),%(0), (7)) = 0 peuvent étre comme
suit : u(0) = u(T) = 0 (probléme de Dirichlet), @(0) = u(b) = 0 (probléme de Neumann),
ou u(0) = @(T) = 0 (probléme mixte).

Le probléme a été étudié dans [61] avec a(+) une application continue et strictement
monotone vérifiant certaines hypothéses et F' vérifie la condition de Hartman généralisée
suivante

H' : il existe M > 0 et 3 > 0, tels que pour presque tout ¢t € I, et pour tous =,y € RV
avec ||z|]| = M, (x,y) =0, on a (v, z) + Bly|[? > 0 pour tout v € F(t,z,y).

Les auteurs ont donné des théorémes d’existence dans les deux cas « convexe » et « non
convexe ». Dans le cas convexe, la multiapplication F' est semicontinue supérieurement et
dans le cas non convexe F' est semicontinue inférieurement.

Ici, et dans la premiére section on s’intéresse au probléme avec somme de deux
multiapplications, [} semicontinue supérieurement et F, semicontinue inférieurement. Dans
la deuxiéme section nous étudions le cas « mixte », c’est a dire le probléme ou F
est une multiapplication semicontinue mixte, i.e., F'(-,-) est mesurable et pour tout ¢t € I,
et chaque x € RY avec F(t,z) est convexe, la multiapplication F(t,-) est semicontinue
supérieurement, et quand F'(¢,x) n’est pas convexe F(t,-) est semicontinue inférieurement
sur un voisinage de .

En transformant 'opérateur de Nemytskii de F' (resp. F;, i = 1,2), on obtient un autre
probléme, pour lequel les solutions sont dans un sous ensemble compact (resp. borné) de
C(I,RY) et donc résolvent le probléme original. Ensuite, nous passons & 1’étude du probléme

transformé. En combinant avec les techniques de I’analyse multivoque et la théorie des points
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3.2. Préliminaires

fixes, et en utilisant, dans le probléme (3.1.1]), le Théoréme 2.1 dans [55], certains théorémes

d’existence sont obtenus.

3.2 Préliminaires

Dans tout ce chapitre, I := [0, 7] est un intervalle de R.

On se donne une multiapplication F : I = R¥ & valeurs non vides et 1 < p < co. Par
Y%, on note l'ensemble des sélections de F' qui appartiennent a I'espace de Lebesgue-Bochner
LP(I,RY), ie., X = {f € LP(I,RN) : f(t) € F(t) p.p. sur I}. En générale, cet espace peut
étre vide. Cependant, une application directe du théoréme de sélection de d’Aumann (voir
Wagner [60, Theorem 5.10]) affirme que, pour F' a graphe mesurable, X%, est non vide si et

seulement si ¢t — inf{|jv|| : v € F(¢)} € LP(I,R,).

Proposition 3.1. Supposons que X est un espace métrique séparable, Y est un espace de
Banach, et F': X = LP(1,Y) est une multiapplication s.c.i a valeurs non vides fermées et
décomposables. Alors F' admet une sélection continue.

Soient X, Y deux espaces de Banach. Un opérateur f : X — Y est complétement continu
si z, — = dans X implique f(z,) — f(z) dans Y, et f est compact s’il est continu et I'image
des ensembles bornés par f sont des ensembles relativement compacts. Evidemment, si X
est réflexif, f est compact quand il est complétement continu.

Voici une conséquence du Théoréme 2.2 dans [41] qui va étre utilisée ultérieurement.

Théoréme 3.1. Soit X une espace métrique séparable. Soit F : [ = X une multiapplication
mesurable & valeurs non vides fermées et ¢ : I x X — R une fonction L(I)®P5(X)-mesurable
vérifiant

i) ¢(t,-) est s.c.s pour tout t € I ;

i) il existe fo € XY, telle que

/OT o(t, fo(t))dt < +oo.
Alors
T T

in /O S(t, F(1))dt = /0 inf ot 2)dt.

fext, x€F(t)
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3.3. Problémes non linéaires pour des inclusions différentielles du second ordre avec somme
de deux perturbations s.c.s et s.c.i

Dans le théoréme qui suit, on donne le principe alternative de Leray-Schauder (voir [39]).

Théoréme 3.2. Soient X,Y deuz espaces de Banach. Soient v : X — Y wune fonction

complétement continue et
S={reX: v=pp(x), nelo,1}.
Alors, soit S est non borné, ou bien 1 admet un point fixe.

Dans ce travail, on a besoin de la généralisation multivoque suivante de I’alternative du

théoréme de Leray-Schauder.

Théoréme 3.3. (Voir [37]) Soient X,Y deux espaces de Banach, C C X et D C Y deux
ensembles fermés convexes tels que 0 € C. Soit W : C = D une multiapplication a valeurs
convezes faiblement compactes, et s.c.s de C, muni de la topologie forte, dans D, muni de
la topologie faible. Soit 1 : D — C' une application complétement continue. St W =1 oW :
C = C est compacte, alors soit

(i) Uensemble S = {x € C:x € p¥(x), 0 < p < 1} est non borné, soit

(i) ¥ admet un point fize, i.e., il existe v € C, tel que x € ¥(x).

Proposition 3.2. (Voir [61]) Soit ¢ : I — R une fonction absolument continue, et E =
{tel: ¢(t)=0} Alorsmes({t € E: ¢(t) #0}) =0, i.e., ¢(t) =0 p.p sur E.

3.3 Problémes non linéaires pour des inclusions différen-
tielles du second ordre avec somme de deux pertur-
bations s.c.s et s.c.i

Dans cette section, nous étudions une classe de problémes aux limites non linéaires pour
des inclusions différentielles avec somme de deux perturbations, une semicontinue supé-
rieurement et ’autre semicontinue inférieurement et qui vérifient la condition de Hartman

généralisée.
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3.3. Problémes non linéaires pour des inclusions différentielles du second ordre avec somme
de deux perturbations s.c.s et s.c.i

On considére le probléme

%a(u(t)) € A(u(t)) + Fu(t,u(t),u(t)) + Fa(t,u(t), u(t)) p.p. sur I; (33.1)
(a(i(0)), —a(a(T))) € £(u(0), u(T)),
ot A: D(A) CRY = RV et £ : D) C RY x RY = RY x RY sont deux opérateurs
maximaux monotones, I} : I x RY x RV = R¥ est une multiapplication s.c.s et Fy :
I x RY x RY = R" est une multiapplication s.c.i, qui vérifient certaines conditions.
Par solution u(-) de (3.3.1]), on veut dire que u(-) € C*(I,RY) avec a(u(-)) est absolument
continue, et il existe y(-), fi(-), f2(:) € LI(L,RN) (p > 2, p~t + ¢! = 1), vérifiant y(t) €
A(u(t)), fi(t) € Fi(t,u(t),u(t)), i =1,2 ¢t %a(u(t)) = y(t)+ f1(t) + fo(t) pour presque tout

t € I, et la condition aux limites est également satisfaite.

Maintenant, nous donnons ’énoncé du théoréme principal de cette section.

Théoréme 3.4. Soit p > 2.
H(F) Soit Fy : I x RN x RY = RY une multiapplication & valeurs non vides compactes

convexes vérifiant
(i) pour tout x,y € RN, Fi(-,z,y) est L(I)-mesurable ;
(11) pour presque toutt € I, Fi(t,-,-) est semicontinue supérieurement;

(111) il existe un nombre réel My > 0, tel que, si ||x|| < M, alors pour presque tout

t € I, pour tout y € RY et pour tout v € Fy(t,z,y), on a

[oll < m () +mO)llyl",
oum(-) € L'(I,Ry) et ma(-) € LO(,Ry).
H(Fy) Soit Fy: I x RN x RN = RY une multiapplication & valeurs non vides compactes
vérifiant
(i) Gr(Fy) € L(I) @ BRY) @ B(RY) @ B(RY) ;
(11) pour presque tout t € I, Fy(t,-,-) est semicontinue inférieurement ;
(117) il existe un nombre réel My > 0, tel que, si||z|| < Ms, alors pour presque tout

t € I, pour tout y € RN et pour tout v € Fy(t,z,y), on a

o]l < m3(t) + na(@)lylP~,
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3.3. Problémes non linéaires pour des inclusions différentielles du second ordre avec somme
de deux perturbations s.c.s et s.c.i

o ns(-) € L'(I,Ry) et ma(+) € Lo(L,R,).

Fy et Fy vérifient ausst ’hypothése suivante
H(Fy, Fy) il existe un nombre réel strictement positif 3 tel que pour presque tout t € I,

et pour tous x,y € RY avec ||z|| = M = min{ My, M5}, (z,y) =0, on a
(v, 2) + Blly[” = 0,

pour tout v € Fi(t,x,y) + Fa(t, z,y).
H(a) Soit a : RY — RY une application continue et strictement monotone, vérifiant
(i) {a(z),z) > B||z||P, pour tout x € RY ;
(ii) il existe ¢ > 0 tel que |la(z)]] < c(||lz|P~! +1);
(iii) il existe une fonction continue k : RY — R, telle que a(x) = k(z)z, pour tout
r e RV,
H(A) Soit A:D(A) C RN = RY un opérateur mazximal monotone avec 0 € A(0)
HE) € :DE) c RY x RY = RY x RY un autre opérateur mazximal monotone, avec
(0,0) € £(0,0), vérifiant
(1) si (wy,ws) € &(v1,vq), alors (wy,v1) > 0 et (wy,v9) >0, ou bien
(i) D(E) = {(z.y) €RY x RY : 2=y},
A et & vérifient aussi [’hypothése suivante
H(E, A) si(wy,wsy) € E(v1,v2), alors (wy, Ax(v1)) + (wa, Ax(v2)) > 0, VA > 0.
Alors le probleme admet au moins une solution.

Remarque 3.1. a(-) est appelé l'opérateur semblable & p-Laplacien, qui est la généralisation
de J, Dopérateur p-Laplacien ou J(x) = ||z||P7%z, pour x € RY. Sous les hypothéses de
a(+), par le Théoreme on sait que a(-) est un homéomorphisme de RN, et l'opérateur

1

inverse a~! est aussi strictement monotone, et que |la*(y)|| — +oo, quand |y|| — +oo

(voir [45, 46, [52]). On donne un exemple d’un opérateur a(-) vérifiant les hypothéses de
notre théoréme. L’opérateur a(-) : RN — RN est défini par

a(z) = p([lz|)l|l=|/~"z,  pour x € RY,
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avec p : [0, +oo[— R est une fonction continue et strictement décroissante telle que 3 <
p(r) < B, ou B est le nombre donné dans notre théoréme et 3 est un autre nombre stricte-

ment positif, par exemple, si on prend

alors p(-) est continue et strictement décroissante. En effet

rp=1

p(r) = e < 0.

Donc a(-) est continue et strictement monotone. En effet, pour tous x,y € RY tels que = #+y,

si on suppose que ||z|| < ||yl alors

(a(z) —a(y),z —y)
= {pllla) 22z — plyl Py 2~ v)

= o) (llzl”2e = g2y, =y ) + ((e(ll2l)) = p(llyD) Iyl 2y, — v)

> B(llzl7 2 = Iyl2y, 2 = ) + (plllel) = pClyD) Nyl 2y, = = v)

> Blall2lle = yll? + Bl = [yl @ — v)

+ (el = ol D) (ol = N1yl . =)

> Blall2lle = yll? + Bl = lylP"2) (., y) — Iyl

+ (ellz) = p(llglD) (g ligll = 1)

> mmaxu(WWwa—MP+umw*—www*&%ﬂmf+HMP—mfﬂw%—umﬂ).
D’ou

(a(r) —aly),r —y)

1 . _ _ _ _

> §m1n{ﬁ,1}((||x||p “ )l =yl + (P72 = TylP=2) Al - ||y||2)>
1 . _ _

> min{8, (|l + lyl"7) e =yl

> 0.

On peut aussi montrer que a(-) vérifie les hypothéses H(a).

91



3.3. Problémes non linéaires pour des inclusions différentielles du second ordre avec somme
de deux perturbations s.c.s et s.c.i

1. Pour tout x € RY,

{a(z),z) = p([lzDll=][" = Bll]|”.

2. Pour tout © € RV,
la(@)|| < p(llzD)z]P~" < (B+D|zP < (B+ D)(||l|P~" + 1).
3. En posant k : RN — R définie par

k(@) = p(llel)ll=lP~,
K(+) est continue de plus

a(x) = k(x)z, pour tout v € R,

3.3.1 Probléme transformé

Considérons les multiapplications Ny, : W1P(I,RY) = L4(I,R"), définies par

N, (u(-))(t) = Fi(t,a(t),u(t)), i = 1,2,

pour tout t € I et u € WHP(I,RY), on

At u(t) si |Ju(t)|| < M, .
u : M . . .
@ sl > 2

et
[ st e Qet flult)] < M,
ut) =9 a4 ( M
dt \ [u(t)]
avec Q = {t € I : u(t) existe}.

(3.3.3)

u(t)) site Qet |lult)] > M,

Evidemment, Q est un sous ensemble mesurable de I avec mes(I\Q) = 0. En effet,
si u(-) € WHP(I,RN) alors u(-) est absolument continue et différentiable presque partout,
donc mes(I\Q) = 0. De (3.3.2)), nous pouvons facilement vérifier que, si |u(t)| > M,

d
alors ||a(t)|]] = M. Sit € Q et ||u(t)]] > M nous avons ||u(t)|| = M, alors %Hﬁ(t)HQ =
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2(a(t), u(t)) = 0, d’out (a(t), u(t)) = 0. De plus,

i) = 4 (roe®)

<~

Mais
i( M ):i M _ Mu(t), u(?))
dt \JJu(t)||) — dt \ \/Tu(®), u(t)) [u@®l®
Donc
S M i)
) = Tay (40 ~ o ®): (334)
Ceci donne
o M (l)a) e
ol = TP " T o]

SO0 gy 0D,

Hu Hu )12 [u (@)

T i
L P (g 00 2000
e (it

[u@)]® lu(@)]”

o (u(t),u(t))?
ol —”u( o ) (3.3.5)

De ([3.3.5) nous pouvons déduire que

la(®)] < Tatll [a()]} < fla@)]- (3.3.6)

( )l

Supposons que u,(-) — u(-) dans WH?(I,RY), utilisant le théoréme d’injection compacte,
WEP(I,RY) < C(I,RY), nous avons u,(-) — u(-) dans C(I, RY). De plus, puisque @, () —
u(-) dans LP(I,RY), il existe une sous suite de (i, (+)) convergeant vers #(-) presque partout.

Sans perdres de généralités, on peut supposer que 1, (t) — u(t) presque partout sur /. Ainsi,

en vertu de (3.3.2) et (3.3.3), nous pouvons vérifier que @, (t) — @(t) pour tout ¢t € I, et

U, (t) — u(t) presque partout sur I.
En effet, la premiére convergence est évidente car, pour t € I, si ||u(t)|| < M, alors pour
tout € > 0 il existe ng € N tel que, pour tout n € N, n > ng nous avons |[u(t) — u,(t)]| < e,

cela donne ||u,(t)]] < €+ ||u(t)||. Donc pour € assez petit et n assez grand, ||u,(t)|| < M et
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Un(t) = up(t) — u(t) = a(t).

De la méme maniére, si ||u(t)|| > M, alors pour n assez grand u,(t) > M et

M M
Un(t) = ————un(t) = ———u(t) = a(t).
[[n (B)]] lu(@)]]
Maintenant, si ||u(t)|| = M, nous divisons la suite (u,(t)) en deux sous suites (uy(m)(t)) et

(Uyp(n) (1)), Ol [Jupm)(t)|| < M et |Juym(t)]] > M et on suppose que ces deux sous suites ne

sont pas finies car sinon, on revient aux deux cas précédents. Alors

Uip(n) (1) = Up(n) (1) — u(t) = a(t),

et
M M

Tonon @ ) = gy = a(t) = u(t)

Uiy (1) =
Donc w,(t) — u(t).

De (3.3.4), d’'une maniére similaire a la précédente, on peut obtenir 1, (t) — u(t) presque
partout sur I\ Ey, ou Ey = {t € I/||u(t)|| = M} est un sous ensemble fermé de I (puisque
u(+) est continue).

En effet, pour presque tout t € I\ Ey, si ||u(t)|| < M, alors pour n assez grand, ||u,(t)|| < M

et donc

Un(t) = U, (t) — u(t),
et si |lu(t)|| > M, pour n assez grand, ||u,(t)|| > M et donc, par la continuité de la norme

et la continuité du produit scalaire

i M ) N M () a)
in(0) = [y (0 = S 0) (i) - i )

Par la Proposition [3.2] en posant ¢(t) = |Ju(t)||*> — M?, nous avons (u(t), u(t)) = 0, d’ot

% (HUJZ)HU(O) = u(t) p.p. sur Ey, alors on déduit que 1w, (t) — @(t) p.p. sur Ey, et donc
U, (t) — u(t) p.p. sur 1.

Un autre résultat utile, qui peut étre dérivé a partir de I'inégalité et de la Propo-
sition , est que pour chaque u(-) € Wh2(I,RN), a(-) € LP(I,RN) et u(t) = u(t) presque

partout sur I. Donc, puisque (-) est continue, on peut dire que @(-) € WHP(I, RY), avec

a(-) = u(-). Alors N, (u(-))(t) = Fi(t,ﬂ(t),ﬁ(ézl), i=1,2 p.p.sur I.
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Maintenant, on va étudier les multiapplications Ng, et Np,, en voici deux propositions.

Proposition 3.3. Supposons que toutes les hypothéses dans H(Fy) sont vérifies. Alors N,
est h-s.c.s (c’est a dire, s.c.s de WYP(I,RY) dans LI(I,RY) muni de la topologie faible) a

valeurs non vides fermées convexes, et bornée sur les ensembles bornés.

Preuve.
Soit u(-) € WhP(I, RY). Montrons que Ng, (u(+)) est fermé et convexe dans LI(I, RY).
Soit fi(+), f2(:) € Np,(u(-)) et A € [0,1] et soit t € I. Alors, pour presque tout t € I,

fi(t), fo(t) € Fi(t,u(t),a(t)) qui est convexe, d’ou

M) + (1= A) fa(t) € Npy (ul())(),

ce qui implique la convexité de Np (u(+)).
D’autre part, si (f,(-)) C Ng, (u(+)) et f(-) — f(-) dans LI(I,RY). Alors il existe une sous
suite, aussi notée (f,,(+)), qui converge vers f presque partout, i.e., il existe un sous ensemble

Iy C I tel que mes(ly) =0 et, pour tout t € I\ Iy, on a

fu(t) — f(t) dans RY,

et puisque (f,,(t)) C Fi(t,a(t), u(t)) presque partout, et Fy (¢, a(t), u(t)) est fermé, on obtient

f(t) € Fi(t,a(t),u(t)) p.p.sur I,

d'ot f(-) € Np (u(+)). Ce qui montre la fermeture de Np, (u(-)).

Pour vérifier que Ng, (u(-)) # 0, on sélectionne (voir le Théoréme deux suites de
fonctions simples {r,,(-)} et {s,(-)} telles que r,,(t) — @(t), sn(t) — u(t) p.p. t € I quand
n — 00, et || () < ||a(®)]], [|sn(®)|| < ||a(t)|| p.p- t € I et pour tout n € N.

Soit K, (t) = Fi(t,rn(t), sn(t)). I est clair que pour tout n € N, K,(-) est une mul-

tiapplication mesurable & valeurs fermées, donc elle admet une sélection mesurable notée

Un(+).
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De H(Fy) (iti) et (3.3.6) on a

ln@®l < m(t) +m2(8) s ()P
< (t) + () [an )P

< mu(t) + o (t) | (8]

Ainsi (v,(+)) est bornée dans L4(I, RY), et donc, on peut lui extraire une sous suite faiblement
convergente.

Sans perdre de généralités, supposons que v,(-) — v(+) dans L¢(I, RY). Par le lemme de
Mazur, il existe une autre suite (w,(-)) fortement convergente vers v(-) dans LI(1, RY), ot

wy(+) € co{v;(+) : © > n}, pour tout n > 1. Soit
Ey={t€Q: r,(t) = alt), s,(t) — u(t), et w,(t) — v(t)},

alors F; est un ensemble mesurable de I et I\ E; est négligeable.
Pour chaque ¢ > 0 et t € Ey, par la e-s.c.s de Fi(t,-,-) (voir la Proposition [1.7)), il existe

0 > 0 tel que

Fi(t,z,y) C Fi(t,a(t), u(t) + B(0,¢) pour tout (x,y) € B((a(t), u(t)), ).
Donc, pour n € N suffisamment grand on obtient

Fy(t,ma(t), sn(t)) € Fu(t, a(t),u(t)) + B(0,¢),

d’ou
v (t) € Fy(t, a(t), u(t)) + B(0,¢).

Par la convexité de Fi(t,u(t),u(t)) et de B(0,¢), on obtient aussi
wy(t) € Fy(t, a(t),u(t)) + B(0,¢)

pour n € N suffisamment grand. Pour ¢ arbitraire et puisque w,(t) — v(t), on aura v(t) €

Fi(t,a(t), u(t)) = Fy(t,a(t),u(t)) pour tout t € Ey, qui signifie que Np, (u(-)) est non vide.
On va montrer maintenant que N, est h-s.c.s.

Supposons que E C LI(I,RY) est faiblement fermé, u,(-) — u(-) dans WHP(I,RY) et
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(un(+)) C Ni'(E), ie., il existe v,(-) € LY, RY) telle que v,(-) € Np, (un(-)) N E. Alors,

pour presque tout t € I, on a v,(t) € Fy(t, 1, (t), Un(t)), et donc

[on@)]| < m(t) + no(t) || (2P~

< mit) + ma(8) |l ()P

La derniére inégalité est due a (3.3.6). Puisque #,(-) — u(-) dans LP(I,RY), la suite
(Jlun(-)|l,) est bornée dans R. Ainsi (v,(-)) est bornée dans LI(I,RY), et par le méme
argument que dans le paragraphe précédent, on peut trouver v(-) € LI(I,RY) telle que
v(-) € Np(u(-)) N E. Alors u(-) € Np'(E) qui veut dire que Nz'(E) est fermé dans
WEP(I,RN) et donc Np, est h-s.c.s.

La derniére conclusion de la Proposition [3.3|peut étre dérivée immédiatement de H (F})(iii)
et (3.3.6). En effet, pour tout u(-) € W'?(I,RY) et v(-) € N, (u(-)), et pour presque tout

telona

@I < m(t) +m@)lla@)P~".

d’ou
o)l < llmC)llg + () llool[a()1E

OJ

Proposition 3.4. Sous les hypothéses données dans H(F,), Ng, est une multiapplication

s.c.i. a valeurs non vides décomposables fermées dans LI(I, RY).

Preuve.

La fermeture des valeurs de Np, se montre de la méme maniére que dans la proposition
précédente. La décomposabilité des valeurs est facile a voir. Pour tout u(-) € WhP(I, RY),
soit K : I = RN définie par K(t) = F(t,a(t),a(t)), et p: I x RN — I x RNV x RN x RN
définie par pu(t,v) = (t,0(t), u(t),v). Evidemment, p(-,-) est une application mesurable et K
est a valeurs fermées.

De H(F3)(ii), on peut déduire que Gr(K) = u~(GrF) € L(I) @ B(RY), ce qui signifie

que K est aussi mesurable. En utilisant le Théoréme [1.5] on obtient une fonction mesurable
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v: I — RY telle que v(t) € K(t) p.p. sur I. En vertu de H(Fy)(iii), v(-) € LY(I,RY). Par
conséquent, N, (u(-)) # () pour tout u(-) € WHr(I, RY).

Pour la semicontinuité inférieure de Np,, par la Proposition [1.5] il suffit de montrer que,
pour tout w(-) € WHP(I,RY) la fonction u(-) d(w(-),NF2(u(-))> € R, est s.c.s sur
WLr([,RY).

Fixons A > 0, et considérons ’ensemble
Ay ={ue W (LRY) : d(w(), Ni(u()) = A},

Supposons que (u,(-)) C Ay et u,(-) — u(-) dans WHP(I,RY), alors 4,(t) — a(t) et
U, (t) — u(t) p.p. sur I. Notons que, sous 'hypothése H(Fy)(ii), la fonction positive (z, 1) —

d<w(t), F(t,x, y)) est s.c.s.. Donc en utilisant le Théoréme , on peut déduire ce qui suit

A < limsup d(w(-), N&(“n(')))

n—oo

= timsupinf { () = o)l = () € N, ()}
= lizn_)sogp inf {</OT lw(t) — v(t)||‘1dt>‘11 s € NF2(Un('))}

1
q

— limsup (/OT inf{||w(t) —al: we Fg(t,an(t),&n(t))}dt>

n—oo

— limsup (/OTd<w(t),F2(t,an(t),fcn(t)))th>é,

n—oo

et par le lemme de Fatou, on trouve

A< (/OTlimsupd<w(t),Fg(t,ﬁn(t),&n(t))ydt);

n—oo

q

< ([ dwin. mxe.ico.a)rar)

1
q

_ (/OTinf{Hw(t) _@l|7: we FQ(t,a(t),&(t))}dt)

— inf { (/OT |w(t) — v(t)qut); cu(s) € NFQ(’U(.))}

= inf {Hw() —v( )|y v() € NFQ(U('»}

— d(w(-),NFQ(U('))>>
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de sorte que u(-) € Ay, et ceci prouve que 'ensemble A est fermé. Donc par la Proposition
on obtient la semicontinuité inférieure de Np,. 0J

Dans la suite, nous allons étudier le probléme transformé
d . _ 9.
Zrala(®) = u@"u(t) € A(u(®) + Pt ), at)) + Fp(t,a(t), a(t) + a@)|P~*a(t) p-p. sur I
(

a(u(0)), —a(u(T))) € £(u(0), u(T)).
(3.3.7)

Evidemment, toute solution u(-) de avec ||u(t)|| < M pour tout ¢t € I est une solution
de (3.3.1)). Donc, le probléme de trouver une solution de (3.3.1)) peut étre remplacé par deux
problémes, I'un est de trouver une solution de (3.3.7)), et Pautre est de montrer que chaque

solution de (3.3.7) est dans la boule fermée B (0, M) de C(I,RY).

Proposition 3.5. Supposons que les hypothéses supposées sur a, A, Fy, Fy et & dans le
Théoréme sont vérifiées, et u(-) est une solution de (3.3.7)), alors ||u(t)|| < M pour tout

tel.

Preuve.
Supposons que u(-) est une solution de (3.3.7)), alors on peut trouver y(-) et fi(-), i = 1,2
dans L9(Z,RY), telles que y(t) € A(u(t)), fi(t) € Fi(t,a(t), ult)), i = 1,2, et

%a(ﬂ(t)) = [lu@®Pult) = y(t) + fi(t) + fa2(t) = [a(®)|P~*a(t) p.p. sur L. (3.3.8)

Si la conclusion de la Proposition n’est pas vérifiée, alors il existe tg € I, telle que

Ju(to)| = max u(p) | > 1. (3:3.9)
Nous commengons par supposer que 0 < to < 7. Soit o(t) = ||u(t)||?, alors
oto) = pllu(to) [P~ *(u(to), i(to)) = 0, (3.3.10)

et il existe § > 0, tel que ||u(t)|| > M et o(t) < 0, pour tout ¢ €]ty, ty + d[, en utilisant la
continuité de u(-).

En multipliant (3.3.8)) par u(t), et en intégrant sur [to,t] (¢ €ty,to + J]), on trouve

/t:<£a( (7) dT—/ () |[Pdr

/<y >dT—l—/ <f( )+ fa(7) dT—/ [a(r) [P~ (a(r), u(r))dr.

to
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En utilisant (3.3.2)), la monotonie de A et le fait que 0 € A(0), on obtient

[ Getaten.atyar - [ atrpar

> [ {501+ hatm)r = [ a0 futr)ir

to
Une intégration par partie donne

(atat) o))  {atito).utt)) — [ (atitr)), i) )ar = [ Jutrlpan

0

2/tt<f1(7)+f2(7),u(7)>d7—/tMp_1||u(7)||dT. (3.3.11)

to

En combinant H(a)(i) et H(a)(iii) avec (3.3.2)), (3.3.6), (3.3.10) et (3.3.11)), on a

(i) (i(0), u(D)) > ﬂ/|w s+ [ (P42 () + o)

HU( W ()P~ = MP=H)dr

to

> /t (HU](\;)H) <<f (1) + f2(7'),’&(7)> + 5||&(T)||p)d7_

En utilisant la condition de Hartman généralisée H(Fy, Fy), on obtient, puisque ||a(t)|| = M

et (a(t),u(t)) =0,
(AE)+ falr) i) + Bl 2 0, V7 € [to, 1)

Ainsi
k() {at), ut)) = /t: lu(D) I (lu(r)[[P~" = MP~F)dr > 0.

Cela donne (u(t),u(t)) > 0, pour tout t €|ty, to + o[, contradiction avec le fait que o(t) <0
pour tout ¢ €]y, to + .

Maintenant, soit ¢, = 0, dans ce cas, 6(0) < 0, d’ou (u(0),%(0)) < 0, et donc <a(u(0)), u(0)> <
0.
Si H(&)(1) est vérifiée, alors <a(u(0)),u(0)> > 0. Donc <a(a(0)),u(0)> = 0, et la méme
contradiction peut étre obtenue.

Si H(&)(ii) est vérifiée, alors o(0) = o(T). Donc 4(0) < 0 et o(T') > 0 d'out {u(0),%(0)) <
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0 < (w(T),4(T)), qui & son tour donne <a(u(0)),u(0)> <0< <a(u(T)),u(T)>. Mais

(a(i(0)),u(0)) ~ {
(a((0),u(0)) = (

Dans le cas ty = T', la preuve est la méme que celle dessus. [

a(u(0 a(u(T)),u(T)> > 0, puisque £ est monotone et (0,0) € £(0,0). Ainsi
a(u(0 a(u(T)), u(T)> = 0, et nous pouvons arriver a la méme conclusion.

3.3.2 Certains opérateurs non linéaires
Avant de donner les principaux résultats, nous étudions certains opérateurs non linéaires
(voir [61], 52]).
1. J : L2(I,RY) — L(I,RY), qui est Popérateur de Nemytskii de J, c’est a dire, pour
tout t € I, J(u(-))(t) = J(u(t)) = ||u(t)||P"2u(t), pour u(-) € LP(I,RN).
J est une opérateur continu.

J est partout défini.

Pour tout v € LP(I,RY) on a
) T
[PICQ)] P /0 (llu(®)[P~)"dt
T
= / |u(t)|[Pdt < +o0.
0

J est coercif.

Pour tout v € LP(I,RY) on a

T

<j(U(-))7U(~)>p,q=/0 <|IU(t)HpQU(tLU(t»dt:/o [u()][Pdt = [Ju]l5.

Donc
(J(u()), u())
()l

J est strictement monotone.

4= Ju()ll;™" — +oo quand [fu(-)]|, — +oo.

Cela ce montre par les inégalités suivantes.
. . T
(J(ur) = J(u2), w1 — ua)pg = / <||u1(t)||p_2u1(t) — [lua () [P~ ua (t), ua () — U2(t)>dt
0
T
= /0 [la ()77 [l () — wa(t) || *dt

= [ (O = )P a0, (1) = ettt
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d’ou
() = (), us =zl = /OTnul(t)np—znul@)—u2<t>||2dt
+ / (1P = a2 (Gt a(®) ~ a0
-/ " ®IP ) — uaft) e

+ / (ol - uste) ) (é(uuw + a1 = alt) = i (8)]2) - Huz(t>ll2>dt
1

= 35 /OT (Hul(t)”p_Q + ||uz(t)||p_2) |y () — usa(t)||*dt
+% /OT (s (172 = ua®l72) (s ()1 = ()] ) e

A%

. / " (a2 + use) ) s (¢) — ws (o) > o
siun (1) # ua ).
2. A:D(A) C LP(I,RN) = LI(I,RV),
D(A) = {u(-) e LP(I,RN) : u(t) € D(A) p.p.sur I, et Jy(-) € LI, RY) tel que y(t) €
A(u(t)) p.p. sur I}, et
Au()) = {y() € LULRY) : y(t) € A(u(t)) p.p. sur T}, pour u(-) € D(A).

Proposition 3.6. i A : D(A) C RY = RY est un opérateur mazimal monotone avec

0 € A(0), alors A est un opérateur mazimal monotone avec 0 € A(0).

Preuve.
Commencons par prouver la monotonie de A. Soit ui(-),us(-) € D(A) et soit y(-) €

~

A(uy(+)), alors

T
(1() = 2(),ua () = ua2()) = / (y1(t) = ya(t), ua (t) — uz(t))dt > 0,
0
par la monotonie de A. De plus, puisque 0 € A(0), on a 0 € A(0).
Pour prouver la maximalité de A on prouve premiérement que R(A + .J) = L(I, RY).
Ainsi fixons y(-) € LY(I,RY), soit © : I = RY x RY la multiapplication définie par

O@t) = {(z,v) e RV xRV : v e Az), v+ J(z) =y(t)}.
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De la monotonie maximale de A et J, on a que A+ J est maximal monotone (voir Théoréme

1.12). Par le Théoréme [1.13] on a O(t) # 0, pour tout t € I.

En effet, si pour tout ¢ € I on prend Cy) = Bga (0,7) tel que r > 0 vérifie
ly()]] < P71,

alors Cy(;) est un ensemble convexe compact avec 0 € int(Cy)) = Bga (0,7). De plus, pour

tout © € 0C, () et tout v € A(x), et puisque 0 € A(0)
(), z) < lyOllllzl <7 = ll||” < [zl + (v, 2) = (v + J(2), z).

Donc les hypotheses du Théoreme [I.13] sont vérifiées avec Cy ) et A+ J au lieu de C' et A.

Par conséquent, I’ensemble

St)) = {zelypy: yt) e (A+JI)(2)}

= {zeCyy: eAl), v+ J(x)=yt)}

est non vide, d’ott 'ensemble O(t) est non vide.
En désignant par ¢ : I xRY xRY — R¥ la fonction définie par, 1(t, x,v) = v+J(x)—y(t),
on a
Gr(©) = {(t,z,v) € I x RN x RN : 4(t,z,v) =0} N (I x Gr(A)).
Puisque 9 est une fonction de Carathéodory et A est maximal monotone, on obtient que
Gr(©) € L(I) ® B(RY) @ Z(RY). Du Théoréme il existe deux fonctions mesurables

z(-),v(-) : I — RY telles que (z(t),v(t)) € O(t) et ainsi v(t) € A(z(t)) et
v(t) + J(z(t)) = y(t), (3.3.12)

pour presque tout ¢t € I. En multipliant (3.3.12)) par x(¢), puisque A est monotone et 0 €
A(0), on a
(1P < Co(t) + I (), 2(t)) = (y(t), =(6)) < [y@lll=(®)]],

d’ou ||z(t)||P~t < [ly(t)]|. Cela donne

™ < lyO)lg,
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et puisque y(-) € LI(I,RY), () € LP(I,RY) et donc v(-) € LI(I,RY). Puisque v(t) +
| (t)||P~22(t) = y(t) on déduit que y(-) € R(A+ J), i.e. R(A+ J) = LY(I,RN).
Maintenant, supposons que pour certains zi(-) € LP(I,RY) et vy(-) € LI(I,RY) on a
W(-) = v1(-),2(-) = 1(-))pq > 0 pour tout (z,v) € Gr(A).
Soit x5(-) € D(A) tel que vy () + J(x1(-)) = va(-) + J(22()), va(-) € A(25(-)) (il existe en

raison de la surjectivité de A + J). Alors

(v() = v2() = J(22() + J(21()), 2() = 21()), , > 0,

pour tout (z,v) € Gr(A). En particulier, en posant 2(-) = 25(-) et v(-) = v5(-), on trouve

ie., z3() = x1(-) (de la monotonie stricte de J). Donc z1(-) € D(A) et vi(-) = wy(:) €
A(atg()) Cela prouve la maximalité de A. O
3. a:D(a) C LP(I,RY) = LI(I,RN),
D(a) = {u(-) € C'(I,RY) : a(u()) € WH(I,RY), et (a(1(0)), —a(a(T))) € {(u(0),u(T))},

a(u(-))(t) = —%a(u(t)), t € I, pour u(-) € D(a).

Proposition 3.7. Supposons que toutes les hypothéses sur a(-) sont vérifiées. Alors
a:D(a) c LP(I,RY) — LI, RY)

est mazimal monotone.

Premiérement, nous vérifions la monotonie de a en utilisant 'intégration par parties et la

monotonie de £ et a.

p.q

<a(u1(-))—&(uz(-)),ul(-)—uz(-)> = /0T<‘

Y
o
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pour tout uy(-),us(:) € D(a).

Afin de prouver le reste de la proposition, nous donnons quelques lemmes utiles.

Lemme 3.1. Pour chaque h € LY(I,RY), v,w € RN, I’équation

(3.3.13)
u(0) =v, u(T) =w

admet une solution unique u(-) € WH(I,RY),

Preuve.

Pour tout v,w € RY et I(-) € C(I,RY), on définit 'opérateur P : RY — RY par

P(x):/o oLz + 1(8))dt —

oil y = w — v. Evidemment, P est continu (puisque a~'(-) est continue), et

(P(z),z) = i (a™ (z +1(t)), z)dt — (y, )

_ /T (oo + 1)), 2+ 10)) = (o™ + 1), 1)) )t — (g, )
- [ (ﬁlla‘l(x FIOIP — a7 e O~ T (i +10) — (9.10))) )t
> [ (1 DGl ) = ) = T ol + 10 + T, 100 .
De H(a)(ii) en remplagant x par a=!(z + [(t)), on obtient
Iz +11)]] < c(|la™ (z +1(1)|*~* +1), pour tout ¢ € I. (3.3.14)
Don

(P(z),z)

- / (e G+ (Bl (& + LD P = WOle) = Tl (la™  + 1P +1)
+1" 1<y7 >>dt

- / (lla™ @+ 1)1 (Blla™ (@ + L) P~ = Y le) = T gl (la" (2 + L) + 1) )de

—llyllllZC)lle- (3.3.15)
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De (3.3.14]) on a

%(HQSH — i@ =1 < fla™ (@ + 1)

Alors, ||z|| — oo implique |ja=!(z + I(t))|| — oo, uniformément pour ¢ € I.

Donc, par (3.3.17)), il existe un nombre positif r, tel que (P(z),z) > 0, pour tout z € RY
avec ||z|| = r. Par le principe de 'angle aigu, P(x) = 0 admet une solution. L’unicité de la
solution résulte de la monotonie stricte de a=*(+). En effet, si z; et 2o sont deux solutions de

P(z) =0 alors P(z1) =0 et P(x2) = 0. Donc

(P(x1) — P(x9), 21 —xg) = /0 (a (21 + 1) — a (@2 + 1)), (z1 +1(t)) — (z2 + 1(2)))dt

= 0.
D’ou
<a’1(x1 + 1) —a Hag + 1)), (x1 + 1(t) — (22 + l(t))> =0, p.p.surl.

Par la stricte monotonie de a~'(+) on obtient z; = 5.

Considérons opérateur ¢ : C(I,RY) — RN, avec pour tout I(-) € C(I,RY), ((I(+)) est la
solution unique de Pz =0, i.e., fOT a ' (C(I()) + U(t))dt =y, o y = w — v est fixé.

En examinant la preuve ci-dessus, nous pouvons facilement vérifier que () envoie les
ensembles bornés en ensembles bornés. En effet, soit A un sous ensemble borné de C(I, RY)

et soit [(-) € A. Alors, de (3.3.15))

/0<|Ia‘1(C(l('))+l(t))H(ﬁl!a‘l(C(l(-))H(t))||p‘1—||l(-)|!c)—CT_lllyH(Ha‘l(C(l(-))H(t))||”‘1+1)>dt
= llyllliC)lle <0,

et donc

ﬁ/o la™(C(1()) + 1)) [Pt < Hl(')Hc/0 la™(C(I(-)) + (1)) ||t
+CT1/O Iyl (la= (CC)) + 1N~ + 1)t + [yl [[1¢)]le- (3.3.16)
En utilisant , on obtient

BTa™ (CAC)HE)E < Tlll(-)||c||a‘1(C(l(-)1>Ong(-))Hc+CIIyH(||a‘1(C(l(-))+l(~))||§_1+1)+Hy|!||l(-)||c.
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En posant M; = ||a~*(¢(I(+)) + I(-))]lc, on obtient
BTMP < TN lleMi+ ellyl M7~ + [yl (e + 11C)lle)-
Puisque A est borné dans C(I,RY), il existe r > 0 tel que
Il()]le <7, pour tout I(-) € A.

d’ou,

cllyl (c+7)
MY < g+ S 5T — M+ BT llyl|, pour tout I(-) € A. (3.3.17)

Pour tout I(-) € A, soit M; < 1 ou bien M; > 1. Si on suppose que M; > 1 alors (3.3.17)

devient
r (20 +7) _
Mp < (54 C ) aap,
5]
d’ot
r (20 —i— r)
M, < B [yl

si %+ (QCM) lly]| <1 alors on obtient une contradiction et M; < 1. Donc

M, <max{—+( c T)H | 1}
! 6 ﬂT Yl .

Alors, Pensemble {a=(¢(I(-)) +1(-)),1 € A} est born¢ dans C(I,RY).

D’autre part, a partir de (3.3.14)) et pour tout ¢t € I, on a

1CAE) +ION < e(lla™ () + 1P + 1),

cela donne

ICEONI < ellla™ (€A + U + 1) + @) < ellla™ () + LD + 1)+ [12C) e,

et donc ensemble {C(I(+)),1(:) € A} est borné dans RY.
Pour montrer la continuité de ¢, soit (,()) une suite convergente dans C(I, RY). Puisque
(C(1,(+))) est une suite bornée, elle contient une sous suite convergente, aussi notée par

(C(1,(+))). Supposons que ¢(I,(-)) — ¢ dans RY. Quand n — oo dans

(/a*@wH%Hdmﬁzy
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on trouve que

/0 o (E T U)dt =y,

et donc ((I(+)) = ¢, qui montre la continuité de (.

Pour tout h(-) € LY(I,R"), soit

et
t
u(t) =v —I—/ a " (C(H(A()) + H(h(-)(s))ds, Vt € 1. (3.3.18)
0
Evidemment, H : LY(I,RY) — C(I,RY) est un opérateur linéaire compact, et u(-) est la

solution unique de (3.3.13)), notée par o(h(-)). O

Remarque 3.2. Ici, nous donnons un résultat plus fort que celui dans la preuve du Lemme
c’est a dire, si (y,) est bornée dans RY, (1,(+)) est bornée dans C(I,RY), et (v,) est une
suite de RN wvérifiant

T
Yn = / a (v, +1,(t))dt =0, Vn € N,
0

alors (vy,) est aussi bornée.
Lemme 3.2. L’opérateur o : LY(I,RY) — WIP(I . RYN) est complétement continu.

Preuve.

Supposons que h,(-) — h(-) dans LI(I,RY), u,(-) = o(h,(-)). Alors

wun(t) = v +/0 a ! (C(H(hn(-))) + H(hn(-))(s)>ds, Viel, (3.3.19)
ou de fagon équivalente
%a(un(t)) = h,(t) p.p.surl, (3.3.20)

et u,(0) = v, uy(b) = w.
La convergence faible de (h,(-)) implique sa bornitude dans L4(I,RY), qui a son tour

implique que (u,(-)) est bornée dans C(I,RY), puisque H et ¢ sont continues et bornées.
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Soit k(t) = tT " 'w + (1 — tTY)v, alors k(-) € C*(I,RY), avec k(0) = v, k(T) = w et

k(t) = L(w —v).

]l

En multipliant (3.3.20) par u,(t) — k(t) et en intégrant sur I, on obtient

/OT <%a(un(t)),un(t) — k(t) ydt = /OT (), n(0) = (1) ).

Une intégration par parties donne

(alitn(T)), un(T) = K(T) ) = {aliin(0)), un (0) = £(0) ) / ) (alin(t)), (1) = k(t) )t
:/OT <hn(t),un(t)—k:(t)>dt (3.3.21)
Par (3.3.20), H(a)(i), et H(a)(ii), on obtient
il < [ (@)oY~ [ (o un@hat+ [ oio) o)
< / (i @1 1) Ot + / Ol a6 + / IO

_1 . _ 1
< Iallw = |l + ellw = oll + T# | hn (gl (oo + 1Fn () llallEC)lp-

Des inégalités ci-dessus, nous pouvons déduire que (||,(-)||,) est bornée. Donc (u,(-))
est bornée dans WHP(I, RY). Par le théoréme d’injection compacte, la compacité relative de

(un(+)) dans C(I,RY) peut étre obtenue.

d
De (13.3.20)), on sait aussi que (Ea(un()» est bornée dans LI(I,RY), et

a(tn(t)) = C(H (hn(-))) + H(hn(-))(t), Yt € 1,

ce qui donne que (a(t,(-))) est bornée dans C(I,RY). Donc (a(t,(-))) est bornée dans
Whe([,RY), et donc elle est relativement compacte dans C(I, RY). Puisque a(-) est un ho-
méomorphisme de RY, nous pouvons vérifier que (4, () est aussi relativement compacte
dans C(I,RY). Donc, (u,(-)) est relativement compacte dans C*(I, R"). Sans perdre de gé-
néralités, on peut supposer que u,(-) — u(-) dans C*(I,RY), qui vérifie que u,(t) — u(t) et
Uy, (t) — 0(t) uniformément pour ¢ dans I.

Comme nous le savons, un opérateur linéaire compact est complétement continu, ainsi

H(h,(-)) — H(h(-)) dans C(I,RY) qui a sloélgtour donne que ((H(h,())) — C(H(h(-)))
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dans RY. Par passage a la limite quand n — oo dans (3.3.19)), on a (3.3.18). De plus
o(hn(-)) — o(h(-)) dans C}(I,RY) (bien str dans W?(I,RY)), et donc o est complétement

continu. 0

Lemme 3.3. Pour tout h € LY(I,RY), I’équation

di o (3.3.22)

admet une solution unique dans W'P(I, RN).

Preuve.

A~

Soit U(u(-)) = (o o (J + 1)) (u(-)), ot h(u(-)) = h(-), pour tout u(-) € W(I,RY). En
tant que fonction multiple, nous savons que, puisque o est complétement continue et J ansi
que h sont continues, U : WP (I, RY) — WHP(I,RY) est continue, de plus, puisque o est
complétement continue et WP (I, RY) est réflexif, o est compacte et comme h est constante
et J est borné, on obtient que U et aussi compacte.

Evidemment, u(-) résout le probléme (3.3.22) si et seulement si u(-) = U (u(-)).

Soit

S ={u(-) e WP(I,RY) : w(-) = puU(u(-)), 0< p<1}.

Si u(-) € 8, alors u(-) = pU(u(-)), done p~u(") = a<||u(-)|]p_2u(~) + h(~)). Ainsi

— Sl ta(e) + u(t) P u(e) = ~h(r). (3.3.23)

avec p u(0) = v et p u(T) = w.

En multipliant (3.3.23)) par (1 'u(t) — k(t)), on obtient

<‘%a<ﬂ_lu<t>>au‘lu(t>—k<t>>+<llu(t)llp”u(txu‘1u<t>—k(t)> — (1), (D)= k(1)).

En intégrant par parties, nous obtenons

/OT <a(ﬂ—1u(t)),u—1u(t) - /%(t)>dt+u—1/

/fl/o <—h(t),u(t)>dt—|—/0 (h(t), k(t))dt,
10

T

lu(t)|[7dt + / lu(t) |17~ Cu(t), k(1)) dt

1
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et en combinant avec H(a)(i) et H(a)(ii), et en multipliant par p, puisque g < 1 nous

trouvons

T T T
By @D / li(t) [Pt + / lu(t)[Pdt < / (DN a(6) [P+ 1) 1) de
0 . 0 0 . .
+A|MM“WWM£+AHWWWMW+AHMWM@Mu
et alors
. _ =1 . _ _
BlaC)E + 1 ()2 < T fw — oll ()™ + el — o]
i O RO+ 12 OO+ 2 ROk e (3:3.24)
Par I'inégalité de Young
AP el B4

AB < — +
€Pp q

, A>0, B>0,e>0,

nous obtenons

BllaC) I} + w = a5

IN

luOIE 2p—1||k;(~)||g)

-1
T |lw—v|||a()|P~! + cpHjw — v —|—,up_1(
o ol a1 o~ o 0 ;

vt (L0 RO ity e,

p
=1 - - (2p)P!
T flw = ol [[aC) ™ + ep” flw = oll + ==Z— kO

IN

+ RO+ 22RO RO, + 2P ).
D’ou

CT*%
5

Alors, il existe une constante C; > 0 telle que ||u(-)||, < Ch.

(14 [[EC)lp)
s

or-2
laC)I < IIw—v|ll|u(~)|I§‘1+%Hw—vH+7||/f(-)||§+ 1AC)G- (3.3.25)

D’autre part, on a
u(t) = u(0) + / i)
0
d’ou
lu(@)|| < [[oll + T ()l < [lo]l + T3¢y, pour tout ¢ € 1.

Donc

1
[u()llp < T7|lv]l + Ch,
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alors, on trouve une constante C' = T%||v|| + C4, telle que ||u()|l, < C et ||a()|, < C, ce
qui signifie que S est borné dans WP(I,RY). En utilisant le principe alternatif de Leray-
Schauder, U a un point fixe qui résout , ceci achéve la démonstration. O

Pour tout (v,w) € RY x RY, soit O(v,w) = (—a(u(0)),a(a(T))), ou u(-) eWH?(I,RY)
est la solution unique de .

Lemme 3.4. L’application 0 : RY x RY — RN x RY est continue monotone et définie

partout, donc elle est maximale monotone.

Preuve.

A

Tout d’abord, nous vérifions la monotonie de  en utilisant la monotonie de a(-) et J(-).

Pour tout v;, w; € RY (i = 1,2),

<9(v1,w1) — 0(vg, wy), (v1,wy) — (vg,w2)>

11(0)) + a(2(0)), vy — U2> + <a(u1(T)) —a(u(T)),w; — w2>

Il
|
S
S
—~
g

= [ (2 {atin(®) ~ atin(®). u(t) — ua(e)) )

- %“(ul(m - %“(“2(” )~ ualt >dt+/0 (alin(t) — alia(t)), in (1) — da(t) )t
d d
Ea(ul(t)) - aa(uz(t) — uy(t >dt

N

=5
S

@w*mm—HWMW*mmﬂmw—mu»ﬁ

S

AV
c\c\ﬁhh

o
I
5

Qﬂﬁ—fW%D®ﬂMﬂ—m@»ﬁ
— J(us(4), ur () — (),

|
o 7~
) <
—
£
—_
—
SN~—
N~—

>

Supposons que, (v,,w,) — (v,w). Soit u, = q(v,,w,) les solutions de ({3.3.22)) avec des

valeurs limites u,,(0) = vy, u,(T) = w,. Alors

- %a(un(t)) + |l () |7 2un (t) = —h(t), p.p. sur 1. (3.3.26)
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Soit ky(t) = fw, + (1 — £)v,. Par le méme argument de la démonstration du Lemme
on a

T

T
Bl (I} + len (I S/O c(llan @~ + 1)||7~€n(lf)||dt+/0 en ()P~ | (2) [
T T
+/0 [[un (®)][[[2(2)]] +/0 [ Fn(t) Iz (3.3.27)
En utilisant les mémes calculs qu’on a fait pour obtenir (3.3.24)) avec = 1, on trouve
Bllan O + lun () < T flwn = vallllan (™ + cllwy — v
+ ua G EC g + 17 e Ol A + 2~ RO T B, (3.3.28)

D’ot, en utilisant 'inégalité de Young de la méme facon qu’on 'a fait pour obtenir (|3.3.25))

< L =i Ol + Sl =l + 2 i g+ )

Puisque (v, w,) — (v,w), la suite (||w, — v,||) est bornée dans R. Donc la suite (4,(-)) est

Bllin )3 [P ()G
bornée dans LP(1, RY).
Par (13.3.28) on obtient

lun (5 < T wn = valllin (I + ellwn — val]
+ lun OB RO g + 17 Ollp 12 llg + 2RO lEC) L,

d’ott (uy,(+)) est bornée dans LP(I,RY). Ainsi, (u,(-)) est bornée dans WP(I, RY), et donc

elle est relativement compacte dans C(I, RY).

De ([3.3.206]), on a
< OB+ 12,

H_a -

et comme (u,(-)) est bornée dans LP(I, ]RN ) (puisque elle est bornée dans WP (I, RY)), ainsi
lest <%a(un())> dans LI(1,RY).
Par H(a)(ii), on a
. . _ 1
Jain( Dl < ¢ (N + T4
et comme (1, (+)) (puisque (u,(-)) est bornée dans WH?(I, RY)) est bornée dans LP(I, RY), on

déduit que (a(1,(+))) est bornée dans LI(I, RY). Donc (a(,(+))) est relativement compacte
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dans C(I,RY), et ainsi I'est (1, (+)). Ces faits nous disent que (u,(-)) est relativement com-
pacte dans C*(I, RY). Supposons que u,(-) — u(-) dans C*(I, RY), alors a(,(0)) — a(1(0)),

et a(i,(T)) — a(u(T)). D’autre part, (3.3.26)) montre que
t
—a(ty(t)) + a(i,(0)) + / |t (7)||P~ 2 (7)dT = H(h)(t),Vt € 1.
0
Quand n — oo, on obtient

—a(u(t)) + a(u(0)) + /0 |u()||P~2u(r)dr = H(h)(t),Vt € I,

et u(0) = v, u(T) = w, qui nous affirment que u(-) est une solution de (3.3.22)), i.e., u(-) =
q(v, w). Done O(vn, wn) = (—a(tin(0)), a(in(T))) — (=(a(@(0))), a(u(T))) = O(v, w), et la

continuité de 6 est alors prouver. U

Remarque 3.3. En consultant la preuwve du Lemme[3.4), nous pouvons voir que la solution

de (3.3.22)) dépend continument des valeurs aux limites.

Maintenant, on étudie 'opérateur 8+ ¢, qui est évidemment maximal monotone. On peut

aussi vérifier qu'il est coercif. En effet, pour chaque (v,w) € RY x RN et u(-) = q(v, w),
(60, w) +£(0.0), (0,0) = (= a(@(0),u(0)) + (al@(T).u(T))
_ /OT %<a(u(t)),u(t)>dt
- /0T<%a(u(t)),u(t)>dt+/: <a(u(t)),u(t)>dt

> [ [ o.a@)ae+s [ ol
> ()2 + Bl — bl ()l

= B + el (e = 18y (3.3.29)

D’autre part, étant donné que ¢ — [|u(t)|| est continue, il existe tq €]0, T, tel que

Jutto)l =7 [ e

et

u(t) = u(to) +/ u(T)dr
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pour tout ¢t € I. Ainsi

lu)] < T / lu(r)ldr + / li(r) dr

< 7 / Ju(r)lldr + / li(r)dr
< TrluC)ll, + T i),
Dong, il existe ¢; > 0, tel que
(v, w) ]| = 1| (u(0), a(TH| < ex(fluC)llp + lla)[lp)- (3.3.30)

De (13.3.29) et (3.3.30]), on obtient

<8(U,w) + &(v, w), (U7w>> < Blla()Ip + ||u()||p(||u()||§_1 - ”h<)||q)
(v, w)] - cr(luC)lly + [la(-)llp)-

En combinant avec (3.3.30]) on trouve

<0(v, w) + &(v,w), (v, w)>
[ (v, )l

Cela signifie la coercivité de 0 + €.

— o0, quand |[|(v, w)|| — oo.

Rappelons qu'une application maximale monotone et coercive est surjective, donc I'image
de 0 + € est RY x RY. Ainsi 3(v,w) € RY x RY tel que (0,0) € 0(v,w) + £(v, w), ie., il
existe u(-) € WHP(I,RY), vérifiant (3.3.22)), et

(a((0)), —a(i(T))) € &(u(0), u(T)).
Donc, on a
Lemme 3.5. Pour tout h € LY(I,RY), I’équation
d
——a(u(t)) + [[u(®)[IP~*u(t) = h(t) p.p. surI;

dt (3.3.31)
(a(i(0)), —a(i(T))) € £(u(0),u(T))

admet une solution unique dans WP (I, RY).

L’unicité de la solution de (3.3.31) est due & la monotonie stricte de J. En effet, si on

suppose que u(-) et uz(+) sont deux solutions de (3.3.31)), alors

~ A

a(ui(r)) + J(u()) = h() et alua(-)) + J(ua(-)) = h(),
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d’ou
(a(ur () + J(ui(-)) = alua()) — J(uz(")), ua(-) — uz(")) = 0.

Ceci implique, par la monotonie de a et J , que

0< <j(u1(~)) — J(uz("), ur(-) — us(-)) = —(a(us(+)) — aua(:)), ua(-) — ua(-)) <O0.

Donc
(J(wi() = T (ua(), un () = ua(-)) =0,
et par la monotonie stricte de J , on obtient u; = us.
A la fin de cette sous section, nous complétons la preuve de la Proposition [3.7]

Preuve.

Supposons que, pour tout (ug(+),ve(+)) € LP(I,RY) x LI(I,RY) on a
(@(u(-)) = vo(), u(-) = uo())pq 2 0, Yu(-) € D(a). (3.3.32)

Le Lemme (3.5 nous dit que a+ J est surjective, donc il existe uy(-) € D(a), tel que a(uy(-))+

J(ur(-)) = vo(+) + J(uo(-)). Donc devient
(@(u(-)) = a(ur () + J(uo(-)) = J(ur (), ul-) = uo(-))pg = 0, Vu(-) € D(a).

En particulier, on choisit u(-) = u(-), alors (J(ug(-)) — J(u1(-)), w1 (-) — tg(-))pq > 0, et donc

up(+) = ui(+) € D(a), et vo(+) = a(ug(+)). Par définition, G est maximal monotone. O

3.3.3 Probléme approximé

Maintenant, nous allons étudier les problémes approximés de (3.3.7)), c’est a dire,

%a(u(t)) — lu()[P*u(t) € Ax(u(t)) + Fi(t,a(t), a(t) + Fa(t,a(t), u(t)) = [a)|[P~*a(t) p.p. sur I;
(a(@(0)), —a(i(T))) € §(u(0),u(T)).
(3.3.33)
Soit Ay (u(-))(t) = Ax(u(t)), pour tout u(-) € LP(I,RN) et tout ¢t € I. Evidemment,
Ay : LP(I,RN) — L9(I,RN) est partout définie, monotone et continue, de sorte qu’il est

maximal monotone. Sous I'hypothése 0 € A(0), on a A,(0) = 0.
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Soit Uy = a4 J + Ay, alors Uy est maximal monotone dans L?(I,RY) x L4(I, RY), avec
D(U,) = D(a). Puisque (Ux(u(-)),u())pq = (J(u(-),u(-))pg = [lu()|5, Yul(-) € D(U,), Uy
est aussi coercif, donc il est surjectif. En outre, la monotonie stricte de J signifie que U, est

bijectif, ainsi I'opérateur inverse U, U existe.
Lemme 3.6. U; ' : LY(I,RY) — WIP(I,RY) est complétement continu.

Preuve.
Supposons que h,(-) — h(-) dans LI(I,RY), et u,(-) = Uy (ha(+)), u(-) = U (h()).
Alors

(1) + [ ()]0 (0) + Ar(a(6)) = (1) pop. sur
(@(ia0)), ~aliin(T)) € &(un(0), 1))

En multipliant (3.3.34)) par u,(t) on trouve

(3.3.34)

(1)), 0(0) )+ Tt )P+ (Ar(n(0), 0 (0)) = (1) (0.

En intégrant sur [0, 7] on obtient

—/OT <%a(un(t)),un(t)>dt+/; Hun(t)”Pdt—l—/oT <Ax(un(t)),un(t)>dt = /OT<hn(t),un(t)>dt,

et en intégrant par parties, on trouve

T

— (alin (1)), (1)) + (i (0)),1,(0)) + /0 ' (alin (1), (1) )t + /0 ()Pt

+/OT<A)\(Un(t))7un(t)>dt:/0T<hn(t)7un(t)>dt'

Par la monotonie de £ avec (0,0) € £(0,0) et la monotonie de A, avec A,(0) = 0, on trouve

/OT<a(un(t)),un<t>>dt . /0

De H(a)(i) on obtient

T

un ()Pt < /OT (ha0) (1) Yt

Bllin N5+ w5 < 1) llgllun - (3.3.35)

Comme (h,(+)) est bornée dans LI(I,RY), on peut voir de (3.3.35) que (u,(-)) est aussi

bornée dans WP (I, RY), donc elle est relativement compacte dans C(I,RY).
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Pour tout p > 2 on a

1

sl = ([ IAstnteiiae)

( a7 (| T(HAmun(t))Hq)’q’dt)g);

= T% ||A>\(Un('))||p'

IN

Mais, puisque A, est lipschitzienne de rapport % et A\(0) =0, pour tout p > 2 on a

1
AN (Dl = Sl ()l

d’otu, pour tout p > 2, on trouve

p—2

43Ol < il

d
En outre, de la premiére ligne de (3.3.34]), on peut trouver que (Ea(un()» est bornée
dans L(I,RY). De plus,

o+ / 0 (alitn(0)) + H (o ())(£))dt = 0, ¥ € N,

oll ¥, = up(0) — u,(T) est bornée dans RY (puisque (u,(-)) est bornée dans C(I,RY))

~ d
et hy() = %a(un()) est bornée dans LI(I,RY). Puisque, pour tout n € N, a(i,(-)) est

absolument continue, pout pout ¢t € I on a

alin(1) = alin (0) + [ ol ()

De la Remarque il s’ensuit que (a(u,(0))) est bornée, qui a son tour implique la borni-
tude de (a(t,(+))) dans C(I, RY) (Evidemment dans L(1, RY)). Par suite (a(t,(-))) est une
suite bornée dans Wh4(I,RY), donc elle est relativement compacte dans C(I,RY). Par la
continuité de a=1(+), (i,(-)) est aussi relativement compacte dans C(I, RY). Donc, on obtient
la compacité relative de (u,(-)) dans C}(I,RY).

Sans perdre de généralités, on peut supposer que u,(-) — () dans C'(I,RY). Alors
1, (0) — @(0), u,(T) — u(T), et 1,(0) — w(0), 0, (T) — w(T).

Supposons que a (i, (+)) — z(+) dans LI(I,RY). Pour tout ¢(-) € C(I,RY), d’un cote,

- [ (et e®)dtr [l o)t [ (o) e = [ oo, e
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et d'un autre coté,

- /OT <jt (in(2)), W)>dt = /0 T<a<un(t>>, p(t))dt.

En passant a la limite quand n — oo, on a

[ atien. s = [ (laoip=ao.q0)a - [ (@, o) [ oo
_ —/OT<z(t),ga(t)>dt.

/OT <%a(a( dt / (2(t)

Puisque (+) est arbitraire et C5°(I, RY) est partout dense dans LP(1,RY), on a

D’ou

d

(1) = Sali() = [a(®)P2a(t) + Ax(a(t) + h(t) pp. sur L

Cela signifie que @ vérifie (3.3.34)), i.e., u(-) = Uy (h(+)) = u(-). Ainsi Uy ' (h,(-)) — Uy ' (h("))

dans C(I,RY), et bien str dans WP(I,RY). Donc Uy ' est complétement continu. O

Proposition 3.8. Supposons que H(a), H(A), H(&), H(F\), H(Fy) et H(Fy, Fy) sont vé-

rifiées. Alors pour chaque A > 0 le probleme approrimé (3.3.33) admet une solution.

Preuve.

En combinant la Proposition [3.1]avec la Proposition [3.4] on obtient une application conti-
nue g : WHP(I,RY) — LI(I,RY), vérifiant g(u(-)) € Npg,(u(-)), pour tout u € WHP(I, RN).
De H(F3)(iii), on sait que g fait correspondre les ensembles bornés aux ensembles bornés.

Pour tout u € W(I, RY), on pose V(u(-))(t) = —Npg, (u(-))(t)—g(u(-))(t)+J (@(-))(t) p.p. sur I.
Par la Proposition on peut dériver que V : WHP(I,RY) = L9(1,RY) a les mémes pro-
priétés que Np,. En effet, puisque Np, est & valeurs non vides fermées et convexes dans
LI(I,RY), et fait correspondre les ensembles bornés aux ensembles bornés et puisque g et J
sont univoques alors V' est aussi & valeurs non vides fermées et convexes dans LI(I,RY), et
fait correspondre les ensembles bornés aux ensembles bornés.

Montrons que V' est h-s.c.s. Supposons que E C LI(I,RY) est faiblement fermé, u,(-) —

u(-) dans WP(I,RY), et u,(-) € V7I(E), i.e., il existe v,(-) € LI(I,RY) telle que v,(-) €
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V(ua(-)NE. Alors v,(-) € E et vu(-) € =N, (un(+)) = g(tn () + J (@n(-)), et done J (i, () —
9(un(-)) = va(-) € Ny (un(-))-

Puisque u,(-) — u(-) dans WHP(I,RY), par I'étude menée sur 4(-) dans la Section [3.3.1]
on a U, (t) — a(t) pour tout t € I et ||, (t)|| < M pour tout t € I et tout n € N, alors par
le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue dans LP(I,RY), on a 4, () — 4(-) dans
L2(I,RY), donc, par la continuité de J on trouve J(i,(-)) — J(a(-)) dans L(I,RY), d’on
J(tin(-)) = J(a(-)) dans LI(I,RN). Et puisque g est continue de W'?(I, RY) dans L¢(I, RY),
on obtient g(u,(+)) — g(u(-)) dans LI(1,RY), d’ott g(u,(+)) — g(u(-)) dans LI(I,RY).

De plus, pour tout n € N, il existe w,(-) € Npg, (un(-)) tel que

A

() = =wn () + g(un(-)) + J(@n ().
D’ow, par H(Fy)(iii), H(Fy)(iii) et (3.3.6), pour tout ¢t € I, on aura

o ()] < (1 (8) + 13(2)) + (ma(t) + 1a(E)) [Jion (8) [P~ + MP.

La convergence de la suite (u,(-)) dans WYP(I,RY), implique la convergence de la suite
(t,(+)) dans LP(I,RY), donc la suite (||i,(+)||,) est bornée. On en déduit que la suite (v,(+))
est bornée dans L(1,RY), alors (v,(-)) admet une sous suite faiblement convergente. Sans
perdre de généralités, on suppose que v,(-) — v(-) dans LI(I,RY). Alors, en utilisant la
h-s.c.s de Np,, on obtient J(a(+)) — g(u(-)) — v(-) € Ng, (u(-)), i.e., v(-) € V(u(-)) et puisque
E est faiblement fermé v(-) € F alors, v(-) € V(u(-))NE. Ainsi u(-) € V-1(E), ceci implique
que VI(E) est fermé dans WHP(I,RY) et donc V est h-s.c.s.

Soit G = Uy ' o V. Alors G : WHP(I,RY) = WIP(I, RY) satisfait toutes les conditions

mentionnées dans le Théoréme Soit
S ={u(-) e WP(I,RY) : u(-) € uG(u(-),0 < p < 1}.

Dans la suite de la démonstration, nous allons estimer les bornes de S.
Siu(-) € 9,1l existe [ € Z(]]VFl (u(y)- tel que

ia(u’lu(t))—/f(p*”Hu(t)HHu(t) = Ax(u~ " u(®)+f () +g(u() (@)= la) [P~*a(t), p.p. sur I,

dt
(3.3.36)
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et (a(u(0)), —a(u4(T))) € &(u~ u(0), p~ u(T)).

En multipliant (3.3.36|) par u(t), et en intégrant par parties, nous avons

(alu (D)), (T) ) = (alu™"a(0)), i(0) )
-/ T< i) i) )t = o | T<||u< OIP-2u(e) alt)
:iAT<AA” u(t dﬁ+/ﬁ<f >dt+/‘<g )t — /ﬁnu VI[P

(3.3.37)
Si flu(t)]| < M, alors
(alu i), i) = (a(ua(®). a(t) ) > =@ a1
Si [|u(t)|| > M, alors par H(a)(iii), 3.2) et (B.3.6), on trouve
(st taton.icn) = (i, (i)
(st tate). (250 Yuto))
- <“1M ) (o - )
> st ta(e) (1) i -
> B E)P. (3.3.38)

Ainsi,
[ (i, i0 )= Ol
En notant que
(alp™a(T)),a(T) ) = (alu"i(0)), @(0)) <0
(par H(€)(i) ou (i), {Ax(u"u()), a(t) ) = 0,

/OT(f(t),fL(t)>dt' < /OT (771(15) + nz(t)’|&(t)|’p—1>dt

et

QA?““”x”ﬂ“”“‘S[ﬁ(may+mamaww*%w
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on déduit de (3.3.38)) et (3.3.37) que

BIACIE < Bu= Va2 < / <f(t),ﬂ(t)>dt‘+ / (g(u() (), a(t))dt| + TM?

< O+ IOl + Arllso + ImaClloo) G+ TM?,

d’on
a()|% < e

ol c; > 0, est une constante indépendante de A, et de z.

Similairement, en multipliant (3.3.36)) par u(t), et en intégrant par parties, nous avons

(o)) = (ot w0, u0) ~ [ (atu it o)t [ o

:/0 <Ak(u_1u(t)),u(t)>dt—|—/0 (f(t), u(t))dt+
| (st unae - [ (laep-ac,um)a. (6:339)
Par H(a)(i), on a
(a(u™"a(t)), at)) = p~ @D B|la(t)|”.

De plus, on a

/OT<f(t);U(t)>dt’ < M/OT <771(t) +nQ(t)”&(t)Hp_l)Hu(t)Hdt

et
/0 (g(u())(8), a(t))dt| < M / (ms(0) + ma®)0) 7 ) ()

Et par l'inégalité de Young, on trouve

T
/0 n(Oa@P lu@)de < 2P Dp~ ()b + c;llaC)Ib, i = 2,4, j =2,3.
Par (3.3.39) on trouve
BllaC) L+ luC)llE < 2272p~ luC)IE + eallaC)E + esllul-)ll,

et donc

[u()IIT, < o,

ou ¢; > 0, ¢ = 2,6 sont des constantes indépendantes de A, p et de x.
Comme u(-) est arbitraire, S est borné dans W'?(I, RY). En vertu du Théoréme (3.3} la

multiapplication G admet un point fixe u(-) qui résout ({3.3.33)). O
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3.3.4 Reésultat d’existence

Théoréme 3.5. Si toutes les hypothéses supposées sur a, A, &, Fy et Fy dans le Théoréme

sont vérifiées, alors le probléme

%G(U(t)) — u@®)P*ut) € Alu(t)) + Fi(t,alt), a(t) + Fa(t, alt), (b)) — [a(®)|""*a(t) p.p. surI;

(a(2(0)), —a(W(T))) € &(u(0), u(T)).
(3.3.40)

admet au moins une solution dans C*(I,RY).

Preuve.

On prend \, | 0, et u,(+) solution de (3.3.33)). Comme dans la preuve de la Proposition
nous remarquons d’abord que |[u,(+)|lc < M pour tout n € N. Ainsi, il existe f,(-) €
Z‘]’VFI (un () Verifiant

d .
= A (t)) = Ay, (un(t)) + fult) + g(un)(t) pop. sur I (3:3.41)
(a(n(0)), —a(in(T))) € E(un(0), un(T))-

En multipliant I’équation (3.3.41)) par u,(t), et en intégrant par parties, on a
T
(alin(T)), u(T) ) = alim(0)), u(0) ) - / (alin(t)), in(t) )t
0

:/OT <A)\n<un(t))7un(t)>dt+/0T<fn(t),un(t)>dt+/DT (g () (1), un(t) )t

Donc, une autre fois, par la monotonie de £ et de A, le fait que (0,0) € £(0,0) et A,(0) =0,

on a

Bllin ()b < —/O <fn(t),un(t)>dt—/0 (g (tun () (£), un(t) )t
: M/O <m<t>+?72(t)uan(t)”p1)dt+M/0 (773(t>+774(t)”“n(’5)!\p*1>dt

< di + doflun ()7 (3.3.42)

oud; >0, i=1,2 sont des constantes indépendantes de n.
De (3.3.42), on peut déduire que (||i,(-)||,) est bornée, et ainsi est (||u,(-)|]1,). Une
autre fois, par le théoréme d’injection compacte, (u,(-)) est relativement compacte dans

C(I,RY).
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En multipliant (3.3.41)) par Ay, (u,(t)), et en intégrant sur I, on obtient

[ (Gt s G0 i+ [ s, a0l
= [ {00, ) = [ ()0, Ar i)t (3349

Puisque A, () est lipschitzien, par le théoréme de Rademacher (Voir Théoreme [1.4)), A, (+)
est différentiable en chaque x € R\ Sy, ou ) est de mesure de Lebesgue nulle, et il est connu

d
que 'on peut intégrer par parties <%a(un(t)), A)\n(un(t))> puisque (a(t,(+)) est absolument

continue. On a alors

- /0 <%“(“n(t)), Ay, (n(t)))dt = ={alin(T)), Ax, (un(T)) ) + {alitn(0)), Ax, (un(0)) )
+ /0 <a(un(t)),%A,\n(un(t))>dt.
L’hypothese H (£, A) donne
—(a(in(T)), Ax, (un(T))) + (a(in(0)), A, ((0))) = 0,
donc
- /0 <%a(un(t)), AAn(un(t))>dt > /0 <a(un(t)), %Axn(un(twdt- (3.3.44)
Maintenant si z € RV\S}, alors pour tout y € RY et tout ¢ > 0, de la monotonie de A, on

N <y, Ay, (z + tyt) — Ay, (z)

> > 0, et donc, par la limite, (y, DAy, (z)y) > 0. En outre, on a

d

EA)\n(un(t)) = DA, (un(t))u,(t), p.p.surI.

De plus, de H(a)(iv), on déduit que

[ (i) A om0t = [ st 00,55, a6

T

— | w(an(t)) <un(t), DA, (un(t))un(t)>dt

0

AV
o

(3.3.45)

Les formules (3.3.43))-(3.3.45)) donnent

/0 A, (1 (1)) |2t < / (), A, (10 (1))t~ / (9 () (1), Ax, (un(1))) . (3.3.46)
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Par H(F})(iii), on a
£ < mu (@) + ma ()l ()P,

ce qui montre que (f,) est bornée dans L2(I,RY) et par H(F,)(iii), on a

lg(un (D@ < 0s(8) + na(®) [ (B)P,

qui donne que (g(uy(+))) est bornée dans L2(I,RN). Par (3.3.46), (A, (un(-))) est aussi

bornée dans L2(I,RY), aussi elle I'est dans LI(I,RY). Donc, on peut conclure par (3.3.41])
d
que (% a(un())) est bornée dans LI(1, RY).
D’un autre coté, par H(a)(ii), on a

laCin(EDI < (i@l +1) pp. sur 1,

ce qui implique que (a(7,())) est bornée dans LI(I,RY). Ainsi, on obtient la bornitude de
(a(i,(-))) dans WH4(I,RY). De P'injection compacte WP (I, RY) << C(I,RY), on déduit
que (a(t,(+))) est relativement compacte dans C(I, RY), qui & son tour implique la compacité
relative de (1,(+)).

Nous avons montrer que (uy,(-)) est relativement compacte dans C'(I, R"Y). Pour plus de
simplicité, supposons que u,(-) — u(-) dans C*(1,RY), alors u,(0) — u(0), u,(T) — u(T),
et a(,(0)) — a(u(0)), a(u,(T)) — a(u(T)), et par la continuité de la fonction g on obtient
9(un(-)) = g(u(-))-

Supposons que Ay (un(-)) = y(-), et fo(-) = f(-) dans L¢(I, RY). Puisque Np, est h-s.c.s,
elle est de graphe faiblement-fortement fermé, d’ou f(-) € Ng, (u(-)), i.e., f(+) € X4

Npy (u(-)

De plus, pour tout ¢(-) € C}(I,RY), les égalités suivantes sont vérifices,

[ tatin,gtonat = [ (atine). o)t

- / (A, (n(1)), 0 ())dE + / (alt) + g () (8, o(t))dt.

(3.3.47)
Passant a la limite quand n — oo, (3.3.41]) devient

d .
Ea(u(ﬁ)) = y(t) + f(t) + g(u())(t) p-p. sur I, (3.3.48)

(a(@(0)), —a(i(T))) € £(u(0), u(T)).
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La deuxieéme ligne de (|3.3.48)) est obtenue en raison de la fermeture de £.

11 reste & montrer que u(-) € D(A) et y(-) € A(u(-)), qui est organisé comme suit.

Tout d’abord, (Jy, (un(+))) € WH2(I, RN), puisque Jy, = (I + A, A)~! est non expansive
sur RY et donc différentiable presque partout, la norme de son gradient D.Jy est inférieure
a 1. Donc il existe z(-) € W(I,RN), tel que (Jy, (un(-))) converge vers z(-) faiblement dans
WLP(I,RY) et fortement dans C(I,RY). Puisque Jy, (un(t)) — un(t) = —XuAx, (un(t)), et
(Ay, (un(-))) est bornée dans LI(I,RY), on a Jy, (un(-)) — un(-) — 0 dans L?(I,RY). Mais
Un(-) — u(-) dans C(I,RY), ainsi z(-) = u(-), et Jy, (un(-)) — u(-) dans C(I,RN) (évi-
demment dans LP(I,RY)). D’autre part, par la définition de A, on obtient Ay (un(-)) €

A(Jx, (un(+))). Done, par la demi fermeture de A, il suit que (u(-),y(-) € Gr(A), ie.,
d

prie
la preuve. [

(i(-)) = f(-) € A(u(-)), ce qui signifie que u(-) est une solution de (3.4.8). Cela compléte

Le théoréeme d’existence pour le probléme initial est un corollaire direct du Théoréeme

2.0f

3.4 Problémes non linéaires pour des inclusions différen-
tielles du second ordre avec perturbation semiconti-
nue mixte

Dans cette section, nous étudions une classe de problémes aux limites non linéaires pour
les inclusions différentielles du second ordre gouvernées par un opérateur maximal monotone
et une perturbation non linéaire, qui est semicontinue mixte et qui vérifie la condition de
Hartman. Comme dans la section précédente, en utilisant des théorémes de point fixe mul-
tivoque et les propriétés des opérateurs multivoques monotones, un théoréme d’existence de

solutions est démontré.
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Le probléme est le suivant

Salal?)) € Alu(t)) + F(t,u(t)) p-p. sur I; (3.4.1)

(a(u(0)), —a(i(T))) € &(u(0), u(T)),
ot A: D(A) CRY = RN et £ : D(€) C RV XRY = RY x RY sont des opérateurs maximaux
monotones, et F : I x RY = R" une multiapplication qui vérifiant certaines hypothéses.
Par solution u(-) de (3.4.1)), on veut dire que u(-) € C'(I,R") avec a(u(-)) est absolument

continue, et il existe y(-), f(-) € LI(I,RY), vérifiant y(t) € A(u(t)), f(t) € F(t,u(t)) et
d
ECL

satisfaite.

(u(t)) = y(t) + f(t) pour presque tout ¢t € I, et la condition aux limites est également

Nous commencons par donner 1’énoncé du théoréme principal de cette section, qui est un

corollaire direct du Théoréme B.8].

Théoréme 3.6. Soit p > 2.
H(F) Soit F: I x RN = RY une multiapplication a valeurs non vides compactes telle
que

(i) F est L(I) ® B(RYN)-mesurable ;

(ii) pour toutt € I, en chaque x € RN tel que F(t, ) est convexe, F(t,-) est semicon-
tinue supérieurement, et quand F(t,z) n'est pas convexe, F(t,-) est semicontinue

inférieurement sur un certain voisinage de x ;

(111) il existe un nombre réel strictement positif M, tel que pour presque tout t € I et

pour tout x € RY | si ||z|| < M, on a
F(t,x) C Brn(0,7(, ||z[])),
et si ||z > M, on a
F(t,z) 0 Bav (0,7(t ||2]]) # 0,

ou Y(t,-) est une fonction continue sur Ry avec sup y(t,r) < n(t) et n(-) €
r<M

LQ(I7 RJr) ;
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(iv) F wvérifie la condition de Hartman, i.e., pour presque tout t € I et pour tout
x € RN avec ||z]| = M, on a

(v,2) >0

pour tout v € F(t,x).

H(a) Soit a: RN — RY une application continue et strictement monotone, vérifiant
(i) il existe un nombre réel positif 3 tel que {a(x),z) > B||z|P, pour tout x € RY ;
(ii) il existe ¢ > 0 telle que ||la(z)| < c(||z|P~t +1);
(iii) il existe une fonction continue r : RN — Ry telle que a(x) = k(z)z, pour tout
r € RV,
H(A) Soit A:D(A) C RN = RY un opérateur mazimal monotone avec 0 € A(0).
H(&) Soit £:D(E) CRY x RY = RN xRN un autre opérateur mazximal monotone, avec
(0,0) € £(0,0) vérifiant, soit
(1) si (wy,wy) € {(v1,v2), alors (wy,v1) > 0 et (wg,v2) > 0, ou bien
(ii) D) = {(z,y) e RY xRV : z =y}.
A et & vérifient aussi
H(E, A) si (wr,ws) € E(v1,v9), alors (wy, Ax(v1)) + (wg, Ax(vz)) >0, YA > 0.
Alors le probléeme admet au moins une solution dans C1(I,RY).

3.4.1 Probléme transformé
Considérons la multiapplication Np : WhP(I,RY) = L9(I,R"), définie par

Np(u)(t) = F(t,a(t)), pour tout t € I et u € WHP(I,RY),

ou u(-) est donnée par (3.3.2)).
Pour la preuve de notre théoréme principal de cette section, nous aurons besoin du

théoréme de Tolstonogov (Théoréme 2.1 dans [57]).

Théoréme 3.7. Soit H un espace de dimension finie et soit L : [ x H = H une multiap-
plication a valeurs fermées vérifiant les hypothéses suivantes.

(i) L est L(I)® PB(H)-mesurable ;
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(ii) pour tout t € I, en chaque x € H tel que L(t,z) est convexe, L(t,-) est s.c.s, et
quand L(t,z) n’est pas convexe, L(t,-) est s.c.i sur un certain voisinage de x ;
(111) il existe une fonction de Carathéodory p: I x H — Ry qui est intégralement bornée
sur les sous ensembles bornés de H et telle que L(t,x) N By (0, p(t,z)) # 0, pour tout
(t,z) e I x H.
Alors pour tout € > 0 et tout ensemble compact K C C(I, H) il existe une multiapplication
®: K = LY(I, H) avaleurs non vides fermées convexes qui a un graphe fortement-faiblement

séquentiellement fermé, telle que pour tout u(-) € K et ¢(-) € ®(u(-)) on a
¢(t) € L(t, u(t));
[o(OI < p(t,ul(t)) + ¢,
pour presque tout t € I.

Pour un certain réel fixé ¢ > 0, on pose
K = {u() € W(IL,RY) : lu()lle < M et [la(-)]], < ¢}

L’ensemble K est borné dans WP (I, RY), donc par le théoréme d’injection compacte, K est

relativement compact dans C(I, RY).

Proposition 3.9. Sous les hypothéses supposées sur F' dans le Théoréme|3.0, il existe une
multiapplication ® : K = LI(I,RY) & valeurs non vides fermées convexes qui a un graphe
fortement-faiblement séquentiellement fermé, telle que pour tout u(-) € K et ¢(-) € ®(u(-))

o(t) € F(t,u(t)),

et

pour presque tout t € 1.
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Preuve.
En utilisant le théoréme précédent avec la multiapplication F' et p(t,z) = (¢, ||z||), il
existe une multiapplication ® : K = L!(I,R") & valeurs non vides fermées convexes qui

a un graphe fortement-faiblement séquentiellement fermé telle que pour tout u(-) € K et
¢(-) € ®(u(-)) on a
o(t) € F(t,u(t)),

pour presque tout ¢ € I. De plus, pour tout u(-) € K, il existe une suite (u,(-)) C K telle

que uy,(-) — u(+) dans C(I,RY). Donc, pour tout n € N, ||u,(-)||c < M. Mais

[u()lle < [lun(-) = u()lle + [[un()lle < flun(-) = ul-)lle + M.

Quand n — oo on obtient

[u-)lle < M.

Par conséquent
F(t,u(t)) C Bav(0,n(1));
pour presque tout ¢t € I.
Puisque n(-) € LY(I,RY), ® prend ces valeurs dans LI(I, RY).
De plus, ®(u(+)) est fermé dans LI(I,RY). En effet, supposons que (v,(-)) C ®(u(-)) et
vn(-) — v(+) dans LY(1,RY). On a

1
[on = vlls ST |vn — g,

donc, v,(-) — v(-) dans LY(/,RY). Mais ®(u(-)) est fermé dans L'(I,RY), donc v(:) €
®(u(-)), c’est a dire ®(u(+)) est fermé dans LI(I,RY).

Considérons la suite ((u,(-), v,(+))) € K x LI(I,RYN) telle que u,(-) — u(-) dans C(I,RY),
vn(+) — v(-) dans LI(1,RY) et pour tout n, v,(-) € ®(uy,(+)).
Puisque L(1,RY) c LY(I,RY), (v,(+)) € LY(I,RY). De plus, pour tout z(-) € LP(I,RY) on
a

(0n(-), 2(-)) = (v(-), 2())-
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Mais L>°(1,RY) C LP(I,RY), alors pour tout z(-) € L>°(I,RY) on a

(on(-), 2(1)) = (v (), 2())-

Dot v, () — v(-) dans L}(1, RN).

Comme le graphe de ®(-) est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans C(I,RY) x

LY(I,RY), on obtient (u(-),v(+)) € Gr(®). Donc ® a un graphe fortement-faiblement séquen-

tiellement fermé dans C(I,RY) x LI(I,RY). O
Dans ce qui suit, nous étudions le probléme transformé

%a(u(t)) = [lu@®)"*u(t) € Au(t)) + F(t, a(t) — la(t)|P~*a(t) p.p. sur I; (3.4.2)
(a((0)), —a(i(T))) € &(u(0), u(T)).

On remarque que, chaque solution u(-) de avec ||u(t)|] < M pour tout ¢ € I est une

solution de (3.4.1f). Donc, le probléme de trouver une solution de (3.4.1)) va étre remplacé

par deux problémes, le premier est de trouver une solution pour , et le deuxiéme est

de montrer que chaque solution de est dans la boule fermée B¢ (0, M). De plus, les

solutions sont contenues dans I'ensemble relativement compact K de C(I,RY) avec ¢ >

(/T |ll2) .

La proposition suivante donne une réponse positive a ce dernier.

Proposition 3.10. Supposons que les hypothéses supposées sur a, A et & dans le Théoréme
ainsi que H(F)(iii), H(F)(iv) sont vérifiées, et supposons que u(-) est une solution de

(13-4.2). Alors ||u(t)|| < M pour tout t € I, et donc ||u(-)||, < (%\/THTIHQ)% </c.

Preuve.
Supposons que u(-) est une solution de (3.4.2), alors on peut trouver y(-) et f(-) dans
LI(T,RY), telles que y(t) € A(u(t)), f(t) € F(t,u(t)), et

d . _ . o
(@) = [l u(t) = y(t) + f(£) = [a@) " a(t) p.p. sur 1. (34.3)
En remplagant, dans la Proposition [3.5], fi + f2 par f et en procédant de la méme maniére,

on trouve que la premiére partie de la Proposition |3.10]est vérifiée, c’est a dire, nous pouvons
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conclure que |lu(t)|| < M pour tout t € I. Dans ce cas u(t) = u(t), pour tout ¢t € I. Donc,

par (3.4.3) on a
d

Sa(a(t) = y(®) + f(t) pp. sur I

En multipliant par u(t), et en intégrant sur [0,7], on a
/0 <%a(u(t)),u(t)> - /0 (y(t), u(t)dt +/0 (f (1), u(t))dt.

De la monotonie de A et du fait que 0 € A(0) on obtient

/0 <%a(u(t)),u(t)>2/0 (F(E), ult) ).
Par intégration par parties, on trouve
(a(i(T)), u(T)) — (a(i(0)), u(0)) - /0 (ali(t)), a(t))dt > /0 (F(t), u(t) .

Ainsi, par la monotonie maximale de £ et H(a)(i), et le fait que (0,0) € £(0,0) on obtient

Bl < — / (P8, u(t))dt
/0 LF @) e
< M/Tn(t)dt

< MVT|lnl2.

IN

On peut déduire que ||a(-)||, < (%\/THT}HQ)% O

3.4.2 Probléme approximé
Maintenant, nous allons étudier les problémes approximés de (3.4.2)), c’est a dire,

d . p—2 ~ ~ p—2 .
@) = llu@®[""u(t) € Ax(u(t) + Pt a(t)) - [a@)[I""a(t) p.p. sur I; (3.4.4)
(a((0)), —a(u(T))) € £(u(0), u(T)).

Lemme 3.7. Soit D ={h € LY(I[,RY): ||h|l, <7} et Cp = {u € WP(I,RY): |la()|l, <

ro}t, oury >0 et ro = ﬁ_%(rl)%. Alors U/\’l‘D : D — O est complétement continue.
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Preuve.
Par le Lemme , il suffit de montrer que U, 1| p brend ces valeurs dans C. Soit h(-) € D

et u="U, 'h. Comme dans la preuve du Lemme , on obtient

BllaC + luG < 1AC) lllwC)llp,

donc
[u()[l; < (1A C) lallwC) ],

qui donne |lu(-)||, < (7“1)%. De plus,

Bla)E < IhO ), < (r) e =14,

1

alors [Ju(-)]], < 3% (ry)7 et donc u(-) € C. O

Proposition 3.11. On suppose que H(a), H(A), H(§) et H(F') données dans le Théoreme

sont vérifiées. Alors pour chaque A > 0 le probléme approximé (3.4.4)) admet une solution.

On considére la multiapplication N : C € W'?(I, RY) = L4(I,RY) définie par N (u(-)) =
®(a(-)), on C = {u(-) € WL, RY) : |la(-)|, < '}
En utilisant la définition de (-), on a pour tout u(:) € C, ||ﬁ()||p < ||%(-)||, donc a(-) € K

et N est bien définie.

Lemme 3.8. Pour tout u(-) € C, N(u(-)) C Br«(0,||n]l,) est un sous ensemble non vide
fermé convexe de LI(I,RN), et N est h-s.c.s (ceci signifie que N est s.c.s de C dans LI(1,RY)

muni de la topologie faible).

Preuve.

Par les hypothéses supposées sur F' et la Proposition [3.9] on peut facilement voir que
N(u(-)) est un sous ensemble non vide fermé convexe de L4(1,R) pour tout u(-) € C, et que
N(u(-)) € Bra(0, |Inll,).

Supposons que E C LI(I,RY) est faiblement fermé, u,(-) — u(-) dans C € WHP(I,RY),
et u,(-) € N7YHE), i.e., il existe v,(-) € LY(I,RY) tel que v,(-) € N(u,(-)) N E ou de fagon

équivalente, v, () € ®(u,(-)) N E. Donc, u,(-) € ®~(E).
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On a (4,(-)) C K et K est relativement compact dans C(I, R"), donc (i,(-)) admet une

sous suite (notée identiquement) qui converge. On peut supposer que u,(-) — u(-) € K, ce
qui donne u,(t) — u(t), Vt € I.
D’un autre coté, u,(-) — u(-) dans WH?(I, RY) implique que ,(t) — a(t), Vt € I, d’ou

u(t) = a(t), Vt € I. Donc 1,(-) — a(-) dans C(I,RY). De plus, puisque

()l < i)l < o) = @)l + lin(llp < () = @)l + ¢

pour tout n € N. En passant a la limite quand n — oo on obtient ||i(:)||p < ¢ et donc
u(-) € K.

De plus, v, € ®(1,(-)) C Bra(0,]|nlly), alors (v,(-)) est bornée dans LI(I, RY) et admet
une sous suite qui converge faiblement. Sans perdre de généralités, on peut supposer que
va(r) — v(-) € LYI,RY) et v(-) € E, puisque E est faiblement fermé dans LI(1,RY).
Comme @ a un graphe fortement faiblement séquentiellement fermé, on a v(-) € ®(a(-))NE =
N(u(-)) N E. Ainsi u(-) € N7Y(E), i.e., N"}(E) est fermé dans WHP(I,RY) et donc N est
h-s.c.s. O

Maintenant, nous sommes en mesure de donner la preuve de la Proposition [3.11}

Preuve de la Proposition [3.11

On pose 1 = 0|, +TiMP L ¢ = max{(%ﬁ”nﬂg)%,rg} et on considére D I'ensemble
donné dans le Lemme B.7

Nous allons montrer que le probléeme

d . p—2 7 () [P 24
2 (@(®) = [u@P u(t) € Ax(u(t)) + @(a())() — [[a@)lP~"a() p-p. sur I, (3.4.5)

(a(i(0)), —a(i(T))) € §(u(0), u(T)).
admet une solution u(-) € C'.

~

Pour tout u(-) € C, soit V(u(-)) = —=N(u()) + J(u(+)), i.e., pour tout ¢t € I

Par le Lemme [3.8] V/(u(-)) est un sous ensemble non vide convexe fermé et borné de

L4(I,RY). Pour tout u(-) € C, et pour tout h(-) € V(u(-))

1 _
1A llg < In()llq + T MP~ =y,
134



3.4. Problémes non linéaires pour des inclusions différentielles du second ordre avec
perturbation semicontinue mixte

alors V' prend ses valeurs dans D.

Montrons que V : C' = D est h-s.c.s. Supposons que F C D est faiblement fermé,
U, (+) — u(+) dans C, et u,(-) € V7I(E), i.e. il existe v,(-) € D telle que v,(+) € V(u,(-))NE.
Alors v, () € E et v,(+) € =N (tn(-))+J (1)), et donc J (i (-)) —va(-) € N(up(-)). Puisque
un(-) — u(-) dans WHP(I,RY), par le méme argument utilisé dans la preuve du Lemme
,(-) — a(-) dans C(I,RY), donc dans LP(I,RY) (car C(I,RY) s’injecte continument
dans L?(I,RY)). Alors, comme .J est continue, J(ii,(-)) — J(i(-)) dans L¢(I,RY), d’on
Jin()) = J(a()) dans Ls(I,RY).
De plus, (v,(+)) C D et D est un sous ensemble faiblement compact dans LI(I,R"), alors
(vn(+)) admet une sous suite faiblement convergente. Sans perde de généralités, on suppose
que v,(+) = v(+) dans L4(I,RY). Done, puisque N est de graphe séquentiellement fortement
faiblement fermé, on en déduit que J(a(-)) — v € N(u(-)), ie., v(-) € V(u(-)) et comme
v(-) € E alors, v(-) € V(u(-)) N E. Ainsi u(-) € V-1(F), ceci signifie que V1(E) est fermé
dans C et donc V est h-s.c.s.

Soit G = Ut

» poV. Puisque C' C WHP(I,RY) et D C L9(I, R") sont deux sous ensembles

convexes fermés avec 0 € C et comme V : C = D est a valeurs convexes faiblement
compactes et h-s.c.s et Uy 1. D — C est complétement continue, G : C' = C vérifie toutes

les conditions mentionnées dans le Théoréeme 3.3 Soit
S={u(:) e C:u(-) € puG(u(-)),0 < u < 1}.

Dans la suite de la démonstration, nous allons estimer les bornes de S.
Siu(-) €5, il existe f(-) € X%, telle que

ia(u ta(t)) — PV ()P Pult) = A(etu(t) + (1) = e a(t), pp. sur 1,

dt
(3.4.6)

et (a(p™4(0)), —a(p™'u(T))) € E(u™ u(0), ™ u(T)).
En multipliant (3.4.6)) par u(t), et en intégrant par parties, nous avons

(i), u<T>>—<a<u—1u<o>>, )= [ (a0 o)ttt
:/0T<AA(M u(t dt+/ <f >dt—/OT<||a(t)||1’—2a(t),u(t)>dt. (3.4.7)
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Par H(a)(i), on a
(alu i), i(t)) > p= D Blla(|P.
Notons que
(alu™ (D)), i~ (D)) = (alui(0)), p~"u(0)) < 0

(par H(€)(#) ou bien H(€)(iii)), <A,\(u’1u(t)),u(t)> >0, et

/0 <f(t),U(t)>dt’ S/O n(@)lu@)llde < lIn()llgllu()llp,

(rappelons que f(-) € N(u(-)) alors ||f(¢)|| < n(t) presque pour tout ¢t € I).

On déduit de (3.4.7)) que

T BaC) L+ I u)n < /0 <a(M1iL(t)),iL(t)>dt—M(pl)/o [[u(t)][Pdt

- A ule))ae + / " laolPa), ule) Yat

(IOl + 22777 ) ()

IN

IN

et puisque p < 1 on obtient

BN + )5 < (In()llg + 27T ()

D’ou
1

ity = (6 + 2278 Ol )

Mais, puisque u(-) € C, on a ||u(-)]|, < ¢. Par conséquent
lullt, <d,

ou d est une constante indépendante de A, p et u(-).

Puisque u(-) est arbitraire, S est borné dans W'?(I, RY). En vertu du Théoréme [3.3] la

multiapplication G admet un point fixe u(-) qui résout (3.4.5)), et donc (3.4.4]) aussi.
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3.4.3 Résultat d’existence

Théoréme 3.8. Si toutes les hypothéses supposées sur a, A, & et F' dans le Théoréme

sont vérifiées, alors le probleme

—ra@(t) = [[u@)[Pu(t) € A(u(®) + F(t,a(t) = la@)|Pat) p.p. surT; (3.4.8)
(a(@(0)), —a(i(T))) € £(u(0), u(T)).

admet au moins une solution.

Preuve.
On prend A, | 0, et u,(:) solution de (3.4.5). Comme dans la preuve de la Proposition
3.10} nous affirmons d’abord que [u,(-)[lc < M pour tout n € N. Ainsi, il existe f, € Efp(u(.)),

vérifiant d
7 alin(t)) = A, (un(t)) + fu(t) pp. sur I (3.4.9)

(a(1n(0)), —a(tn(T))) € §(un(0), un(T)).
En multipliant I'équation (3.4.9) par u,(t), et en intégrant par parties, on a
(atin ) = (atin ), u0)) = [ (atin(0). o))
_ /OT <AAn(un(t)),un(t)>dt + /OT (Fult), un (8) Yt

Donc, comme déja vu dans les preuves précédentes, en utilisant la monotonie de A et &, le

fait que 0 € A(0) et (0,0) € £(0,0), H(a)(i) et H(F)(ii), on obtient
Bli O < = [ (0 uw)a

< M /0 ' n(t)dt

< MVT][n]ls.

Alors, on peut déduire que (||@,(-)||,) est bornée, et ainsi I'est (||u,(-)||1,). Une autre
fois, par le théoréme d’injection compacte, (u,(-)) est relativement compacte dans C(I, RY).

En multipliant (3.4.9)) par A, (u,(t)), et en intégrant sur I, on obtient

[ (it A om0 e+ [ s ) =~ [ (10, A, )Yt

(3.4.10)
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Par la Proposition et H(F)(iii), on a ||f,(t)|| < n(t), qui donne que (f,(-)) est bornée
dans L%(1,RY). Par , et en utilisant les méme arguments que dans la preuve du
Théoréme , (Ay, (un)) est aussi bornée dans L2(1,RY), et donc dans L¢(I, RY). Alors, on
peut conclure par que (% a(un())> est bornée dans LI(I, RY).

D’un autre coté, par H(a)(ii), on a

la(in ()] < e(lin(®)P~" + 1) p.p. sur 1,

ce qui implique que (a(t,(+))) est bornée dans LI(I,RY). Ainsi, nous avons obtenu la bor-
nitude de (a(i,(-))) dans Wh¢(I, RY). De I'injection compacte W'P(I, RY) < C(I,RY),
on en déduit que (a(i,(-))) est relativement compacte dans C(I,RY), qui a son tour im-
plique la compacité relative de (4,(+)) puisque a(-) est un homéomorphisme. D’ol la relative
compacité de (u,(+)) dans C'(I,RY). Pour plus de simplicité, supposons que u,(-) — u(-)
dans CYH(I,RY) (et u(-) € C), alors u,(0) — u(0), u,(T) — u(T), et a(i,(0)) — a((0)),
a(in(T)) — a(i(T)).

Supposons que Ay (u,(-)) = y(-), et fo(-) = f(-) dans LI(I, RY). Puisque ® a un graphe
fortement faiblement séquentiellement fermé, on a f(-) € ®(u(-)), alors f(t) € F(t,u(t)) p.p
sur 1, de. f(+) € S5 0

De plus, pour tout ¢ € C(I,RY), les égalités suivantes sont vérifies,

- [ {atinten.po)ie = [ (atin(e). o))
- /0T<AAn(un( dt+/ (fa(t), o(t))dt. (3.4.11)
D’ou

/0T<;lt (i (1)), (t)>dt:/0T <A,\n(un(t))+fn(t)790(t>>dt_

Passant a la limite quand n — oo, (3.4.9) devient

%a(u(t)) =y(t) + f(t) p.p. sur I, (3.4.12)
(a(u(0)), —a(u(T))) € £(u(0), u(T)).
La deuxiéme ligne de est obtenue en raison de la fermeture de &.
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Finalement, On montre que u € D(A) et y € A(u) de la méme maniére que dans le
Théoréme [3.5] Cela compléte la preuve. O

A la fin de cette section, donnons un exemple qui illustre notre conclusion.

Exemple 3.1. Soient Ki, Ky C R deux sous ensembles non vides fermés converes avec
0e KiNKs.

Soit Ok, xx, la fonction indicatrice de Ky X Ko, i.e.,

0 si (v,w) € Ky x Ky
5K1><K2(va) =
400  sinon.

Alors on sait que 0k, xk, est une fonction propre positive convexe et semicontinue inférieu-

rement sur R? et pour tout (vy,v;) € Ki x Ky

(%leKQ(vl,vg) = {(wl,wQ) € R2 : (Ul — ul)wl + ('UQ — Ug)wg Z 0, V(ul,u2) € K1 X KQ}

= NK1XK2<U1aU2) = NKl(Ul) X NKQ(UZ);

et si (v1,v9) & Ky X Ky alors 00, x e, (v1,v2) = 0.

Soit & = 00k, xk,, alors & est un opérateur mazimal monotone.
On a (0,0) € £(0,0) et comme 0 € K; N Ky, si (wy,ws) € &(vy,v2), alors wivy > 0 et
wyvy > 0, donc Uhypothese H(E) (i) est vérifiée.

De plus, si J\(v;) € K;, pour tout A > 0, quand v; € K;, i = 1,2 Uhypothése H(A, &) est
satisfaite. En effet, si (vi,v2) € {(v1,v2) ((v1,v2) € K1 X Ky), et puisque J\(v;) € K;, on
obtient

(U1 — J,\(vl))wl + (UQ — J)\(Ug))wg > 0.

Pour tout X > 0, en multipliant par % on trouve
A)\(Ul)wl + A)\(’Ug)wg Z 0.

Soit U : [0, 3] = R une multiapplication a valeurs ouvertes et de graphe L([0,5]) ® B(R)-
mesurable, et soit g : R — R une fonction continue qui satisfait, pour k > 0, pour tout x € R,
l9(z)| < klz| et g(x)z > 0.
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Considérons la multiapplication F : [0, 7] x R = R, définie par

(

0, 1] sit=0, x ¢ U(0)

{0,1} sit=0, z € U(0)
F(t,x) =
g(x)(sint +1)[0,1] sit €]0,5], z € U(2)

| g9(x)(sint+ 1) E sit €]0,5], v € U(t),

ot E C|0,1] est un sous ensemble fini. On va montrer que F vérifie les conditions du Théo-
réme . En posant f(t,x) = g(x)(sint + 1), f est continue de [0, 5] x R dans R comme
produit de deux fonctions continues. Alors, il est facile de voir que F' est a valeurs non vides

compactes.

F L([0,3]) ® B(R)-mesurable.

Soit V' un sous ensemble fermé de R alors

F”Oﬁzz{@wﬂﬂQ;xR:Fm@ﬂV#@}
= {(to) e Gr(v): Fta)nV 0}
U {to) € (0. 5] x R\Gr(U) : F(t,2)nV #0}.

Wi = {(te) €GrU s Ft,a)nV 0}

= {omecr): oynv o {wa eGrw): 120 e feaEnY 20},
{(O,x)EGr(U); {071}m/7g@}: ({0} xR)NGr(U) si{0,1}NV #0

s1non,

et

(t,x) e Gr(U): t#0 et f(t,:L‘)EﬂV?é@}

= {(t,x) e€Gr(U): t#0 et il existe v € E tel que f(t,z)v € V}
{(t,x) e Gr(U): t#0 etil existe v € E tel que (t,z) € fl(%V)}
QQ;xRﬂj@ﬂmﬂ(Uf*%m)eqmgp®@®y

veE
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D'ou W1 € L([0,5]) ® B(R). De méme

W, — {(t,x)E([O,g]x]R)\Gr(U): F(t,z)nV #0}
_ {(O,x)e([o,g]xR)\Gr(U): 0,110V # 0}
U {(to) € (0. 5] x RAGH(U) : ¢ £0 et f(t,2)(0,1] 0V £},

o

{(O,Jc) e ([o, g] x R\GHU) : [0,1]NV # @}
({0} x R) N (([o, 1] % R)\Gr(U)) si 0,110V £0

0 SInon.

De plus, en posant A = {r € R : V Nr[0,1] # 0}, A et fermé. En effet, soit une suite
(rn) C A telle que v, — r. Alors pour tout n, VN r,[0,1] # 0. Donc, ils existent x, € V
et ¢, € 10,1] tels que x, = rpc,. Comme [0, 1] est compact on peut extraire de (c,) une sous

suite (qu’on lui garde la méme notation) qui converge vers un certain ¢ € [0,1]. D’ou
Ty = TnCp, —1CcEV
puisque V est fermé. Ceci donne V Nr[0,1] # 0, c’est a dire que A est fermé. Il s’ensuit que

{(t.2) € (0. 5] x RNGH(U) : £ 0 et f(t )01V 0}

- {(t,a:) e ([o, g] < R\Gr(U): t£0 et f(t,z) € A}

™

_ (]o, 2% ]R) A ([o, g] « R\GrHU) N f~Y(A) e £(]o, g]) ® B(R).

D’ou Wy € L([0,5]) ® B(R). Par conséquent, F est L([0,5]) ® B(R)-mesurable.

F semicontinue mizte.

Soit t €]0,5], et v € R tels que x € U(t). Soit V un sous ensemble ouvert de R tel que

F(t,x,y)NV # 0, i.e., g(z)(sint+1)ENV # 0. Alors, il existe v € E tel que g(z)(sint+1)v €
1 1

V. Donc, g(x) € MV. D'ou, x € gt (mv) Mais g est continue d’ou

1
g ! (—V) est un voisinage de x. Alors il existe r > 0 tel que
(sint + 1)v

1
B N
(z,7r) C g <(sint + 1)UV>
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et

B(z,r) C U(t).

On a

g(B(z,r))(sint+1).v CV,

alors pour tout y € B(x,r), F(t,y) NV # 0. Donc F(t,-) est s.c.i au voisinage de .
Soit maintenant x € R\U(t), alors F(t,x) est conveze.
Soit V' un ouvert de R tel que F(t,x) C V, i.e., g(x)(sint + 1)[0,1] C V.

Soit r > 0 assez petit pour que
B(g(x), r)(sint + 1)[0, 1] C V.

Alors B(g(x),r) est un voisinage de g(x) et comme g est continue, il existe un voisinage )

de x tel que
9(€) € B(g(x),r).

Siy € Q\U(t) alors
F(t,y) = g(y)(sint + 1)[0,1] € B(g(x), r)(sint + 1)[0,1] € V,
et siy € QNU(t) alors
F(t,y) = g(y)(sint + 1)E C B(g(z),7)(sint + 1)[0,1] € V.

Par conséquent F(t,-) est s.c.s en x.
F bornée.

Pour tous t €]0, %], x € R etv € F(t,x) on a
o] < (sint + 1)|g(z)| < k(sint + 1)|z|.
En choisissant un M assez grand, on obtient pour tout |x| > M
F(t,2) N B(0, k(sint + 1)|z|) # 0.

F vérifie la condition de Hartmann.
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Pour tous t €]0,%], x € R et tout v € F(t,z) on a

xv = g(z)(sint + 1)z > 0.

Les Hypothéses supposées sur F dans le Théoréeme sont toutes vérifiées.
Supposons que H(a) et H(A) sont vérifiées, alors le probléme

%(a(u(t))) € A(u(t)) + F(t,u(t)) p.p. sur [0, 7]

(a(u(()))? _a(u(%))) € NK1><K2(U<O)’ U(%))a

™

admet une solution u(-) dans C'([0, 5], R) telle que a(u(-)) est absolument continue.
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CHAPITRE 4

Solutions faibles pour des inclusions différentielles du second
ordre gouvernées par un opérateur maximal monotone et

perturbées par une application lipschitzienne
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit un concept de solution faible pour des inclusions différen-
tielles du second ordre de la forme (t) € A(u(t))+ f (¢, u(t)) on A est un opérateur maximal
monotone dans un espace de Hilbert H et f: [0,7] x H — H est une application qui vérifie
certaines conditions. On prouve l'existence de solutions faibles pour les problémes a deux
conditions aux limites associés a ce genre d’inclusion.

Soit H un espace de Hilbert et I = [0,7] (T > 0). Considérons l'inclusion différentielle

du second ordree suivante

i(t) € A(u(t)) + f(t, u(t)) p.p. sur |0, T,
uw(0) =z, u(T)=0,

(4.1.1)

ol A est un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H avec 0 € A(0),
x € D(A) et f: I x H— H une application qui vérifie certaines conditions.

L’inclusion différentielle du second ordre avec conditions aux limites suivante

u(t) € A(u(t)) + f(t) p.p. sur |0, 77,
u(0) =z, u(T) =y,

(4.1.2)

ol A est un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H et f : I — H est
une application, a été étudiée par plusieurs auteurs.

Barbu (voir [7] et [8]) a prouvé 'existence d’une solution unique v € W*2(I, H) de (4.1.2)
sous les conditions z,y € D(A) et f € L*(I, H).

Bruck dans [I6] a étudié le résultat de Barbu dans le cas o x,y € D(A).

Dans [43], les auteurs ont introduit le concept d’une solution faible pour le probléme
afin de couvrir des conditions plus générales sur f qui ne garantissent pas ’existence
de solutions fortes.

Dans ce chapitre, on va montrer que sous certaines hypothéses supposées sur f, il existe
une suite (u,(-)) € WY2(I, H), avec, pour tout n € N, ,(-) est continue par morceaux
et absolument continue sur chaque morceau, et ii,(-) € L?(I, H), et une suite (g,(-)) de
L%(I, H), telles que
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(1) wp(-) verifie avec f = g, pour presque tout t € I ;
(ii) (un(-)) converge vers u(-) dans C(I, H);
(iii) (gn(:)) converge vers f(-,u(-)) dans X7, (voir section ;

(iv) u(0) =z et u(T) =0.

4.2 Préliminaires

Il est connu que pour z,y € D(A) et f € L*(I, H), il existe une unique solution u €
W22(I, H) du probléme ([#.1.2) (voir [7] et [§]). De plus, pour z,y € D(A) et f € L*(I, H),

ce probléme admet une solution unique u € C(I, H) N W:2(I, H) (voir [I6]), qu’on appelle

loc

solution forte.

On considére lespace Xp = LY(I, H; tdt), i.e

xe={si0m—a [ ol <o}

Alors L?(I, H) est dense dans Xr.

On considére aussi 'espace X7, = L'([0, 7], H, Vtdt), i.e

xp={rs0a— a5 [ Vil < oo

Il est clair que LY(I, H) C X7, de plus X/, C X7. En effet, pour tout f € X/, en utilisant

I'inégalité de Holder, on trouve

[ o = [ Vs an IVt
< /fnf |ar)* /fnf )
— VT / VAl F®)]ldt < +oc.

d’ou f € XT.

On donne maintenant un théoréme d’existence de solutions fortes établi par Barbu (voir

8]).
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Théoréme 4.1. Supposons que A est un opérateur maximal monotone. Alors, pour tout
f € L*(I,H) et tous z,y € D(A) il existe une unique solution u(-) € W*(I, H) pour le

probleme (4.1.2)).

Voici une définition de solution faible donnée par Khatibzadeh et Moroganu dans [43].

Définition 4.1. Soient z,y € D(A), et soit f € Xr. Une fonction uw € C(I,H) est dite,
solution faible du probleme (4.1.2), s’il existe une suite (u,(-)) C W*2(I, H) et une suite

(fu(+)) de LA(I, H), telles que
(1) u,(-) vérifie (4.1.2) avec f = f, pour presque tout t € I ;
(i1) (un(+)) converge vers u(-) dans C(I,H) ;

(111) (fn(-)) converge vers f(-) dans Xt ;

(iv) u(0) =z et u(T) =y.
On donne maintenant un théoréme d’existence de solutions faibles démontré dans [43].

Théoréme 4.2. Supposons que A est un opérateur maximal monotone. Alors, pour tout

f e Xr, x € D(A) et y € D(A) il existe une unique solution faible u(-) pour le probléme

[@1.2).

Preuve.

On commence par prouver la premiére partie du Théoréme [4.2] On suppose que f € Xr,
z € D(A) et y € D(A). Soit (f,(-)) une suite dans L2(I, H) telle que (f.(-)) converge vers
f(-) dans X7 (elle existe puisque L*(I, H) est dense dans Xr).

Soit (x,) C D(A) une suite convergeant vers z € D(A). On note par u,(-) la solution

forte du probléme

tin(t) € A(un(t)) + fu(t) p.p. sur |0, 77, (4.2.1)

un(0) = 2, u,(T) =y. (4.2.2)
De (4.2.1)), pour tout n € N et pour presque tout ¢ €]0, T, il existe yt(") € A(un(t)) tel que

iin(t) = 4" + falt).
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Pour tout m € N, en multipliant par wu,(t) — u,(t), on trouve

(1), un(t) = n(®)) = (5" a8) = (1) ) + {Fult), wat) = wn(8)),

et
(1), w0 (8) = (1)) = (0™ (1) = () - (Fin(8), 0 (8) = a(8)).

et par soustraction on obtient

it (8) =i (£), w0 (0) = (8) ) = (5™ =™ 00 (8) =t (8) )+ { FulO) = Fin(8), wn (8) = (1)),

pour presque tout t €]0, 7.
On a

L ®) = O = i 8) — (0, 00 (0) (D)

5 g7z un(t) = um(D)[ = <fn(t) — fn (1), un(t) — um(t)> F i) — a2 (4.2.3)

En négligeant, pour le moment, le dernier terme dans le coté droit de (4.2.3) et en intégrant

sur [t,T], 0 <t < T, on obtient

5 1T = U (D = 5 ®) = n 1 = = [ 1520 = o () = (7l
Mais

() = (D) = 2{ i (T) — (7). (T) (7)) =0,
d’ou

3l = @I = = [ 150 = ()] lent) = )l

Une nouvelle intégration, cette fois sur [0, ¢], donne

) =@ < Flw =l [ ([ 100 = ol i) = ) s

1 2
= Sllan—anll + / P £ul7) = S - () — () dr. (424
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En notant M,,,, = sup |[u,(t) — un,(t)||, on obtient de (4.2.4)

0<t<T
T

M2, < ln — @l + 2Myn / P1ful7) = fonl()lldr.
0

Ceci montre que (u,(-)) est une suite de Cauchy, donc convergente dans C(I, H) vers une
application u(-), et en particulier u(0) = z et u(T) = y.

L’unicité de la solution faible u suit facilement, méme dans le cas ou x,y € m

En effet, si u et @ sont deux solutions faibles de et tn, Uy € W22(I, H), fo, fn €
L%(I, H) sont des suites correspondantes a la Définition , alors, en utilisant la monotonie
de A on a

;;ﬁ; [un(t) = @n(t)]* = <fn(t) — fult), un(t) — an(t)> p.p. sur 0, TT. (4.2.5)

Puisque u,(+), 4,(-) sont toutes les deux convergentes dans C(I, H) (vers u(-) et @(-) respec-

tivement) il existe une constante positive M, telle que pour tout n € N

M . M
lun(lle = = et flan()lle < -
Donc par (4.2.5) on trouve
d? N ) -
S llun(t) = @@ = =M fu() = fu(®)]| p-p. sur ]0, 7. (4.2.6)

Si on multiplie (4.2.6)) par ¢ et on intégre sur [0, ], on trouve

t d2 T ~
| rilhuntn) = @Rdr = =0 [ rlr) = Fuo)lar e € 0.7

Une intégration par parties montre que

a ol e
rlunlr) =i = [ L) = (lPar

= dllun()— a7 = lun(t) = @ (@] + [[un(0) — @ (0)]

> —M/ falr) = Fu(7)lldr ¥t € [0,

Une nouvelle intégration, cette fois sur [t, T, nous donne

[ (71 = DI = () = ()P )+ (7 = On0) = O

> M(T - 1) / P ful(r) = Fulr)ldr ¥t € 0,7].
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Ce qui conduit, aprés une intégration par parties, a
T ~
Tjun(T) = @n(T)|* + (T = 1) [[un(0) — @ (0)|* + M(T — ) /0 Tl fu(7) = ful7)lldT
> tljun(t) — 1, (t)||*, pour tout t € [0,T]. (4.2.7)
Quand n — oo on obtient
tl|lu(t) —a(t)||* <0, pour tout t € [0,7].

D’ou u(t) = u(t) pour tout ¢ €]0, 7.

De plus, puisque u,(0) = @,(0) = z, on obtient quand n tend vers I'infini
u(0) = u(0) = x,

ce qui montre que u = u. O

4.3 Reésultat principal

Dans cette section, on va introduire un nouvel concept, qu’on peut appeler solution
faible, pour le probléme (4.1.1)), en utilisant les solutions fortes du probléme (4.1.2)), et aussi
en utilisant une méthode de discrétisation, déja vue dans le chapitre 2.

On commence par définir 'ensemble X!? par

XY = {u(-) € WY(I, H) : 4(-) est continue par morceaux et

absolument continue sur chaque morceau et i(-) € L*(1, H)}.

Théoréme 4.3. Soit A: H = H un opérateur mazimal monotone, tel que 0 € A(0). Soit

f I x H— H une application mesurable sur I telle que

1. pour tout n > 0, i existe une fonction positive k,(-) € X7, ||k,(-)|lx, < 3 telle que

pour tout t € I et pour tout (z,y) € Bg(0,n7) x By (0,n)

1t x) = Fty)l| < Byl = yll;
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2. il existe une fonction positive 5(-) € L*(I,R), ||B(-)||x, < 3 telle que pour tout (t,x) €
I'xH
Lt 2)F < B+ ).
Alors, pour tout xg € D(A), il existe une suite (u,(-)) € X2 et une suite (g,(-)) de L*(1, H),
telles que
(i) u,(-) vérifie (4.1.2) avec f = g,, © = x¢ et y = 0 pour presque tout t € I ;
(11) (un()) converge vers u(-) dans C(I,H) ;
(11i) (gn(-)) converge vers f(-,u(-)) dans X} ;
(iv) u(0) = x¢ et u(T) = 0.

De plus,

Ju() <1 (18O + IBOI + o),

1
- 1=2080)x,
et la suite (t'%0,(-)) est convergente dans L*(I, H) vers une certaine application g(-) €

L2(I, H) qui vérifie

ol < e = Sl 10+ DIBO,

Preuve.

Pour chaque n € N, on considére la partition de I donnée par ¢} = %T ,(0<j5<n).

Nous allons commencer par la construction, pour chaque n € N, d’'une suite finie d’élé-
ments de H, {z},j = 0,--- ,n} avec x5 = x¢ et x;, = 0, et une suite finie d’applications u}

de W*2([0,t], H), j = 1,--- ,n, solutions des problémes

i(t) € A(u(t)) + f(t,27) p.p. sur ]0, %]

u(0) =z, wu(t}) = 7.
Etape 1. Construction des suites.

Nous procédons par récurrence. On pose z) = 0, alors par I'hypotheése 2., pour tout ¢t €

on a
£t 23] < B(),

et puisque (3(-) € L*(I,R), alors f(-,z") € L*(I, H).
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4.3. Résultat principal

On note par u”(-) € W*2(I, H) la solution (forte) du probléme

u(t) € A(u(t)) + f(t, 2) p.p. sur J0, 1]
u(0) = xo, u(t) =0.

n —_ n n
Posons alors a7 | = u!'(t"_,

) (on choisit n assez grand et vérifiant w(t" ;) € D(A)

n—1

puisque u(t) € D(A) p.p. sur I). Alors, toujours par I'hypothése 2., pour tout ¢ € [0,¢]_,]

» “n—1

on a
Hf(taxZ—ﬁH < BE)A+ [lzn_y D),

d’ou f(-,2"_;) € L2([0,¢"_,], H). Donc I'inclusion différentielle

s lp1
u(t) € A(u(t)) + f(t, 1) p-p.sur J0, 47 4]
w(0) = o, u(ty ) = w4,
admet une solution forte dans W»2([0,¢"_,], H) notée u"_(-).
Maintenant, on suppose que {z}, j =i+ 1,--- ,n}et {uf, j=i+1,--- ,n} (1 <i<
n — 1) sont définis de fagon similaire.

On pose x]' = u},,(t}), alors par 'hypothése 2., pour tout ¢ € [0,7] on a

1t 2) < BE) A + [l ),
d’on f(-,27) € L2([0,¢7], H). Donc I'inclusion
a(t) € A(u(t)) + f(t,2f)  p.p.sur |0, ¢}
u(0) =z, u(ty) = a7,
admet une solution forte dans W22([0,¢"], H) notée u(-).

De cette fagon, on construit (z7, u}(-)), -, (z, ul(-)) tels que, pour tout j € {1,--- ,n},

n»-'n

up(-) € W>2([0,7], H), u}(0) = xo, uff (t}) = u},(t}) et, pour presque tout t €]0, 7]

() € Al () + F(tul (1)),

De plus, par 'hypothése 2., pour tout ¢ € [0, 7]

£ (t e (8] < B (1 + [[uey (1))
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4.3. Résultat principal

Etape 2. Définition de la suite (u,(+)).

On définit 'application u,(-) : I — H comme suit. On pose u,(0) = zq et

u, (t) = uj, (), sit ety ti,](j=0,-,n—-1). (4.3.1)
Soit 6,,(+) : I — I définie par

i sitelty i) (=0, ,n—1)

O, (t) == (4.3.2)
o sit=0.
Avec ces notations, on a par construction, u,(7") = 0, et pour presque tout ¢t €0, 1]
it () € Alun(t)) + (£ un (6 (2))). (133)
et pour tout t € [
1 (1 un@a ()] < B (1 + [ (Bu)]). (43.4)
Etape 3. Montrons que (u,(-)) est bornée dans C(I, H).
Par (4.3.3)), pour presque tout ¢ €]0, 77, il existe yt(n) € A(u,(t)) telle que
iin(1) = 5"+ f (1w (0(1))),
En multipliant par u,(¢) on trouve
(1), 100(8)) = (. 0 0) + { (000 (1)), (1.35)
Mais
d? 5 d . . . 9
Sz [ = 27 (@n(t), ua(t)) = 2(Un(t), un(t)) + 2fjaa )]
Donc
D a2 = fan ()2 = G, unt t, (B (1 t
Zallun (1 = lan @1 = (5", wa(0)) + (f(tun(0n(2))), un(t) ).
Alors, par la monotonie de A et le fait que 0 € A(0) on obtient
1d 2 : 2
Sl @ = (F(tun0u(0).ual®)) + [an(®)]* pp. sur 0,77 (4.3.6)

En négligeant, pour le moment, le dernier terme dans le c6té droit de (4.3.6) et en intégrant
sur [t,T],0 <t < T, on obtient

1d T

T = 5 IO = [ (s, (51) 0 () s
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4.3. Résultat principal

d
Puisque %”Un(T)HQ =0, on trouve

%%Hun(t)“Q < _/tT <f(5,un(9n(s>>)7un(3)>d8.

Une nouvelle intégration, cette fois sur [0,¢] (0 <t < T), donne
O~ ol < = [ ([ b)) ds
< [ ([ 16 u@o] - i) ds
< / 71 £ (7, a0l | - ()1
_ / 7B(r) (1 + tn (Bn(P)I) - (7l

T T
< s )l [ w8+ sw [u@F [ s

0<s<T

= Nua OBy + e IIBC) xr-

D’ou,
a2 < g llzoll* + 2180 lan (e ).
=230 xr
ou bien
201801 x 1

s = oAl = T ol < 0.
En posant a = M >0eth= ;onHQ > 0, et puisque A = a?+b > 0,

=250 xr =250,

2

le polynéme r* — ar — b admet deux racines distinctes

lea—\/z<0 et r2:a+\/Z:l>O.

D’ou
lun()]le <1, pour tout n. (4.3.7)
On remarque que [ est indépendant de n.
Etape 4. Montrons que (¢'/%4,(-)) est bornée dans L2(I, H).
En multipliant par tu,(t), par la monotonie de A et le fait que 0 € A(0), pour
presque tout ¢ €]0, T'[

(i (1), tun () > t<f(t,un(9n(t))),un(t)>.
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4.3. Résultat principal

Une intégration par parties sur [0, 7] donne

T

<tun(t),un(t)>) —/OT(un(t),un(t»dt—/OTt||un(t)||2dt2/OTt<f(t,un(€n(t))),un(t)>dt.

0

Puisque wn(T) = 0 et (un (L), in()) = %%Hun(t)HQ, on obtient
@] = [ i [0 0), o)
D’ou
ST WO
< ol + [ Al vl a0
< S+ [ aO0+ TG - el
< glleolP + 10+ DIBOx,,
c’est a dire

£/, ()]]2 < e, (4.3.8)

ou ¢ = \/%HxOHQ + 11+ 0)|B(-)||x, est indépendant de n.
Etape 5. Convergence de (u,(-)).

Grace a la monotonie de A, il découle de que pour n,m € N et pour presque tout

t €]0,T7,
Sl = un O 2 (F(tun(00(2))) — (b O(0). 0 8) — 1))
+ |in (t) — (2] (4.3.9)
D’ou
1d2

S llun(®) = un (I = (F(twa0a(8)) = F(t w0 (2))) 0n(8) = wn (D)),

Une intégration sur [t, 7], 0 < ¢t < T, donne (puisque u,(7T") = u,,(T) = 0)

5l = O = [0 On7) = £ (O ()] -t 7) = )
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4.3. Résultat principal

De (4.3.7)), pour tout t € [0,T] et tout n > ng on a
u,(t) € By (0,1) € By(0,210).

1

Donc, par hypothése, il existe une fonction positive k(-) € L'(I,R) telle que ||k(-)|x, < 3

et f(t,-) est k(t)-Lipschitzienne sur By(0,2[). Alors

1d

57l (®) —um @I < /1t k() [t (0n (7)) = (O (T))|] - [[un(T) = wm(7) [ dT.

Une nouvelle intégration sur [0, ¢], donne

) @ < [ / )t (8(7)) = i Bon(r ) - () = () i

< / ()t O (7)) — () [ Bo(7) = () - () = () 7
+ [ k@) = ()P (43.10)

En notant M,,, = sup ||u,(t) — un(t)]| = ||un(-) — wm(-)||c, on obtient de (4.3.10)

tel
5V < M [ ) (BB (r) = 0]+ B (7) = )+ s M2
d’ot

M < Tt ([ k) (Jan0a(7) = 0]+ i Bn(7) )

T On () Om (T)
< %(/ k([ Niaolas+ [ Hum<s>||ds)dr>

2M,m T On(7) . O (7) .
< W(/ k() ( [ VAl + [ ﬁuum<s>ud5> d7>,

ﬂ
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4.3. Résultat principal

puisque 7 < s, et donc /7 < /s, alors on trouve en utilisant I'inégalité de Holder

) 2an T On (T Om (T)
My, < m (/0 \/Fk(T)< i \/_||Un( )llds + - Vst (s )||ds) dT)

< o ([ 7 ([ Mo @) Alineas
+ [ eVl (s)is ) ar )

< oot ([ k() (VAT =10 i+ VO = T i () )
< %(é ﬁk(f) wn(f)—wwm(f)—f)m).

D’ou

My < 1_2”2% (/OT V() (VB (7) = 7+ V/Onlr) = 7) dT> .

Puisque 6,(t) — t quand n — oo pour tout ¢ € I et comme, de plus, k(-) € X} et

) (V0u0) =t VB (8) — 1) < 2ViR(1),

pour tout t € I, il résulte du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que

lim /tk(t) (\/9 —t+\/9m(t)—t):

n,m—oo

Ceci donne
i) = (e = 0. 3.11)
Donc, (uy,(-)) est une suite de Cauchy dans (C(I,H), || - ||c), par conséquent elle converge

vers une application u(-), et en particulier u(0) = x¢ et u(T") = 0.
De la convergence uniforme de (u,(-)) vers (u(-)), et puisque 6, (t) — ¢ pour tout ¢t € I,
alors

Un(0r(t)) — u(t) pour tout ¢ € I. (4.3.12)

De plus, de (4.3.7]), on trouve que ||u(-)|| <. Donc

£ (o un(0a())) = £ (- u()]

= [ VAT Gun@) ~ (a0 ot
< / V() (0 (1)) — u(t) L.



4.3. Résultat principal

Mais vtk (t)||un (0, (1)) — u(t)|| < 20v/tk(t), pour tout t € I et k(-) € X7, il s’ensuit par le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue que

=0,

lim Hf(aun(en())) - f(>u())|

n—00 X7
c’est a dire, en posant g,(-) = f(-,un(0,())), la suite (g,(-)) converge vers f(-,u(-)) dans
X7

Etape 6. Il reste & montrer que la suite (£'/%4,(-)) converge dans L2(I, H).

Pour tout m,n € N, en multipliant (4.3.9) par ¢ et en intégrant sur [0, 7], on trouve

/0 % (%Ilun(t) — um(t)”?) dt > —/0 HLF (L 2 (B () = F (£ 1 (O () |||t (£) 101 (£) || It

+/0 () — o (£)]2dt. (4.3.13)

Une intégration par parties du cété gauche donne

/OT% (5—;Hun(t) _um(t)IIQ) at = 5 (%””"“) B “m(t”'z)

= 1t (1) — U (1), wn (t) — um(f)>’

S lunt) — wn(t) 2|

= 0.

T T
1 d

——/ —llun(t) = wn (t)|*dt
o 2Jo

T

0

D’ou, par (4.3.13)), on trouve

[ thiatt) = i@ < [ 000) = £ O @) - ae) = (B
< ( | (o) ||f(t,um<9m<t>>u)dt)nun<-> ol

(4.3.14)
De plus par ([4.3.7)), pour tout n € N et tout ¢ € I, on a
£t un(0n()]| < BE) (L + lun@a(®)]]) < (1 +1)B(0),
et donc
/OTtHitn(t) — () *dt < T(1+Dl[tn() = tm(-)lle- (4.3.15)
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4.3. Résultat principal

Par (4.3.11)), on a

lim_{[un(-) = um(-)]le = 0.

n,Mm— 00

Comme le coté gauche de I'inégalité (4.3.14]) est positif, on obtient

T
lim t||tn () — 1 () ||dt = 0.

n,m—oo [o

Il s’ensuit que (#/24,,(-)) est une suite de Cauchy de L2(I, H), donc elle est convergente vers
une application g(-) € L*(I, H).

Finalement, par (4.3.8]) on trouve

lg()ll2 < e
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. |
Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous étions face a trois problématiques.

La premiére concerne le processus de la rafle perturbé du premier ordre, ou, dans le
cadre Hilbertien, nous avons donné des résultats d’existence dans le cas ou C' est seulement
en fonction du temps ¢.

Nos perspectives pour cette partie, sont de généraliser ces résultats aux deuxiéme ordre, aux
espaces de Banach, et au cas ou C' dépend de 1’état.

La deuxiéme partie a été consacrée aux problémes non linéaires, ot nous avons donné
deux résultats d’existence, le premier concerne le cas ot la perturbation est en fonction de
u et u, et est somme de deux multiapplications 1'une s.c.s et 'autre s.c.i. La perturbation
vérifie aussi la condition de Hartman généralisée.

Dans 'autre cas la perturbation est seulement en fonction de u, semicontinue mixte et vérifie
la condition de Hartman, et 14, comme perspectives, c’est d’essayer de démontrer le méme
résultat quand F' dépend aussi de u et vérifie la condition de Hartman généralisée.

Finalement, la troisiéme problématique a trait a la construction d’une suite de fonctions
(un(+)) € X2 convergeant dans C(I, H) vers une fonction u qui peut étre considérée comme
solution faible d’une inclusion différentielle du second ordre avec conditions aux limites,
perturbée par une fonction a deux variables, mais cette solution n’a pas assez de régularités.

Alors, ce que nous prévoyons dans des travaux futurs, c’est d’essayer de trouver des solutions
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fortes, et sous des conditions plus générales sur f, trouver des solutions faibles pour le méme

probléme comme limites de solutions fortes.
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Résumé. Dans cette thése, on s’intéresse a 1’étude de 1’existence de solutions pour certains
problémes d’évolution. Elle est répartie en trois parties. Dans la premiére partie, il s’agit du
processus de la rafle perturbé par somme d’une multiapplication scalairement s.c.s et une
application lipschitzienne, associés a des ensembles r-prox-réguliers dans un espace de Hilbert
réel séparable. On établit aussi un résultat d’existence de solutions pour les processus de la rafle
perturbés avec retard.Dans la deuxiéme partie, et dans un espace de dimension finie, on présente
deux résultats d’existence de solutions pour des inclusions différentielles non linéaires du second
ordre comportant un opérateur semblable au p-Laplacien, un opérateur maximal monotone, une
multiapplication avec conditions mixtes et des conditions aux limites non linéaires.Finalement,
dans la troisieme partie, ona étudié I’existence de solutions faibles pour des inclusions
différentielles du second ordre avec conditions aux limites, et gouvernées par un opérateur
maximal monotone et une application lipschitzienne.

Mots clés. Probleme d’évolution, multiapplication, ensemble prox-régulier, condition de
Hartman, condition de Hartman généralisée, opérateur maximal monotone, point fixe, p-
Laplacien, solution faible.

Abstract. In this thesis, we are interested by the study of existence of solutions for
someevolutionproblems.It is divided into three parts.The first part concerns a sweeping process
perturbed by a sum of a scalarly upper semicontinuous set-valued map and a Lipschitz single-
valued map, associated with r-prox-regular sets in a real separable Hilbert space. In addition, we
establish a result concerning existence of solutions for a first order perturbed sweeping process
with delay. In the second part, and in a finite dimension space, we present two results of
existence of solutions for nonlinear second order differential inclusions including a p-Laplacian-
like operator, a maximal monotone operator, set-valued map with mixed conditions and
nonlinear boundary conditions. Finally, in the third part, we studied the existence of weak
solutions for a second order differential inclusion with boundary conditions and governed by a
maximal monotone operator and a Lipschitz map.

Keywords. Evolution Problem, set-valued map, prox-regular set, Hartman condition,
generalized Hartman condition, maximal monotone operator, fixed point, p-Laplacian, weak
solution.
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