REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministére de 'enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université Mohammed Seddik Ben Yahia - Jijel

Faculté des Sciences Exactes et Informatique

Département de Mathématiques
Ne d’ordre @ .eeeeiiiiiinn,

Ne de série : .oooeeeeinnien...

Mémoire de fin d’études

Présenté pour 'obtention du diplome de

Master

Spécialité Mathématiques.

Option Equations aux Dérivées Partielles et Applications.

Théme

Etude d’un probléme d’évolution du second
ordre

présenté par

Boutaghane Rofia

Devant le jury

Président Chikouche Wided Professeur. Université de Jijel
Encadreur Lounis Sabrina M.C.A Université de Jijel
Co-Encadreur Mesdoui Fatiha M.A.B Université de Jijel
Examinateur Boufenouche Razika M.C.B Université de Jijel

Promotion 2021/2022



Remerciements

Je remercie en premiéere lieu Allah tout puissant pour la volonté, la santé, et la pa-
tience qu’il ma donné durant ces longue années d’étude el le courage pour terminer ce

MEmore.

Je tiens a remercier Madame Lounis Sabrina et Mesdout Fatiha pour le soutien

et l'encadrement qu’elles m’ont donné.

Je voudrais aussi remercier l’ensemble des membres du jury Madame Chikouche Wi-
ded et Boufenouche Razika pour m’avoir honorée par leurs évaluation du travail en

tant qu’examinateurs.

En fin, je remercie ma famille pour m’avoir donné tout ce dont avais besoin pour réussir

dans mes études.



Dédicace

Je dédie ce mémoire

A mes trés chers parents Nasser et Nassima,
qui sont la graine de mon existence et la source de ma réussite,
pour leurs encouragements et leurs sacrifices.
A mon trés cher frére.
A mes amies.

A mes enseignants.



Table des matiéres

Notations 3
Introduction 5
1 Notions de base et résultats préliminaires 7
1.1 Espaces métriques . . . . . . . . . ..o e 7
1.1.1 Espaces vectoriels normés . . . . . ... .. .. ... .. ..., 8

1.1.2  Espaces de Hilbert . . . . . . .. .. ... ... ... ... 9

1.2 Analyseconvexe . . . . . . . ... 9
1.2.1 Emnsembles convexes . . . . . . .. ... 9

1.2.2  Fonctions convexes . . . . . . . . . ..o 11

1.2.3  Sous différentiels . . . . ... oo 13

1.2.4  Cones normaux . . . . . ... o e 15

1.3 Multi-applications . . . . . . . . ... Lo 16
1.4 Topologie faible . . . . . . . ... o 18
1.5 Topologie faible* . . . . . ... ... L 18
1.6 Théorémes fondamentaux . . . . . . . . . ... ... 20



Table des matiéres

1.6.1 Le théoréme de compacité d’Ascoli . . . . . .. ... ... ...

2 Les ensembles sous-lisses
2.1 Définitions et propriétés . . . . . . . ..o

2.2 Résultats auxiliaires . . . . . . . ..

3 Résultat d’existence de solutions pour un probléme d’évolution du

second ordre

Conclusion

Bibliographie

31

42

43



Notations

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

N Ensemble des nombres entiers naturels.
R Ensemble des nombres réels.

C Ensemble des nombres complexes.

K R ou C.

H Espace de Hilbert.

E

Espace vectoriel.

E' Espace dual de E.

B La boule unité ouverte de H.

B La boule unité fermée de H.

( Produit scalaire dans la dualité E’, F.

, E') La topologie faible sur F.

E' E) La topologie faible* sur E’.

xr, — ¢ (z,) converge fortement vers z.

z, = x (z,) converge faiblement vers x.

r, =* ¢ (z,) converge faiblement* vers x.

co(C)  TL’enveloppe convexe de I'ensemble C.

co(C)  L’enveloppe convexe fermée de 'ensemble C.
Jf(T)  Sous différentiel de f en 7.

Orf(T) Sous différentiel de Fréchet de f en 7.
0°f(Z)  Sous différentiel de Clarke de f en T. .

Nc(Z)  Le cone normal a C en T.



Notations

gph(f)
DG(x)

b-pb.

Le cone normal de Fréchet & C' en 7.

Le cone normal de Clarke & C' en 7.

La fonction indicatrice d’un ensemble C.

[’espace de toutes les fonctions continues de [0, 7] & valeurs dans H, muni

de la norme de la convergence uniforme

[flloe = sup [If(t)]|x-
te[0,T]

Espace des applications Lebesgue intégrables de [0, 7] a valeurs dans H
muni de la norme || f[ 11 oy = [ [1F(£)]| mrdt.

L’espace de toutes les fonctions dans €y ([—d, 0]) telles que leurs dérivées
premiéres sont continues et leurs dérivées secondes faibles appartiennent
a L ([0—d,0]).

Le graphe de f.

La dérivée de 'application G au point x.

C’est a dire.

Presque partout.



Introduction

L’inclusion différentielle du second ordre impliquant le processus de Rafle a été
concu pour modéliser les problémes de frottement ([10]). Cette inclusion différentielle

peut étre exprimée sous la forme

i(t) € =Noqay(u(t)) pptel0,T],
u(0) = ug, w(0) = vy € C(ug),

ott Neu)(.) désigne le cone normal de I'ensemble C(u(t)).

Le premier ordre de ce probléme d’évolution, pour un ensemble dépendant du temps
(i.e., C(u(t)) = C(t)), a été introduit et étudié de maniéré approfondie dans les années
70 par J.J.Moreau dans une série d’articles fondamentaux [9]-|7]. Ce type de probléme
consiste a trouver une trajectoire t € [0, 7] — u(t) € C(t) qui satisfait le probléme de

Cauchy suivant

u(t) € —Nc(t)(u(t)) p.ptel0,T],

Cette inclusion peut étre interprétée de la fagon suivante : le point x(¢) soumis au

champ de force F(t,x(t)), doit rester dans I’ensemble mobile C'(t).

L’objectif de ce mémoire, d’une part est d’étudier les ensembles sous-lisses, et

d’autre part de détailler la quatriéme section de Darticle de J. Noel [12] . Dans un



Introduction

espace de Hilbert H, I’auteur de cet article a étudié I'inclusion différentielle de la forme

/

u(t) € _N(c?(t,u(t))(u(t)) + G(ta @(t)ﬂ(t), @(t)u) pp-te [07T]7

<<%> u(t) € C(t,u(t)) Vit € [0, T,
w(0) = o, u(0) = uo,

o, 0 € €u([—d,0]) et u= ¢, u = ¢ sur [—d,0].

ot les ensembles C'(¢,u) sont supposés sous-lisses et G une perturbation non nécessai-
rement bornée et qui contient un retard, et on définit 'application © de €y ([—d,T])

dans €y ([—d,0]) par
O)y(s) :==y(t+s) pour tout s € [—d, 0.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier, est consacré a des notions de
base et quelques résultats fondamentaux concernant la compacité, la topologie faible et
faible* que 'on va utiliser dans les autres chapitres . Dans le deuxiéme chapitre, nous
étudions les ensembles sous-lisses et nous donnons quelques propriétés fondamentales

qui caractérisent ce type d’ensembles. Finalement dans le troisiéme chapitre, nous étu-

dions le probléme (961).



Chapitre 1

Notions de base et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théorémes de base qui nous
seront utiles dans les chapitres suivants.

Pour plus de détails voir [13].

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1. Une distance sur un ensemble E est une application d : Ex E — R

vérifiant les propriétés suivantes
1. d(z,y) = 0 si seulement si x =y pour tous z,y € E,
2. d(z,y) = d(y,x) pour tous z,y € E,
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) pour tous z,y,z € E.

Définition 1.1.2. Un espace métrique est un couple (E,d) ot E est une ensemble non

vide et d est une distance sur E. On dit souvent que E est muni de la distance d.

Définition 1.1.3. Soit (E,d) un espace métrique, soit v € E et soit v € R%. On

appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon r ’ensemble

B(z,r) ={y € E,d(x,y) <r},
(resp. B(z,r) ={y € E,d(z,y) < r})

Définition 1.1.4. Soit (FE,d) un espace métrique et soit © € E. Un ensemble V est

un voisinage de x lorsqu’il existe v > 0 tel que B(x,r) C V.

7



1.1. Espaces métriques

Définition 1.1.5. Soit (E,d) un espace métrique et O, F C E. On dit que
e O est ouvert dans E lorsqu’il est un voisinage de chacun de ses points, i.e., pour tout
x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) C O.

o F' est fermé dans E, si son complémentaire E\ F est ouvert dans E.

Définition 1.1.6. Soit (E,d) un espace métrique, on dit qu’une suite (x,)nen de points
de E converge vers un point x de E si d(x,,x) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini,

i.€.,
Ve > 0,3ng € N,Vn € Nyn > ng @ d(z,,z) <.
On dit que x est la limite de (z,,) et on note x, — .
Remarque 1.1.7. Si la limite d’une suite (x,,) existe, alors elle est unique.

Définition 1.1.8. Soit (E,d) un espace métrique et F un sous-ensemble de E. On
dit que I est séquentiellement fermé dans E si toute limite d’une suite dans F qui

converge dans E est dans F.

Remarque 1.1.9. Un ensemble F' est fermé de (E,d) si et seulement si F est séquen-

tiellement fermé.

Définition 1.1.10. Une suite (x,), dans un espace métrique (E,d) est dite suite de

Cauchy si d(xp, x,) tend vers 0, lorsque p et q tendent vers linfini, i.e.,
Ve > 0,3ng > 0:p > ng,q > ng = d(zpy,x,) <e.

Définition 1.1.11. Un espace métrique (E,d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente.

1.1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.12. Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C. On appelle
norme sur E toute application x — ||z|| définie de E o valeurs dans R, vérifiant les

conditions
1. Vo € E,| ||z|| = 0 si seulement si x = 0,
2. Vo € E,VA e K || Az = [A|||l=]],

3. Vo,y € B, [lz +y| < =l + [lyll-



1.2. Analyse convexe

Définition 1.1.13. Soit E un espace vectoriel sur K et soit ||.|| une norme sur E. On

associe G cette norme, de maniére naturelle, une distance d par la formule
d(z,y) = |z —yll Vz,y€E.

Définition 1.1.14. On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ||.||)-

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.15. On appelle produit scalaire sur E, toute forme bilinéaire (.,.) :

E x E — K possédant les propriélés suivantes
1. (z,y) = (y,z), Yo,y € E,
2. (z,x) >0,V € E,
3.Vxee E: (z,2) =0=2=0.
Définition 1.1.16. Soit E un espace vectoriel et soit (.,.) un produit scalaire sur E.

On associe au produit scalaire une norme, dite associée, en posant

Ve e E:||z| = /(z,z).

Définition 1.1.17. On appelle espace préhilbertien le couple constitué par un espace

vectoriel E et par un produit scalaire.

Proposition 1.1.18. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien
(E,{(-,%)), on a
Va,y € B [(z,y)] < [|lz]lyll,

. 1 1
ot ||| = (z,z)2 et |lyll = {y,y)2.
Définition 1.1.19. Un espace préhilbertien est dit espace de Hilbert, sl est complet

par rapport a la norme associée.

1.2 Analyse convexe

1.2.1 Ensembles convexes

Pour plus de détails voir [3].



1.2. Analyse convexe

Définition 1.2.1. On dit qu’un sous-ensemble C' d’un espace vectoriel E est convexe
St
Y(u,v) € C*, YA€ [0,1]: du+ (1 — N € C.
Exemple 1.2.2.
1. Dans un espace vectoriel normé réel, toute boule ouverte ou fermée est convexe.
2. L’intersection d’une famille quelconque de sous-ensembles convezres est convezxe.
3. L’intérieur int(C) et l'adhérence C d’un ensemble conveze sont aussi convexes.
Définition 1.2.3. Soit C' une partie d’'un espace vectoriel E, ’enveloppe convexe de

C, notée co(C) est l'intersection de tous les ensembles convexes contenant C, et donc

c’est le plus petit convexe qui contient C, i.e., C' C co(C).

Proposition 1.2.4. Soit E un espace vectoriel et C' C E, alors,

CO(C) = {Zn:)\l.’lf“ n Z 1,1'1' € C,)\Z Z O,Xn:kz = 1}
=1

i=1

Exemple 1.2.5. On considére l’espace vectoriel R.
1. A={x,y} alors co(A) = [x,y].
2. B ={a,b,c,d} alors co(B) est le quadrilatére abed.

Définition 1.2.6. Soit C une partie de E, l'enveloppe convexe fermée de C, notée

co(C) est lintersection de tous les ensembles convexes fermés contenant C.

Définition 1.2.7. (Fonction distance) Soit E un espace vectoriel normé et C un

sous ensemble non vide fermé de E, on définit la fonction distance do sur E par
d =d(x,C) = inf ||z — s||.
o(2) = d(z,C) = inf | — s|

Définition 1.2.8. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x € H donné, le sous

ensemble de A noté et defini comme suit
Proj,(z) = {a € A da(z) = [lz — al},

s’appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport a A. On

dit aussi que Proj 4(z) est la projection de x sur A.

Proposition 1.2.9. (Caractérisation d’une projection) Soit C' C E un convexe
non vide et fermé. Un point y € C est une projection de v € E sur C si et seulement

st la condition suivante est vérifiée
(r—y,s—y) <0,VseC.

10



1.2. Analyse convexe

1.2.2 Fonctions convexes

Dans cette section, on considére une fonction f: E'— R U {+o0}.

Définition 1.2.10. On appelle domaine effectif de f ’ensemble des points ot elle ne

prend pas la valeur +o0, i.e.,
domf :={z € FE, f(x) < +oo}.
Définition 1.2.11. On appelle graphe de f ’ensemble défini par

gph(f) :={(z, f(2)), = € E}.

Définition 1.2.12. On appelle épigraphe de f la partie de ['espace produit E X R noté

et défini comme suit

epi(f) :=={(z,t) € ExR: f(x) <t}

Définition 1.2.13. On dit qu’une fonction f : E — R U {400} est conveze si pour
tous x,y € domf et pour tout A € [0,1], on a

fz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)

Exemple 1.2.14. La fonction g : R* — R définie par g(x) = (a,x) +b ot a € R™ et
b € R est convere. En effet, soient x,y € R et A € [0,1], on a

g(Az + (1= Ny) = (a,(Az+ (1= N)y)) + b
= Na,z) + (1 = N){a,y) + Ab+ (1 = \)b
= M{a, ) +b] + (1 = A)[(a,y) + ]
= Ag(x) + (1= Ng(y).
Proposition 1.2.15. f est conveze si et seulement si son épigraphe ’est aussi.
Définition 1.2.16. Soit C' un sous ensemble non vide de E, la fonction indicatrice de

C, Yo : E — {0,400} est définie par

0, stz € C,
vo(r) =
+oo, sixz ¢ C.

11



1.2. Analyse convexe

Définition 1.2.17. Soient H un espace Hilbert et C' un ensemble non vide de H. la
fonction support de C (ou la fonction d’appui de C'), est la fonction notée oc définie

par

oc: E— RU{+00}

x +— oc(x) = sup(z, s).
seC

Proposition 1.2.18. Pour tout sous ensemble non vide C' d’un espace de Hilbert H,

on a

co(C)={zx e EV2' € E', {2/, z) < oc(2')}.

Définition 1.2.19. Une fonction f : E — R est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i.) sur E si pour tout x € E et pour toute suite (x,)nen de E qui converge vers .,

on a

liminff(z,) > f(z).

n——+0o00
La fonction f est dite semi-continue inférieurement sur une partie C de E si f est

semi-continue inférieurement en tout point de C.

Définition 1.2.20. Une fonction f : E — R est dite semi-continue supérieurement
(s.c.s.) sur E si pour tout © € E et pour tout suite (x,)nen de E qui converge vers .,

on a

f(2) > Timsupf(z.).

n—-+oo

La fonction f est dite semi-continue supérieurement sur une partie C de E si f est

semi-continue supérieurement en tout point de C.

Proposition 1.2.21. f est continue si et seulement st f est a la fois semi-continue

supérieurement et semi-continue inférieurement.

Définition 1.2.22. On dit qu’une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si
Ve > 0,30 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de [a,b] par des intervalles
disjointes |ay, by| vérifiant

Z(bk — ak) < 5,

k

nous avons

SIS ) — flag)]l < e.

12



1.2. Analyse convexe

Théoréme 1.2.23. Une fonction f :[0,T] — H est absolument continue si et seule-

ment si elle est intégrale de sa dérivée, i.e.,

F0 =10 = [ fas e .1

On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est fausse.

Remarque 1.2.24.
1. Toute fonction absolument continue est uniformément continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Définition 1.2.25. Soit E un espace normé et f : E — R, on dit que f est localement
lipschitzienne en T si et seulement s’il existe un voisinage V de T et une constante

L > 0 tels que

1f(2) = F)ll < Lz =yl

pour tous x,y € V.

1.2.3 Sous différentiels

Soit E un espace vectoriel normé.

Définition 1.2.26. Soit f : E — R U {400} une fonction convezxe et soit T € domf,

un élement £ € E est dit sous gradient de f en T si
& x—7T) < f(x) — f(T), pour tout x € E.

La collection de tous les sous gradients de f en T est appelée le sous différentiel de f

en T, et notée Of(T).

Exemple 1.2.27.

1. Soit la fonction f: R — R définie par f(x) = |x|. Alors

1, six > 0,
of(x) = ¢ [-1,1], siz =0,
-1, six < 0.

13



1.2. Analyse convexe

2. La boule unitée fermée B est le sous différentiel en T = 0 de la fonction g : R —
R™, défini par g(z) = ||z||. En effet, soit £ € B, i.e., ||| <1
(€ z—0) < &ll-ll=]l, vz e R
< |l=([ = llof],
= ¢ € 0g(T)
= B c 9g(0).
inversement, soit & € 0g(0)
£ €9g(0) = (§,2 —0) < g(x) — g(0), Vo € R",
= (& 2) < ||z|, Vz € R",
en particulier, pour v = § € R",
(€6 = llell < el
NHES
=¢(CB
= 0g(0) C B,
donc
dg(0) = B.

Définition 1.2.28. Soit f : E — R une fonction localement lipschitzienne au voisinage

de T € H, alors le sous différentiel de Clarke, noté 0°f(T) est défini par
0°f(7) ={¢ € B (& v) < f'(T,v), Vv € EY},

01
fP@,v) == limsup t '[f(x +tv) — f(z)],
(t,z)—(0F)
est la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point T dans la direction de v.
Définition 1.2.29. [12] Un vecteur £ € E' est un sous gradient de Fréchet de f en
T € FE, ou f est fini, si pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que
(€ y—7) < fly) — f@) +elly =7 pour touty € B(T,9).

L’ensemble de tous les sous gradients de Fréchet de f en T est le sous différentiel de

Fréchet Op f(T) de f en T.

Proposition 1.2.30. [12] On a toujours linclusion suivante
Orf(T) C 0°f(T). (1.1)

14



1.2. Analyse convexe

1.2.4 CoOnes normaux

Dans cette section, on désigne par H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.31. Soit C' un sous ensemble convere de H et T € C. Le come normal

a C en T est l'ensemble défini par
Ne(@):={ve H: (v,x—7) <0, pour tout x € C'}.

Exemple 1.2.32. Soit C = [0, 1] x [0, 1] un sous ensemble de R?
1. le come normal 4 C en T = (0,0) est | — 00, 0]x] — oo, 0],

2. le cone normal o C en T = (1,1) est [0, +00[x [0, 4+o00].

Remarque 1.2.33. (La relation entre le cone normal et la projection) Soit C

un conveze fermé de H, si y = Projo(x), alors y = (I + Ng)~'(x), donc

(I + No)"L() = Proje(.).

En effet,
y = Projo(z) & (r —y,z—y) <0,Vz € C
s r—yeN(y)
S x e y+/\/c(y)
s xe (I+Neo)y)
Sy =(+Nog) " (x),
donce

Proje(.) = (I + No)™L().

Proposition 1.2.34. (La relation entre la fonction support et le c6ne normal)

s € No(x) si et seulement si pour tout x € C
oo(s) = (s, 7).

Définition 1.2.35. Soit C' un sous ensemble de H. On appelle cone tangent de Clarke

a C au point T qu’on noté TE(T) l'ensemble défini par
Te(7) = {v € B,dg(T;v) = 0},

15



1.3. Multi-applications

Définition 1.2.36. Soit C' un sous ensemble de H. On appelle cone normal de Clarke

a C au point T qu’on note NE(T) 'ensemble défini par
N&(@) = (Te(@))° = {€ € H, tel que (&,y) <0, Yy € TE(@)} = 0 (T).
Remarque 1.2.37. Si C est convezxe, alors
Ne(@) ={£ € H,({,y) <0, Vy € C} = Ne(T).

Définition 1.2.38. [12] Le cone normal de Fréchet Nt (z) de C en T € C, est donné
par

NE(T) = 0pthe(T).
Proposition 1.2.39. [12] On a toujours Uinclusion suivante
NE(@) C N&(T)  pour tout T € C. (1.2)

Proposition 1.2.40. [12/ (La relation entre le cone normal de Fréchet et le
sous différentiel) Le cone normal de Fréchet est lié au sous-différentiel de Fréchet de

la fonction distance par les deux relations suivantes
Opdc(T) = NE(@)NB, NZ&(T) = R 0pdo(T). (1.3)

Remarque 1.2.41. [15] ¢ € N (uy) N B si et seulement si, pour tout € > 0 il eviste
0 >0 tel que

(& up —ug) < d(uy, C) + €||ug — us|| pour tout uy € B(ug,9). (1.4)

Proposition 1.2.42. [12] C un sous ensemble non vide fermé et conveze de H. Alors,

pour tout T € C

0°do(T) € N&(T) NB. (1.5)

1.3 Multi-applications

Pour plus de détails voir [5].

Définition 1.3.1. Soient X et Y deuxr ensembles non vides. Une multi-application

(ou fonction multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a

16



1.3. Multi-applications

chaque élément x € X associée un sous ensemble F(x) de Y, on note F : X =Y ou
F:X — P(Y), (P(Y) est l’ensemble des parties de V).

Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F: X =Y sont donnés par

Dom(F) ={z € X, F(z) # 0},
gph(F) ={(x,y) € X xY : 2 € Dom(F),y € F(z)},

Im(F) - J:ED(%Jm(F)F(x) ’

Définition 1.3.2. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X = Y une multi-
application. Alors, F' est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point ro € X,
st pour tout ouvert V- de'Y tel que F(x) C V, il existe un ouvert U de X tel que xg € U
et F(zg) C V, pour tout x € U.

On dit que F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point x € X.

Définition 1.3.3. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X = Y une multi-
application, nous dirons que

limsupF(z') ={y €Y : lirp_'infd(y, F(x')) =0},

Tz z'—x
est la limite supérieure de F(x') quand ' — x, et que

lirpjan(x’) = {y € Y : limsupd(y, F(z")) = 0},

T’ 'z
est la limite inférieure de F(2') quand x' — x. Elles sont évidement fermées. Nous

observons aussi que, pour tout x € Dom(F') on a

liminfF(2') C F(z) C limsupF(z).

' —x 2! s
Théoréme 1.3.4. Considérons une suite (K,) de sous ensembles dans un ensemble
compact K d’un espace de Banach séparable E. Alors

co(limsupk,) = N co( U K,,).

00 N>0 ‘n>N

Théoréme 1.3.5. Soient X et Y deux espaces métrigues, F : X = Y une multi-
application semi-continue supérieurement a valeurs compactes, alors
limsupF(z') = F(z).
' =z
Définition 1.3.6. (Scalairement s.c.s.)
On dit qu’une multi-application F : X =Y est scalairement s.c.s, st pour tout £ € X,

la fonction réelle uw — o(F(u),§) est s.c.s.
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1.4. Topologie faible

1.4 Topologie faible

Pour plus de détails, se référer a [4].
Définition 1.4.1. Soit E un espace de Banach et f € E', considérons ’application
or B — R
r = pr(z) = (f,x),

on appelle topologie faible sur E, notée o(E, E'), la topologie la moins fine rendant

continues toutes les applications (¢f) fep .

Proposition 1.4.2. Soit (E,||.||) un espace de Banach, soit (z,)nen une suite de E.

On a les propriétés suivantes

1. z, = x pour o(E, E') si et seulement si (f,x,) — (f,z) pour tout f € E'.

[\

. Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour la topologie faible o(E, E').

w

. Six, — x faiblement pour o(E, E'), alors (||| )nen est bornée dans E et
||| < liminf||z,]|.
n—oo

4. Si x, — z faiblement pour o(E,E") et si f, — [ fortement dans E' alors

(frs ) = (fr 7).

1.5 Topologie faible*

Soit (F, ||.||) un espace de Banach. On sait que E’ est aussi un espace de Banach.
On rappelle que E” est le dual topologique de E’, i.e., 'ensemble des formes linéaires
continues sur £’ et qu’on peut munir de la norme

VEe B [€ler = sup  [(& £l
fEEIfII<1
C’est encore un espace de Banach appelé bidual de F.
Sur E’, deux topologies séparée sont déja définies
e la "topologie forte" associée a la norme de E’,
e la "topologie faible" sur £’ notée o(E’, E").
On va définir une troisiéme topologie sur £’ c¢’est "la topologie faible*" que 1’on note

o(E',E).
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1.5. Topologie faible*

Définition 1.5.1. Soit E un espace de Banach et x € E, considérons 'application

0 B — R
fr=ea(f) = (f,2).
On appelle topologie faible* sur E', notée o(E', E), la topologie la moins fine rendant
continues toutes les applications (Vz)zck-
Proposition 1.5.2. Soil (f,)nen une suite de E'. On a les propriétés suivantes

1. f, =" f pour o(E', E) si et seulement si (f,,x) — (f,z) pour tout x € E.

2. Si f, — f fortement, alors f, — f faiblement pour o(E', E").
Si fo — f pour o(E', E"), alors f, —* f pour o(E', E).

3. Si fr, =" f pour o(E', E), alors (|| ful)nen est bornée dans E' et
| fller < liminf|| f,| g -
n—oo

4. Six, — x fortement dans E et si f,, —=* f pour o(E', E), alors (fu,x,) — (f,x).

Proposition 1.5.3. (Théoréme dd ’application ouverte) Soient E, F' deux espaces
de Banach et soit A un operateur linéaire continue et surjectif de E dans F, alors il

existe une constante ¢ > 0 tel que
Br(0,¢) C A(Bg(0,1)).

Proposition 1.5.4. (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach. Soit (x,),
une suite qui converge faiblement vers x dans E. Alors, il existe une suite (yy,), avec

chaque y,, combinaison convexe des {xy, k > n} qui converge fortement vers x dans E.

Lemme 1.5.5. [12]/ (Lemme de Gronwall) Soit A > 0 et soient (vy,), et (By), des

suites non négatives telles que

n—1
vy, < A+ Z Bvy, pour tout n € NU {0},
k=0
alors, pour tout n, on a
n—1
v, < Aexp (ZBk>
k=0
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1.6. Théorémes fondamentaux

1.6 Théorémes fondamentaux

1.6.1 Le théoréme de compacité d’Ascoli

Pour plus de détails sur cette section voir [1].

Théoréme 1.6.1. (Théoréme d’Ascoli-Arzéla) Soient K un espace compact et
(E,d) un espace métrique. L'espace € (K, E) des fonctions continues de K dans E,
muni de la topologie de la covergence uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de € (K, E) est relativement compacte si el seulement si, pour tout x de

K

1. A est équi-continue en x, i.e., pour tout € > 0, il existe un voisinage V de x tel
que
Ve Avy e Vid(f(x),f(y) <«

2. lensemble A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact.
Théoréme 1.6.2. On considére une suite xi(.) de fonctions absolument continues d’un
intervalle I de R dans un espace de Banach E satisfaisant

1. Vt € I, (xp(t))ken est un sous ensemble relativement compact de E,

2. il existe une fonction c(.) € L'(I) tel que pour presque tout t € I, ||x}(¢)]| < c(t).

Alors, il existe une sous suite de (xy)r qu’on note toujours (x(.)) qui converge vers

une fonction absolument continue x : I — E au sens sutvant
i) xx(.) converge uniformément vers x(.) sur les sous ensembles compacts de I,

ii) x}(.) converge faiblement vers z'(.) dans L'(I, F).
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Chapitre

Les ensembles sous-lisses

La classe des ensembles sous-lisses a été introduite en analyse variationnel. Cette
propriété correspond a un comportement variationnel. Dans ce chapitre, nous présen-
tons quelques définitions et propriétes sur les ensembles sous-lisses. Soit C' un sous

ensemble fermé d’un espace de Banach F.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. [1/] On dit que C' est sous-lisse au point ug € C, si pour tout € > 0
il eziste & > 0 tel que pour tous uy,us € B(ug,d)NC, et tout & € N&(u;) N\Bpr,i = 1,2.

on a

(&1 — &o,ur — ug) > —elluy — ugl|. (2.1)

L’ensemble C' est appellé sous-lisse, s’il est sous-lisse en chaque point ug € C. De plus,
C' est appellé uniformement sous-lisse, si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que (2.1) est
satisfaite pour tous uy,uy € C satisfaisant ||u; —us|| < 0 et tout & € N&(u;) By, i =
1,2.

Remarque 2.1.2. [1/] Comme 0 € N&(uy) NBgr, alors il est clair que I'ensemble C

est sous-lisse au point ug € C' (resp. uniformément sous-lisse) si

(€2, u1 — ug) < €|lug — usl|, (2.2)

pour tous uy,uy € B(ug,8) N C et & € N&(ug) N B (resp. pour tous uj,uy € C
satisfaisant ||uy — up|| < & et tout & € N&(up) N By).
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2.1. Définitions et propriétés

Exemple 2.1.3. [1//

Tout ensemble convexe fermé de E est uniformément sous-lisse.

La proposition suivante montre qu’une condition plus forte similaire & (1.4) apporte

une nouvelle caractérisation des ensembles sous-lisses.

Proposition 2.1.4. [15] Soit C' un sous ensemble fermé de E. Alors, C est sous-lisse

au point ug € C si et seulement si, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

(€, ur — ug) < d(uy, C) + €||lur — us|| pour tout uy € B(uo,?), (2.3)
pour tout uy € C'N B(ug, §) et tout & € N&(uz) NBpr.
Démonstration. Puisque d(u;,C') = 0 pour tout uy € C, alors (2.3) implique (2.2). 11

suffit donc de montrer la condition suffisante. Supposons que C' est sous-lisse au point

ug € C. Soit € > 0 et prenons d > 0 tel que
(€, 2 —ug) < %Hz — usl|, pour tout z € C'N B(ug, 29), (2.4)

avec uy € C'N B(ug, ) et &€ € N&(uy) NByr. Soient u; € B(ug,§), us € C N B(ug,§) et
5 S Né(lbz) HEE/ AIOI'S,
d(uy, C) < flur — uoll <9,

d’oul l'existence d’une suite (u,), dans C'N B(uy,d) tel que
[ur = || = d(u, ©),

donc

[un = woll < flun —wa]| + lur = wol| < 26.

I1 découle de (2.4) que

<£7u1 - u2> = <€7u1 - un> + <€>un - u2>

< Nur = ]|+ 5l — o
< Jur — unll + %(Ilun — u]| + [lua — wel]),
passons & la limite lorsque n — oo, on obtient
(€ ur — us) < d(ur, C) + %(d(ul,C) + luy — ug))
< d(ur, C) + elur — s,
ceci montre que la condition suffisante est satisfaite, ce qui achéve la démonstration. H
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2.1. Définitions et propriétés

En s’inspirant de la notion d’ensemble sous-lisse, nous introduisons la notion d’équi-

uniformément sous-lisse.

Définition 2.1.5. [14] Soit Q un sous ensemble. On dit que la famille (C(q))qeq
d’ensembles fermés de E est équi-uniformément sous-lisse, si pour chaque € > 0 il existe

d > 0 tel que (2.1) est valable pour tout ¢ € Q, pour tous ui,uy € C(q) satisfaisant
luy = usl| < 0 et tout & € N, (wi) "B, i = {1,2}.

Exemple 2.1.6. [14] Soit (S;);er une famille d’ensembles fermés de E. Siles ensembles

S; sont convezes, alors la famille (S;) est équi-uniformément sous-lisse.

En utilisant le sous différentiel de la fonction distance de I'ensemble C' dans (2.1) au
lieu de la troncature du cone normal de Clarke avec la boule unité fermée, on obtient

la définition suivante

Définition 2.1.7. [11] On dit que l’ensemble fermé C' est métriquement sous-lisse au
point ug si pour chaque € > 0, il existe un certain 0 > 0 tel que (2.1) est valable pour
tous uy, us € B(ug,d) NC et tout & € 0°de(u;),i =1, 2.

C est dit métriquement sous-lisse si cette propriété est satisfaite en chaque point C.

Le résultat suivant fait le lien entre les ensembles sous-lisses et d’autres concepts

géométriques classiques.

Définition 2.1.8. [11] Une fonction f : E — R U {400} est sous-lisse au point
xo € domf, si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tous x,y € B(xo,0) avec
x,x* € domO°f

fy) = f(z) + (=% y — ) —elly — =]

Remarque 2.1.9. [11] Si f est de classe C' sur un ensemble ouvert U C E, alors il

est sous-lisse en tout point de U.

Proposition 2.1.10. [11] Une fonction localement lipschitzienne f est sous-lisse au

point xog € domf, si et seulement si, l'epigaphe de f est sous-lisse au point uy =

(zo, f(70))-

Proposition 2.1.11. [11] Soit C' un sous ensemble fermé d’un espace de Hilbert H et

u € C, si C est sous-lisse au point u, alors on a
NE (u) = NE(u),
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2.1. Définitions et propriétés

et
apdc (U) = E)Cdc(u) .

Démonstration. Soit € > 0, comme C' est sous-lisse au point u, alors il existe 6 > 0

tel que pour tout v € C avec ||v —ul| < J et tout £ € N&(u) N B, on a
(&, v—u) <e¢|lv—u|] pourtoutve B(u,d)NC.

Donc, on obtient & € N (u), qui implique N&(u) C N (u). D’autre part, de (1.2) on
a NE(u) C N&(u). Alors

NE () = NE(w).
On montre la deuxiéme égalité. Soit & € 0°do(u), alors on a ||&]] < 1 et & € N&(u)
par (1.5), et d’aprés la premiére égalité on obtient ¢ € NZ'(u), donc € € N (u) N B,
ce qui est équivalent a & € Opde(u) d’aprés (1.3). Ainsi, Opde(u) C 9%de(u), d’ou
0% (u) = Opde(u) d’apres (1.1). |

Proposition 2.1.12. [1/] Soit C' un sous ensemble d’un espace de Banach (X, |.]|)
qui est sous-lisse au point T € C. Alors la multi-application NE(.) est sequentiellement

faible* fermée au point T.

Démonstration. Soit (x,), une suite d’éléements dans C' qui converge vers T et (x}),
une suite d’éléments dans X’ qui converge faiblement™* vers z* € X’ avec =¥ € N&(z,,)
pour tout n € N. Puisque X est un espace de Banach, il existe un réel g > 0 tel que
|zk]| < B pour tout n € N. Prenons € > 0, il existe un réel 6 > 0 tel que (2.2) est
satisfaite avec B7'e au lieu de e. Soit ny € N tel que pour tout entier n > ng on a

x, € B(Z,0). Alors, pour chaque entier n > ng on voit que pour tout y € C' N B(T,d)
(B, y — wa) < B elly — @nll,
donc
(x5 — ) < elly — znl,
passons & la limite lorsque n — oo, on obtient
(*,y —T) < €|ly — T||, pour chaque y € C' N B(T,J).
Cela implique que z* € N (T), et donc z* € N&(T), d’ott le résultat. [ |
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2.1. Définitions et propriétés

Lemme 2.1.13. [1}] Soit A : X — Y une application linéaire continue entre deux
espaces de Banach XY, et soit G : X — Y wun application de classe C' autour du
point T € X.

1. Sl existe un réel s > 0 satisfaisant sBy C A(Bx), alors pour tout * € X' et
y* €Y avecz* =y*o A, on a

slly“ll < [l="]-

2. Sl existe un réel s > 0 satisfaisant sBy C DG(T)(Bx), alors pour tout n > 0
il existe un voisinage ouvert U de T tel que pour chaque x € U on a s'By C
DG (z)(By), avec s := (1 4+n)"'s. En particulier, pour tout v € U,x* € X' et
y* €Y' avec x* :=y* o DG(x) on a

sllyll < (T +n)|l=7].

Démonstration.

1. Fixons z* € X' et y* € Y’ tel que 2* = y* o A, prenons v € By et choisissons

u € Bx tel que sv = A(u). Notons que
(y", sv) = (v, Au))
= (2", u) < |[z7],
pour tout v € By. Donc
slly™ll < [l"]

2. Posons A := DG(ZT) et s’ :== (1+4n) s et choisissons un voisinage ouvert convexe

U de 7 tel que G est de classe C! avec
|DG(x) — DG(Z)|| < s — &', pour tout x € U.

Fixons x € U et posons A := DG(z). Alors

S,Ey + (S — S,)Ey C A(Ex> C A(Ex) + (A — A)(Ex) C A(Ex) + (S — S/)By.

Donc, s'By C A(Bx). Alors, d’aprés le théoréme de I'application ouverte de
Banach, sBx C A(Bx) par conséquent, prenons z* € X' et y* € Y’ tel que

x* =y* o DG(x), et par suite d’aprés 1, on trouve que
syl < ll*]l,
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2.1. Définitions et propriétés

d’ou
(L+n) syl < flz*]l,

et donc

sllyll < (L4 )l
_

Proposition 2.1.14. [1/] Soient X,Y deuz espaces de Banach et soit G : X — Y
une application de classe C* autour d’un point T € X avec DG(T) surjective si C est
un ensemble conveze de Y contenant G(T), alors l'ensemble G=(C) est sous-lisse au

point T.

Démonstration. D’aprés le théoréme de 'application ouverte de Banach, il existe un
réel s > 0 tel que
sBy C DG(T)(By).

Alors, par le Lemme 2.1.13 il existe un voisinage ouvert U de T et un réel v > 0 tel que
pour chaque x € U, 'application linéaire continue DG(x) est ouverte et ||y*|| < v|=*|,
pour tout x* € X' et y* € Y’ et satisfaisant 2* = y* o DG(x). Fixons maintenant ¢ > 0

et choisissons un voisinage ouvert convexe Uy C U de T tel que
|DG () — DG(a)| < =
Y

pour tous z,z’ € Uy. Considérons z,u € Uy N G71(C) et 2* € Né-1(y(z) N By, on
sait qu’il existe y* € N&(G(x)) tel que z* = y* o DG(x), alors |y*|| < 7. Puisque
(y*,G(u) — G(r)) < 0 en déduit que

(0= x) = (y", DG(x)(u - 2))
=@ﬂaw»—aw»—@ﬂA?DG@+¢w—x»—DG@»w—xmw
suwuxAWDG@+¢w—x»—DGu»wu—ww
<l ) lw =l

donc

(0= ) < ellu—al],
ce qui montre que G~(C) est sous-lisse au point T. [
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Proposition 2.1.15. [1/] Soit C' un sous ensemble non vide d’un espace de Banach
E et U un ensemble ouvert non vide de E avec U N C # (). Les assertions suivantes

sont équivalentes
1. L’ensemble C est sous-lisse en chaque point U N C.

2. Pour tout T € UNC et tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que (2.1) est satisfaite sur
C N B(7,6) avec 0°do(.) a la place de N&(.) N By

Démonstration. La premiére implication est évidente. Pour montrer I'implication
inverse, supposons que 'implication inverse est vraie, on suppose que 2. est satisfaite.

D’aprés la Proposition 2.1.11, on a pour tout z € CNU
NE(z) = Né(x), et Opde(x) = 0°do(w).
Les deux égalités combinées avec 1'égalité
Orde(r) = NG (2) "B Vz € C,

nous donnent N&(x) N By = 0°de(x) pour tout x € C N U. |

2.2 Reésultats auxiliaires

Les résultats suivants seront utilisés dans la preuve du théoréme principal.

Lemme 2.2.1. [11] Soit E un espace métrique et soit (C(t))iep une famille d’ensembles
non vides fermés d’un espace de Hilbert H, qui est équi-uniformément sous-lisse et soit
un réel n > 0. Soit Q C E et s € Q. Alors, les assertions suivantes sont satisfaites
1. Pour tout (s,u) € gphC on a nd°dc (s (u) C nB.
2. Pour toute suite (s;)jes dans Q) convergeant vers s, et toute suite (u;)je; conver-
geant vers u € C(so) dans (H,|.||) avec u; € C(s;) et dogs,)(y) JZ] 0 pour
chaque y € C(so), et toute suite ((;)jes convergeant faiblement vers ¢ avec

G € n0°desy)(ug), on a ¢ € n0°do(sy)(u).

Démonstration. [’assertion 1. étant évidente d’aprés (1.5), montrons donc 2. Soit
e > 0, par la Définition 2.1.5 choisissons ¢ > 0 tel que pour tout s € F,uy,us € C(s)
avec [[ur — ua|| < 4 et tout ¢; € N& () NB

(G — Cayug — ug) > —€|lug — uz|. (2.5)
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2.2. Résultats auxiliaires

Fixons dans @, (s;);es convergeant dans () vers sg, et (u;);es convergeant fortement
vers u € C(sg) dans H, avec u; € C(s;) et do(s,)(y) 32] 0 pour chaque y € C(so), fixons
aussi ((;)jes convergeant faiblement vers ¢ dans H, tel que (; € n9°dcs;)(u;). Puisque
u; € C(s;), alors d’aprés (1.5) cette derniére inclusion donne n~'¢; € /\/'é(sj)(uj) NnB
pour tout j € J. Fixons y € B(u, g) N C(sp), pour chaque n € N et chaque j € J,

choisissons y;,, € C(s;) tel que

1
i = yll < doesy(y) +
donc (Yjn)(jnyesxn est dans H. Puisque

1
deo(s, - — 0,
o ])(y) + n (jn)eJxN

on a

in — — 0,
Yjn — Yl e

ie., Yin ( )—> . y fortement dans H, et donc il existe jo € J et ng € N tel que pour
7,n)EJ X
tout (j,n) € J x N avec j > jo et n > ng on a y;,, € B(u,$). Posons uj, = u; pour
tout (j,n) € J x N, évidement u;,, — wu fortement dans H car u; — u.
(4,m)€JIXN jeJ
Alors, on peut supposer aussi que u;, € B(u, g) pour tout (j,n) € J x N, avec j > jp

et n > ng, et done, pour tout (7,n) € J x N, avec j > jo et n > ng on a
et

Posons (j,, := (j et s;, := s; pour tout (j,n) € J X N. (5,)(nesxn converge vers

S0 €t ((jn)(jmyesxn converge faiblement vers ¢ dans H et n~'(;, € Né(sj ) (Ujn) N B.

,n

D’aprés la derniére inégalité, pour tout (j,n) € J x N avec j > jp et n > ng on a
1Y — wjmll <6,
avec Yjn, W, € C(s;n) et donc d’apres (2.5)
(0= 07" Cjons Y — i) = —e€llyjn — wsall,
ce qui est équivalent a
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on peut passer & la limite, donc on trouve que

'y —u) <elly—ul,

pour tout y € B(u,2) N C(sy) et donc n~'¢ € NE o)) De plus, 7'¢;,, € B, alors

n~'¢ € B, ce qui nous donne
n_lC C NCF(SO)(U) N E,
et par suite

77_1C € 8ch(80)(u) - 8Cdc(30)(u).

Ce qui achéve la demonstration de la proposition. [ |

Grace au Lemme 2.2.1 et aux propriétés des multi-applications semi-continues su-

périeurement, nous déduisons la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. [11] Soit H un espace de Hilbert et soit {C(t,z): (t,x) € [0,T] x
H} une famille d’ensembles non vides fermés de H qui est équi-uniformément sous-lisse
et soit un réel n > 0. On suppose qu’il existe une constante réelle L > 0 et une fonction

continue x : [0, T] — R tels que pour tout v;,u; € H pouri=1,2 et s,t € [0,7]
|d(v1, C(t,u1)) — d(vz, C(s, u2))| < Jlor — o[ + [x(t) = x(s)[ + Lus — ua.

Alors, les assertions suivantes sont satisfaites
1. Pour tout (s,u,v) € gphC on a n0°dc(s,u)(v) C nB.

2. Pour toute suite (s,) dans [0, T] convergeant vers s, toute suite (u,) convergeant
vers u, toute suite (v,,) convergeant vers v € C(s,u) avec v, € C(sp,uy,), et tout

h e H, ona

lim supo(h, 77aCdC(sn,un) (Un)) < O_(ha nach(S,u) (U))

n—oo
Démonstration.
1. Evident grace au Lemme 2.2.1.

2. Fixons h € H et soient (s,),, une suite dans [0,7] qui converge vers (s), (u,)n
une suite dans H qui converge vers u, et (v,), une suite dans C(t,,u,) qui

converge vers v € C'(s,u). Par extraction d’une sous suite, on peut supposer que

lim supo (h, n0°dc (s, un) (vn)) = lim o (h, n0°dc(s, un) (Vn))-

n—00 n—00
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2.2. Résultats auxiliaires

Pour tout n. La compacité faible de 70°d¢ (s, u.)(vn) assure l'existence de ¢, €

N0°dc (s, un)(Vn) tel que

<h; Cn> = U(hv naCdC(smun)(vn))a
puisque [|G,|| < 1 de 1., on peut extraire de ({,), une sous suite notée aussi
(Cn)n qui converge faiblement vers ¢ dans H. Il en resulte donc que

(h,¢) = lim (h, Cn)

n—oo

= lim o(h,n0dc(s,un)(Vn))

n—oo

= limsupo (h, n0°dc (s, un) (Vn))- (2.6)

n—oo

Maintenant, observons que pour chaque z € C(s,u)
0 < d(z,Clsn, un)) < d(z,C(s,u)) + [x(sn) = Xx(5)] + Lllun — -

Puisque (u,) et (s,) convergent respectivement vers u et s, alors d(z, C(sp, uy))
converge vers 0. D’aprés le Lemme 2.2.1, on obtient ( € 70°c(su)(v). En
utilisant donc la derniére inégalité et (2.6) on trouve que

lim supa(h, nach(sn,un) (Un)) < U(ha nach(s,u) (U)) :

n—00

Ce qui achéve la démonstration. |
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Chapitre 3

Résultat d’existence de solutions pour un

probleme d’évolution du second ordre

L’objectif principal dans ce chapitre est consacré a ’étude d’existence de solutions
pour une inclusion différentielle perturbée du second ordre gouvernée par un cone nor-
mal ot la perturbation contient un retard. Etant donné un réel d > 0,
pour tout ¢t € [0,7] et pour tout y € €y([—d,T]), on définit lapplication © de
€u([—d,T]) dans €y ([—d,0]) par

O(t)y(s) :==y(t+s) pour tout s € [—d,0].

Considérons le probléme avec retard suivant

;

(1) € ~NE(y oo (1)) + Gt 0(1)ilt), ©(t)u) pip. t € [0.7),

(%) a(t) € O(tult)) Yt elo,T],
w(0) = o, u(0) = ug,

\¢7SD € CgH([_d’ 0]) et u = ¢7u = @ sur [_da O]

Soit H un espace de Hilbert et soient C' : [0,7] x H = H une multi-application a
valeurs non vides fermées et G : [0, 7] x H x H = H une multi-application a valeurs

non vides convexes fermées tels qu’on a les hypothéses suivantes
(¢%) Pour tout ensemble borné A C H, I'ensemble C(]0,7] x A) est relativement
boule compact dans H, i.e., l'intersection de C([0,7] x A) avec toute boule

fermée de H est relativement compacte dans H.
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() Tl existe une fonction absolument continue x : [0,7] — R qui est monotone
croissante, et une constante réelle L €]0, 1], tells que : Pour touts s, ¢ €]0,T] et

tous vj,u; € H (j =1,2)
’d(vb C(t>u1>) - d(v27 C(S,Ug))‘ < Hvl - UZH + X(t) - X(S) + LHul - uQ”

(e%3) Pour tout t € [0,7] et chaque u € H, les ensembles C(t,u) sont équi-

uniformément sous-lisses.

() G(.,.,.) est Z([0,T)) @ B(Cu|—d,0]) @ B(€n|—d,0]) -mesurable et scalai-
rement semi-continue supérieurement par rapport a y,z € €y([—d,0]) pour

presque tout t € [0, T, tel que pour un réel o > 0,
d(0,G(t,y,2)) < a,
pour tout ¢ € [0,T] et tous y, z € €u([—d,0]).

Théoréme 3.0.1. Soit H un espace de Hilbert. Sous les hypotheses (<2y), (<ts), (3),
(). et pour tout ¢, € Cu([—d,0]) tel que ¢(0) = ug et p(0) = vy € C(0,up), il
existe une Wy ([—d,0]) solution u(.) de Uinclusion différentielle (@d>. Cette solution
satisfait

[l < 2a+ LB+ X'(t) pp.te€[0,T],

ol

B = <H<,0Hoo +2aT + /OT X'(s)ds) exp(LT).

Démonstration. On pose

U(t) = /Ot(oz + LB+ X'(s))ds pour tout t € 0,77, (3.1)

Pour chaque ¢ € [0,7] et y,z € Cu([—d,0]), soit g(t,y,z) I'élement de norme

minimale de ’ensemble convexe fermé G(t,y, z) de H défini par

g(ta Y, Z) = PrOjG’(t,y,z) (O)

D’aprés («7;) on a
lg(t, 9, 2)|| < ev. (3:2)

En utilisant 'hypothése (27;) une deuxiéme fois, on trouve que I'application g(.,.,.) est

mesurable car la multi application G(.,.,.) est mesurable. Donc, pour chaque y,z €
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Cu|—d, 0], on obtient g(.,y,2) € LL([0,T]).
Etape 1 : Construction des suites (v,) et (u,).

Considérons, pour tout entier n > 1, une partition de [0, 7] définie par

no. .
i =1, ©t=0,1,...,n,

ol

Soit uf = ug = ¢(0) et v§ = vg = (0). Trouver u, v, pour i = 1,2, ..., n, tel que

(R A

n n n n __ n n
o e C(t7ul), ul = ul | + ol 4,

y?—h Zzn—l : [_dv t?—l] — Hu (33)

n n t? n n n n c n
Ui — Vi — ft;z_l 9(s, Ot 1)y, Ot 1)2f 1 )ds € _NC(t?,u?)(vi ).

Observons d’abord que uf := ug + 7,09, et solent yi, zf : [—d,t}] — H, les suites

d’applications définies par
Yo () = () et 25 (t) = ¢(t), pour tout ¢ € [—d, g].

Comme 'ensemble C(t},u7) est boule compact d’aprés (.2%), alors il existe un point
vt € Projogn uny (Uo + /
t

¢

n

0

g(s,@<t3>y3,@<ts>z3>ds),

ce qui est équivalent a

24
vo + / g(s, O()E, Ot 2)ds — v € Ny iy (U0),
t

n
0

et donc (3.3) est satisfaite.
Soient maintenant, 27, y7 : [—d,t}] — H, les suites d’applications continues définies

respectivement, par

Zl —
g+ ey site [t 1),
et
. p(t) sit € [—d, 7],
1 (t) -
Pr(t) sit € [tg, t1],
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ol

n
0

Pl(t) = W\I/(ton) vy —/t 9(s, O(tg)yg, O(t5) 2 )ds — vo
t
cut [ gls 0005, 0065))ds.
to
Prenons u} := uy + 7,0}. Encore une fois, en raison de la boule compacité de C(t5, ub),

on a

n
t 2

n
1

0f € Proicygp (o1 + [ oo, 000007, 0005 ).
t

et donc

iy
ot / 95, Oy, O(E) ) ds — v € NEgg ) (11):
t

n
1

Ainsi, (3.3) est satisfaite. On suppose que les points uf,...,u"_; et v, ...,v"_; ont

éte construits. Par construction, les applications

20 oyt [—d t" ] — H sont définies respectivement par
. (1) sit € [—d, tg],
) =9, (3.4)
k n

t—tn .
g + :k’luz site [ty ,,t}] pourk=1,..,n—1.

et
p(t) site[—dtg],

Pr(t) site[ty_,t}] pourk=1,..,n—1

ol

PEO) = g — g (18 = [ a0l 0 s s o)

n
k—1

t
+ v + /t 9(5,0(ts_1)yp_1,0(tr_1)21_1)ds.

n
k—1

n

Supposons aussi que (3.3) est satisfaite pouri = 1,...,n—1. Pour u! = u_,+1,0"_,,

la boule compacité de I'ensemble C(¢7, u), nous donne

Uy € Projon un (vzl +/
t

n
n—1

tn

n

(6O 1 O ) ds). (33
De maniére équivalente

tn
o / 95, Ot )yy, Ot )20 )ds — 1 € Ny (01).
t

n
n—1
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Alors, (3.3) est satisfaite pour ¢ = 1,...,n, et donc la construction des suites {ul : i =
0,..,n} et {vf : i = 0,...,n} est obtenue par induction. Définissons maintenant les

applications continues u,, v, : [—d,T] — H par

Par conséquent, a partir de (o) et (3.5), on obtient pour i =1,...,n

o — vy ]| <

7
vL+/ 95, Ot )y s O )22 )ds — o

t

n
i—1

n

o
s [ lgts. e e )z lds
t

i—1

t
=dQ$fy/ mamwnwp@@uMHMamwmn)
t

n
i—1

i
+/1HM&®@HM?D@@HV?JWS
t

i—1

7
Sd@&+/ WﬂwammGWJﬁwamﬂwﬂﬂ
t
) = x(E) + L — |

i
+/‘uﬂa@m;wxp@m;Vﬁows

n
tifl

En utilisant (27;) on obtient

tn

i

Jor = ol [ @t (6))ds + Lralll ).
t

n
1—1

et

tn

HWHSW?M+/‘@a+X@»@+L%myN
0,

t

< o, + / (2a+ X'(8))ds + L7 ||vl 5 || + Lrn||ol 4 ||

o
tn
< [Joisll + / (20 + X'(5))ds + L7 5| + Ll|vi” || + L7nlv]" 4]
s
Par itération, il en résulte que

n

%

Hdﬂéﬂw®H+A

i—1

<A+ Lry ol

k=0

i—1
(2a + X/(s))ds + L7, > _||v|
k=0
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ou A= ||¢|le + fOT(Qa + x'(s))ds. D’aprés le lemme de Gronwall, on obtient

i—1

o] < Aexp <ZLTn> = Aexp(Lt}) < B,Vi=0,...,n. (3.8)

k=0

De plus, d’aprés (3.1) on a, pour i =1,....,n

£
v%+/ 9(s, O )y 1, Ot )20 )ds — o
t

n
i—1

n

d@%+[¢@@un%hmn> mumam)

i
Sd@h+/sﬁﬁ@ﬂ%«@ﬁ#&ﬂﬂ%&m&0
t

n

+X(E) = X (1) + Lra|vi 4]
o

i
S/P|W@KXﬁJM£p@@lJ%LHM&+/R;VGMS+L%B
t t

n n
7

Slim+x%)+hﬂ W(Er) — W(E,). (3.9)

Etape 2 : Convergence des suites d’application (u,) et (v,).
Dans cette étape on note y, et z, la restriction de u, et v, a [0,7], respectivement,

L., Yn = Unj0,7] €L Tn = VUnjl0,1]-

D’aprés (3.6) et (3.7), on a pour presque tout t € [t! "] et i=1,....,n

u; — ug

yn(t):T—nH—U L€ Oty i),
et
0) = () = 90 O 2, BUE)21) + s
X (vzI - /:L g(s, Ot Dyt 1,0t )zt )ds — v?l). (3.10)
Posons i

tn Slte[z 17t?[7

(2

0,(t) = (3.11)
T sit=T.

o, osite [ttt
Su(t) =4 " fi ] (3.12)
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De plus, il est facile de voir que les suites (6,,(.)) et (5,(.)) convergent uniformément
dans [0, 7] vers ¢ lorsque n — oco. En effet, pour chaque ¢ € [0, 7], nous avons

T
uft) — ) < 17 — 2] =

et
T
Op(t) —t] < [t =10 | = —,
[0n(t) =t < [t =il = —

alors

0,(t) — t et § — t lorsque n — 0.

Combinons (3.3), (3.6), (3.7), (3.10), (3.11) et (3.12), on obtient, pour presque tout
t€0,7],

i (t) = g(t, ©(0n (1)) vn, O(6n(1))tn) € =NG(6, (1) (81 (Fn (On(1))). (3.13)

En tenant compte de (3.1), (3.9) et (3.10), il s’ensuit que pour presque tout ¢t € [0, 7.
l2n (8) = g(£, © (0 (t)) vn, O(6n (1) Jum) || < W'(2), (3.14)

et d’apres la condition (<)
& ()] < V'(t) + a :=mf(t). (3.15)

Ainsi, z,(.) est absolument continue sur [0, 7], en particulier

¢ T
Joa(®ll < 16O + [ mis)ds <O + [ ms)ds = (310
0 0
D’autre part, d’aprés (3.4) et (3.6), pour chaque ¢t € [t |, t!] eti=1,...,n,on a
t—t t—t"
Yn(t) = ——uiy + =y
n Tn
¢ t—tn
= - u; g+ - (ui ) +7mvi )
n Tn
=+ (=t vy,
par itération, on trouve que
t
yn(t) = ¢(0) +/ T (0n(s))ds. (3.17)
0

De plus, a partir de (3.8)

1ya (1] < [|0(0)]] +/0 [0 (0n(s))lds

< llo(O)|| + BT =:n. (3.18)
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Fixons maintenant ¢ € [0, 7], en utilisant (%), (3.8), (3.15) et (3.17) on obtient

d(n(t), C(t yn(t))) < d(@n(0n(t)), C(On(t), Yn(0n(1)))) + |20 (t) — 2n(On (D)

On(t)
< (m(s) + X'(s) + LB)ds.

t
Comme 6,,(t) convergence vers ¢, on trouve que

d(z,(t), O(t, ya(t))) — 0. (3.19)

n—oo

Ce qui implique x,(t) = cn(t) + en(t) avec c,(t) € C(t,yn(t)) et e,(t) — 0 lorsque
n — oo. Il existe un réel p > 0 tel que |le,(t)]] < p pour tout n € N. Il en résulte de
(3.16) et (3.18) que

cn(t) € C(t,ya(t)) N (p+7)B C C([0,T] x 7B) N (p +7)B.

Donc, 'ensemble {c,(t) : n € N} est relativement compact dans H, en tenant compte
de (o), et en utilisant la convergence de e, (t) — 0, on obtient la compacité relative
de {z,(t) : n € N}. Observons que [, m(t)dt — 0, lorsque A\(A) — 0, ou X désigne la
mesure de Lebesgue, alors pour tout € < 0, il existe 6 > 0 tel que fA m(t)dt < e dés
que A(A) < 4. De plus, d’aprés (3.15),

la(t) = 2a(s)] < / m(r)dr

Alors la suite d’applications z,(.) est équi-continue sur [0, 7]. En utilisant le théoréme
d’Arzela-Ascoli, {z,, : n € N}, est relativement compact dans &5 ([0,7]). Par consé-
quent, on peut extraire de (z,) une sous suite notée aussi (z,) qui converge vers une
application absolument continue x : [0,7] — H au sens suivant

r, — = fortement dans €y ([0,7]),

n—oo

@, — @ faiblement dans Ly ([0, T)).

n—oo

En utilisant (3.17) et la convergence uniforme de §,(.), on trouve que, pour tout ¢ €

(0,77, on a

l9a () — 5] < / |20 (6a(5)) — (s) | ds — 0,

n—oo
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ou y(t) := ¢(0) + fgx(s)ds, et donc y, convergence fortement vers y dans €y ([0, 7).

Définissons les applications u et v dans €y (|—d, T]) en posant

p

ult) = o(t) sit € [—d,0],
\y(t) site (0,77

o(t) = (go(t) site[—d,0],
x(t) sitel0,7].

Alors, les suites (u,(.)) et (v,(.)) convergent uniformément sur [—d, T'] vers u(.) et v(.),
respectivement. Grace a (3.19), la fermeture de C(¢,y(t)) et la convergence uniforme
de (z,,yn) vers (x,y), on obtient z(t) € C(t,y(t)) pour tout ¢t € [0,T].

Montrons maintenant que O(d,(t))v, converge fortement dans €y ([—d, 0]) vers O(t)v.
Definissons tout d’abord le module de continuité d’une fonction f définie sur un inter-

valle I de R par

A(f 1€)== supf[lf(t) = f(s)l| : s, t € I, [t — s| <€}

Donc

10000 (8))vn — O(t)tnllsc = sup {[|on(dn(t) + ) —vn(t +s)ll, ¢ € [0, T],[0n(t) — [ < 70}

s€[—d,0]
S A(Una [_d7 T]? TTL)
< Ap,[—d,0], 1) + Az, [0, T, 7).

Posons ®(t) = ||p(0)|| + fot m(s)ds alors ||z, (t)|| < ®(t). En tenant compte de (3.16),

on en déduit que
1800 (t))vn — O(t)tnloe < A, [=d, 0], 7) + A(D(2), [0, T], 7).
Comme ¢ et ® sont uniformément continues sur [—d, 0] et [0, 7] respectivement, alors

100 ())vn — O(t)nloc — 0.

n—o0

En utilisant la convergence uniforme de v, vers v sur [—d, T, on obtient

O(6,(t))v, — O(t)v fortement dans €y ([—d, 0]).

n—oo
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De méme on obtient

O(0,(t))u, — O(t)u fortement dans € ([—d,0]).

n—o0

Etape 3 :u(.) est une solution de (9(1)

Montrons que 'application u(.) est une solution de (@d>. Posons,
qn(t) = g(t, ©(0,(t))vn, ©(0,(t))uy,) pour tout ¢t € [0,T].

Comme ||g(t, ©(0,(t))vn, O(5,(t))un)|| < @ pour tout n € N et ¢t € [0,T], il existe une
sous suite de (g,) (notée aussi (¢,)), qui converge faiblement vers ¢(.) dans L}, ([0, T]),
avec ||q(t)]| < ap.pte[0,T].

En utilisant le fait que (g,) et (&,) convergent faiblement dans L}, ([0,77]), vers q(.)
et @(.) respectivement, et d’aprés le lemme de Mazur, il existe une suite ((,,&,) qui

converge fortement dans L, ([0, T]) vers (—& + ¢, q) avec
(L) € co{—ar(.) + qx(.) : k> n} et & () € co{qr(.) : k > n}.

Par extraction d’une sous suite, on peut supposer que ((,(.),&,(.)) converge presque
partout vers (—z(.) + ¢(.), ¢(.)), donc il existe un ensemble négligeable S C [0, 7] tel
que pour chaque t € [0, T)\S, (Ca(t),&n(t)) converge fortement dans H vers (—&(t) +

q(t), q(t))-

Par conséquent, pour presque tout t € [0, 7],
—&(t) + q(t) € Nco{ —ax(t) + q(t) : kK > n} et q(t) € Nco{qk(t) : k > n}.

Il en résulte de (3.13) que, pour tout n € N, pour tout ¢ € [0, T|\S, et pour tout h € H,

(hy =20 (t) + qu(t)) < o (h, V' (£)0°Ae(0,(t) yn (00 (1)) (0 (0n (1)),
et
<h7 Qn(t>> < U<h7 G(t, 9(6n(t))vm @(5n(t>)un))

Alors, pour presque tout ¢ € [0,T] et pour chaque h € H, on a

(h, —&(t) + q(t)) < infsup(h, —ix(t) + qu(t)),

n k>n

<h7 Q(t)> < inf Sup<h7 Qk(t»

n k>n
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Il s’ensuit de (1.3), (3.13) et (3.14) que

(h, =2(t) + q(t)) < V' ()limsupo (h, 0°de (o, (1),yn (6. (1)) (Tn(0n(t)))),

n—oo

(h,q(t)) < limsupa(h, G(t, 0(6,(t))vn, O(6,(t))un)).

n—o0

Puisque pour tout h € H et pour presque tout ¢t € [0,T], la fonction réelle (y,z) —
o(h,G(t,y, z)) est semi-continue supérieurement alors d’aprés la Proposition 2.2.2; on

a pour presque tout t € [0, 7],
(h, —&(t) + q(t)) < V' (t)a(h, 0°deqeye (x(1))),
(h,q(t)) < o(h, G(t,6(t)v, O(t)u).
Ceci assure d’aprés (1.5) que
—&(t) + q(t) € V()0 deyey (€(t) C Ny (D),
q(t) € G(t,0(t)v, O(t)u).
Par conséquent, on obtient
() € =Ny (z(t) + G(t, ©)v,0()u) p.p.t€[0,T],

et
1&(t) +q@)|| < ¥'(t) p.p.te[0,T].

Ce que achéve la démonstration du théoréme. [ |
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d’existence pour le processus de Rafle
du second ordre gouverné par le cone normal de Clarke d’un ensemble qui est unifor-
mément sous-lisse et une perturbation non nécessairement bornée a valeurs convexes
fermées contenant un retard dans un espace de Hilbert. On travaille avec des propriétés
appartenant & la classe d’ensembles sous-lisse et on utilise des propriétés de compacité

et de topologie faible.
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