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Notations

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

N Ensemble des nombres entiers naturels.

R Ensemble des nombres réels.

C Ensemble des nombres complexes.

K R ou C.

H Espace de Hilbert.

E Espace vectoriel.

E ′ Espace dual de E.

B La boule unité ouverte de H.

B La boule unité fermée de H.

〈., .〉 Produit scalaire dans la dualité E ′, E.

σ(E,E ′) La topologie faible sur E.

σ(E ′, E) La topologie faible* sur E ′.

xn → x (xn) converge fortement vers x.

xn ⇀ x (xn) converge faiblement vers x.

xn ⇀
∗ x (xn) converge faiblement* vers x.

co(C) L'enveloppe convexe de l'ensemble C.

co(C) L'enveloppe convexe fermée de l'ensemble C.

∂f(x) Sous di�érentiel de f en x.

∂Ff(x) Sous di�érentiel de Fréchet de f en x.

∂cf(x) Sous di�érentiel de Clarke de f en x. .

NC(x) Le cône normal à C en x.
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Notations

N F
C (x) Le cône normal de Fréchet à C en x.

N c
C(x) Le cône normal de Clarke à C en x.

ψC(.) La fonction indicatrice d'un ensemble C.

CH([0, T ]) L'espace de toutes les fonctions continues de [0, T ] à valeurs dans H, muni

de la norme de la convergence uniforme

‖f‖∞ = sup
t∈[0,T ]

‖f(t)‖H .

L1
H([0, T ]) Espace des applications Lebesgue intégrables de [0, T ] à valeurs dans H

muni de la norme ‖f‖L1
H([0,T ]) =

∫ T
0
‖f(t)‖Hdt.

W 2,1
H ([0, T ]) L'espace de toutes les fonctions dans CH([−d, 0]) telles que leurs dérivées

premières sont continues et leurs dérivées secondes faibles appartiennent

à L1
H([0− d, 0]).

gph(f) Le graphe de f.

DG(x) La dérivée de l'application G au point x.

i.e. C'est à dire.

p.p. Presque partout.
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Introduction

L'inclusion di�érentielle du second ordre impliquant le processus de Ra�e a été

conçu pour modéliser les problèmes de frottement ([10]). Cette inclusion di�érentielle

peut être exprimée sous la formeü(t) ∈ −NC(u(t))(u̇(t)) p.p t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, u̇(0) = v0 ∈ C(u0),

où NC(u(t))(.) désigne le cône normal de l'ensemble C(u(t)).

Le premier ordre de ce problème d'évolution, pour un ensemble dépendant du temps

(i.e., C(u(t)) = C(t)), a été introduit et étudié de maniéré approfondie dans les années

70 par J.J.Moreau dans une série d'articles fondamentaux [9]-[7]. Ce type de problème

consiste à trouver une trajectoire t ∈ [0, T ] 7→ u(t) ∈ C(t) qui satisfait le problème de

Cauchy suivant u̇(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0).

Cette inclusion peut être interprétée de la façon suivante : le point x(t) soumis au

champ de force F (t, x(t)), doit rester dans l'ensemble mobile C(t).

L'objectif de ce mémoire, d'une part est d'étudier les ensembles sous-lisses, et

d'autre part de détailler la quatrième section de l'article de J. Noel [12] . Dans un
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Introduction

espace de Hilbert H, l'auteur de cet article a étudié l'inclusion di�érentielle de la forme

(
Pd

)


ü(t) ∈ −N c
C(t,u(t))(u̇(t)) +G(t,Θ(t)u̇(t),Θ(t)u) p.p. t ∈ [0, T ],

u̇(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [0, T ],

u̇(0) = v0, u(0) = u0,

φ, ϕ ∈ CH([−d, 0]) et u ≡ φ, u̇ ≡ ϕ sur [−d, 0].

où les ensembles C(t, u) sont supposés sous-lisses et G une perturbation non nécessai-

rement bornée et qui contient un retard, et on dé�nit l'application Θ de CH([−d, T ])

dans CH([−d, 0]) par

Θ(t)y(s) := y(t+ s) pour tout s ∈ [−d, 0].

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier, est consacré à des notions de

base et quelques résultats fondamentaux concernant la compacité, la topologie faible et

faible* que l'on va utiliser dans les autres chapitres . Dans le deuxième chapitre, nous

étudions les ensembles sous-lisses et nous donnons quelques propriétés fondamentales

qui caractérisent ce type d'ensembles. Finalement dans le troisième chapitre, nous étu-

dions le problème
(
Pd

)
.
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Chapitre 1
Notions de base et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et théorèmes de base qui nous

seront utiles dans les chapitres suivants.

Pour plus de détails voir [13].

1.1 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.1. Une distance sur un ensemble E est une application d : E×E → R+

véri�ant les propriétés suivantes

1. d(x, y) = 0 si seulement si x = y pour tous x, y ∈ E,

2. d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ E,

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tous x, y, z ∈ E.

Dé�nition 1.1.2. Un espace métrique est un couple (E, d) où E est une ensemble non

vide et d est une distance sur E. On dit souvent que E est muni de la distance d.

Dé�nition 1.1.3. Soit (E, d) un espace métrique, soit x ∈ E et soit r ∈ R∗+. On

appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon r l'ensemble

B(x, r) = {y ∈ E, d(x, y) < r},(
resp. B(x, r) = {y ∈ E, d(x, y) ≤ r}

)
.

Dé�nition 1.1.4. Soit (E, d) un espace métrique et soit x ∈ E. Un ensemble V est

un voisinage de x lorsqu'il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ V.
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1.1. Espaces métriques

Dé�nition 1.1.5. Soit (E, d) un espace métrique et O,F ⊂ E. On dit que

• O est ouvert dans E lorsqu'il est un voisinage de chacun de ses points, i.e., pour tout

x ∈ O, il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ O.

• F est fermé dans E, si son complémentaire E \ F est ouvert dans E.

Dé�nition 1.1.6. Soit (E, d) un espace métrique, on dit qu'une suite (xn)n∈N de points

de E converge vers un point x de E si d(xn, x) tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni,

i.e.,

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ n0 : d(xn, x) < ε.

On dit que x est la limite de (xn) et on note xn → x.

Remarque 1.1.7. Si la limite d'une suite (xn) existe, alors elle est unique.

Dé�nition 1.1.8. Soit (E, d) un espace métrique et F un sous-ensemble de E. On

dit que F est séquentiellement fermé dans E si toute limite d'une suite dans F qui

converge dans E est dans F.

Remarque 1.1.9. Un ensemble F est fermé de (E, d) si et seulement si F est séquen-

tiellement fermé.

Dé�nition 1.1.10. Une suite (xn)n dans un espace métrique (E, d) est dite suite de

Cauchy si d(xp, xq) tend vers 0, lorsque p et q tendent vers l'in�ni, i.e.,

∀ε > 0, ∃n0 > 0 : p ≥ n0, q ≥ n0 ⇒ d(xp, xq) < ε.

Dé�nition 1.1.11. Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente.

1.1.1 Espaces vectoriels normés

Dé�nition 1.1.12. Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. On appelle

norme sur E toute application x → ‖x‖ dé�nie de E à valeurs dans R+ véri�ant les

conditions

1. ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0,

2. ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

3. ∀x, y ∈ E, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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1.2. Analyse convexe

Dé�nition 1.1.13. Soit E un espace vectoriel sur K et soit ‖.‖ une norme sur E. On

associe à cette norme, de maniére naturelle, une distance d par la formule

d(x, y) = ‖x− y‖ ∀x, y ∈ E.

Dé�nition 1.1.14. On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ‖.‖).

1.1.2 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.1.15. On appelle produit scalaire sur E, toute forme bilinéaire 〈., .〉 :

E × E → K possédant les propriétés suivantes

1. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ E,

2. 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E,

3. ∀x ∈ E : 〈x, x〉 = 0⇒ x = 0.

Dé�nition 1.1.16. Soit E un espace vectoriel et soit 〈., .〉 un produit scalaire sur E.

On associe au produit scalaire une norme, dite associée, en posant

∀x ∈ E : ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Dé�nition 1.1.17. On appelle espace préhilbertien le couple constitué par un espace

vectoriel E et par un produit scalaire.

Proposition 1.1.18. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien

(E, 〈·, ·〉), on a

∀x, y ∈ E : |〈x, y〉| ≤ ‖x‖.‖y‖,

où ‖x‖ = 〈x, x〉 12 et ‖y‖ = 〈y, y〉 12 .

Dé�nition 1.1.19. Un espace préhilbertien est dit espace de Hilbert, s'il est complet

par rapport à la norme associée.

1.2 Analyse convexe

1.2.1 Ensembles convexes

Pour plus de détails voir [3].
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1.2. Analyse convexe

Dé�nition 1.2.1. On dit qu'un sous-ensemble C d'un espace vectoriel E est convexe

si

∀(u, v) ∈ C2, ∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ C.

Exemple 1.2.2.

1. Dans un espace vectoriel normé réel, toute boule ouverte ou fermée est convexe.

2. L'intersection d'une famille quelconque de sous-ensembles convexes est convexe.

3. L'intérieur int(C) et l'adhérence C d'un ensemble convexe sont aussi convexes.

Dé�nition 1.2.3. Soit C une partie d'un espace vectoriel E, l'enveloppe convexe de

C, notée co(C) est l'intersection de tous les ensembles convexes contenant C, et donc

c'est le plus petit convexe qui contient C, i.e., C ⊂ co(C).

Proposition 1.2.4. Soit E un espace vectoriel et C ⊂ E, alors,

co(C) =
{ n∑

i=1

λixi, n ≥ 1, xi ∈ C, λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1
}
.

Exemple 1.2.5. On considère l'espace vectoriel R.

1. A = {x, y} alors co(A) = [x, y].

2. B = {a, b, c, d} alors co(B) est le quadrilatère abcd.

Dé�nition 1.2.6. Soit C une partie de E, l'enveloppe convexe fermée de C, notée

co(C) est l'intersection de tous les ensembles convexes fermés contenant C.

Dé�nition 1.2.7. (Fonction distance) Soit E un espace vectoriel normé et C un

sous ensemble non vide fermé de E, on dé�nit la fonction distance dC sur E par

dC(x) = d(x,C) = inf
s∈C
‖x− s‖.

Dé�nition 1.2.8. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout x ∈ H donné, le sous

ensemble de A noté et de�ni comme suit

ProjA(x) = {a ∈ A, dA(x) = ‖x− a‖},

s'appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport à A. On

dit aussi que ProjA(x) est la projection de x sur A.

Proposition 1.2.9. (Caractérisation d'une projection) Soit C ⊂ E un convexe

non vide et fermé. Un point y ∈ C est une projection de x ∈ E sur C si et seulement

si la condition suivante est véri�ée

〈x− y, s− y〉 ≤ 0, ∀s ∈ C.
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1.2. Analyse convexe

1.2.2 Fonctions convexes

Dans cette section, on considère une fonction f : E → R ∪ {+∞}.

Dé�nition 1.2.10. On appelle domaine e�ectif de f l'ensemble des points où elle ne

prend pas la valeur +∞, i.e.,

domf := {x ∈ E, f(x) < +∞}.

Dé�nition 1.2.11. On appelle graphe de f l'ensemble dé�ni par

gph(f) := {(x, f(x)), x ∈ E}.

Dé�nition 1.2.12. On appelle épigraphe de f la partie de l'espace produit E×R noté

et dé�ni comme suit

epi(f) := {(x, t) ∈ E × R : f(x) ≤ t}.

Dé�nition 1.2.13. On dit qu'une fonction f : E → R ∪ {+∞} est convexe si pour

tous x, y ∈ domf et pour tout λ ∈ [0, 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.2.14. La fonction g : Rn → R dé�nie par g(x) = 〈a, x〉 + b où a ∈ Rn et

b ∈ R est convexe. En e�et, soient x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1], on a

g(λx+ (1− λ)y) = 〈a, (λx+ (1− λ)y)〉+ b

= λ〈a, x〉+ (1− λ)〈a, y〉+ λb+ (1− λ)b

= λ[〈a, x〉+ b] + (1− λ)[〈a, y〉+ b]

= λg(x) + (1− λ)g(y).

Proposition 1.2.15. f est convexe si et seulement si son épigraphe l'est aussi.

Dé�nition 1.2.16. Soit C un sous ensemble non vide de E, la fonction indicatrice de

C, ψC : E → {0,+∞} est dé�nie par

ψC(x) =

0, si x ∈ C,

+∞, si x /∈ C.
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1.2. Analyse convexe

Dé�nition 1.2.17. Soient H un espace Hilbert et C un ensemble non vide de H. la

fonction support de C (ou la fonction d'appui de C), est la fonction notée σC dé�nie

par

σC : E → R ∪ {+∞}

x 7→ σC(x) := sup
s∈C
〈x, s〉.

Proposition 1.2.18. Pour tout sous ensemble non vide C d'un espace de Hilbert H,

on a

co(C) = {x ∈ E,∀x′ ∈ E ′, 〈x′, x〉 ≤ σC(x′)}.

Dé�nition 1.2.19. Une fonction f : E → R est dite semi-continue inférieurement

(s.c.i.) sur E si pour tout x ∈ E et pour toute suite (xn)n∈N de E qui converge vers x,

on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x).

La fonction f est dite semi-continue inférieurement sur une partie C de E si f est

semi-continue inférieurement en tout point de C.

Dé�nition 1.2.20. Une fonction f : E → R est dite semi-continue supérieurement

(s.c.s.) sur E si pour tout x ∈ E et pour tout suite (xn)n∈N de E qui converge vers x,

on a

f(x) ≥ lim sup
n→+∞

f(xn).

La fonction f est dite semi-continue supérieurement sur une partie C de E si f est

semi-continue supérieurement en tout point de C.

Proposition 1.2.21. f est continue si et seulement si f est à la fois semi-continue

supérieurement et semi-continue inférieurement.

Dé�nition 1.2.22. On dit qu'une fonction f : [a, b] → E est absolument continue si

∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de [a, b] par des intervalles

disjointes [ak, bk] véri�ant ∑
k

(bk − ak) < δ,

nous avons ∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε.
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1.2. Analyse convexe

Théorème 1.2.23. Une fonction f : [0, T ] → H est absolument continue si et seule-

ment si elle est intégrale de sa dérivée, i.e.,

f(t)− f(0) =

∫ t

0

f ′(s)ds t ∈ [0, T ].

On voit bien qu'une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est fausse.

Remarque 1.2.24.

1. Toute fonction absolument continue est uniformément continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Dé�nition 1.2.25. Soit E un espace normé et f : E → R, on dit que f est localement

lipschitzienne en x si et seulement s'il existe un voisinage V de x et une constante

L > 0 tels que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L‖x− y‖

pour tous x, y ∈ V.

1.2.3 Sous di�érentiels

Soit E un espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2.26. Soit f : E → R ∪ {+∞} une fonction convexe et soit x ∈ domf,

un élement ξ ∈ E est dit sous gradient de f en x si

〈ξ, x− x〉 ≤ f(x)− f(x), pour tout x ∈ E.

La collection de tous les sous gradients de f en x est appelée le sous di�érentiel de f

en x, et notée ∂f(x).

Exemple 1.2.27.

1. Soit la fonction f : R→ R dé�nie par f(x) = |x|. Alors

∂f(x) =


1, si x > 0,

[−1, 1], si x = 0,

−1, si x < 0.

13



1.2. Analyse convexe

2. La boule unitée fermée B est le sous di�érentiel en x = 0 de la fonction g : Rn →
Rn, dé�ni par g(x) = ‖x‖. En e�et, soit ξ ∈ B, i.e., ‖ξ‖ ≤ 1

〈ξ, x− 0〉 ≤ ‖ξ‖.‖x‖, ∀x ∈ Rn

≤ ‖x‖ − ‖0‖,

⇒ ξ ∈ ∂g(x)

⇒ B ⊂ ∂g(0).

inversement, soit ξ ∈ ∂g(0)

ξ ∈ ∂g(0)⇒ 〈ξ, x− 0〉 ≤ g(x)− g(0), ∀x ∈ Rn,

⇒ 〈ξ, x〉 ≤ ‖x‖, ∀x ∈ Rn,

en particulier, pour x = ξ ∈ Rn,

〈ξ, ξ〉 = ‖ξ‖2 ≤ ‖ξ‖

⇒ ‖ξ‖ ≤ 1

⇒ ξ ⊂ B

⇒ ∂g(0) ⊂ B,

donc

∂g(0) = B.

Dé�nition 1.2.28. Soit f : E → R une fonction localement lipschitzienne au voisinage

de x ∈ H, alors le sous di�érentiel de Clarke, noté ∂cf(x) est dé�ni par

∂cf(x) = {ξ ∈ E ′, 〈ξ, v〉 ≤ f 0(x, v), ∀ v ∈ E},

où

f 0(x, v) := lim sup
(t,x)→(0+,x)

t−1[f(x+ tv)− f(x)],

est la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point x dans la direction de v.

Dé�nition 1.2.29. [12] Un vecteur ξ ∈ E ′ est un sous gradient de Fréchet de f en

x ∈ E, où f est �ni, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) + ε‖y − x‖ pour tout y ∈ B(x, δ).

L'ensemble de tous les sous gradients de Fréchet de f en x est le sous di�érentiel de

Fréchet ∂Ff(x) de f en x.

Proposition 1.2.30. [12] On a toujours l'inclusion suivante

∂Ff(x) ⊂ ∂cf(x). (1.1)
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1.2. Analyse convexe

1.2.4 Cônes normaux

Dans cette section, on désigne par H un espace de Hilbert.

Dé�nition 1.2.31. Soit C un sous ensemble convexe de H et x ∈ C. Le cône normal

à C en x est l'ensemble dé�ni par

NC(x) := {v ∈ H : 〈v, x− x〉 ≤ 0, pour tout x ∈ C}.

Exemple 1.2.32. Soit C = [0, 1]× [0, 1] un sous ensemble de R2,

1. le cône normal à C en x = (0, 0) est ]−∞, 0]×]−∞, 0],

2. le cône normal à C en x = (1, 1) est [0,+∞[×[0,+∞[.

Remarque 1.2.33. (La relation entre le cône normal et la projection) Soit C

un convexe fermé de H, si y = ProjC(x), alors y = (I +NC)−1(x), donc

(I +NC)−1(.) = ProjC(.).

En e�et,

y = ProjC(x)⇔ 〈x− y, z − y〉 ≤ 0,∀z ∈ C

⇔ x− y ∈ NC(y)

⇔ x ∈ y +NC(y)

⇔ x ∈ (I +NC)(y)

⇔ y = (I +NC)−1(x),

donc

ProjC(.) = (I +NC)−1(.).

Proposition 1.2.34. (La relation entre la fonction support et le cône normal)

s ∈ NC(x) si et seulement si pour tout x ∈ C

σC(s) = 〈s, x〉.

Dé�nition 1.2.35. Soit C un sous ensemble de H. On appelle cône tangent de Clarke

à C au point x qu'on noté T cC(x) l'ensemble dé�ni par

T cC(x) = {v ∈ E, d0C(x; v) = 0}.
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Dé�nition 1.2.36. Soit C un sous ensemble de H. On appelle cône normal de Clarke

à C au point x qu'on note N c
C(x) l'ensemble dé�ni par

N c
C(x) = (T cC(x))0 = {ξ ∈ H, tel que 〈ξ, y〉 ≤ 0, ∀y ∈ T cC(x)} = ∂cψC(x).

Remarque 1.2.37. Si C est convexe, alors

N c
C(x) = {ξ ∈ H, 〈ξ, y〉 ≤ 0, ∀y ∈ C} = NC(x).

Dé�nition 1.2.38. [12] Le cône normal de Fréchet N F
C (x) de C en x ∈ C, est donné

par

N F
C (x) = ∂FψC(x).

Proposition 1.2.39. [12] On a toujours l'inclusion suivante

N F
C (x) ⊂ N c

C(x) pour tout x ∈ C. (1.2)

Proposition 1.2.40. [12] (La relation entre le cône normal de Fréchet et le

sous di�érentiel) Le cône normal de Fréchet est lié au sous-di�érentiel de Fréchet de

la fonction distance par les deux relations suivantes

∂FdC(x) = N F
C (x) ∩ B, N F

C (x) = R+∂FdC(x). (1.3)

Remarque 1.2.41. [15] ξ ∈ N F
C (u2) ∩ B si et seulement si, pour tout ε > 0 il existe

δ > 0 tel que

〈ξ, u1 − u2〉 ≤ d(u1, C) + ε‖u1 − u2‖ pour tout u1 ∈ B(u2, δ). (1.4)

Proposition 1.2.42. [12] C un sous ensemble non vide fermé et convexe de H. Alors,

pour tout x ∈ C

∂cdC(x) ⊂ N c
C(x) ∩ B. (1.5)

1.3 Multi-applications

Pour plus de détails voir [5].

Dé�nition 1.3.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-application

(ou fonction multivoque) F dé�nie sur X à valeurs dans Y est une fonction qui à
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1.3. Multi-applications

chaque élément x ∈ X associée un sous ensemble F (x) de Y, on note F : X ⇒ Y où

F : X → P (Y ), (P (Y ) est l'ensemble des parties de Y ).

Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F : X ⇒ Y sont donnés par

Dom(F ) = {x ∈ X,F (x) 6= ∅},

gph(F ) ={(x, y) ∈ X × Y : x ∈ Dom(F ), y ∈ F (x)},

Im(F ) = ∪
x∈Dom(F )

F (x).

Dé�nition 1.3.2. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors, F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0 ∈ X,
si pour tout ouvert V de Y tel que F (x) ⊂ V, il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U
et F (x0) ⊂ V, pour tout x ∈ U.
On dit que F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point x ∈ X.

Dé�nition 1.3.3. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application, nous dirons que

lim sup
x′→x

F (x′) = {y ∈ Y : lim inf
x′→x

d(y, F (x′)) = 0},

est la limite supérieure de F (x′) quand x′ → x, et que

lim inf
x′→x

F (x′) = {y ∈ Y : lim sup
x′→x

d(y, F (x′)) = 0},

est la limite inférieure de F (x′) quand x′ → x. Elles sont évidement fermées. Nous

observons aussi que, pour tout x ∈ Dom(F ) on a

lim inf
x′→x

F (x′) ⊂ F (x) ⊂ lim sup
x′→x

F (x′).

Théorème 1.3.4. Considérons une suite (Kn) de sous ensembles dans un ensemble

compact K d'un espace de Banach séparable E. Alors

co(lim sup
n→∞

Kn) = ∩
N>0

co( ∪
n≥N

Kn).

Théorème 1.3.5. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application semi-continue supérieurement à valeurs compactes, alors

lim sup
x′→x

F (x′) = F (x).

Dé�nition 1.3.6. (Scalairement s.c.s.)

On dit qu'une multi-application F : X ⇒ Y est scalairement s.c.s, si pour tout ξ ∈ X,
la fonction réelle u 7→ σ(F (u), ξ) est s.c.s.
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1.4 Topologie faible

Pour plus de détails, se réfèrer à [4].

Dé�nition 1.4.1. Soit E un espace de Banach et f ∈ E ′, considérons l'application

ϕf :E → R

x 7→ ϕf (x) := 〈f, x〉,

on appelle topologie faible sur E, notée σ(E,E ′), la topologie la moins �ne rendant

continues toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Proposition 1.4.2. Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach, soit (xn)n∈N une suite de E.

On a les propriétés suivantes

1. xn ⇀ x pour σ(E,E ′) si et seulement si 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

2. Si xn → x fortement, alors xn ⇀ x faiblement pour la topologie faible σ(E,E ′).

3. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′), alors (‖xn‖)n∈N est bornée dans E et

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

4. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′) et si fn → f fortement dans E ′ alors

〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

1.5 Topologie faible*

Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach. On sait que E ′ est aussi un espace de Banach.

On rappelle que E ′′ est le dual topologique de E ′, i.e., l'ensemble des formes linéaires

continues sur E ′ et qu'on peut munir de la norme

∀ξ ∈ E ′′ : ‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′,‖f‖≤1

|〈ξ, f〉|.

C'est encore un espace de Banach appelé bidual de E.

Sur E ′, deux topologies séparée sont déjà dé�nies

• la "topologie forte" associée à la norme de E ′,

• la "topologie faible" sur E ′ notée σ(E ′, E ′′).

On va dé�nir une troisième topologie sur E ′ c'est "la topologie faible*" que l'on note

σ(E ′, E).

18



1.5. Topologie faible*

Dé�nition 1.5.1. Soit E un espace de Banach et x ∈ E, considérons l'application

ϕx :E ′ → R

f 7→ ϕx(f) := 〈f, x〉.

On appelle topologie faible* sur E ′, notée σ(E ′, E), la topologie la moins �ne rendant

continues toutes les applications (ϕx)x∈E.

Proposition 1.5.2. Soit (fn)n∈N une suite de E ′. On a les propriétés suivantes

1. fn ⇀∗ f pour σ(E ′, E) si et seulement si 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 pour tout x ∈ E.

2. Si fn → f fortement, alors fn ⇀ f faiblement pour σ(E ′, E ′′).

Si fn ⇀ f pour σ(E ′, E ′′), alors fn ⇀∗ f pour σ(E ′, E).

3. Si fn ⇀∗ f pour σ(E ′, E), alors (‖fn‖)n∈N est bornée dans E ′ et

‖f‖E′ ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖E′ .

4. Si xn ⇀ x fortement dans E et si fn →∗ f pour σ(E ′, E), alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Proposition 1.5.3. (Théoréme dd l'application ouverte) Soient E,F deux espaces

de Banach et soit A un operateur linéaire continue et surjectif de E dans F, alors il

existe une constante c > 0 tel que

BF (0, c) ⊂ A(BE(0, 1)).

Proposition 1.5.4. (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach. Soit (xn)n

une suite qui converge faiblement vers x dans E. Alors, il existe une suite (yn)n avec

chaque yn combinaison convexe des {xk, k ≥ n} qui converge fortement vers x dans E.

Lemme 1.5.5. [12] (Lemme de Gronwall) Soit A > 0 et soient (vn)n et (Bn)n des

suites non négatives telles que

vn ≤ A+
n−1∑
k=0

Bkvk pour tout n ∈ N ∪ {0},

alors, pour tout n, on a

vn ≤ A exp
( n−1∑
k=0

Bk

)
.
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1.6 Théorèmes fondamentaux

1.6.1 Le théorème de compacité d'Ascoli

Pour plus de détails sur cette section voir [1].

Théorème 1.6.1. (Théorème d'Ascoli-Arzéla) Soient K un espace compact et

(E, d) un espace métrique. L'espace C (K,E) des fonctions continues de K dans E,

muni de la topologie de la covergence uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de C (K,E) est relativement compacte si et seulement si, pour tout x de

K

1. A est équi-continue en x, i.e., pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de x tel

que

∀f ∈ A, ∀y ∈ V, d(f(x), f(y)) < ε,

2. l'ensemble A(x) = {f(x), f ∈ A} est relativement compact.

Théorème 1.6.2. On considère une suite xk(.) de fonctions absolument continues d'un

intervalle I de R dans un espace de Banach E satisfaisant

1. ∀t ∈ I, (xk(t))k∈N est un sous ensemble relativement compact de E,

2. il existe une fonction c(.) ∈ L1(I) tel que pour presque tout t ∈ I, ‖x′k(t)‖ ≤ c(t).

Alors, il existe une sous suite de (xk)k qu'on note toujours (xk(.)) qui converge vers

une fonction absolument continue x : I → E au sens suivant

i) xk(.) converge uniformément vers x(.) sur les sous ensembles compacts de I,

ii) x′k(.) converge faiblement vers x′(.) dans L1(I, E).
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Chapitre 2
Les ensembles sous-lisses

La classe des ensembles sous-lisses a été introduite en analyse variationnel. Cette

propriété correspond à un comportement variationnel. Dans ce chapitre, nous présen-

tons quelques dé�nitions et propriétes sur les ensembles sous-lisses. Soit C un sous

ensemble fermé d'un espace de Banach E.

2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 2.1.1. [14] On dit que C est sous-lisse au point u0 ∈ C, si pour tout ε > 0

il existe δ > 0 tel que pour tous u1, u2 ∈ B(u0, δ)∩C, et tout ξi ∈ N c
C(ui)∩BE′ , i = 1, 2.

on a

〈ξ1 − ξ2, u1 − u2〉 ≥ −ε‖u1 − u2‖. (2.1)

L'ensemble C est appellé sous-lisse, s'il est sous-lisse en chaque point u0 ∈ C. De plus,

C est appellé uniformement sous-lisse, si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que (2.1) est

satisfaite pour tous u1, u2 ∈ C satisfaisant ‖u1−u2‖ < δ et tout ξi ∈ N c
C(ui)∩BE′ , i =

1, 2.

Remarque 2.1.2. [14] Comme 0 ∈ N c
C(u1) ∩ BE′ , alors il est clair que l'ensemble C

est sous-lisse au point u0 ∈ C (resp. uniformément sous-lisse) si

〈ξ2, u1 − u2〉 ≤ ε‖u1 − u2‖, (2.2)

pour tous u1, u2 ∈ B(u0, δ) ∩ C et ξ2 ∈ N c
C(u2) ∩ BE′ (resp. pour tous u1, u2 ∈ C

satisfaisant ‖u1 − u2‖ < δ et tout ξ2 ∈ N c
C(u2) ∩ BE′).
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2.1. Dé�nitions et propriétés

Exemple 2.1.3. [14]

Tout ensemble convexe fermé de E est uniformément sous-lisse.

La proposition suivante montre qu'une condition plus forte similaire à (1.4) apporte

une nouvelle caractérisation des ensembles sous-lisses.

Proposition 2.1.4. [15] Soit C un sous ensemble fermé de E. Alors, C est sous-lisse

au point u0 ∈ C si et seulement si, pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que

〈ξ, u1 − u2〉 ≤ d(u1, C) + ε‖u1 − u2‖ pour tout u1 ∈ B(u0, δ), (2.3)

pour tout u2 ∈ C ∩B(u0, δ) et tout ξ ∈ N c
C(u2) ∩ BE′ .

Démonstration. Puisque d(u1, C) = 0 pour tout u1 ∈ C, alors (2.3) implique (2.2). Il

su�t donc de montrer la condition su�sante. Supposons que C est sous-lisse au point

u0 ∈ C. Soit ε > 0 et prenons δ > 0 tel que

〈ξ, z − u2〉 ≤
ε

2
‖z − u2‖, pour tout z ∈ C ∩B(u0, 2δ), (2.4)

avec u2 ∈ C ∩B(u0, δ) et ξ ∈ N c
C(u2)∩BE′ . Soient u1 ∈ B(u0, δ), u2 ∈ C ∩B(u0, δ) et

ξ ∈ N c
C(u2) ∩ BE′ . Alors,

d(u1, C) ≤ ‖u1 − u0‖ ≤ δ,

d'où l'existence d'une suite (un)n dans C ∩B(u1, δ) tel que

‖u1 − un‖ → d(u1, C),

donc

‖un − u0‖ ≤ ‖un − u1‖+ ‖u1 − u0‖ ≤ 2δ.

Il découle de (2.4) que

〈ξ, u1 − u2〉 = 〈ξ, u1 − un〉+ 〈ξ, un − u2〉

≤ ‖u1 − un‖+
ε

2
‖un − u2‖

≤ ‖u1 − un‖+
ε

2
(‖un − u1‖+ ‖u1 − u2‖),

passons à la limite lorsque n→∞, on obtient

〈ξ, u1 − u2〉 ≤ d(u1, C) +
ε

2

(
d(u1, C) + ‖u1 − u2‖

)
≤ d(u1, C) + ε‖u1 − u2‖,

ceci montre que la condition su�sante est satisfaite, ce qui achève la démonstration. �
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2.1. Dé�nitions et propriétés

En s'inspirant de la notion d'ensemble sous-lisse, nous introduisons la notion d'équi-

uniformément sous-lisse.

Dé�nition 2.1.5. [14] Soit Q un sous ensemble. On dit que la famille (C(q))q∈Q

d'ensembles fermés de E est équi-uniformément sous-lisse, si pour chaque ε > 0 il existe

δ > 0 tel que (2.1) est valable pour tout q ∈ Q, pour tous u1, u2 ∈ C(q) satisfaisant

‖u1 − u2‖ < δ et tout ξi ∈ N c
C(q)(ui) ∩ BE′ , i = {1, 2}.

Exemple 2.1.6. [14] Soit (Si)i∈I une famille d'ensembles fermés de E. Si les ensembles

Si sont convexes, alors la famille (Si) est équi-uniformément sous-lisse.

En utilisant le sous di�érentiel de la fonction distance de l'ensemble C dans (2.1) au

lieu de la troncature du cône normal de Clarke avec la boule unité fermée, on obtient

la dé�nition suivante

Dé�nition 2.1.7. [11] On dit que l'ensemble fermé C est métriquement sous-lisse au

point u0 si pour chaque ε > 0, il existe un certain δ > 0 tel que (2.1) est valable pour

tous u1, u2 ∈ B(u0, δ) ∩ C et tout ξi ∈ ∂cdC(ui), i = 1, 2.

C est dit métriquement sous-lisse si cette propriété est satisfaite en chaque point C.

Le résultat suivant fait le lien entre les ensembles sous-lisses et d'autres concepts

géométriques classiques.

Dé�nition 2.1.8. [11] Une fonction f : E → R ∪ {+∞} est sous-lisse au point

x0 ∈ domf, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tous x, y ∈ B(x0, δ) avec

x, x∗ ∈ dom ∂cf

f(y) ≥ f(x) + 〈x∗, y − x〉 − ε‖y − x‖.

Remarque 2.1.9. [11] Si f est de classe C1 sur un ensemble ouvert U ⊂ E, alors il

est sous-lisse en tout point de U.

Proposition 2.1.10. [11] Une fonction localement lipschitzienne f est sous-lisse au

point x0 ∈ domf, si et seulement si, l'epigaphe de f est sous-lisse au point u0 =

(x0, f(x0)).

Proposition 2.1.11. [11] Soit C un sous ensemble fermé d'un espace de Hilbert H et

u ∈ C, si C est sous-lisse au point u, alors on a

N F
C (u) = N c

C(u),
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2.1. Dé�nitions et propriétés

et

∂FdC(u) = ∂cdC(u).

Démonstration. Soit ε > 0, comme C est sous-lisse au point u, alors il existe δ > 0

tel que pour tout v ∈ C avec ‖v − u‖ < δ et tout ξ ∈ N c
C(u) ∩ B, on a

〈ξ, v − u〉 ≤ ε‖v − u‖ pour tout v ∈ B(u, δ) ∩ C.

Donc, on obtient ξ ∈ N F
C (u), qui implique N c

C(u) ⊂ N F
C (u). D'autre part, de (1.2) on

a N F
C (u) ⊂ N c

C(u). Alors

N F
C (u) = N c

C(u).

On montre la deuxième égalité. Soit ξ ∈ ∂cdC(u), alors on a ‖ξ‖ ≤ 1 et ξ ∈ N c
C(u)

par (1.5), et d'après la premiére égalité on obtient ξ ∈ N F
C (u), donc ξ ∈ N F

C (u) ∩ B,

ce qui est équivalent à ξ ∈ ∂FdC(u) d'après (1.3). Ainsi, ∂FdC(u) ⊂ ∂cdC(u), d'où

∂cdC(u) = ∂FdC(u) d'après (1.1). �

Proposition 2.1.12. [14] Soit C un sous ensemble d'un espace de Banach (X, ‖.‖)
qui est sous-lisse au point x ∈ C. Alors la multi-application N c

C(.) est sequentiellement

faible* fermée au point x.

Démonstration. Soit (xn)n une suite d'éléments dans C qui converge vers x et (x∗n)n

une suite d'éléments dans X ′ qui converge faiblement* vers x∗ ∈ X ′ avec x∗n ∈ N c
C(xn)

pour tout n ∈ N. Puisque X est un espace de Banach, il existe un réel β > 0 tel que

‖x∗n‖ ≤ β pour tout n ∈ N. Prenons ε > 0, il existe un réel δ > 0 tel que (2.2) est

satisfaite avec β−1ε au lieu de ε. Soit n0 ∈ N tel que pour tout entier n ≥ n0 on a

xn ∈ B(x, δ). Alors, pour chaque entier n ≥ n0 on voit que pour tout y ∈ C ∩B(x, δ)

〈β−1x∗n, y − xn〉 ≤ β−1ε‖y − xn‖,

donc

〈x∗n, y − xn〉 ≤ ε‖y − xn‖,

passons à la limite lorsque n→∞, on obtient

〈x∗, y − x〉 ≤ ε‖y − x‖, pour chaque y ∈ C ∩B(x, δ).

Cela implique que x∗ ∈ N F
C (x), et donc x∗ ∈ N c

C(x), d'où le résultat. �
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2.1. Dé�nitions et propriétés

Lemme 2.1.13. [14] Soit A : X → Y une application linéaire continue entre deux

espaces de Banach X, Y, et soit G : X → Y un application de classe C1 autour du

point x ∈ X.

1. S'il existe un réel s > 0 satisfaisant sBY ⊂ A(BX), alors pour tout x∗ ∈ X ′ et
y∗ ∈ Y ′ avec x∗ = y∗ ◦ A, on a

s‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖.

2. S'il existe un réel s > 0 satisfaisant sBY ⊂ DG(x)(BX), alors pour tout η > 0

il existe un voisinage ouvert U de x tel que pour chaque x ∈ U on a s′BY ⊂
DG(x)(BX), avec s′ := (1 + η)−1s. En particulier, pour tout x ∈ U, x∗ ∈ X ′ et
y∗ ∈ Y ′ avec x∗ := y∗ ◦DG(x) on a

s‖y∗‖ ≤ (1 + η)‖x∗‖.

Démonstration.

1. Fixons x∗ ∈ X ′ et y∗ ∈ Y ′ tel que x∗ = y∗ ◦ A, prenons v ∈ BY et choisissons

u ∈ BX tel que sv = A(u). Notons que

〈y∗, sv〉 = 〈y∗, A(u)〉

= 〈x∗, u〉 ≤ ‖x∗‖,

pour tout v ∈ BY . Donc

s‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖.

2. Posons A := DG(x) et s′ := (1+η)−1s et choisissons un voisinage ouvert convexe

U de x tel que G est de classe C1 avec

‖DG(x)−DG(x)‖ < s− s′, pour tout x ∈ U.

Fixons x ∈ U et posons Λ := DG(x). Alors

s′BY + (s− s′)BY ⊂ A(BX) ⊂ Λ(BX) + (A− Λ)(BX) ⊂ Λ(BX) + (s− s′)BY .

Donc, s′BY ⊂ Λ(BX). Alors, d'après le théorème de l'application ouverte de

Banach, s′BX ⊂ Λ(BX) par conséquent, prenons x∗ ∈ X ′ et y∗ ∈ Y ′ tel que

x∗ = y∗ ◦DG(x), et par suite d'après 1, on trouve que

s′‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖,
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2.1. Dé�nitions et propriétés

d'où

(1 + η)−1s‖y∗‖ ≤ ‖x∗‖,

et donc

s‖y∗‖ ≤ (1 + η)‖x∗‖.

�

Proposition 2.1.14. [14] Soient X, Y deux espaces de Banach et soit G : X → Y

une application de classe C1 autour d'un point x ∈ X avec DG(x) surjective si C est

un ensemble convexe de Y contenant G(x), alors l'ensemble G−1(C) est sous-lisse au

point x.

Démonstration. D'après le théorème de l'application ouverte de Banach, il existe un

réel s > 0 tel que

sBY ⊂ DG(x)(BY ).

Alors, par le Lemme 2.1.13 il existe un voisinage ouvert U de x et un réel γ > 0 tel que

pour chaque x ∈ U, l'application linéaire continue DG(x) est ouverte et ‖y∗‖ ≤ γ‖x∗‖,
pour tout x∗ ∈ X ′ et y∗ ∈ Y ′ et satisfaisant x∗ = y∗ ◦DG(x). Fixons maintenant ε > 0

et choisissons un voisinage ouvert convexe U0 ⊂ U de x tel que

‖DG(x′)−DG(x)‖ ≤ ε

γ
,

pour tous x, x′ ∈ U0. Considérons x, u ∈ U0 ∩ G−1(C) et x∗ ∈ N c
G−1(C)(x) ∩ BX′ , on

sait qu'il existe y∗ ∈ N c
C(G(x)) tel que x∗ = y∗ ◦ DG(x), alors ‖y∗‖ ≤ γ. Puisque

〈y∗, G(u)−G(x)〉 ≤ 0 en déduit que

〈x∗, u− x〉 = 〈y∗, DG(x)(u− x)〉

= 〈y∗, G(u)−G(x)〉 − 〈y∗,
∫ 1

0

(DG(x+ t(u− x))−DG(x))(u− x)dt〉

≤ ‖y∗‖ ×
∫ 1

0

‖DG(x+ t(u− x))−DG(x))‖‖u− x‖dt

≤ ‖y∗‖
( ε
γ

)
‖u− x‖,

donc

〈x∗, u− x〉 ≤ ε‖u− x‖,

ce qui montre que G−1(C) est sous-lisse au point x. �
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2.2. Résultats auxiliaires

Proposition 2.1.15. [14] Soit C un sous ensemble non vide d'un espace de Banach

E et U un ensemble ouvert non vide de E avec U ∩ C 6= ∅. Les assertions suivantes

sont équivalentes

1. L'ensemble C est sous-lisse en chaque point U ∩ C.

2. Pour tout x ∈ U ∩C et tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que (2.1) est satisfaite sur

C ∩B(x, δ) avec ∂cdC(.) à la place de N c
C(.) ∩ BE′ .

Démonstration. La premiére implication est évidente. Pour montrer l'implication

inverse, supposons que l'implication inverse est vraie, on suppose que 2. est satisfaite.

D'après la Proposition 2.1.11, on a pour tout x ∈ C ∩ U

N F
C (x) = N c

C(x), et ∂FdC(x) = ∂cdC(x).

Les deux égalités combinées avec l'égalité

∂FdC(x) = N F
C (x) ∩ BE′ ∀x ∈ C,

nous donnent N c
C(x) ∩ BE′ = ∂cdC(x) pour tout x ∈ C ∩ U. �

2.2 Résultats auxiliaires

Les résultats suivants seront utilisés dans la preuve du théorème principal.

Lemme 2.2.1. [11] Soit E un espace métrique et soit (C(t))t∈E une famille d'ensembles

non vides fermés d'un espace de Hilbert H, qui est équi-uniformément sous-lisse et soit

un réel η > 0. Soit Q ⊂ E et s0 ∈ Q. Alors, les assertions suivantes sont satisfaites

1. Pour tout (s, u) ∈ gphC on a η∂cdC(s)(u) ⊂ ηB.

2. Pour toute suite (sj)j∈J dans Q convergeant vers s0, et toute suite (uj)j∈J conver-

geant vers u ∈ C(s0) dans (H, ‖.‖) avec uj ∈ C(sj) et dC(sj)(y) →
j∈J

0 pour

chaque y ∈ C(s0), et toute suite (ζj)j∈J convergeant faiblement vers ζ avec

ζj ∈ η∂cdC(sj)(uj), on a ζ ∈ η∂cdC(s0)(u).

Démonstration. L'assertion 1. étant évidente d'après (1.5), montrons donc 2. Soit

ε > 0, par la Dé�nition 2.1.5 choisissons δ > 0 tel que pour tout s ∈ E, u1, u2 ∈ C(s)

avec ‖u1 − u2‖ < δ et tout ζi ∈ N c
C(s)(ui) ∩ B

〈ζ1 − ζ2, u1 − u2〉 ≥ −ε‖u1 − u2‖. (2.5)
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2.2. Résultats auxiliaires

Fixons dans Q, (sj)j∈J convergeant dans Q vers s0, et (uj)j∈J convergeant fortement

vers u ∈ C(s0) dans H, avec uj ∈ C(sj) et dC(sj)(y) →
j∈J

0 pour chaque y ∈ C(s0), �xons

aussi (ζj)j∈J convergeant faiblement vers ζ dans H, tel que ζj ∈ η∂cdC(sj)(uj). Puisque

uj ∈ C(sj), alors d'après (1.5) cette dernière inclusion donne η−1ζj ∈ N c
C(sj)

(uj) ∩ B

pour tout j ∈ J . Fixons y ∈ B(u, δ
2
) ∩ C(s0), pour chaque n ∈ N et chaque j ∈ J,

choisissons yj,n ∈ C(sj) tel que

‖yj,n − y‖ ≤ dC(sj)(y) +
1

n
,

donc (yj,n)(j,n)∈J×N est dans H. Puisque

dC(sj)(y) +
1

n
−→

(j,n)∈J×N
0,

on a

‖yj,n − y‖ −→
(j,n)∈J×N

0,

i.e., yj,n −→
(j,n)∈J×N

y fortement dans H, et donc il existe j0 ∈ J et n0 ∈ N tel que pour

tout (j, n) ∈ J × N avec j ≥ j0 et n ≥ n0 on a yj,n ∈ B(u, δ
2
). Posons uj,n := uj pour

tout (j, n) ∈ J × N, évidement uj,n −→
(j,n)∈J×N

u fortement dans H car uj →
j∈J

u.

Alors, on peut supposer aussi que uj,n ∈ B(u, δ
2
) pour tout (j, n) ∈ J × N, avec j ≥ j0

et n ≥ n0, et donc, pour tout (j, n) ∈ J × N, avec j ≥ j0 et n ≥ n0 on a

‖yj,n − u‖ <
δ

2
,

et

‖uj,n − u‖ <
δ

2
.

Posons ζj,n := ζj et sj,n := sj pour tout (j, n) ∈ J × N. (sj,n)(j,n)∈J×N converge vers

s0 et (ζj,n)(j,n)∈J×N converge faiblement vers ζ dans H et η−1ζj,n ∈ N c
C(sj,n)

(uj,n) ∩ B.

D'après la dernière inégalité, pour tout (j, n) ∈ J × N avec j ≥ j0 et n ≥ n0 on a

‖yj,n − uj,n‖ < δ,

avec yj,n, uj,n ∈ C(sj,n) et donc d'après (2.5)

〈0− η−1ζj,n, yj,n − uj,n〉 ≥ −ε‖yj,n − uj,n‖,

ce qui est équivalent à

〈η−1ζj,n, yj,n − uj,n〉 ≤ ε‖yj,n − uj,n‖,
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2.2. Résultats auxiliaires

on peut passer à la limite, donc on trouve que

〈η−1ζ, y − u〉 ≤ ε‖y − u‖,

pour tout y ∈ B(u, δ
2
) ∩ C(s0) et donc η−1ζ ∈ N F

C(s0)
(u). De plus, η−1ζj,n ∈ B, alors

η−1ζ ∈ B, ce qui nous donne

η−1ζ ⊂ N F
C(s0)

(u) ∩ B,

et par suite

η−1ζ ∈ ∂FdC(s0)(u) ⊂ ∂cdC(s0)(u).

Ce qui achève la demonstration de la proposition. �

Grâce au Lemme 2.2.1 et aux propriétés des multi-applications semi-continues su-

périeurement, nous déduisons la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. [11] Soit H un espace de Hilbert et soit {C(t, x) : (t, x) ∈ [0, T ]×
H} une famille d'ensembles non vides fermés de H qui est équi-uniformément sous-lisse

et soit un réel η ≥ 0. On suppose qu'il existe une constante réelle L ≥ 0 et une fonction

continue χ : [0, T ]→ R tels que pour tout vi, ui ∈ H pour i = 1, 2 et s, t ∈ [0, T ]

|d(v1, C(t, u1))− d(v2, C(s, u2))| ≤ ‖v1 − v2‖+ |χ(t)− χ(s)|+ L‖u1 − u2‖.

Alors, les assertions suivantes sont satisfaites

1. Pour tout (s, u, v) ∈ gphC on a η∂cdC(s, u)(v) ⊂ ηB.

2. Pour toute suite (sn) dans [0, T ] convergeant vers s, toute suite (un) convergeant

vers u, toute suite (vn) convergeant vers v ∈ C(s, u) avec vn ∈ C(sn, un), et tout

h ∈ H, on a

lim sup
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)) ≤ σ(h, η∂cdC(s,u)(v)).

Démonstration.

1. Evident grâce au Lemme 2.2.1.

2. Fixons h ∈ H et soient (sn)n, une suite dans [0, T ] qui converge vers (s), (un)n

une suite dans H qui converge vers u, et (vn)n une suite dans C(tn, un) qui

converge vers v ∈ C(s, u). Par extraction d'une sous suite, on peut supposer que

lim sup
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)) = lim
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)).
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2.2. Résultats auxiliaires

Pour tout n. La compacité faible de η∂cdC(sn,un)(vn) assure l'existence de ζn ∈
η∂cdC(sn,un)(vn) tel que

〈h, ζn〉 = σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)),

puisque ‖ζn‖ ≤ η de 1., on peut extraire de (ζn)n une sous suite notée aussi

(ζn)n qui converge faiblement vers ζ dans H. Il en resulte donc que

〈h, ζ〉 = lim
n→∞
〈h, ζn〉

= lim
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn))

= lim sup
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)). (2.6)

Maintenant, observons que pour chaque z ∈ C(s, u)

0 ≤ d(z, C(sn, un)) ≤ d(z, C(s, u)) + |χ(sn)− χ(s)|+ L‖un − u‖.

Puisque (un) et (sn) convergent respectivement vers u et s, alors d(z, C(sn, un))

converge vers 0. D'après le Lemme 2.2.1, on obtient ζ ∈ η∂cdC(s,u)(v). En

utilisant donc la dernière inégalité et (2.6) on trouve que

lim sup
n→∞

σ(h, η∂cdC(sn,un)(vn)) ≤ σ(h, η∂cdC(s,u)(v)).

Ce qui achève la démonstration. �
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Chapitre 3
Résultat d'existence de solutions pour un

problème d'évolution du second ordre

L'objectif principal dans ce chapitre est consacré à l'étude d'existence de solutions

pour une inclusion di�érentielle perturbée du second ordre gouvernée par un cône nor-

mal où la perturbation contient un retard. Étant donné un réel d ≥ 0,

pour tout t ∈ [0, T ] et pour tout y ∈ CH([−d, T ]), on dé�nit l'application Θ de

CH([−d, T ]) dans CH([−d, 0]) par

Θ(t)y(s) := y(t+ s) pour tout s ∈ [−d, 0].

Considérons le problème avec retard suivant

(
Pd

)


ü(t) ∈ −N c
C(t,u(t))(u̇(t)) +G(t,Θ(t)u̇(t),Θ(t)u) p.p. t ∈ [0, T ],

u̇(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [0, T ],

u̇(0) = v0, u(0) = u0,

φ, ϕ ∈ CH([−d, 0]) et u ≡ φ, u̇ ≡ ϕ sur [−d, 0].

Soit H un espace de Hilbert et soient C : [0, T ] × H ⇒ H une multi-application à

valeurs non vides fermées et G : [0, T ] ×H ×H ⇒ H une multi-application à valeurs

non vides convexes fermées tels qu'on a les hypothèses suivantes

(A1) Pour tout ensemble borné A ⊂ H, l'ensemble C([0, T ] × A) est relativement

boule compact dans H, i.e., l'intersection de C([0, T ] × A) avec toute boule

fermée de H est relativement compacte dans H.
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(A2) Il existe une fonction absolument continue χ : [0, T ] → R qui est monotone

croissante, et une constante réelle L ∈]0, 1[, tells que : Pour touts s, t ∈]0, T ] et

tous vj, uj ∈ H (j = 1, 2)

|d(v1, C(t, u1))− d(v2, C(s, u2))| ≤ ‖v1 − v2‖+ χ(t)− χ(s) + L‖u1 − u2‖.

(A3) Pour tout t ∈ [0, T ] et chaque u ∈ H, les ensembles C(t, u) sont équi-

uniformément sous-lisses.

(A4) G(., ., .) est L ([0, T ]) ⊗ B(CH [−d, 0]) ⊗ B(CH [−d, 0]) -mesurable et scalai-

rement semi-continue supérieurement par rapport à y, z ∈ CH([−d, 0]) pour

presque tout t ∈ [0, T ], tel que pour un réel α ≥ 0,

d(0, G(t, y, z)) ≤ α,

pour tout t ∈ [0, T ] et tous y, z ∈ CH([−d, 0]).

Théorème 3.0.1. Soit H un espace de Hilbert. Sous les hypothèses (A1), (A2), (A3),

(A4). et pour tout φ, ϕ ∈ CH([−d, 0]) tel que φ(0) = u0 et ϕ(0) = v0 ∈ C(0, u0), il

existe une W 2,1
H ([−d, 0]) solution u(.) de l'inclusion di�érentielle

(
Pd

)
. Cette solution

satisfait

‖ü(t)‖ ≤ 2α + Lβ + χ′(t) p.p. t ∈ [0, T ],

où

β :=
(
‖ϕ‖∞ + 2αT +

∫ T

0

χ′(s)ds
)

exp(LT ).

Démonstration. On pose

Ψ(t) :=

∫ t

0

(α + Lβ + χ′(s))ds pour tout t ∈ [0, T ], (3.1)

Pour chaque t ∈ [0, T ] et y, z ∈ CH([−d, 0]), soit g(t, y, z) l'élement de norme

minimale de l'ensemble convexe fermé G(t, y, z) de H dé�ni par

g(t, y, z) = ProjG(t,y,z)(0).

D'après (A4) on a

‖g(t, y, z)‖ ≤ α. (3.2)

En utilisant l'hypothèse (A4) une deuxième fois, on trouve que l'application g(., ., .) est

mesurable car la multi application G(., ., .) est mesurable. Donc, pour chaque y, z ∈
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CH [−d, 0], on obtient g(., y, z) ∈ L1
H([0, T ]).

Étape 1 : Construction des suites (vn) et (un).

Considérons, pour tout entier n ≥ 1, une partition de [0, T ] dé�nie par

tni := iτn, i = 0, 1, ..., n,

où

τn :=
T

n
,

Soit un0 := u0 = φ(0) et vn0 := v0 = ϕ(0). Trouver uni , v
n
i , pour i = 1, 2, ..., n, tel que

vni ∈ C(tni , u
n
i ), uni = uni−1 + τnv

n
i−1,

yni−1, z
n
i−1 : [−d, tni−1]→ H,

vni − vni−1 −
∫ tni
tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds ∈ −N c

C(tni ,u
n
i )

(vni ).

(3.3)

Observons d'abord que un1 := u0 + τnv0, et soient yn0 , z
n
0 : [−d, tn0 ] → H, les suites

d'applications dé�nies par

yn0 (t) = ϕ(t) et zn0 (t) = φ(t), pour tout t ∈ [−d, tn0 ].

Comme l'ensemble C(tn1 , u
n
1 ) est boule compact d'après (A2), alors il existe un point

vn1 ∈ ProjC(tn1 ,u
n
1 )

(
v0 +

∫ tn1

tn0

g(s,Θ(tn0 )yn0 ,Θ(tn0 )zn0 )ds

)
,

ce qui est équivalent à

v0 +

∫ tn1

tn0

g(s,Θ(tn0 )yn0 ,Θ(tn0 )zn0 )ds− vn1 ∈ N c
C(tn1 ,u

n
1 )

(vn1 ),

et donc (3.3) est satisfaite.

Soient maintenant, zn1 , y
n
1 : [−d, tn1 ] → H, les suites d'applications continues dé�nies

respectivement, par

zn1 (t) =

φ(t) si t ∈ [−d, tn0 ],

tn1−t
τn
u0 +

t−tn0
τn
un1 si t ∈ [tn0 , t

n
1 ],

et

yn1 (t) =

ϕ(t) si t ∈ [−d, tn0 ],

P n
1 (t) si t ∈ [tn0 , t

n
1 ],
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où

P n
1 (t) :=

Ψ(t)−Ψ(tn0 )

Ψ(tn1 )−Ψ(tn0 )

(
vn1 −

∫ tn1

tn0

g(s,Θ(tn0 )yn0 ,Θ(tn0 )zn0 )ds− v0
)

+ v0 +

∫ t

tn0

g(s,Θ(tn0 )yn0 ,Θ(tn0 )zn0 )ds.

Prenons un2 := u1 + τnv
n
1 . Encore une fois, en raison de la boule compacité de C(tn2 , u

n
2 ),

on a

vn2 ∈ ProjC(tn2 ,u
n
2 )

(
vn1 +

∫ tn2

tn1

g(s,Θ(tn1 )yn1 ,Θ(tn1 )zn1 )ds

)
,

et donc

vn1 +

∫ tn2

tn1

g(s,Θ(tn1 )yn1 ,Θ(tn1 )zn1 )ds− vn2 ∈ N c
C(tn2 ,u

n
2 )

(vn2 ).

Ainsi, (3.3) est satisfaite. On suppose que les points un0 , ..., u
n
n−1 et vn0 , ..., v

n
n−1 ont

éte construits. Par construction, les applications

znn−1, y
n
n−1 : [−d, tnn−1]→ H sont dé�nies respectivement par

znn−1(t) =

φ(t) si t ∈ [−d, tn0 ],

tnk−t
τn
unk−1 +

t−tnk−1

τn
unk si t ∈ [tnk−1, t

n
k ] pour k = 1, ..., n− 1.

(3.4)

et

ynn−1(t) =

ϕ(t) si t ∈ [−d, tn0 ],

P n
k (t) si t ∈ [tnk−1, t

n
k ] pour k = 1, ..., n− 1.

où

P n
k (t) :=

Ψ(t)−Ψ(tnk−1)

Ψ(tnk)−Ψ(tnk−1)

(
vnk −

∫ tnk

tnk−1

g(s,Θ(tnk−1)y
n
k−1,Θ(tnk−1)z

n
k−1)ds− vnk−1

)
+ vnk−1 +

∫ t

tnk−1

g(s,Θ(tnk−1)y
n
k−1,Θ(tnk−1)z

n
k−1)ds.

Supposons aussi que (3.3) est satisfaite pour i = 1, ..., n−1. Pour unn = unn−1+τnv
n
n−1,

la boule compacité de l'ensemble C(tnn, u
n
n), nous donne

vnn ∈ ProjC(tnn,u
n
n)

(
vnn−1 +

∫ tnn

tnn−1

g(s,Θ(tnn−1)y
n
n−1,Θ(tnn−1)z

n
n−1)ds

)
. (3.5)

De maniére équivalente

vnn−1 +

∫ tnn

tnn−1

g(s,Θ(tnn−1)y
n
n−1,Θ(tnn−1)z

n
n−1)ds− vnn ∈ N c

C(tnn,u
n
n)

(vnn).
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Alors, (3.3) est satisfaite pour i = 1, ..., n, et donc la construction des suites {uni : i =

0, ..., n} et {vni : i = 0, ..., n} est obtenue par induction. Dé�nissons maintenant les

applications continues un, vn : [−d, T ]→ H par

un(t) = znn(t), (3.6)

vn(t) = ynn(t). (3.7)

Par conséquent, à partir de (A2) et (3.5), on obtient pour i = 1, ..., n

‖vni − vni−1‖ ≤
∥∥∥∥vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds− vni

∥∥∥∥
+

∫ tni

tni−1

‖g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)‖ds

= d

(
vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds, C(tni , u

n
i )

)
+

∫ tni

tni−1

‖g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)‖ds

≤ d

(
vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds, C(tni−1, u

n
i−1)

)
+ χ(tni )− χ(tni−1) + L‖uni − uni−1‖

+

∫ tni

tni−1

‖g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)‖ds.

En utilisant (A4) on obtient

‖vni − vni−1‖ ≤
∫ tni

tni−1

(2α + χ′(s))ds+ Lτn‖vni−1‖,

et

‖vni ‖ ≤ ‖vni−1‖+

∫ tni

tni−1

(2α + χ′(s))ds+ Lτn‖vni−1‖

≤ ‖vni−2‖+

∫ tni

tni−2

(2α + χ′(s))ds+ Lτn‖vni−2‖+ Lτn‖vni−1‖

≤ ‖vni−3‖+

∫ tni

tni−3

(2α + χ′(s))ds+ Lτn‖vni−3‖+ Lτn‖vni−2‖+ Lτn‖vni−1‖.

Par itération, il en résulte que

‖vni ‖ ≤ ‖ϕ(0)‖+

∫ tni

0

(2α + χ′(s))ds+ Lτn

i−1∑
k=0

‖vnk‖

≤ A+ Lτn

i−1∑
k=0

‖vnk‖,
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où A := ‖ϕ‖∞ +
∫ T
0

(2α + χ′(s))ds. D'après le lemme de Gronwall, on obtient

‖vni ‖ ≤ A exp

(
i−1∑
k=0

Lτn

)
= A exp(Ltni ) ≤ β, ∀i = 0, ..., n. (3.8)

De plus, d'après (3.1) on a, pour i = 1, ..., n∥∥∥∥vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds− vni

∥∥∥∥
= d

(
vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds, C(tni , u

n
i )

)
≤ d

(
vni−1 +

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds, C(tni−1, u

n
i−1)

)
+ χ(tni )− χ(tni−1) + Lτn‖vni−1‖

≤
∫ tni

tni−1

‖g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)‖ds+

∫ tni

tni−1

χ′(s)ds+ Lτnβ

≤
∫ tni

tni−1

(α + χ′(s) + Lβ)ds = Ψ(tni )−Ψ(tni−1). (3.9)

Étape 2 : Convergence des suites d'application (un) et (vn).

Dans cette étape on note yn et xn la restriction de un et vn à [0, T ], respectivement,

i.e., yn ≡ un|[0,T ] et xn ≡ vn|[0,T ].

D'après (3.6) et (3.7), on a pour presque tout t ∈ [tni−1, t
n
i ] et i = 1, ..., n

ẏn(t) =
uni − uni−1

τn
= vni−1 ∈ C(tni−1, u

n
i−1),

et

ẋn(t) = (pni )′(t) = g(t,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1) +

Ψ′(t)

Ψ(tni )−Ψ(tni−1)

×
(
vni −

∫ tni

tni−1

g(s,Θ(tni−1)y
n
i−1,Θ(tni−1)z

n
i−1)ds− vni−1

)
. (3.10)

Posons

θn(t) =

t
n
i si t ∈ [tni−1, t

n
i [,

T si t = T.
(3.11)

δn(t) =

t
n
i−1 si t ∈ [tni−1, t

n
i [,

tnn−1 si t = T.
(3.12)
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De plus, il est facile de voir que les suites (θn(.)) et (δn(.)) convergent uniformément

dans [0, T ] vers t lorsque n→∞. En e�et, pour chaque t ∈ [0, T ], nous avons

|θn(t)− t| ≤ |tni − tni−1| =
T

n
,

et

|δn(t)− t| ≤ |tni − tni−1| =
T

n
,

alors

θn(t)→ t et δ → t lorsque n→∞.

Combinons (3.3), (3.6), (3.7), (3.10), (3.11) et (3.12), on obtient, pour presque tout

t ∈ [0, T ],

ẋn(t)− g(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un) ∈ −N c
C(θn(t),yn(θn(t)))(xn(θn(t))). (3.13)

En tenant compte de (3.1), (3.9) et (3.10), il s'ensuit que pour presque tout t ∈ [0, T ].

‖ẋn(t)− g(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un)‖ ≤ Ψ′(t), (3.14)

et d'après la condition (A4)

‖ẋn(t)‖ ≤ Ψ′(t) + α := m(t). (3.15)

Ainsi, xn(.) est absolument continue sur [0, T ], en particulier

‖xn(t)‖ ≤ ‖ϕ(0)‖+

∫ t

0

m(s)ds ≤ ‖ϕ(0)‖+

∫ T

0

m(s)ds =: γ. (3.16)

D'autre part, d'après (3.4) et (3.6), pour chaque t ∈ [tni−1, t
n
i ] et i = 1, ..., n, on a

yn(t) =
tni − t
τn

uni−1 +
t− tni−1
τn

uni

=
tni − t
τn

uni−1 +
t− tni−1
τn

(uni−1 + τnv
n
i−1)

= uni−1 + (t− tni−1)vni−1,

par itération, on trouve que

yn(t) = φ(0) +

∫ t

0

xn(δn(s))ds. (3.17)

De plus, à partir de (3.8)

‖yn(t)‖ ≤ ‖φ(0)‖+

∫ t

0

‖xn(δn(s))‖ds

≤ ‖φ(0)‖+ βT =: η. (3.18)
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Fixons maintenant t ∈ [0, T ], en utilisant (A2), (3.8), (3.15) et (3.17) on obtient

d(xn(t), C(t, yn(t))) ≤ d(xn(θn(t)), C(θn(t), yn(θn(t)))) + ‖xn(t)− xn(θn(t)‖

+ χ(θn(t))− χ(t) + L‖yn(t)− yn(θn(t)‖

≤
∫ θn(t)

t

(m(s) + χ′(s) + Lβ)ds.

Comme θn(t) convergence vers t, on trouve que

d(xn(t), C(t, yn(t))) −→
n→∞

0. (3.19)

Ce qui implique xn(t) = cn(t) + en(t) avec cn(t) ∈ C(t, yn(t)) et en(t) → 0 lorsque

n → ∞. Il existe un réel ρ > 0 tel que ‖en(t)‖ ≤ ρ pour tout n ∈ N. Il en résulte de

(3.16) et (3.18) que

cn(t) ∈ C(t, yn(t)) ∩ (ρ+ γ)B ⊂ C([0, T ]× ηB) ∩ (ρ+ γ)B.

Donc, l'ensemble {cn(t) : n ∈ N} est relativement compact dans H, en tenant compte

de (A1), et en utilisant la convergence de en(t) → 0, on obtient la compacité relative

de {xn(t) : n ∈ N}. Observons que
∫
A
m(t)dt → 0, lorsque λ(A) → 0, où λ désigne la

mesure de Lebesgue, alors pour tout ε ≤ 0, il existe δ > 0 tel que
∫
A
m(t)dt < ε dès

que λ(A) < δ. De plus, d'après (3.15),

‖xn(t)− xn(s)‖ ≤
∫ t

s

m(τ)dτ.

Alors la suite d'applications xn(.) est équi-continue sur [0, T ]. En utilisant le théorème

d'Arzelà-Ascoli, {xn : n ∈ N}, est relativement compact dans CH([0, T ]). Par consé-

quent, on peut extraire de (xn) une sous suite notée aussi (xn) qui converge vers une

application absolument continue x : [0, T ]→ H au sens suivant

xn −→
n→∞

x fortement dans CH([0, T ]),

ẋn −→
n→∞

ẋ faiblement dans L1
H([0, T ]).

En utilisant (3.17) et la convergence uniforme de δn(.), on trouve que, pour tout t ∈
[0, T ], on a

‖yn(t)− y(t)‖ ≤
∫ T

0

‖xn(δn(s))− x(s)‖ds −→
n→∞

0,
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où y(t) := φ(0) +
∫ t
0
x(s)ds, et donc yn convergence fortement vers y dans CH([0, T ]).

Dé�nissons les applications u et v dans CH([−d, T ]) en posant

u(t) =

φ(t) si t ∈ [−d, 0],

y(t) si t ∈ [0, T ].

v(t) =

ϕ(t) si t ∈ [−d, 0],

x(t) si t ∈ [0, T ].

Alors, les suites (un(.)) et (vn(.)) convergent uniformément sur [−d, T ] vers u(.) et v(.),

respectivement. Grâce à (3.19), la fermeture de C(t, y(t)) et la convergence uniforme

de (xn, yn) vers (x, y), on obtient x(t) ∈ C(t, y(t)) pour tout t ∈ [0, T ].

Montrons maintenant que Θ(δn(t))vn converge fortement dans CH([−d, 0]) vers Θ(t)v.

De�nissons tout d'abord le module de continuité d'une fonction f dé�nie sur un inter-

valle I de R par

Λ(f, I, ε) := sup{‖f(t)− f(s)‖ : s, t ∈ I, |t− s| ≤ ε}.

Donc

‖Θ(δn(t))vn −Θ(t)vn‖∞ = sup
s∈[−d,0]

{‖vn(δn(t) + s)− vn(t+ s)‖, t ∈ [0, T ], |δn(t)− t| < τn}

≤ Λ(vn, [−d, T ], τn)

≤ Λ(ϕ, [−d, 0], τn) + Λ(xn, [0, T ], τn).

Posons Φ(t) = ‖ϕ(0)‖ +
∫ t
0
m(s)ds alors ‖xn(t)‖ ≤ Φ(t). En tenant compte de (3.16),

on en déduit que

‖Θ(δn(t))vn −Θ(t)vn‖∞ ≤ Λ(ϕ, [−d, 0], τn) + Λ(Φ(t), [0, T ], τn).

Comme ϕ et Φ sont uniformément continues sur [−d, 0] et [0, T ] respectivement, alors

‖Θ(δn(t))vn −Θ(t)vn‖∞ −→
n→∞

0.

En utilisant la convergence uniforme de vn vers v sur [−d, T ], on obtient

Θ(δn(t))vn −→
n→∞

Θ(t)v fortement dans CH([−d, 0]).
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De même on obtient

Θ(δn(t))un −→
n→∞

Θ(t)u fortement dans CH([−d, 0]).

Étape 3 :u(.) est une solution de
(
Pd

)
Montrons que l'application u(.) est une solution de

(
Pd

)
. Posons,

qn(t) = g(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un) pour tout t ∈ [0, T ].

Comme ‖g(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un)‖ ≤ α pour tout n ∈ N et t ∈ [0, T ], il existe une

sous suite de (qn) (notée aussi (qn)), qui converge faiblement vers q(.) dans L1
H([0, T ]),

avec ‖q(t)‖ ≤ α p.p t ∈ [0, T ].

En utilisant le fait que (qn) et (ẋn) convergent faiblement dans L1
H([0, T ]), vers q(.)

et ẋ(.) respectivement, et d'après le lemme de Mazur, il existe une suite (ζn, ξn) qui

converge fortement dans L1
H×H([0, T ]) vers (−ẋ+ q, q) avec

ζn(.) ∈ co{−ẋk(.) + qk(.) : k ≥ n} et ξn(.) ∈ co{qk(.) : k ≥ n}.

Par extraction d'une sous suite, on peut supposer que (ζn(.), ξn(.)) converge presque

partout vers (−ẋ(.) + q(.), q(.)), donc il existe un ensemble négligeable S ⊂ [0, T ] tel

que pour chaque t ∈ [0, T ]\S, (ζn(t), ξn(t)) converge fortement dans H vers (−ẋ(t) +

q(t), q(t)).

Par conséquent, pour presque tout t ∈ [0, T ],

−ẋ(t) + q(t) ∈ ∩
n
co{−ẋk(t) + qk(t) : k ≥ n} et q(t) ∈ ∩

n
co{qk(t) : k ≥ n}.

Il en résulte de (3.13) que, pour tout n ∈ N, pour tout t ∈ [0, T ]\S, et pour tout h ∈ H,
on a

〈h,−ẋn(t) + qn(t)〉 ≤ σ(h,Ψ′(t)∂cdC(θn(t),yn(θn(t)))(xn(θn(t)))),

et

〈h, qn(t)〉 ≤ σ(h,G(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un)).

Alors, pour presque tout t ∈ [0, T ] et pour chaque h ∈ H, on a

〈h,−ẋ(t) + q(t)〉 ≤ inf
n

sup
k≥n
〈h,−ẋk(t) + qk(t)〉,

〈h, q(t)〉 ≤ inf
n

sup
k≥n
〈h, qk(t)〉.
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Il s'ensuit de (1.3), (3.13) et (3.14) que

〈h,−ẋ(t) + q(t)〉 ≤ Ψ′(t)lim sup
n→∞

σ(h, ∂cdC(θn(t),yn(θn(t)))(xn(θn(t)))),

〈h, q(t)〉 ≤ lim sup
n→∞

σ(h,G(t,Θ(δn(t))vn,Θ(δn(t))un)).

Puisque pour tout h ∈ H et pour presque tout t ∈ [0, T ], la fonction réelle (y, z) →
σ(h,G(t, y, z)) est semi-continue supérieurement alors d'après la Proposition 2.2.2, on

a pour presque tout t ∈ [0, T ],

〈h,−ẋ(t) + q(t)〉 ≤ Ψ′(t)σ(h, ∂cdC(t,y(t))(x(t))),

〈h, q(t)〉 ≤ σ(h,G(t,Θ(t)v,Θ(t)u)).

Ceci assure d'après (1.5) que

−ẋ(t) + q(t) ∈ Ψ′(t)∂cdC(t,y(t))(x(t)) ⊂ N c
C(t,y(t))(x(t)),

q(t) ∈ G(t,Θ(t)v,Θ(t)u).

Par conséquent, on obtient

ẋ(t) ∈ −N c
C(t,y(t))(x(t)) +G(t,Θ(t)v,Θ(t)u) p.p. t ∈ [0, T ],

et

‖ẋ(t) + q(t)‖ ≤ Ψ′(t) p.p. t ∈ [0, T ].

Ce que achève la démonstration du théorème. �
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d'existence pour le processus de Ra�e

du second ordre gouverné par le cône normal de Clarke d'un ensemble qui est unifor-

mément sous-lisse et une perturbation non nécessairement bornée à valeurs convexes

fermées contenant un retard dans un espace de Hilbert. On travaille avec des propriétés

appartenant à la classe d'ensembles sous-lisse et on utilise des propriétés de compacité

et de topologie faible.
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