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Département de Mathématiques
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2 Étude mathématique d’équation de Richards 10

2.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3 Problème discret 17

ii



TABLE DES MATIÈRES
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QUELQUES NOTATIONS GÉNÉRALES

i.e. c’est-à-dire

p.p. presque partout

∀ pour tout

µ(·) la mesure de Lebègue

T temps fixé, T > 0

v un vecteur ; i.e. v = (v1, · · · vd)
· produit scalaire de deux vecteurs

∇ gradient ; i.e.∇v =
(
∂v
∂x1
, · · · , ∂v

∂xd

)
∇ · v divergence d’un vecteur ; i.e.∇ · v =

d∑
i=1

∂vi
∂xi

n vecteur normal extérieur à ∂Ω

X, Y deux espaces de Hilbert

E espace de Banach

E ′ espace dual de E



INTRODUCTION

L’équation de Richards est l’une des nombreux modèles non linéaires de l’écoulement

d’un fluide à travers un milieu poreux. Ce modèle, introduit pour la première fois par Lo-

renzo Richards en 1931, est utilisé largement dans les sciences physiques pour modéliser

l’écoulement des fluides à travers des matériaux poreux non saturés.

L’équation suivante

∂tΘ̃(hω)−∇ ·
(
Θ(hω)

)
∇(hω + z) = 0, (1)

modélise l’écoulement d’un fluide mouillant, principalement de l’eau, dans la surface sou-

terraine, donc dans un milieu non saturé, voir L.A. Richards [25] pour l’introduction de ce

type de modèles. Contrairement aux systèmes de Darcy ou de Brinkman (voir [24] pour

tous ces modèles), cette équation est hautement non linéaire : Cela découle du fait que, en

raison de la présence d’air au-dessus de la surface, le milieu poreux n’est que partiellement

saturé d’eau. En effet, ce modèle est dérivée en combinant l’équation généralisée de Darcy

qω = −Kω

(
Θ(hω)

)
∇(hω + z),

avec la loi de conservation de masse

∂tΘ̃(hω) +∇ · qω = 0,

en désignant par qω le flux d’eau (aussi appelée vitesse de Darcy). L’inconnu est la hauteur

de pression hω, où l’indice ω signifie ”eau”. Les coefficients sont la teneur en eau Θ et une

perturbation de celle-ci notée Θ̃, le terme de perméabilité Kω ici censé être scalaire, et

v



Introduction

la hauteur par rapport à la direction gravitationnelle, désigné par z. Nous nous référons

à [4] pour les valeurs physiques de ces coefficients utilisés dans les expériences numériques.

L’argument clé pour l’analyse du problème (1) est d’utiliser le changement d’inconnues

de Kirchhof. Après ça transformation, la nouvelle équation correspond au cadre général

proposé dans [3]. Ainsi, l’existence et l’unicité d’une solution à cette équation lorsqu’elle

est fournie avec une condition initiale.

Un grand nombre d’articles traitent des discrétisations des problèmes similaires, voir

par exemple [16] et [17] pour la discrétisation par la méthode des éléments finis et aussi

[15] pour une discrétisation par la méthode des volumes finis. Plus récemment, plusieurs

discrétisations de l’équation de Richards ont été proposée, voir pa exemple [5, 23, 26]. La

plupart d’entre elles reposent sur une formulation mixte de l’équation précédente, où le

flux qω est introduit comme seconde inconnue. Nous rappelons cette formulation mixte et

son caractère bien posé.

Le problème (1) est généralement discrétisé en temps par le schéma implicite d’Euler,

on utilise aussi ce schéma pour ses simplicité. Cependant, il semble qu’aucune discrétisation

spectrale de ce problème n’ait été envisagée jusqu’à 2018.

Nous utilisons ici le changement d’inconnues de Kirchhof suivant :

x 7→ K(x) =

∫ x

0

Kω(Θ(s))ds.

En effet, en fixant

u = K(hω), b(u) = Θ ◦K−1(u), k ◦ b(u) = Kω ◦ Θ ◦K−1(u),

on obtient le problème suivant qui est équivalent à (1)

α∂tu+ ∂tb(u)−∇ · (∇u+ k ◦ b(u)ez) = 0 dans Ω×]0, T [. (2)

L’objectif de ce mémoire est de détailler quelques parties de l’article [1], en particulier

la partie concernant l’étude d’une discrétisation combinant le schéma d’Euler en temps

et une méthode spectrale en espace du problème continu ainsi que l’estimation d’erreur à

priori. A noter que les méthodes spectrales sont des méthodes de Galerkin avec intégration
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Introduction

numérique pour plus de détails voir [6, 7, 8, 9].

Ce mémoire est structuré de la façon suivante :

Dans le premier chapitre, nous donnons les principales propriétés des espaces de So-

bolev [2] et quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Ensuite nous donnons les principales

estimations d’erreur d’interpolation polynômiale aux nœuds de la formule de quadrature

de Gauss-Lobatto en normes des espaces de Sobolev usuels sur ]− 1, 1[d [6] [9].

Dans le deuxième chapitre, nous commençons par la présentation de l’équation de Ri-

chards. Nous écrivons ensuite la formulation variationnelle du problème aux limite associé

et nous montrons aussi existence d’une formulation mixte équivalente à ce problème.

Dans le troisième chapitre, nous proposons une semi-discrétisation en temps, par un

schéma d’Euler implicite d’ordre un. C’est une méthode numérique pour résoudre par

approximation des équations différentielles du premier ordre avec un condition initiale.

Puis nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution du problème semi-discret obtenu

et nous établissons des estimations de stabilité de la solution. On termine ce chapitre par

l’étude du problème discrétisé en espace par une méthode spectrale. Nous prouvons aussi

que le problème discret est bien posé.

L’objet du dernier chapitre est l’analyse d’erreur a priori par application du théorème

dû à Brezzi, Rappaz et Raviart [12].

vii



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques nécessaires pour une

bonne compréhension de l’étude du problème traité dans ce mémoire. Les preuve des

théorèmes et propositions de ce chapitre se trouvent dans les références [2, 14, 21, 19, 27,

10, 18, 20].

1.1 Espaces de Sobolev

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de l’espace dans

lequel on se place. Le symbole ∂ suivi d’un nom d’ouvert, désigne sa frontière.

Dans la suite, on note Ω un ouvert borné lipschitzien de Rd. On note x le point

générique de Ω, et (x1, ..., xd) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Le-

besgue dans Rd, que l’on écrit soit dx soit dx1, ..., dxd.

On rappelle que D(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à sup-

port compact dans Ω, et que D(Ω) désigne l’espaces des restrictions à Ω des fonctions

indéfiniment différentiables à support compact dans Rd. Le dual D′(Ω) de D(Ω) est l’es-

pace des distributions sur Ω. On introduit également C0(Ω) l’espaces des fonctions conti-

nues sur Ω.

On note maintenant pour un nombre p supérieur ou égal à 1 l’espace

Lp(Ω) =
{
v mesurable dans Ω

∫
Ω

|v(x)|pdx < +∞
}
,

1



1.1. Espaces de Sobolev

muni de la norme

‖v‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

.

En particulier pour p = 2, L2(Ω) l’espace des fonctions v mesurables telles que∫
Ω

v2(x) dx < +∞.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

On note ‖ · ‖L2(Ω) la norme

‖v‖L2(Ω) =
(∫

Ω

v2(x) dx
) 1

2
.

On sait que l’espace L2(Ω) contient les deux espaces D(Ω) et D(Ω) comme sous-espaces

denses, et que l’espace L2(Ω) est contenu dans l’espace D′(Ω). Le produit de dualité entre

les espaces D(Ω) et D′(Ω) étant alors une extension du produit scalaire dans L2(Ω).

La théorie des distributions permet de définir, pour les fonctions de L2(Ω), des dérivées

d’ordre quelconque à valeurs dans D′(Ω).

On introduit l’espace L∞(Ω) suivant :

L∞(Ω) ={f mesurable dans Ω telle qu’il existe une constanteC ≥ 0

vérifiant|f(x)| ≤ C p.p.sur Ω},

muni de la norme

‖v‖L∞(Ω) = inf{C; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

Définition 1.1.1. Pour tout entier m ≥ 0, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) de la

façon suivante :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m},

muni de la norme

‖v‖Hm(Ω) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αv)2(x) dx
) 1

2
. (1.1)

Il est facile de vérifier que l’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire associé à la norme (1.1) :

(u, v)1,Ω =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αu)(x)(∂αv)(x) dx
)
.

Une autre propriété fondamentale est rappelée dans le lemme suivant :

2



1.1. Espaces de Sobolev

Lemme 1.1.1. Pour tout entier positif m, l’espace D(Ω) est dense dans Hm(Ω).

Ce résultat conduit à la définition suivante :

Définition 1.1.2. Soit m un entier positif. On note Hm
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D(Ω)

dans l’espace Hm(Ω).

L’espace Hm
0 (Ω) est donc un sous-espace fermé de Hm(Ω).

On rappelle maintenant un résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-

Friedrichs.

Lemme 1.1.2 (Inégalité de Poincaré-Friedrichs). Il existe une constante positive C

ne dépendant que de la géométrie de Ω telle que toute fonction v de H1
0 (Ω) vérifie

‖v‖L2(Ω) ≤ C
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v
∂xj

)2
(x) dx

) 1
2
. (1.2)

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.1.3. La semi norme

|v|H1(Ω) =
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v
∂xj

)2
(x) dx

) 1
2

(1.3)

est une norme sur l’espace H1
0 (Ω), équivalente à la norme ‖ · ‖H1(Ω).

Notation 1.1.1. Soit E un espace de Banach séparable de norme ‖·‖E. on note C0(Ω;E)

l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans E.

On notera L2(Ω, E) l’espace des fonctions définies de Ω dans E telles que la fonction :

v 7→ ‖v‖E appartienne à L2(Ω). Pour tout entier m ≥ 0, on désigne par Hm(Ω, E)

l’espace des fonctions de L2(Ω, E) dont toutes les dérivées partielles d’ordre ≤ m sont

dans L2(Ω, E), on définit Hm
0 (Ω, E) comme l’adhérence dans Hm(Ω, E) des fonctions

indéfiniment différentiables de Ω dans E à support compact dans Ω, et H−m(Ω, E) comme

son dual. Les espaces Hm(Ω, E) sont munis de la norme

‖v‖Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

et de la semi norme

|v|Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|=m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

3



1.2. L’espace H(div,Ω)

Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note H−m(Ω) le dual de Hm
0 (Ω) et on le

munit de la norme duale :

‖f‖−m,Ω = sup
v∈Hm

0 (Ω)

< f, v >

| v |m,Ω
, (1.4)

où < ·, · > désigne le produit de dualité entre Hm
0 (Ω) et son dual.

1.2 L’espace H(div,Ω)

1.2.1 Opérateur de traces

La caractérisation des espaces Hm
0 (Ω) s’effectue au moyen du théorème de traces, que

l’on trouve démontré dans Grisvard [19]. On suppose que l’ouvert Ω étant assez régulier, il

existe en presque tout point de la frontière ∂Ω, un vecteur unitaire normal à ∂Ω et dirigé

vers l’extérieur de Ω, que l’on note n.

Théorème 1.2.1. L’application γ0 : u ∈ D(Ω) 7→ γ0(u) = u|∂Ω ∈ L2(∂Ω) se prolonge de

manière unique, et de façon continue à l’espace de Sobolev H1(Ω). On appelle l’opérateur

γ0 ainsi obtenu : l’application de traces.

l’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur L2(∂Ω). L’image de γ0 est un espace de Sobolev

fractionnaire appelé H
1
2 (∂Ω) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

‖v‖
H

1
2 (∂Ω)

= inf{‖u‖H1(Ω), u ∈ H1(Ω), γ0u = v}.

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu R0 : H
1
2 (∂Ω) → H1(Ω), dit

de relèvement, qui vérifie γ0 ◦R0 = Id∂Ω.

1.2.2 L’opérateur de divergence

Définition 1.2.1. L’opérateur de divergence appliqué à un champ de vecteurs v de com-

posantes (vx, vy) en dimension d = 2 et (vx, vy, vz) en dimension d = 3, est défini lorsque

v est de classe C1 par la formule

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

en dimension d = 2,

et

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

en dimension d = 3.

4



1.3. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Nous pouvons étendre la définition de la divergence à un élément quelconque v de D′(Ω)d

par les formules de dualité suivantes :

∀ϕ ∈ D(Ω), < ∇ · v, ϕ >= − < vx,
∂ϕ

∂x
> − < vy,

∂ϕ

∂y
> en dimension d = 2,

∀ϕ ∈ D(Ω), < ∇·v, ϕ >= − < vx,
∂ϕ

∂x
> − < vy,

∂ϕ

∂y
> − < vz,

∂ϕ

∂z
> en dimension d = 3.

On est alors en mesure d’introduire l’espace H(div,Ω) comme le domaine de l’opérateur

de divergence dans L2(Ω)d, plus précisément comme

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)d;∇ · v ∈ L2(Ω)}.

On le munit da la norme de graphe

‖v‖H(div,Ω)= (‖v‖2
L2(Ω)d+‖∇ · v‖

2
L2(Ω))

1
2 ,

et on note que c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé à cette norme .

Lemme 1.2.1. Pour v dans H(div,Ω), alors v · n est définit dans H−
1
2 (∂Ω), et on a la

formule de Green,

∀ϕ ∈ H1(Ω),

∫
Ω

v · ∇ϕ+

∫
Ω

∇ · vϕdx =

∫
∂Ω

v · nϕdx. (1.5)

1.3 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer quelques définitions, théorèmes et proposi-

tions qui sont importants pour la suite.

Définition 1.3.1. Soit G : Lp(Ω) 7→ Lp(Ω) une application. Nous disons que la fonction G

est lipschitzienne dans Lp(Ω) si elle vérifie, pour tout (f, g) ∈ Lp(Ω)2, l’inégalité suivante :

‖G(f)−G(g)‖Lp(Ω) ≤ c‖f − g‖Lp(Ω).

Théorème 1.3.1. Soit d = 2. Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière ∂Ω, l’injection

continue de H1(Ω) dans Lq(Ω), où 1 ≤ q ≤ ∞, est compacte.

Si la dimension d = 3, l’injection continue de H1(Ω) dans Lq(Ω) est vérifiée pour 1 ≤
q ≤ 6 et est compacte pour 1 ≤ q < 6.

5



1.3. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Théorème 1.3.2. Soit m un entier positif. L’espace Hm(Ω) est inclus, avec injection

continue dans l’espace des fonctions continues sur Ω si et seulement si

2m > d. (1.6)

Définition 1.3.2. Soit E un espace de Banach et E ′ le dual topologique de E

(i) Convergence faible. Soient (un)n∈N ⊂ E et u ∈ E. On dit que un → u faible-

ment dans E lorsque n→∞ si T (un)→ T (u) pour tout T ∈ E ′.

(ii) Convergence forte. Une suite (un)n∈N ⊂ E converge fortement vers u ∈ E si la

suite (‖un − u‖)n∈N tends vers 0 lorsque n→∞.

Théorème 1.3.3 (Théorème de point fixe de Brouwer). Soit X un espace de Hilbert

de dimension finie muni d’un produit scalaire noté (·, ·) auquel on associe la norme | · |.
Soit Φ une application continue de X dans X qui vérifie la propriété suivante :

Il existe un réel µ strictement positif tel que (Φ(f), f) ≥ 0 pour tout f dans X avec

|f | = µ. Alors, il existe un élément f0 dans X tel que Φ(f0) = 0 et |f0| ≤ µ.

Théorème 1.3.4. Soient (E, ‖·‖E), (F, ‖·‖F ) deux espaces vectoriels normés, alors E×F
est un espace vectoriel normé muni de la norme‖·‖E×F , définie par :

∀u = (u1, u2) ∈ E × F, ‖u‖E×F = (‖u1‖2
E + ‖u2‖2

F )
1
2 .

Théorème 1.3.5 (Inégalité de Hölder). Soit Ω un ouvert de Rd, et

1 ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ s ≤ ∞ et 1 ≤ t ≤ ∞ tels que 1
r

+ 1
s

= 1
t
. Alors

∀f ∈ Lr(Ω),∀g ∈ Ls(Ω), f.g ∈ Lt(Ω)

et

‖fg‖Lt(Ω) ≤ ‖f‖Lr(Ω)‖g‖Ls(Ω). (1.7)

Remarque 1.3.1. Cette inégalité devient l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour r = s = 2

et t = 1.

Lemme 1.3.1 (Lemme de Grönwall). Soit k une fonction intégrable et positive presque

partout sur l’intervalle ]0, T [. Soit C ≥ 0 une constante et ϕ dans C0(]0, T [) une fonction

vérifiant l’inégalité :

∀t ∈ [0, T ], 0 ≤ ϕ(t) ≤ C +

∫ T

0

k(s)ϕ(s)ds. (1.8)

Alors, ϕ est majorée par :

∀t ∈ [0, T ], ϕ(t) ≤ C exp
(∫ T

0

k(s)ds
)
. (1.9)
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1.4. Outils de la méthode spectrale

On réfère à [28, Thm 21.1], pour la démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz.

Théorème 1.3.6 (Théorème de Cauchy-Lipschitz). Supposons que [t1, t2] est un

intervalle compact d’intérieur non vide et que f est une application continue de [t1, t2]×Rd

dans Rd qui vérifie la propriété suivante, il existe une constante L telle que

∀t ∈ [t1, t2],∀v, w ∈ Rd, |f(t, v)− f(t, w)| ≤ L|v − w|.

Ici | · | désigne une norme quelconque sur Rd. Alors quel que soient t0 dans [t1, t2] et u0

dans Rd, il existe une unique fonction u continûment différentiable de [t1, t2] dans Rd et

qui vérifie ∂tu(t) = f(t, u(t)),

u(t0) = u0.

Définition 1.3.3. L’opérateur A : X → Y est appelé monotone si pour tous x, y ∈ X,

on a

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ 0. (1.10)

Lemme 1.3.2. Soient E et F deux espaces de Banach, soit L ∈ L(E,F ) un isomorphisme

et G ∈ L(E,F ). Si ‖G‖ < 1

‖L−1‖
, alors, L−G est un isomorphisme, et

‖L−G‖−1≤ L−1

1− ‖L−1‖‖G‖

1.4 Outils de la méthode spectrale

Les preuves des théorèmes et propositions de cette section se trouvent dans les références

de base suivantes : [7], [6] et [8].

On considère le domaine Ω égal au carré ou au cube ]− 1, 1[d, d = 2 ou 3.

Notation 1.4.1. Pour tout entier n ≥ 0, on définit Pn comme l’espace des polynômes

sur R à valeurs dans R de degré ≤ n. On note Pn(Ω) l’espace des restrictions à Ω des

polynômes à valeurs dans R et de degré ≤ n par rapport à chaque variable.

1.4.1 Formule de Gauss-Lobatto

Définition 1.4.1. On rappelle la formule de Gauss-Lobatto sur l’intervalle ] − 1, 1[ : il

existe un unique ensemble de N + 1 nœuds ξj, 0 ≤ j ≤ N , avec ξ0 = −1 et ξN = 1, et un

7



1.4. Outils de la méthode spectrale

unique ensemble de N + 1 poids ρj, 0 ≤ j ≤ N , tel que

∀Φ ∈ P2N−1(−1, 1),

∫ 1

−1

Φ(ζ) dζ =
N∑
j=0

Φ(ξj)ρj. (1.11)

Cette formule de quadrature n’est pas exacte sur P2N(−1, 1), donc elle n’est pas exacte

pour la norme L2(−1, 1) des polynômes de PN(−1, 1). En revanche, on a les relations

suivantes (voir [9]) :

Corollaire 1.4.1. Pour tout ϕN dans PN(−1, 1), on a

‖ϕN‖2
L2(−1,1) ≤

N∑
j=0

ϕN(ξj)
2ρj ≤ 3‖ϕN‖2

L2(−1,1). (1.12)

Définition 1.4.2. La grille de Gauss-Lobatto est donnée par

ΣN =

 {x = (ξi, ξj), 0 ≤ i, j ≤ N} pour d = 2,

{x = (ξi, ξj, ξk), 0 ≤ i, j, k ≤ N} pour d = 3.
(1.13)

On définit le produit discret pour toutes fonctions continues u et v sur Ω par

(u, v)N =


N∑
i=0

N∑
j=0

u(ξi, ξj)v(ξi, ξj)ρiρj si d = 2,

N∑
i=0

N∑
j=0

N∑
k=0

u(ξi, ξj, ξk)v(ξi, ξj, ξk)ρiρjρk si d = 3.

(1.14)

La formule (1.12) entrâıne que le produit discret est un produit scalaire sur PN(Ω) et on

note ‖ · ‖N la norme associée à ce produit scalaire.

1.4.2 Erreur d’interpolation polynomiale

On introduit maintenant l’opérateur d’interpolation aux points de Gauss-Lobatto.

Notation 1.4.2. On note IN l’opérateur d’interpolation sur la grille ΣN , c’est à dire

pour toute fonction v continue sur Ω, INv appartient à PN(Ω) et vérifie(INv)(ξi, ξj) = v(ξi, ξj), 0 ≤ i, j ≤ N si d = 2,

(INv)(ξi, ξj, ξk) = v(ξi, ξj, ξk), 0 ≤ i, j, k ≤ N si d = 3

8



1.4. Outils de la méthode spectrale

Les propriétés d’opérateur d’interpolation polynomiale sont présentées et démontrées

en détail dans [7, 9].

Théorème 1.4.3. Pour tout entier m ≥ 2, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm(Ω), on ait

‖v − INv‖L2(Ω) ≤ cN−m‖v‖Hm(Ω). (1.15)

On a également une estimation d’erreur dans l’espace H1(Ω) (voir [7, Thm 14.2]).

Théorème 1.4.4. Pour tout entier m ≥ 1
2
, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm+1(Ω), on ait

‖v − INv‖H1(Ω) ≤ cN−m‖v‖Hm+1(Ω). (1.16)

Théorème 1.4.5. Pour tout entier m ≥ d
2
, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm(Ω), on ait

|v − INv|H1(Ω) ≤ cN1−s‖v‖Hm(Ω). (1.17)

Proposition 1.4.2. Pour tout ϕM ∈ PM(Ω), on a

‖INϕM‖L2(Ω) ≤ c
(
1 +

M

N

)2‖ϕM‖L2(Ω). (1.18)
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CHAPITRE 2

ÉTUDE MATHÉMATIQUE D’ÉQUATION DE RICHARDS

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’équation de Richards. Premièrement, on s’intéresse

à écrire la formulation variationnelle puis à démontrer l’équivalence entre le problème

continu et le problème variationnel et ensuite s’assurer de l’existence et l’unicité de la

solution, de plus on écrire une autre formulation mixte du problème continu.

2.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd, d =2 ou 3, à frontière Lipschitzienne continue

∂Ω. Soit T un nombre réel positif.

La modélisation mathématique du problème de Richard sous la transformation de Kirch-

hoff conduit à résoudre le système suivant :


α∂tu+ ∂tb(u)−∇ · (∇u+ k ◦ b(u)ez) = 0 dans Ω×]0, T [,

u = 0 sur ∂Ω×]0, T [,

u(·, 0) = u0 dans Ω,

(2.1)

tel que : −ez est le vecteur unitaire dans la direction de la gravité, l’inconnu est la quantité

u, les applications b et k sont supposés connus, α est une constante positive.
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2.2. Formulation variationnelle

Pour étudier le système (2.1), on suppose que les coefficients k et b et la donnée u0

satisfont les hypothèses suivantes :

Hypothèse 2.1.

(H1) L’application b est de classe C1, monotone, croissante et globalement Lipschitzienne

continue sur R.

(H2) L’application x 7→ k ◦ b(x) est continue, bornée sur R et satisfait pour une constante

positive ck

∀x1, x2 ∈ R, |k ◦ b(x1)− k ◦ b(x2)|2 ≤ ck
(
b(x1)− b(x2)

)
(x1 − x2). (2.2)

2.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle du problème (2.1) est donnée par :

Trouver u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) avec ∂tu ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) tel que

u(·, 0) = u0 dans Ω, (2.3)

et pour tout t∈]0, T [,

∀v ∈ H1
0 (Ω),

α〈∂tu(·, t), v〉+ 〈∂tb(u)(·, t), v〉+

∫
Ω

(∇u + k ◦ b(u)ez) (x, t) · (∇v)(x)dx = 0, (2.4)

où 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité entre H1
0 (Ω) et son dual H−1(Ω).

Proposition 2.2.1. Les problèmes (2.1) et (2.3)–(2.4) sont équivalents au sens des dis-

tributions.

Preuve. Nous commençons par la première implication :

Soit u une solution du problème (2.1). Pour toute fonction test v ∈ D(Ω), nous avons

α〈∂tu(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω)

− 〈∇ ·
(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) = 0,
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2.2. Formulation variationnelle

où 〈·, ·〉D′(Ω),D(Ω) désigne le crochet de dualité entre D(Ω) et son dual.

On dérive au sens des distributions, on trouve :

α〈∂tu(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω)

+ 〈
(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(·, t),∇v〉D′(Ω),D(Ω) = 0,∀v ∈ D(Ω).

Supposons que ∇u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d), donc on peut remplacer les crochets de dualité par

les intégrales dans le troisième terme

α〈∂tu(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω)

+

∫
Ω

(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(x, t) · (∇v)(x)dx = 0,∀v ∈ D(Ω).

Par densité de D(Ω) dans H1
0 (Ω) on trouve

∀v ∈ H1
0 (Ω) α〈∂tu(·, t), v〉+ 〈∂tb(u)(·, t), v〉−

∫
Ω

(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(x, t) · (∇v)(x)dx = 0.

Ce qui montre que u est une solution du problème(2.3)–(2.4).

Réciproquement, soit u une solution du problème (2.3)–(2.4), on prend v ∈ D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω)

dans (2.4)

α〈∂tu(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω)

+ 〈
(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(·, t),∇v〉D′(Ω),D(Ω) = 0.

On dérive au sens des distributions, on obtient :

α〈∂tu(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω)

− 〈∇ ·
(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
(·, t), v〉D′(Ω),D(Ω) = 0,∀v ∈ D(Ω).

D’où,

α∂tu+ ∂tb(u)−∇ ·
(
∇u+ k ◦ b(u)ez

)
= 0, dans D′(Ω).

Finalement, la condition u = 0 sur ∂Ω×]0, T [, étant assurée par l’appartenance de u à

L2(0, T ;H1
0 (Ω)). On déduit donc l’équivalence entre les deux problèmes. �

On énonce maintenant le résultat d’existence et d’unicité du problème (2.3)–(2.4).

On réfère à [20, §2.1] pour la preuve de ce résultat .

Théorème 2.2.1. Si l’hypothèse 2.1 est satisfaite, le problème (2.3)–(2.4) admet une

solution unique. De plus, les quantités ∂tu et ∂tb(u) appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)).
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2.2. Formulation variationnelle

On rappelle l’espace de Sobolev H(div,Ω) par

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)d; ∇ · v ∈ L2(Ω)}

Compte tenu de la discrétisation, nous introduisons une formulation mixte du problème

(2.3)–(2.4).

Trouver (u, q) ∈ L2(0, T ;L2(Ω))× L2(0, T ;H(div,Ω)) avec ∂tu ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tel que

u(·, 0) = u0 dans Ω, (2.5)

et pour tout t ∈]0, T [,

∀w ∈ L2(Ω), α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · q)(x)w(x)dx = 0,

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

q(x, t) ·ϕ(x)dx−
∫

Ω

u(x, t)(∇ ·ϕ)(x)dx

+

∫
Ω

(
k ◦ b(u)ez

)
(x, t) ·ϕ(x)dx = 0. (2.6)

Proposition 2.2.2. Si l’hypothèse 2.1 est satisfaite, les problèmes (2.3)–(2.4) et (2.5)–

(2.6) sont équivalents au sens où :

(i) pour toute solution u de (2.3)–(2.4), il existe une fonction q dans L2(0, T ;H(div,Ω))

tel que (u, q) est une solution du problème (2.5)–(2.6),

(ii) pour toute solution (u, q) de (2.5)–(2.6), la fonction u appartient à L2(0, T ;H1
0 (Ω))

est une solution du problème (2.3)–(2.4).

Preuve. (i) Soit u solution du problème (2.3)–(2.4), on pose q = −∇u − k ◦ b(u)ez, on

voit que q appartient à L2(0, T ;L2(Ω)d), de plus on prend v ∈ D(Ω) dans la première

ligne du problème (3.1), on obtient

α∂tu+ ∂tb(u) = ∇ · q dans D′(Ω).

d’après le théorème 2.2.1, ∂tu et ∂tb(u) appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)), alors ∇ · q ∈
L2(0, T ;L2(Ω)). Tout cela donne que q ∈ L2(0, T ;H(div,Ω)). De plus on multiplie l’équation

q = −∇u− k◦ b(u)ez par une fonction w ∈ H(div,Ω) et on intègre sur Ω, on obtient∫
Ω

q(x, t) ·w(x)dx = −
∫

Ω

∇u(x, t) ·w(x)dx−
∫

Ω

(
k ◦ b(u)ez

)
(x, t) ·w(x)dx.

13



2.2. Formulation variationnelle

On applique la formule de Green sur la première intégrale du membre de droite, on trouve∫
Ω

q(x, t) ·w(x)dx−
∫

Ω

u(x, t)(∇ ·w)(x)dx +

∫
Ω

(
k ◦ b(u)ez

)
(x, t) ·w(x)dx

= −
∫
∂Ω

u(τ, t)(w · n)(τ)dτ.

Comme u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), l’intégrale sur ∂Ω s’annule, d’où la deuxième équation du

problème (2.6). D’autre part, en prenant v = w un élément de D(Ω) dans (2.4), on a

α〈∂tu(·, t), w〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), w〉D′(Ω),D(Ω)

= −〈∇u(·, t) + k ◦ b(u)ez(·, t),∇w〉D′(Ω),D(Ω)

= 〈q(·, t),∇w〉D′(Ω),D(Ω), ∀w ∈ D(Ω).

On dérive au sens des distributions, on aura

α〈∂tu(·, t), w〉D′(Ω),D(Ω) + 〈∂tb(u)(·, t), w〉D′(Ω),D(Ω) = −〈(∇ · q)(·, t), w〉D′(Ω),D(Ω),∀w ∈ D(Ω).

Comme ∂tu, ∂tb(u) et ∇ · q appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)), donc on peut remplacer les

crochets de dualité par des intégrales dans l’équation précédente, on aurait :

∀w ∈ D(Ω), α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · q)(x, t)w(x)dx = 0,

et par densité de D(Ω) dans L2(Ω), on conclut que cette identité est valable pour toute

fonction w dans L2(Ω) i.e :

∀w ∈ L2(Ω), α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · q)(x, t)w(x)dx = 0.

D’où la première équation du problème (2.6).

(ii) Soit (u, q) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) × L2(0, T ;H(div,Ω)) solution du problème (2.5)–(2.6),

on prend v ∈ D(Ω)d ⊂ H(div,Ω) dans la deuxième équation du (2.6)

〈q(·, t), v〉D′(Ω)d,D(Ω)d − 〈u(·, t),∇ · v〉D′(Ω)d,D(Ω)d + 〈k ◦ b(u)ez(·, t), v〉D′(Ω)d,D(Ω)d = 0.

On dérive au sens des distributions, on obtient

∀v ∈ D(Ω)d, 〈q(·, t), v〉D′(Ω)d,D(Ω)d + 〈∇u(·, t), v〉D′(Ω)d,D(Ω)d

+ 〈k ◦ b(u)ez(·, t), v〉D′(Ω)d,D(Ω)d = 0. (2.7)
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2.2. Formulation variationnelle

Ceci implique que

q = −∇u− k ◦ b(u)ez, dans D′(Ω)d.

Or q et k ◦ b(u) appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)d) et L2(0, T ;L2(Ω)) respectivement, on

déduit que ∇u ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d), donc u est dans L2(0, T ;H1(Ω)), et que

q = −∇u− k ◦ b(u)ez p.p dans Ω. (2.8)

Maintenant on prend ϕ ∈ H(div,Ω) dans la deuxième équation du problème (2.6), et

d’après l’équation (2.7), on aura

∀ϕ ∈ H(div,Ω), −
∫

Ω

∇u(x, t) ·ϕ(x)dx =

∫
Ω

q(x, t) ·ϕ(x)dx

+

∫
Ω

k ◦ b(u)ez(x, t) ·ϕ(x, t)dx.

Puis on utilise la deuxième équation du problème (2.6), on obtient

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

u(x, t)(∇ ·ϕ)(x)dx = −
∫

Ω

(
∇u
)
(x, t) ·ϕ(x)dx.

D’après la formule de Green, on aura

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
∂Ω

u(τ, t)(ϕ · n)(τ)dτ =

∫
Ω

u(x, t)(∇ ·ϕ)(x)dv

+

∫
Ω

(
∇u
)
(x, t) ·ϕ(x)dx = 0.

En particulier pour ϕ = ue1, avec e1 représente le vecteur de base, tel que la première

composante égale à 1 est les autres sont nulles, alors on trouve

‖u‖2
L2(∂Ω) = 0.

Ceci implique que u = 0 p.p sur ∂Ω, on déduit que u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)).

D’autre part, on prend w ∈ H1
0 (Ω) dans la première équation du problème (2.6)

α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · q)(x, t)w(x)dx = 0.

On applique la formule de Green sur le dernier membre, on obtient

∀w ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

−
∫

Ω

q(x, t) ·
(
∇w
)
(x)dx = −

∫
∂Ω

(q)(τ, t)(wn)(τ)dτ.
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2.2. Formulation variationnelle

Et comme w ∈ H1
0 (Ω), donc l’intégrale sur ∂Ω s’annule, grâce à (2.8), on obtient

∀w ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

(
∂tu
)
(x, t)w(x)dx +

∫
Ω

(
∂tb(u)

)
(x, t)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇u+ k ◦ b(u)ez)(x, t) ·
(
∇w
)
(x)dx = 0.

D’où l’équation (2.4). �

Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théorème 2.2.1 et de la Proposi-

tion 2.2.2

Corollaire 2.2.3. Si l’Hypothèse 2.1 est satisfaite, le problème (2.5)–(2.6) admet une

solution unique (u, q) dans l’espace L2(0, T ;L2(Ω))× L2(0, T ;H(div,Ω)).
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CHAPITRE 3

PROBLÈME DISCRET

Dans ce chapitre on s’intéresse à la discrétisation en temps du problème de Richards

(2.1) par un schéma d’Euler implicite et par la méthode spectrale en espace en utilisant

la méthode de Galerkin avec intégration numérique.

3.1 Discrétisation temporelle

Hypothèse 3.1.

(H1) Les applications b, k et la donnée u0 satisfont l’hypothèse 2.1.

(H2) La fonction k est lipschitzienne continue sur R.

3.1.1 Problème semi-discret

On introduit une partition de l’intervalle [0, T ] en sous intervalles [tj−1, tj], 1 ≤ j ≤ J ,

telle que

0 = t0 < t1 < · · · < tJ = T.

On désigne par τj = tj − tj−1 le pas de discrétisation en temps et par τ les J-uplets

(τ1, · · · , τJ) ; on pose aussi |τ | = max
1≤j≤J

τj.
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3.1. Discrétisation temporelle

En discrétisant la dérivée partielle en temps par un schéma d’Euler implicite ce qui

donne
∂u

∂t
(x, tj) '

u(x, tj))− u(x, tj − 1)

τj
' uj(x)− uj−1(x)

τj

et
∂b(u)

∂t
(x, tj) '

b(u)(x, tj)− b(u)(x, tj−1)

τj
' b(uj)(x)− b(uj−1)(x)

τj

Le terme k ◦ b(u) est traité explicitement pour simplifier. Donc le problème semi-discret

s’écrit : Trouver (uj)0≤j≤J ∈ H1
0 (Ω)J+1, avec u0 = u0 dans Ω tel que pour tout j,

1 ≤ j ≤ J ,

∀v ∈ H1
0 (Ω), α〈u

j − uj−1

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

(
∇uj + k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0. (3.1)

Et le problème semi-discret pour la formulation mixte est donné par :

Trouver (uj)0≤j≤J ∈ L2(Ω)J+1 et (qj)1≤j≤J ∈ H(div,Ω)J avec u0 = u0 dans Ω, tels que

pour tout j, 1 ≤ j ≤ J ,

∀w ∈ L2(Ω), α

∫
Ω

(uj − uj−1

τj

)
(x)w(x)dx +

∫
Ω

(b(uj)− b(uj−1)

τj

)
(x)w(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · qj)(x)w(x)dx = 0,

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

qj(x) ·ϕ(x)dx−
∫

Ω

uj(x)(∇ ·ϕ)(x)dx

+

∫
Ω

(
k ◦ b(uj−1)

)
(x)ez ·ϕ(x)dx = 0. (3.2)

Proposition 3.1.1. Les problèmes (3.1) et (3.2) sont équivalents dans le sens où :

(i) pour toute solution uj de (3.1), il existe une fonction qj dans L2(0, T ;H(div,Ω))

telle que (uj, qj) est une solution de problème (3.2),

(ii) pour toute solution (uj, qj) de (3.2), la fonction uj qui appartient à L2(0, T ;H1
0 (Ω))

est une solution du problème (3.1).

Preuve. ( i) Soit uj dans H1
0 (Ω) une solution du problème (3.1), et soit

qj = −∇uj − k ◦ b(uj−1)ez

en multipliant cette équation par une fonction ϕ ∈ H(div,Ω) et en intégrant sur Ω, on a∫
Ω

qj(x) ·ϕ(x)dx = −
∫

Ω

∇uj(x) ·ϕ(x)dx−
∫

Ω

(
k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·ϕ(x)dx.
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3.1. Discrétisation temporelle

On applique la formule de Green sur la première intégrale du membre de droite, sachant

que l’intégrale sur ∂Ω est nulle, car uj ∈ H1
0 (Ω), d’où la deuxième équation du problème

(3.2). Ensuite on prend v = ϕ un élément de D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω) dans (3.1) alors

α〈u
j − uj−1

τj
, ϕ〉D′(Ω),D(Ω) + 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, ϕ〉D′(Ω),D(Ω)

= −〈∇uj + k ◦ b(uj−1)ez,∇ϕ〉D′(Ω),D(Ω)

= 〈qj,∇ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω).

On dérive au sens des distributions, on aura

α〈u
j − uj−1

τj
, ϕ〉D′(Ω),D(Ω) + 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, ϕ〉D′(Ω),D(Ω)

= −〈∇ · qj, ϕ〉D′(Ω),D(Ω), ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.3)

D’où,

α
uj − uj−1

τj
+
b(uj)− b(uj−1)

τj
= −∇ · qj dans D′(Ω).

Comme uj − uj−1 et b(uj) − b(uj−1) appartiennent à L2(Ω), donc ∇ · qj ∈ L2(Ω), ceci

implique que qj ∈ H(div,Ω). D’autre part, on peut remplacer les crochets de dualité par

des intégrales dans (3.3), on aurait :

∀ϕ ∈ D(Ω), α

∫
Ω

(uj − uj−1

τj

)
(x)ϕ(x)dx +

∫
Ω

(b(uj)− b(uj−1)

τj

)
(x)ϕ(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · qj)(x)ϕ(x)dx = 0,

et par densité de D(Ω) dans L2(Ω), on conclut que cette identité et valable pour toute

fonction ϕ ∈ L2(Ω) i.e :

∀ϕ ∈ L2(Ω), α

∫
Ω

(uj − uj−1

τj

)
(x)ϕ(x)dx +

∫
Ω

(b(uj)− b(uj−1)

τj

)
(x)ϕ(x)dx

+

∫
Ω

(∇ · qj)(x)ϕ(x)dx = 0.

D’où la première équation du problème (3.2).

( ii) Soit (uj, qj) ∈ L2(Ω)×H(div,Ω) solution du problème (3.2), en prenant v ∈ D(Ω)d ⊂
H(div,Ω) dans la deuxième équation du problème (3.2), on aurait

〈qj, v〉D′(Ω)d,D(Ω)d − 〈uj,∇ · v〉D′(Ω)d,D(Ω)d + 〈k ◦ b(uj−1)ez, v〉D′(Ω)d,D(Ω)d = 0.

On dérive au sens des distributions, on trouve

〈qj, v〉D′(Ω)d,D(Ω)d + 〈∇uj, v〉D′(Ω)d,D(Ω)d + 〈k ◦ b(uj−1)ez, v〉D′(Ω)d,D(Ω)d = 0,∀v ∈ D(Ω)d.
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3.1. Discrétisation temporelle

Ceci implique que

qj = −∇uj − k ◦ b(uj−1)ez, dans D′(Ω)d.

Comme qj ∈ L2(Ω)d et k ◦ b(uj−1) ∈ L2(Ω), on déduit que ∇u ∈ L2(Ω)d, et donc u ∈
H1(Ω), d’autre part, on obtient

qj = −∇uj − k ◦ b(uj−1)ez p.p dans Ω.

Ainsi d’après la deuxième équation du problème (3.2), on a

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

uj(x)(∇ ·ϕ)(x)dx =

∫
Ω

(
k ◦ b(uj−1)

)
(x)ez ·ϕ(x)dx

+

∫
Ω

qj(x) ·ϕ(x)dx.

On remplace qj par −∇uj − k ◦ b(uj−1)ez dans l’équation précédente, on obtient

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

uj(x)(∇ ·ϕ)(x)dx +

∫
Ω

(
∇uj

)
(x) ·ϕ(x)dx = 0.

D’après la formule de Green, on aura

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
∂Ω

(ϕ · n)(τ)uj(τ)dτ = 0.

En particulier pour ϕ = uje1, donc on trouve

‖uj‖2
L2(∂Ω) = 0.

Ceci implique que uj = 0 p.p sur ∂Ω. Tout cela donne que uj ∈ H1
0 (Ω).

De plus, on prend v ∈ H1
0 (Ω) dans la première équation du problème (3.2), on trouve

α

∫
Ω

(uj − uj−1

τj

)
(x)v(x)dx +

∫
Ω

(b(uj)− b(uj−1)

τj

)
(x)v(x)dx = −

∫
Ω

(∇ · qj)(x)v(x)dx.

On applique la formule de Green sur le membre de droite, on obtient

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

(uj − uj−1

τj

)
(x)v(x)dx +

∫
Ω

(b(uj)− b(uj−1)

τj

)
(x)v(x)dx

=

∫
Ω

qj(x) · (∇v)(x)dx−
∫
∂Ω

qj(τ) · (vn)(τ)dτ.

Comme v ∈ H1
0 (Ω), alors l’intégrale sur ∂Ω s’annule, on utilise encore la deuxième équation

de (3.2), on obtient (3.1). �

Proposition 3.1.2. Si l’hypothèse 3.1 est satisfaite, le problème (3.2) admet une solution

unique (uj,qj)j, pour tout 1 ≤ j ≤ J .
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3.1. Discrétisation temporelle

Preuve. D’après la proposition 3.1.1, pour tout 1 ≤ j ≤ J , le problème (3.2) admet la

formulation équivalente suivante :

Trouver uj ∈ H1
0 (Ω), tels que

∀v ∈ H1
0 (Ω), α〈u

j − uj−1

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

(
∇uj + k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0. (3.4)

Maintenant on montre l’existence et l’unicité de la solution

1)-L’unicité : Soient (uj, qj)j et (ũj, q̃j)j deux solutions du problème (3.2), i.e ∀v ∈
H1

0 (Ω)

α〈u
j − uj−1

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

(
∇uj + k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0. (3.5)

α〈 ũ
j − ũj−1

τj
, v〉+ 〈b(ũ

j)− b(ũj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

(
∇ũj + k ◦ b(ũj−1)ez

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0. (3.6)

Ensuite, nous soustrayons (3.6) de (3.5), nous obtenons

∀v ∈ H1
0 (Ω)

α〈u
j − ũj

τj
, v〉 − α〈u

j−1 − ũj−1

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(ũj)
τj

, v〉 − 〈b(u
j−1)− b(ũj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

((
k ◦ b(uj−1)− k ◦ b(uj−1)

)
ez
)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx

+

∫
Ω

(
∇(uj − ũj−1)

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0. (3.7)

On montre par récurrence que

(uj−1 = ũj−1), 1 ≤ j ≤ J (p),

on a pour j = 1, u0 − ũ0 = u0 − u0 = 0 donc (p) est vraie pour j = 1. Maintenant

on suppose que (p) est vraie et on montre qu’elle est vraie pour j. D’après (3.7) et par

l’hypothèse de récurrence, on obtient

∀v ∈ H1
0 (Ω)

α〈u
j − ũj

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(ũj)
τj

, v〉+

∫
Ω

(
∇(uj − ũj)

)
(x) · (∇v)(x)dx = 0.
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3.1. Discrétisation temporelle

En prenant v = uj − ũj qui appartient à H1
0 (Ω), on trouve

α

τj
‖uj − ũj‖2

L2(Ω)+〈
b(uj)− b(ũj)

τj
, uj − ũj〉+ |uj − ũj|2H1(Ω) = 0.

Et comme le terme 〈b(uj)− b(ũj), uj − ũj〉 est positif, alors

α

τj
‖uj − ũj‖2

L2(Ω)+|uj − ũj|2H1(Ω) ≤ 0.

Ceci implique que uj = ũj, 1 ≤ j ≤ J.

On utilise maintenant la deuxième équation du problème (3.2), on obtient pour toute ϕ

dans H(div,Ω)∫
Ω

qj(x) ·ϕ(x)dx−
∫

Ω

uj(x)(∇ ·ϕ)(x)dx +

∫
Ω

(
k ◦ b(uj−1)

)
(x)ez ·ϕ(x)dx = 0. (3.8)

et ∫
Ω

q̃j(x) ·ϕ(x)dx−
∫

Ω

uj(x)(∇ ·ϕ)(x)dx +

∫
Ω

(
k ◦ b(uj−1)

)
(x)ez ·ϕ(x)dx = 0. (3.9)

Ensuite, nous soustrayons (3.9) de (3.8), on trouve

∀ϕ ∈ H(div,Ω),

∫
Ω

(qj − q̃j)(x) ·ϕ(x)dx = 0,

en particulier pour ϕ = qj − q̃j qui appartient à H(div,Ω), on obtient

‖qj − q̃j‖2
L2(Ω)= 0.

Ceci implique que qj = q̃j, 1 ≤ j ≤ J. D’où l’unicité.

2)-L’existence : On prouve maintenant l’existence de la solution pour le problème :

Trouver uj ∈ H1
0 (Ω), tel que

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

uj(x)v(x)dx +

∫
Ω

b(uj(x))v(x)dx

+ τj

∫
Ω

(∇uj)(x) · (∇v)(x)dx = Lj(v),

avec

Lj(v) = α

∫
Ω

uj−1(x)v(x)dx +

∫
Ω

b(uj−1(x))v(x)dx

− τj
∫

Ω

k ◦ b(uj−1)ez(x) · (∇v)(x)dx,
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3.1. Discrétisation temporelle

est une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω). Nous effectuons la preuve en plusieurs étapes :

• On définit l’application Φ de H1
0 (Ω) sur son dual :

∀v ∈ H1
0 (Ω), 〈Φ(w), v〉 = α

∫
Ω

w(x)v(x)dx +

∫
Ω

b(w(x))v(x)dx

+ τj

∫
Ω

(∇w)(x) · (∇v)(x)dx− Lj(v).

Il est clair que Φ est continue sur H1
0 (Ω). On vérifie que Φ est positive sur H1

0 (Ω). On

prend v = w, on obtient :

〈Φ(w), w〉 = α‖w‖2
L2(Ω)+

∫
Ω

b(w(x))w(x)dx + τj|w|2H1(Ω) − Lj(w).

De la condition (H2), on observe que b(w)x est supérieur à b(0)w. D’où

〈Φ(w), w〉 ≥ α‖w‖2
L2(Ω)+τj|w|2H1(Ω) − Cj‖w‖L2(Ω),

telle que Cj est une constante qui dépend de la norme Lj, la constante b(0) et µ(Ω).

Nous utilisons la relation ab ≤ 1
2ε
a2 + ε

2
b2, ∀ε > 0. Pour ε = α, dans l’inégalité précédente,

nous trouvons :

〈Φ(w), w〉 ≥ α

2
‖w‖2

L2(Ω)+τj|w|2H1(Ω) −
C2
j

2α
.

D’où la positivité de 〈Φ(w), w〉 sur l’ellipse

α

2
‖w‖2

L2(Ω)+τj|w|2H1(Ω) =
C2
j

2α
.

• Comme D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), alors il existe une suite croissante (Hm)m de sous-

espace de dimension finie de H1
0 (Ω) tel que

⋃
m∈N

Hm et dense dans H1
0 (Ω). De plus les

conditions du théorème de Brouwer (Théorème 1.3.3) sont vérifiées sur la restriction de

Φ sur l’espace de dimension finie Hm, donc il existe une suite um ∈ Hm telle que

∀vm ∈ Hm 〈Φ(um), vm〉 = 0 et
α

2
‖um‖2

L2(Ω)+τj|um|2H1(Ω) ≤
C2
j

2α

• Comme la suite (um)m est bornée dans H1(Ω), et H1(Ω) s’injecte de façons compacte

dans L2(Ω), alors il existe une sous-suite que l’on note (um)m pour simplifier qui converge

vers uj faiblement dans H1
0 (Ω) et fortement dans L2(Ω), la sous-suite satisfait pour m ≥ k

∀vk ∈ Hk,

∫
Ω

um(x)vk(x)dx +

∫
Ω

b(um(x))vk(x)dx

+ τj

∫
Ω

(∇um)(x) · (∇vk)(x)dx = Lj(vk). (3.10)
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3.1. Discrétisation temporelle

• Passage à la limite : commençons par les termes linéaires, comme (um)m converge

faiblement vers uj dans H1
0 (Ω), alors (∇um)m converge faiblement vers (∇u) dans L2(Ω)d.

Concernant le terme non linéaire, on a∫
Ω

b(um(x))vk(x)dx−
∫

Ω

b(uj(x))vk(x)dx =

∫
Ω

(
b(um(x))− b(uj(x))

)
vk(x)dx.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient∫
Ω

(
b(um(x))− b(uj(x))

)
vk(x)dx ≤‖b(um)− b(uj)‖L2(Ω)‖vk‖L2(Ω).

Et comme b est lipschitzienne i.e :

‖b(um)− b(uj)‖L2(Ω)≤ c‖um − uj‖L2(Ω), (3.11)

et um converge vers uj fortement dans  L2(Ω), d’où (3.11) implique la convergence du

terme non linéaire, ainsi la fonction uj satisfait l’équation (3.10) pour tout vk dans Hk.

Grâce à la densité de
⋃
k∈N

Hk dans H1
0 (Ω), on aura

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

uj(x)v(x)dx +

∫
Ω

b(uj(x))v(x)dx

+ τj

∫
Ω

(∇uj)(x) · (∇v)(x)dx = Lj(v).

D’où le couple (uj, qj) avec qj = −∇uj−k ◦ b(uj−1)ez est une solution du problème (3.2),

ceci achève la démonstration. �

3.1.2 Stabilité de la solution semi-discrète

Proposition 3.1.3. Si l’Hypothèse 3.1 est satisfaite, de plus si on suppose que u0 est

dans H1
0 (Ω), alors l’estimation suivante est valable pour la solution (uj, qj)j du problème

(3.2), 1 ≤ j ≤ J

(
α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω)

) 1
2 + |uj|H1(Ω) ≤ C

(√
j + |u0|H1(Ω)

)
. (3.12)

Preuve. D’après la Proposition 3.1.1, le problème (3.2) peut s’écrire de manière équivalente

comme suit :

Trouver (uj)1≤j≤J ∈ H1
0 (Ω)J+1 tel que

∀v ∈ H1
0 (Ω), α〈u

j − uj−1

τj
, v〉+ 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, v〉

+

∫
Ω

(
∇uj + k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·

(
∇v
)
(x)dx = 0.
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3.1. Discrétisation temporelle

On prend v égale à uj − uj−1, on trouve

ατj‖
uj − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) + 〈b(u

j)− b(uj−1)

τj
, uj − uj−1〉

+

∫
Ω

(
∇uj + k ◦ b(uj−1)ez

)
(x) ·

(
∇(uj − uj−1)

)
(x)dx = 0.

On utilise l’identité

(a, a− b) =
1

2
(‖a‖2 + ‖a− b‖2 − ‖b‖2),

on obtient

ατj‖
uj − uj−1

τj
‖2
L2(Ω)+〈

b(uj)− b(uj−1)

τj
, uj−uj−1〉+1

2
|uj|2H1(Ω)−

1

2
|uj−1|2H1(Ω)+

1

2
|uj−uj−1|2H1(Ω)

= −
∫

Ω

k ◦ b(uj−1)ez(x) ·
(
∇(uj − uj−1)

)
(x)dx.

Comme 〈b(uj)− b(uj−1), uj − uj−1〉 est positif, donc

ατj‖
uj − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) + +

1

2
|uj|2H1(Ω) −

1

2
|uj−1|2H1(Ω) +

1

2
|uj − uj−1|2H1(Ω)

≤ −
∫

Ω

(
k ◦ b(uj−1)ez

)
·
(
∇(uj − uj−1)

)
(x)dx.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que l’application k ◦ b est bornée, on trouve

ατj‖
uj − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

2
|uj|2H1(Ω) −

1

2
|uj−1|2H1(Ω)

+
1

2
|uj − uj−1|2H1(Ω) ≤ c|uj − uj−1|H1(Ω).

Nous utilisons la relation ab ≤ 1
2
(a2 + b2), nous obtenons

ατj‖
uj − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

2
|uj|2H1(Ω) −

1

2
|uj−1|2H1(Ω) ≤

c2

2
.

en sommant sur j, on obtient

α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω) +

1

2

j∑
m=1

(
|um|2H1(Ω) − |um−1|2H1(Ω)

)
≤ c2j

2
.

Alors

α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω) + |uj|2H1(Ω) ≤ c2j + |u0|2H1(Ω).

En déduit que

(
α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω)

) 1
2 + |uj|H1(Ω) ≤ C

(√
j + |u0|H1(Ω)

)
,

avec C = max(1, c). �
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3.2 Discrétisation spatiale

On considère Ω le carré ou le cube ] − 1, 1[d, d = 2 ou 3. Pour d’écrire les espaces

discrets, on introduit pour tout triplet (`,m, n) des entiers non négatifs,

• En d = 2, l’espace P`,m(Ω) des restrictions à Ω des polynômes de degré ≤ ` par rapport

à x et ≤ m par rapport à y.

• En d = 3, l’espace P`,m,n(Ω) des restrictions à Ω des polynômes de degré ≤ ` par rapport

à x, ≤ m par rapport à y et ≤ n par rapport à z.

Si ` et m sont égales à n, l’espaces sera tout simplement noté Pn(Ω).

Le paramètre de discrétisation est un entier N ≥ 2. Les espaces discrets XN et YN associés

à L2(Ω) et H(div,Ω) respectivement sont définis comme suit :

XN = PN−1(Ω).

YN =

PN,N−1(Ω)× PN−1,N(Ω) si d = 2,

PN,N−1,N−1(Ω)× PN−1,N,N−1(Ω)× PN−1,N−1,N(Ω) si d = 3.

Afin de gérer les fonctions non régulières b et k, comme suggéré dans [22], nous utilisons

éventuellement la sur-intégration. On fixe un entier M ≥ N et en posant ξM0 = −1 et

ξMM = 1, on introduit les M − 1 nœuds ξMi, 1 ≤ i ≤ M − 1, et les M + 1 poids ρMi,

0 ≤ i ≤M , de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto (1.11).

Le problème discret construit par la méthode de Galerkin avec intégration numérique

s’écrit :

Trouver
(
ujN
)

0≤j≤J ∈ XJ+1
N et

(
qjN
)

1≤j≤J ∈ YJ
N tel que

u0
N = IN−1u0 dans Ω,

et pour tout j, 1 ≤ j ≤ J,

∀wN ∈ XN , α(
ujN − u

j−1
N

τj
, wN)M + (

b(ujN)− b(uj−1
N )

τj
, wN)M + (∇ · qjN , wN)M = 0,

∀ϕN ∈ YN , (qjN ,ϕN)M − (ujN ,∇ ·ϕN )M + (IN−1(k ◦ b(uj−1
N )ez),ϕN)M = 0. (3.13)

Hypothèse 3.2.

(H1) Les applications b et k satisfont l’hypothèse 2.1.

(H2) La fonction u0 appartient à Hs(Ω), s > d
2
.
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3.2. Discrétisation spatiale

Proposition 3.2.1. Si l’hypothèse 3.2 est satisfaite, le problème (3.13) admet une solution

unique (ujN , qN)j, pour tout 1 ≤ j ≤ J .

Preuve. Nous commençons par montrer l’unicité.

Soient (ujN , q
j
N) et (ũjN , q̃

j
N) deux solutions du problème (3.13),

∀wN ∈ XN , α(
ujN − u

j−1
N

τj
, wN)M + (

b(ujN)− b(uj−1
N )

τj
, wN)M + (∇ · qjN , wN)M = 0,

∀ϕN ∈ YN , (qjN ,ϕN)M − (ujN ,∇ ·ϕN )M + (IN−1(k ◦ b(uj−1
N )ez),ϕN)M = 0. (3.14)

∀wN ∈ XN , α(
ũjN − ũ

j−1
N

τj
, wN)M + (

b(ũjN)− b(ũj−1
N )

τj
, wN)M + (∇ · q̃jN , wN)M = 0,

∀ϕN ∈ YN , (q̃jN ,ϕN)M − (ũjN ,∇ ·ϕN )M + (IN−1(k ◦ b(ũj−1
N )ez),ϕN)M = 0. (3.15)

Nous soustrayons (3.15) de (3.14), nous obtenons

∀wN ∈ XN , α(
ujN − ũ

j
N

τj
, wN)M − α(

uj−1
N − ũj−1

N

τj
, wN)M + (

b(ujN)− b(ũjN)

τj
, wN)M

− (
b(uj−1

N )− b(ũj−1
N )

τj
, wN)M + (∇ · (qjN − q̃jN), wN)M = 0, (3.16)

∀ϕN ∈ YN , (qjN−q̃
j
N , ϕN)M − (ujN − ũ

j
N ,∇ ·ϕN)M

+ ((IN−1(k ◦ b(ũj−1
N )− IN−1(k ◦ b(uj−1

N ))ez),ϕN)M = 0. (3.17)

On montre par récurrence que

(uj−1
N = ũj−1

N ), 1 ≤ j ≤ J (p),

on a pour j = 1, u0
N − ũ0

N = IN−1u0 − IN−1u0 = 0 donc (p) est vraie pour j = 1.

Maintenant on suppose que (p) est vraie et on montre qu’elle est vraie pour j. D’après

(3.16)-(3.17) et par l’hypothèse de récurrence, on aura

∀wN ∈ XN , α(
ujN − ũ

j
N

τj
, wN)M + (

b(ujN)− b(ũjN)

τj
, wN)M + (∇ · (qjN − q̃jN), wN)M = 0,

∀ϕN ∈ YN , (qjN − q̃jN ,ϕN)M − (ujN − ũ
j
N ,∇ ·ϕN)M = 0.

On prend wN = ujN − ũ
j
N et ϕ = qjN − q̃jN , et on somme les deux équations, on obtient

α(
ujN − ũ

j
N

τj
, ujN − ũ

j
N)M + (

b(ujN)− b(ũjN)

τj
, ujN − ũ

j
N)M + (qjN − q̃jN , q

j
N − q̃jN)M = 0.
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3.2. Discrétisation spatiale

D’après la relation d’équivalence (1.12), on trouve

α

τj
‖ujN − ũ

j
N‖

2
L2(Ω)+‖q

j
N − q̃jN‖

2
L2(Ω)d≤ −

1

τj
(b(ujN)− b(ũjN), ujN − ũ

j
N)M .

En dimension d = 2 par exemple,

(b(ujN)− b(ũjN), ujN − ũ
j
N)M

=
M∑
i,j=0

(
b(ujN(ξMi, ξMj))− b(ũjN(ξMi, ξMj))

) (
ujN(ξMi, ξMj)− ũjN(ξMi, ξMj)

)
ρMiρMj,

et comme les ρMi sont positifs, nous utilisons l’hypothèse 3.2

α

τj
‖ujN − ũ

j
N‖

2
L2(Ω)+‖q

j
N − q̃jN‖

2
L2(Ω)d≤ 0.

Ceci implique que (ujN , q
j
N) égal à (ũjN , q̃

j
N), pour 1 ≤ j ≤ J. D’où l’unicité.

On démontre maintenant l’existence. On introduit l’application ΦN sur XN × YN , pour

tout (wN ,ϕN) ∈ XN × YN , (uN , qN) ∈ XN × YN

〈ΦN(uN , qN), (wN ,ϕN)〉 = α(
uN
τj
, wN)M + (

b(uN)

τj
, wN)M + (∇ · qN ,ϕN)M

+ (qN ,ϕN)M − (uN ,∇ ·ϕN)M −Rj(wN ,ϕN),

tel que

Rj(wN ,ϕN) = α(
uj−1
N

τj
, wN)M + (

b(uj−1)

τj
, wN)M − (IN−1k ◦ b(uj−1

N )ez,ϕN)M .

L’application ΦN est continue sur
(
XN × YN , (‖ · ‖2

L2(Ω)+‖ · ‖2
H(div,Ω))

1
2

)
, et comme toutes

les normes sur l’espace de dimension finie sont équivalentes, alors ΦN est continue sur(
XN × YN , (‖ · ‖2

L2(Ω)+‖ · ‖2
L2(Ω)d

)
1
2

)
. On vérifie maintenant que ΦN est positive sur XN ×

YN . On prend (wN ,ϕN) = (uN , qN), on obtient :

〈ΦN(uN , qN), (uN , qN)〉 = α(
uN
τj
, qN)M + (

b(uN)

τj
, uN)M + (∇ · qN , qN)M

+ (qN , qN)M − (uN ,∇ · qN)M −Rj(uN , qN).

Comme (b(uN), uN)M est positif, on applique la relation d’équivalence (1.12), on trouve

〈ΦN(uN , qN), (uN , qN)〉 ≥ α

τj
‖uN‖2

L2(Ω)+‖vN‖2
L2(Ω)d−R

j(uN , qN).
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3.2. Discrétisation spatiale

D’autre part, d’après l’inégalités de Cauchy-Schwarz et la relation d’équivalence (1.12),

on aura

Rj(uN , qN) ≤ α

τj
(uj−1

N , uj−1
N )

1
2
M(uN , uN)

1
2
M +

1

τj
(b(uj−1

N ), b(uj−1
N ))

1
2
M(uN , uN)

1
2
M

+ (IN−1k ◦ b(uj−1
N )ez, IN−1k ◦ b(uj−1

N )ez)
1
2
M(qN , qN)

1
2
M .

≤ 3dα

τj
‖uj−1

N ‖L2(Ω)‖uN‖L2(Ω)+
3d

τj
‖b(uj−1

N )‖L2(Ω)‖uN‖L2(Ω)

+ 3d‖IN−1k ◦ b(uj−1
N )ez‖L2(Ω)‖qN‖L2(Ω)d

≤ 3dα

τj
‖uj−1

N ‖L2(Ω)‖uN‖L2(Ω)+
3d

τj
‖b(uj−1

N )‖L2(Ω)‖uN‖L2(Ω)

+ 3d‖IN−1k ◦ b(uj−1
N )ez‖L2(Ω)‖qN‖L2(Ω)d ,

≤ max

(
3d
(α
τj
‖uj−1

N ‖L2(Ω)+
1

τj
‖b(uj−1

N )‖L2(Ω)

)
, 3d‖IN−1k ◦ b(uj−1

N )ez‖L2(Ω)

)
×
(
‖uN‖L2(Ω)+‖qN‖L2(Ω)d

)
,

≤ Cj

(
‖uN‖2

L2(Ω)+‖qN‖2
L2(Ω)d

) 1
2
.

Tout cela donne

〈ΦN(uN , qN), (uN , qN)〉 ≥ min(1,
α

τj
)
(
‖uN‖2

L2(Ω)+‖qN‖2
L2(Ω)d

)
−Cj

(
‖uN‖2

L2(Ω)+‖qN‖2
L2(Ω)d

) 1
2
.

Ceci implique que 〈ΦN(uN , qN), (uN , qN)〉 est positive sur la sphère de rayon

Cj =
√

2 max

(
3d
(α
τj
‖uj−1

N ‖L2(Ω)+
1

τj
‖b(uj−1

N )‖L2(Ω)

)
, 3d‖IN−1k ◦ b(uj−1

N )ez‖L2(Ω)

)
.

Les conditions du théorème de Brouwer voir (Théorème 1.3.3) sont satisfaite, donc il existe

un couple (uN , qN) ∈ XN × YN tel que

∀(wN ,ϕN) ∈ XN × YN , 〈ΦN(uN , qN), (wN ,ϕN)〉 = 0,

et vérifiant la propriété :

(‖uN‖2
L2(Ω)+‖qN‖2

L2(Ω)d)
1
2 ≤ Cj,

d’où (uN , qN) est une solution du problème (3.13). �
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CHAPITRE 4

ESTIMATION D’ERREUR A PRIORI

L’estimation d’erreur a priori repose essentiellement sur le théorème de Brezzi, Rappaz

et Raviart voir [12], pour cela nous avons besoin de travailler avec une autre formulation

variationnelle équivalente à (2.3)–(2.4).

4.1 Nouvelle formulation

Soit T l’opérateur associé à l’équation linéaire de la chaleur : Pour toutes données F

dans L2(0, T ;L2(Ω)) et u0 satisfaisant l’Hypothèse 2.1. T (F, u0) est égal à la solution du

problème

Trouver u ∈ C0(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) tel que

u(·, 0) = u0 dans Ω,

et pour tout t ∈]0, T [,

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

∂tu(x, t)v(x)dx +

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇v(x)dx =

∫
Ω

F (x, t)v(x)dx. (4.1)

Il est clair que ce problème est bien posé.

Avec cette notation, le problème (2.3)–(2.4) est équivalent à trouver u la solution de

l’équation :

F(u) = u− T (G(u), u0) = 0. (4.2)
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4.1. Nouvelle formulation

où l’application G est définie par∫
Ω

G(u)(x, t)v(x)dx = −〈∂tb(u)(·, t), v〉 −
∫

Ω

k ◦ b(u)(x, t)ez · ∇v(x)dx. (4.3)

Nous prouvons d’abord une autre propriété de DF(u), où u est la solution du problème

(2.3)–(2.4) et D représente l’opérateur différentiel par rapport à u. Maintenant nous

fixons :

W = L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)). (4.4)

Lemme 4.1.1. Supposons que les applications b et k sont de classe C2 à dérivées bornées.

Si la solution u du problème (2.3)–(2.4) est telle que ∂tu appartient à L∞(Ω×]0, T [),

l’opérateur DF(u) est un isomorphisme de W.

Preuve. L’assertion du lemme est équivalente au caractère bien posé du problème sui-

vant : Pour tout F dans L2(0, T ;L2(Ω)) ;

Trouver w ∈ C0(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) tel que

w(·, 0) = 0 dans Ω,

et pour tout t ∈]0, T [,

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

∂tw(x, t)v(x)dx +

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, t)v(x)dx

+

∫
Ω

(∇w + (k ◦ b)′(u)wez) (x, t) · ∇v(x)dx =

∫
Ω

F (x, t)v(x)dx. (4.5)

Nous procédons en plusieurs étapes, on commence par montrer une estimation a priori de

toute solution de ce problème.

Étape 1. Premièrement, nous prenons v égal à w dans (4.5), nous obtenons

α

∫
Ω

∂tw(x, t)w(x, t)dx +

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, t)w(x, t)dx

+

∫
Ω

(∇w + (k ◦ b)′(u)wez) (x, t) · ∇w(x, t)dx =

∫
Ω

F (x, t)w(x, t)dx.

Ceci est équivalent à

α

2

d

dt
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, t)w(x, t)dx + |w(·, t)|2H1(Ω)

+

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, t)ez · ∇w(x, t)dx =

∫
Ω

F (x, t)w(x, t)dx.

On intègre par rapport à t, on obtient

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +

∫ t

0

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, s)w(x, s)dxds+

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

+

∫ t

0

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, s)ez · ∇w(x, s)dxds =

∫ t

0

∫
Ω

F (x, s)w(x, s)dxds.
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4.1. Nouvelle formulation

On note que ∫ t

0

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, s)w(x, s)dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

(b′′(u)(∂tu)w + b′(u)(∂tw)) (x, s)w(x, s)dxds,

et par intégration par partie par rapport à t, on trouve∫ t

0

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, s)w(x, s)dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

(b′′(u)(∂tu)) (x, s)w2(x, s)dxds+

∫
Ω

b′(u)(x, s)w2(x, s)dx

−
∫ t

0

∫
Ω

∂t(b
′(u)w)(x, s)w(x, s)dxds.

Donc ∫ t

0

∫
Ω

∂t (b′(u)w) (x, t)w(x, t)dxds

=
1

2

∫ t

0

∫
Ω

(b′′(u)(∂tu)) (x, s)w2(x, s)dxds+
1

2

∫
Ω

b′(u)(x, s)w2(x, s)dx.

D’autre part,∫ t

0

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, s)ez · ∇w(x, s)dxds =

∫ t

0

∫
∂Ω

(k ◦ b)′(u)wez(τ, s) · wn(τ, s)dτds

−
∫ t

0

∫
Ω

∇ ·
(
(k ◦ b)′(u)ezw(x, s)

)
w(x, s)dxds.

Comme w est dans C0(0, T ;H1
0 (Ω)), alors l’intégrale au bord s’annule, on aura donc∫ t

0

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, s)ez · ∇w(x, s)dxds = −
∫ t

0

∫
Ω

∇ ·
(
(k ◦ b)′(u)ez

)
w2(x, s)dxds

−
∫ t

0

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, s)ez · ∇w(x, s)dxds.

Ceci implique que∫ t

0

∫
Ω

(k ◦ b)′(u)w(x, t)ez · ∇w(x, s)dxds = −1

2

∫ t

0

∫
Ω

∇ · (k ◦ b)′(u)ezw
2(x, s)dxds.

Tout cela donne

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ t

0

∫
Ω

(b′′(u)(∂tu)) (x, s)w2(x, s)dxds+
1

2

∫
Ω

b′(u)(x, s)w2(x, s)dx

+

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds−
1

2

∫ t

0

∫
Ω

∇ · (k ◦ b)′(u)ezw
2(x, s)dxds

=

∫ t

0

∫
Ω

F (x, s)w(x, s)dxds.
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4.1. Nouvelle formulation

Comme b′ est positive, et par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre

de droite, on aura

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

≤ 1

2

∫ t

0

∫
Ω

(
− b′′(u)∂tu(x, s) +∇ ·

(
(k ◦ b)′(u)ez(x, s)

))
w2(x, s)dxds

+

∫ t

0

‖F (·, s)‖L2(Ω)‖w(·, s)‖L2(Ω)ds.

On utilise l’inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.2), et la relation ab ≤ 1
2
(a2 +b2), on obtient

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

≤ 1

2

∫ t

0

∫
Ω

(
− b′′(u)∂tu(x, s) +∇ ·

(
(k ◦ b)′(u)ez

)
(x, s)

)
w2(x, s)dxds

+
c2
p

2

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

D’après l’inégalité de Hölder, on aura

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

≤ 1

2

∫ t

0

(
‖b′′(u)‖L2(Ω)‖∂tu(·, s)‖L∞(Ω)+‖∇ ·

(
(k ◦ b)′(u)ez

)
(·, s)‖L2(Ω)

)
×‖w2(·, s)‖L2(Ω)ds

+
c2
p

2

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

Or b′′, ∂tu et ∇ · ((k ◦ b)′(u)ez) sont bornées, on aura

α

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

≤ c(u)

2

∫ t

0

‖w(·, s)‖2
L2(Ω)ds+

c2
p

2

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

Grâce au lemme de Grönwall, on trouve

‖w(·, t)‖2
L2(Ω)≤ c(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds exp(t).

Donc

‖w(·, t)‖2
L2(Ω)≤ C(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds. (4.6)
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4.1. Nouvelle formulation

Ensuite, en prenant v égal à ∂tw dans (4.5), on obtient

α‖∂tw(·, t)‖2
L2(Ω) +

1

2

d

dt
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

b′′(u)(x, t)∂tu(x, t)w(x, t)∂tw(x, t)dx

+

∫
Ω

b′(u)(x, t)(∂tw)2(x, t)dx +

∫
Ω

((k ◦ b)′(u)ezw) (x, t) · ∇∂tw(x, t)dx

=

∫
Ω

F (x, t)∂tw(x, t)dx.

on intègre par rapport à t, et comme b′ est positive, on trouve

α

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+

1

2
‖w(·, t)‖2

L2(Ω)

≤
∫ t

0

∫
Ω

F (x, s)∂tw(x, s)dxds−
∫ t

0

∫
Ω

b′′(u)(x, t)∂tu(x, t)w(x, t)∂tw(x, t)dxds

−
∫ t

0

∫
Ω

((k ◦ b)′(u)ezw) (x, s) · ∇∂tw(x, s)dxds.

On commence par le premier terme du membre de droite, en utilisant l’inégalité de

Cauchy–Schwarz et la relation suivante,

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2, (4.7)

en choisissant ε = α
2
,∫ t

0

∫
Ω

F (x, s)∂tw(x, s)dxds ≤
∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖L2(Ω)‖F (·, s)‖L2(Ω)ds

≤ α

4

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+

1

α

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

Et pour le second terme, on utilise le fait que b′′ et ∂tu sont bornés, les inégalités de

Cauchy–Schwarz et de Poincaré–Friedrichs (1.2), et la relation (4.7) pour ε =
α

2
, pour

obtenir

|
∫ t

0

∫
Ω

b′′(u)(x, t)∂tu(x, t)w(x, t)∂tw(x, t)dxds|

≤ c(u)

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖L2(Ω)‖w(·, s)‖L2(Ω)ds

≤ c(u)cp

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖L2(Ω)|w(·, s)|H1(Ω)ds

≤ α

4

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ c(u)

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

Enfin pour le troisième terme on applique l’intégration par partie par rapport à t, et les
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mêmes étapes utilisées précédemment

|
∫ t

0

∫
Ω

(
(k ◦ b)′(u)ezw

)
(x, s) · ∇∂tw(x, s)dxds|

= |
∫

Ω

((k ◦ b)′(u)ezw) (x, t) · ∇w(x, t)dx−
∫ t

0

∫
Ω

∂t ((k ◦ b)′(u)ezw) (x, t) · ∇w(x, t)dxds|

= |
∫

Ω

((k ◦ b)′(u)ezw) (x, t) · ∇w(x, t)dx

−
∫ t

0

∫
Ω

(
∂t
(
(k ◦ b)′(u)ez

)
(x, s)w(x, s) + (k ◦ b)′(u)ez(x, s)∂tw(x, t)

)
· ∇w(x, t)dxds|

≤ c(u)|w(·, t)|H1(Ω)‖w(·, t)‖L2(Ω) + c(u)

∫ t

0

‖w(·, s)‖L2(Ω)|w(·, s)|H1(Ω)ds

+ c(u)

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖L2(Ω)|w(·, s)|H1(Ω)ds

≤ 1

4
|w(·, t)|2H1(Ω) + c1(u)‖w(·, t)‖2

L2(Ω) + c(u)Cp

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

+
α

4

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ c(u)

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

≤ 1

4
|w(·, t)|2H1(Ω) + c(u)‖w(·, t)‖2

L2(Ω)

+
α

4

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ c(u)

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds.

Donc

α

4

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+

1

4
‖w(·, t)‖2

L2(Ω) ≤
1

α

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds+ c(u)‖w(·, t)‖2

L2(Ω)

+ c(u)

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds.

On a aussi de (4.6)

‖w(·, t)‖2
L2(Ω)≤ C(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

Alors,

α

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ ‖w(·, t)‖2

L2(Ω) ≤ c(u)

∫ t

0

|w(·, s)|2H1(Ω)ds

+ c(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds.

Ensuite on utilise le lemme de Grönwall, on aura

α

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ ‖w(·, t)‖2

L2(Ω) ≤ c(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds exp(t).
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Donc

α

∫ t

0

‖∂tw(·, s)‖2
L2(Ω)ds+ ‖w(·, t)‖2

L2(Ω) ≤ C(u)

∫ t

0

‖F (·, s)‖2
L2(Ω)ds. (4.8)

Étape 2. Maintenant on montre l’existence de la solution du problème (4.5). Notons que

l’application

G : (t, w) 7→ F − b′′(u)∂tuw −∇w − (k ◦ b)′(u)w.

est continue et lipschitzienne par rapport à w, en effet

‖G(t, w1)−G(t, w2)‖L2(Ω)

= ‖−b′′(u)∂tuw1 −∇w1 − (k ◦ b)′(u)w1 − (−b′′(u)∂tuw2 −∇w2 − (k ◦ b)′(u)w2)‖L2(Ω)

= ‖b′′(u)∂tu(w1 − w2))−∇(w1 − w2)− (k ◦ b)′(u)(w1 − w2)‖L2(Ω)

≤ ‖b′′(u)∂tu(w1 − w2)‖L2(Ω) + ‖∇(w1 − w2)‖L2(Ω)d + ‖(k ◦ b)′(u)(w1 − w2)‖L2(Ω)

Comme b′′, ∂tu et (k ◦ b)′ sont bornées, on obtient

‖G(t, w1)−G(t, w2)‖L2(Ω) ≤ c(u)‖w1 − w2‖L2(Ω) + |w1 − w2|H1(Ω)

≤ C(u)‖w1 − w2‖H1(Ω).

Soit (Hn)n une suite croissante de sous-espaces de dimension finie de H1
0 (Ω) telle que⋃

n

Hn est dense dans H1
0 (Ω). On en déduit le problème suivant, pour tout n > m

Trouver wn ∈ C0(0, T ;Hn) ∩H1(0, T ;L2(Ω)) tel que

wn(·, 0) = 0 dans Ω,

et pour tout t ∈]0, T [,

∀v ∈ Hm, α

∫
Ω

∂twn(x, t)v(x)dx +

∫
Ω

∂t (b′(u)wn) (x, t)v(x)dx

+

∫
Ω

(∇wn + (k ◦ b)′(u)wn) (x, t) · ∇v(x)dx =

∫
Ω

F (x, t)v(x)dx. (4.9)

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz ( voir Théorème 1.3.6), le problème (4.9) admet

une solution unique wn dans C0(0, T ;Hn) ∩H1(0, T ;L2(Ω)). La solution wn vérifie (4.8),

donc il existe une sous-suite que l’on note encore par (wn)n pour simplifier, qui converge

faiblement vers w dans C0(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ H1(0, T ;L2(Ω)). En passant à la limite sur n,

on déduit que la fonction w est solution de (4.5) pour tout v dans Hm, et donc pour tout

v dans H1
0 (Ω) par densité. Ceci donne l’existence d’une solution du problème (4.5) dans

C0(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩H1(0, T ;L2(Ω)).
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Étape 3. Enfin on montre l’unicité, si w1, w2 sont deux solutions du problème (4.5) et

soit w = w1 − w2 avec la donnée F égal à zéro, on voit que w vérifie l’estimation (4.6),

alors on déduit que w est nulle. Ceci prouve l’unicité de la solution dans C0(0, T ;H1
0 (Ω))∩

H1(0, T ;L2(Ω)) �

4.2 Estimation d’erreur en temps

On note uτ la fonction continue affine sur [tj−1, tj], 1 ≤ j ≤ J , et égales à uj en temps

t = tj, 0 ≤ j ≤ J . Pour toute fonction v continue sur [0, T ], on introduit aussi :

• Les fonctions π+
τ v et π−τ v sont constantes et égales à v(tj) et v(tj−1) respectivement, sur

tout intervalle ]tj−1, tj], 1 ≤ j ≤ J .

Soit Tτ l’opérateur semi-discret : pour toutes données F dans C0(0, T ;L2(Ω)) et u0

satisfaisant l’Hypothèse 3.1, Tτ (F, u0) est égal à uτ associée à la solution du problème

Trouver (uj)0≤j≤J ∈ H1
0 (Ω)J+1 tel que

u0 = u0 dans Ω,

et, pour 1 ≤ j ≤ J

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

(
uj − uj−1

τj

)
(x)v(x)dx +

∫
Ω

(∇uj)(x) · (∇v)(x)dx

=

∫
Ω

F (x, tj)v(x)dx. (4.10)

Proposition 4.2.1 (Stabilité). Pour toute donnée F dans C0(0, T ;L2(Ω)),

‖Tτ (F, 0)‖W ≤ c‖π+
τ F‖L2(0,T ;L2(Ω)). (4.11)

Preuve. Posons u0 = 0, on prend v =
uj − uj−1

τj
dans (4.10), on obtient

α‖u
j − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

τj

∫
Ω

(∇uj)(x) · (∇(uj − uj−1))(x)dx

=

∫
Ω

F (x, tj)

(
uj − uj−1

τj

)
(x)dx.

D’après l’inégalité de Cauchy–Schwarz et l’identité

(a, a− b) =
1

2
(‖a‖2 + ‖a− b‖2 − ‖b‖2),
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4.2. Estimation d’erreur en temps

on trouve

α‖u
j − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

2τj

(
|uj|2H1(Ω) − |uj−1|2H1(Ω) + |uj − uj−1|2H1(Ω)

)
≤ ‖F (·, tj)‖L2(Ω)‖

uj − uj−1

τj
‖L2(Ω).

d’autre part, on utilise la relation suivante pour ε = α

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2,

on aura

α

2
‖u

j − uj−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

2τj

(
|uj|2H1(Ω) − |uj−1|2H1(Ω) + |uj − uj−1|2H1(Ω)

)
≤ 1

2α
‖F (·, tj)‖2

L2(Ω).

Ensuite on multiplie l’équation précédente par 2τj et en sommant sur j, on obtient

α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω) + |uj|2H1(Ω) +

j∑
m=1

|um − um−1|2H1(Ω)

≤ 1

α

j∑
m=1

τm‖F (·, tm)‖2
L2(Ω).

Comme le terme

j∑
m=1

|um − um−1|2H1(Ω) est positif, alors

α

j∑
m=1

τm‖
um − um−1

τm
‖2
L2(Ω) + |uj|2H1(Ω) ≤

1

α

j∑
m=1

τm‖F (·, tm)‖2
L2(Ω),

≤ 1

α

j∑
m=1

∫ tm

tm−1

‖F (·, tm)‖2
L2(Ω)dt,

≤ 1

α

j∑
m=1

∫ tm

tm−1

‖π+
τ F (·, t)‖2

L2(Ω)dt.

Ceci achève la démonstration. �

Dans ce qui suit, on va estimer l’erreur due à la discrétisation en temps. Soit u(·, tj)
solution du problème (4.1) à l’instant tj et soit uj solution de (4.10), on définit ej =

u(·, tj)− uj. En soustrayant l’équation (4.1) de (4.10) à l’instant tj on voit que,

∀v ∈ H1
0 (Ω),

α

∫
Ω

(
∂tu(x, tj)−

(uj − uj−1)(x)

τj

)
v(x)dx +

∫
Ω

(∇(u(x, tj)− uj(x)) · ∇v(x)dx = 0,
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4.2. Estimation d’erreur en temps

On ajoute et retranche le terme
u(·, tj)− u(·, tj−1)

τj
à l’équation précédente, on trouve

α

∫
Ω

(
u(x, tj)− uj(x)−

(
u(x, tj−1)− uj−1(x)

)
τj

)
v(x)dx

+

∫
Ω

(∇(u(x, tj)− uj(x)) · ∇v(x)dx = α

∫
Ω

(
u(x, tj)− u(x, tj−1)

)
τj

− α
∫

Ω

∂tu(x, tj)v(x)dx.

On constate que e0 = 0 et que

∀v ∈ H1
0 (Ω), α

∫
Ω

(ej − ej−1

τj

)
vdx +

∫
Ω

∇ej · ∇vdx = α

∫
Ω

εjvdx, (4.12)

où l’erreur de consistance εj est donnée par

εj =
u(·, tj)− u(·, tj−1)

τj
− (∂tu)(·, tj).

Proposition 4.2.2. Supposons que la solution u du problème (2.3)–(2.4) appartient à

l’espace H2(0, T ;H1
0 (Ω)). Alors, on a l’estimation suivante,

‖εj‖L2(Ω) ≤
√
τj
3
‖u‖H2(tj−1,tj ;L2(Ω)). (4.13)

Preuve. On fait appel à la formule de Taylor avec reste intégrale

u(·, tj)− u(·, tj−1) = τj(∂tu)(·, tj)−
tj∫

tj−1

(t− tj−1)∂2
ttu(·, t)dt,

donc

εj = − 1

τj

tj∫
tj−1

(t− tj−1)∂2
ttu(·, t)dt.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

εj ≤ 1

τj

( tj∫
tj−1

(t− tj−1)2dt
) 1

2
( tj∫
tj−1

(∂2
ttu(·, t))2dt

) 1
2
.

Or ∫ tj

tj−1

(t− tj−1)2dt =
1

3
(t− tj−1)3

∣∣tj
tj−1

=
τ 3
j

3
.

Par conséquent,

εj ≤
√
τj
3

( tj∫
tj−1

(∂2
ttu(·, t))2dt

) 1
2
.
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4.2. Estimation d’erreur en temps

En passant à la norme de L2(Ω), on obtient

‖εj‖2
L2(Ω) ≤

τj
3
‖∂2

ttu‖2
L2(tj−1,tj ;L2(Ω)).

Ceci achève la démonstration. �

Proposition 4.2.3. Supposons que la solution u du problème (2.3)–(2.4) appartient à

l’espace H2(0, T ;H1
0 (Ω)). Alors, on a l’estimation suivante pour tout 1 ≤ j ≤ J

(
α

j∑
m=1

τm

∥∥∥u(·, tj)− uj − (u(·, tj−1)− uj−1)

τm

∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

+ |u(·, tj)− uj|H1(Ω) ≤ c|τ |‖u‖H2(tj−1,tj ;L2(Ω)). (4.14)

Preuve. On prend v =
ej − ej−1

τj
dans l’équation (4.12), on trouve

α‖e
j − ej−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

τj

∫
Ω

(∇ej) · (∇(ej − ej−1))dx = α

∫
Ω

εj(
ej − ej−1

τj
)dx

L’identité (a, a − b) = 1
2
(‖a‖2 + ‖a − b‖2 − ‖b‖2), l’inégalité de Cauchy–Schwarz et la

formule ab ≤ 1
2
(a2 + b2), nous donnent

α

2
‖e

j − ej−1

τj
‖2
L2(Ω) +

1

2τj
(|ej|2H1(Ω) + |ej − ej−1|2H1(Ω) − |ej−1|2H1(Ω)) ≤

α

2
‖εj‖2

L2(Ω).

En multipliant par 2τj

ατj‖
ej − ej−1

τj
‖2
L2(Ω) + |ej|2H1(Ω) + |ej − ej−1|2H1(Ω) − |ej−1|2H1(Ω) ≤ ατj‖εj‖2

L2(Ω).

En sommant sur j, on obtient

α

j∑
m=1

τm‖
em − em−1

τm
‖2
L2(Ω) + |ej|2H1(Ω) +

j∑
m=1

|em − em−1|2H1(Ω) ≤ α

j∑
m=1

τm‖εm‖2
L2(Ω).

Comme
j∑

m=1

|em − em−1|2H1(Ω) est positif, donc

α

j∑
m=1

τm‖
em − em−1

τm
‖2
L2(Ω) + |ej|2H1(Ω) ≤ α

j∑
m=1

τm‖εm‖2
L2(Ω).

On déduit de (4.13) l’estimation d’erreur désirée. �

Par définition des opérateurs T et Tτ combiné avec la Proposition 4.2.3, on déduit la

proposition suivante
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Proposition 4.2.4 (Estimation d’erreur a priori). pour toute donnée F dans C0(0, T ;L2(Ω))

tel que T (F, u0) appartient à H2(0, T ;L2(Ω)), on ait

‖(T − Tτ )(F, u0)‖W ≤ c|τ |
(
‖T (F, u0)‖H2(0,T ;L2(Ω))

)
. (4.15)

Théorème 4.2.1 (Convergence ). pour toute donnée F dans C0(0, T ;L2(Ω)),

lim
|τ |→0
‖(T − Tτ )(F, 0)‖W = 0. (4.16)

Ainsi le problème (3.2) peut s’écrire de manière équivalente

Fτ (uτ ) = uτ − Tτ (Gτ (u), u0) = 0. (4.17)

où l’application Gτ est définie par∫
Ω

Gτ (u)(x, t)v(x)dx = −〈∂t
(
b(u)

)
(·, t), v〉 −

∫
Ω

k ◦ b(u)(x, t)ez · ∇v(x)dx. (4.18)

4.3 Estimation d’erreur en espace

Dans ce qui suit on définit l’espace discret ZN = P0
N associés à H1

0 (Ω), et on intro-

duit l’espace discret, c’est-à-dire l’espace WNτ des fonctions affines sur chaque intervalle

[tj−1, tj], 1 ≤ j ≤ J , et tels que leurs valeurs en tj appartient à ZN . Cet espace est de

dimension finie et inclus dans l’espace W défini dans (4.4).

Dans cette partie, on note uNτ , la fonction continue affine sur tout intervalle [tj−1, tj],

1 ≤ j ≤ J , et égales à ujN , au temps tj, 0 ≤ j ≤ J . On vérifie que la fonction uNτ

appartient à l’espace WNτ . On définie aussi l’opérateur discret TNτ : pour toute donnée F

dans C(0, T ;L2(Ω)) et u0 satisfait l’Hypothèse 3.2, TNτ (F, u0) est égale à la fonction uNτ ,

qui interpole la solution du problème suivant

Trouver
(
ujN
)

0≤j≤J ∈ ZJ+1
N tel que

u0
N = IN−1u0 dans Ω,

et pour tout j, 1 ≤ j ≤ J,

∀vN ∈ Z0
N , α(

ujN − u
j−1
N

τj
, wN)M + (∇ujN , vN(·, t))M =

∫
Ω

F (x, tj)vN(x,t)dx. (4.19)

On rappelle de [9] les estimations suivantes :

(i) Stabilité : Pur toute donnée F dans C(0, T ;L2(Ω)),

‖TNτ (F, 0)‖W ≤ c sup
vN∈WNτ

∫
Ω

F (x, tj)vN(x, t)dx

‖vN‖W
. (4.20)
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(ii) Estimation d’erreur a priori : pour toute donnée F dans L2(0, T ;L2(Ω)) tel que

T (F, u0) appartient à H1(0, T ;Hs(Ω)), s > d
2

‖(Tτ − TNτ )(F, u0)‖W ≤ cN1−s‖T (F, u0)‖H1(0,T ;Hs(Ω)). (4.21)

(iii) Convergence : pour toute donnée F dans C(0, T ;L2(Ω)),

lim
N→+∞

‖(Tτ − TNτ )(F, 0)‖W = 0. (4.22)

Pour conclure, on observe que le problème peut s’écrire de manière équivalente

FNτ (uNτ ) = uNτ − TNτ (GNτ (uNτ ), u0) = 0, (4.23)

où l’application GNτ est définie par(
GNτ (uNτ )(·, t), vN

)
M

= −(∂t
(
b(uNτ )

)
(·, t), vN)M

− (k ◦ b(uNτ )(·, t)ez · ∇vN(·, t))M . (4.24)

4.4 Lemmes techniques

Maintenant, nous introduisons une approximation u∗Nτ de la solution u dans WNτ et

nous faisons les hypothèses suivantes

Hypothèse 4.1.

(H1) La solution u du problème (2.3)–(2.4) appartient à L∞(Ω×]0, T [), avec sa dérivée

∂tu.

(H2) La propriété de convergence suivante est vérifiée

lim
|τ |→0

lim
N→∞

‖u− u∗Nτ‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) = 0. (4.25)

lim
|τ |→0

lim
N→∞

‖∂tu− ∂tu∗Nτ‖L∞(0,T ;L∞(Ω)) = 0. (4.26)

(H3) L’application (k ◦ b)′ est continue et Lipschitzienne.

On réfère à [13] et [29] pour la preuve de l’estimation suivante,

Lemme 4.4.1. pour tout réel s > d
2
, il existe une constante c positive ne dépend que de

s telle que, pour toute fonction v de Hs(Ω), on ait

‖v − INv‖L∞(Ω) ≤ cN
d
2
−s‖v‖Hs(Ω). (4.27)
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Lemme 4.4.2. Supposons que les applications b et k soient de classe C2 avec des dérivées

bornées, et que l’application b′′ est continue et Lipschitzienne. Si l’Hypothèse 4.1 est

vérifiée, il existe des nombres réels positifs τ0 et N0 tels que, pour tout τ , |τ | ≤ τ0 et

pour tout N ≥ N0, l’opérateur DFNτ (u∗Nτ ) est un isomorphisme de WNτ , et la norme de

son inverse est bornée indépendamment de τ et de N .

Preuve. On utilise la décomposition :

DFNτ (u∗Nτ ) = DF(u) + (T − TNτ )(DG(u), 0) + TNτ (DG(u)−DGNτ (u∗Nτ ), 0).

D’après le Lemme 4.1.1, DF(u) est un isomorphisme de W, il suffit de voir que les deux

derniers termes tendent vers 0 quand τ → 0 et N →∞.

Étape 1 : Nous déduisons de (4.3) que pour toute wNτ un élément de la sphère unité de

WNτ ,∫
Ω

DG(u)(x, t)wNτ (x, t)v(x)dx = −〈b′(u)∂twNτ (·, t), v〉 − 〈b′′(u)wNτ (·, t)∂tu(·, t), v〉

−
∫

Ω

(k ◦ b(u))′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇v(x)dx.

Comme WNτ est de dimension finie, on déduit de l’hypothèse 4.1 que DG(u)wNτ appar-

tient à un compact de C0(0, T ;L2(Ω)) voir [1]. Grâce à décomposition :

T − TNτ = T − Tτ + Tτ − TNτ ,

la convergence du premier terme est une conséquence directe de (4.15) et (4.21).

Étape 2 : On définit les quantités∫
Ω

DG(u)(x, t)wNτ (x, t)vN(x,t)dx =− 〈b′(u)∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉

− 〈b′′(u)wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉

−
∫

Ω

(k ◦ b)′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx,

et(
DGNτ (u∗Nτ )(·, t)wNτ (x, t), vN(·, t)

)
M

= −(b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t))M

− (b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M − ((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M .

Grâce à (4.20), on va montrer la convergence de la quantité

DG(u)−DGNτ (u∗Nτ ),
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pour tout wN et vN dans WNτ avec ‖vN‖W = 1. On voit que

DG(u)−DGNτ (u∗Nτ ) = DG(u)−DG(u∗Nτ ) +DG(u∗Nτ )−DGNτ (u∗Nτ ).

Alors∫
Ω

(DG(u)−DG(u∗Nτ ))(x, t)wNτ (x, t)vN(x,t)dx

= −〈b′(u)∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉+ 〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉

− 〈b′′(u)wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉+ 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉

−
∫

Ω

(k ◦ b(u))′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx

+

∫
Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (·, t)ez · ∇vN(x,t)dx.

On fait les notations suivantes :

E1,1 := −〈b′(u)∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉+ 〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉,

E2,1 := −〈b′′(u)wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉+ 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉,

E3,1 := −
∫

Ω

(k ◦ b(u))′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx

+

∫
Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (·, t)ez · ∇vN(x,t)dx.

Pour traiter E1,1 on utilise l’inégalité de Hölder et le fait que b′ est Lipschitzienne, en effet

|E1,1| =|〈b′(u∗Nτ )− b′(u)∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉|,

≤ ‖b′(u∗Nτ )− b′(u)‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω),

≤ c‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω).

On intègre entre 0 et T et on utilise l’inégalité de Hölder par rapport à t, on obtient∫ T

0

|E1,1|dt = ≤ c

∫ T

0

‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)dt,

≤ c‖u∗Nτ − u‖L∞(0,T ;L∞(Ω))

(∫ T

0

‖∂twNτ (·, t)‖2
L2(Ω)dt

) 1
2
(∫ T

0

‖vN(·, t)‖2
L2(Ω)dt

) 1
2
,

≤ c‖u∗Nτ − u‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖∂twNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖vN‖L2(0,T ;L2(Ω)).

D’après (4.25), on obtient la convergence de E1,1.

Et pour E2,1 on ajoute et retranche le terme 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉

E2,1 = −〈b′′(u)wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉+ 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉

+ 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉 − 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉,

= 〈(b′′(u∗Nτ )− b′′(u))wNτ (·, t)∂tu(·, t), vN(·, t)〉

+ 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)(∂tu∗Nτ (·, t)− ∂tu(·, t)), vN(·, t)〉
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On utilise l’inégalité de Hölder et le fait que b′′ est Lipschitzienne, on aura

|E2,1| ≤ ‖b′′(u∗Nτ )− b′′(u)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)∂tu(·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t) (∂tu
∗
Nτ (·, t)− ∂tu(·, t))‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)

≤ c‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)∂tu(·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t) (∂tu
∗
Nτ (·, t)− ∂tu(·, t))‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)

en utilisant encore L’inégalité de Hölder, on obtient

|E2,1| ≤ c‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)‖∂tu(·, t)‖L∞(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)− ∂tu(·, t)‖L∞(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω),

comme b′′ et ∂tu sont bornées et par intégration ente 0 et T , on trouve∫ T

0

|E2,1|dt ≤ c
{∫ T

0

‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)dt

+

∫ T

0

‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)− ∂tu(·, t)‖L∞(Ω)‖vN(·, t)‖L2(Ω)dt
}
,

de plus on applique l’inégalité de Hölder par rapport à t, on obtient∫ T

0

|E2,1|dt ≤ c
{
‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖wNτ (·, t)‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ ‖wNτ (·, t)‖L2(0,T ;L2(Ω))‖∂tu∗Nτ (·, t)− ∂tu(·, t)‖L∞(0,T ;L∞(Ω))

}
‖vN‖L2(0,T ;L2(Ω)).

On conclut que E2,1 converge vers 0 grâce à (4.25)-(4.26). Enfin pour traiter E3,1 on utilise

les mêmes arguments que E1,1

|E3,1| = |
∫

Ω

((k ◦ b(u∗Nτ ))
′ − (k ◦ b(u))′)(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx|,

≤ c‖((k ◦ b(u∗Nτ ))
′ − (k ◦ b(u))′)(·, t)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)‖∇vN(·, t)‖L2(Ω)d

Or (k ◦ b)′ est Lipschitzienne, alors

|E3,1| ≤ c‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)|vN(·, t)|H1(Ω),

On intègre entre 0 et T et on utilise l’inégalité de Hölder par rapport à t, on obtient∫ T

0

|E3,1|dt ≤ c

∫ T

0

‖u∗Nτ (·, t)− u(·, t)‖L∞‖wNτ (·, t)‖L2(Ω)|vN(·, t)|H1(Ω)dt,

≤ c‖u∗Nτ − u‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖wNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖vN‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)).
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D’où grâce à (4.25) la convergence de E3,1. Finalement, on montre la convergence de

DG(u∗Nτ )−DGNτ (u∗Nτ ), on a∫
Ω

(DG(u∗Nτ ))(x, t)wNτ (x, t)vN(x,t)dx−
(
DGNτ (u∗Nτ )(x, t)wNτ (·, t)vN(·, t)

)
M

= −〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉+ (b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t))M

− 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉+ (b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M

−
∫

Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx

+ ((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M .

On note par

E1,2 := −〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉+ (b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t))M ,

E2,2 := −〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉+ (b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M ,

E3,2 := −
∫

Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx + ((k ◦ b(u∗Nτ ))

′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M .

Pour montrer la convergence de E1,2, on choisit M� la partie entière de
2M − 1−N

2
et on introduit des approximations tM� de b′(u∗Nτ ) et v∗M� de vN dans PM�(Ω). D’après

l’exactitude de la formule de quadrature (1.11), on a∫
Ω

tM�(x, t)∂twNτ (x, t)v
∗
M�(x, t)dx = (tM�(·, t)∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t))M .

On voit que :

E1,2 = −〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)〉+ 〈tM�(·, t)∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t)〉

+ (b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t))M − (tM�(·, t)∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t))M .

De plus on ajoute et retranche le terme 〈b′(u∗Nτ )∂twNτ , v∗M�〉 et on ajoute et retranche le

même terme pour le produit discret, on obtient

E1,2 = 〈b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t)− vN(·, t)〉+ 〈(tM�(·, t)− b′(u∗Nτ ))∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t)〉

+ (b′(u∗Nτ )∂twNτ (·, t), vN(·, t)− v∗M�(·, t))M + ((b′(u∗Nτ − tM�(·, t))∂twNτ (·, t), v∗M�(·, t))M .

Maintenant on applique les inégalités de Hölder pour le produit continu et de Cauchy–

Schwarz et la relation d’équivalence (1.12) pour le produit discret, on aura

E1,2 ≤ ‖b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)− vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)

+ c
{
‖IM(b′(u∗Nτ )(vN(·, t)− v∗M�(·, t)))‖L2(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖IM((b′(u∗Nτ )− tM�(·, t))v∗M�(·, t))‖L2(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)

}
.
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Grâce à la stabilité de l’opérateur voir IM (1.18) et l’inégalité de Hölder, on trouve

|E1,2| ≤ ‖b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)− vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)

+ c
{
‖b′(u∗Nτ )(vN(·, t)− v∗M�(·, t)))‖L2(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖(b′(u∗Nτ )− tM�(·, t))v∗M�(·, t)‖L2(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)

}
,

≤ c
{
‖b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)− vN(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)}.

Comme b′′ est bornée et par intégration par rapport à t, et par application de l’inégalité

de Hölder, on aura∫ T

0

|E1,2|dt ≤ c
{∫ T

0

‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)− vN(·, t)‖L2(Ω)dt

+

∫ T

0

‖tM�(·, t)− b′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)dt}

≤ c
{
‖∂twNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖v∗M� − vN‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ ‖tM� − b′(u∗Nτ )‖L∞(0,T ;L∞(Ω))‖∂twNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖v∗M�‖L2(0,T ;L2(Ω))}.

On choisit les approximations tM� = IM�b′(u∗Nτ ) et v∗M� = IM�vN dans PM�(Ω) et on utilise

les inégalités (1.15) et (4.27), on trouve∫ T

0

|E1,2|dt ≤ c
{
cM−s
� ‖∂twNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖vN‖L2(0,T ;Hs(Ω))

+ cM
d
2
−s
� ‖b′(u∗Nτ )‖L∞(0,T ;Hs(Ω))‖∂twNτ‖L2(0,T ;L2(Ω))‖v∗M�‖L2(0,T ;L2(Ω))}.

D’où la convergence de E1,2. Ensuite, pour montrer la convergence de E2,2 on utilise les

mêmes notations de E1,2 pour simplifier. On introduit des approximations tM� de b′′(u∗Nτ )

et v∗M� de vN des PM�(Ω). D’après l’exactitude de la formule de quadrature, on a∫
Ω

tM�(x, t)wNτ (x, t)∂tuNτ (x, t)v
∗
M�(x, t)dx = (tM�(·, t)wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t))M .

On voit que :

E2,2 = −〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)〉+ 〈tM�(·, t)wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t)〉

+ (b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M − (tM�(·, t)wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t))M ,
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De plus on ajoute et retranche le terme 〈b′′(u∗Nτ )wNτ∂tu∗Nτ , v∗M�(·, t)〉 et on ajoute et re-

tranche le même terme pour le produit discret, on obtient

E2,2 = 〈b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t)− v∗M�(·, t)〉

+ 〈(tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ ))wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t)〉

+ (b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t)− vN(·, t))M

+ ((b′′(u∗Nτ )− tM�(·, t))wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), v∗M�(·, t))M .

Ensuite on applique les inégalités de Hölder pour le produit continu et de Cauchy–Schwarz

et la relation d’équivalence (1.12) pour le produit discret, on aura

|E2,2| ≤ ‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)(vN − v∗M�)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)v∗M�(·, t)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ c
{
‖IM(b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)(v∗M�(·, t)− vN(·, t)))‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖IM((b′′(u∗Nτ )− tM�(·, t))wNτ (·, t)v∗M�(·, t))‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

}
.

Grâce à la stabilité de l’opérateur IM (1.18), l’inégalité de Hölder et l’injection de H1(Ω)

dans L4(Ω), on obtient

|E2,2| ≤ c
{
‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖L4(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L4(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)(v∗M�(·, t)− vN(·, t))‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖(b′′(u∗Nτ )− tM�(·, t))wNτ (·, t)v∗M�(·, t)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

}
,

≤ c
{
‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖L4(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L4(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

}
≤ c
{
‖b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖H1(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)‖H1(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

}
.

On utilise le fait que b′′ et vM� sont bornées, on intègre entre 0 et T et en appliquant

encore l’inégalité de Hölder par rapport à t, on trouve∫ T

0

|E2,2|dt ≤ c
{∫ T

0

‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖H1(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)dt

+

∫ T

0

‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L∞(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)dt
}
,

≤ c
{
‖wNτ (·, t)‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖L2(0,T ;H1(Ω))‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ ‖tM�(·, t)− b′′(u∗Nτ )‖L2(0,T ;L∞(Ω))‖wNτ (·, t)‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(0,T ;L2(Ω))

}
.
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Maintenant, on choisit les approximations tM� = IM�b′′(u∗Nτ ) et v∗M� = IM�vN qui sont

dans PM�(Ω) et on applique les estimations (1.16) et (4.27)∫ T

0

|E2,2|dt ≤ c
{
cM−s
� ‖wNτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖vN(·, t)‖L2(0,T ;Hs+1(Ω))‖∂tu∗Nτ‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ cM
d
2
−s
� ‖b′′(u∗Nτ )‖L2(0,T ;Hs(Ω))‖wNτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖∂tu∗Nτ‖L2(0,T ;L2(Ω))

}
.

D’où la convergence de E2,2. Enfin il reste à montrer la convergence de E3,2, on introduit

les approximations tM� de (k ◦ b(u∗Nτ ))′ et v∗M� de ∇vN qui sont dans PM�(Ω) et PM�(Ω)d

respectivement. D’après l’exactitude de la formule de quadrature (1.11), on a∫
Ω

tM�(x, t)wNτ (x, t)ez · v∗M�(x, t)dx = (tM�(·, t)wNτ (·, t)ez, v∗M�(·, t))M .

On voit que

E3,2 = −
∫

Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (x, t)ez · ∇vN(x,t)dx +

∫
Ω

tM�(x, t)wNτ (x, t)ez · v∗M�(x, t)dx

+ ((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M − (tM�(·, t)wNτ (·, t)ez, v∗M�(·, t))M

De plus on ajoute et retranche le terme

∫
Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτez · v∗M�dx et on ajoute et

retranche le même terme pour le produit discret, on obtient

E3,2 =

∫
Ω

(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t)wNτ (x, t)ez · (v∗M� −∇vN)(x, t)dx

+

∫
Ω

(tM�(x, t)− (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(x, t))wNτ (x, t)ez · v∗M�(x, t)dx

+ ((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t)− v∗M�(·, t))M

+ (((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)− tM�(·, t))wNτ (·, t)ez, v∗M�(·, t))M

Maintenant on applique les inégalités de Hölder pour le produit continu et de Cauchy–

Schwarz et la relation d’équivalence (1.12) pour le produit discret, on aura

|E3,2| ≤ ‖(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)ez‖L4(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖v∗M�(·, t)−∇vN(·, t)‖L2(Ω)d

+ ‖(tM�(·, t)− (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)ez‖L4(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)

+ c
{
‖IM((k ◦ b(u∗Nτ ))

′(·, t)wNτ (·, t)ez)‖L2(Ω)‖∇vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖L2(Ω)d

+ ‖(IM((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)− tM�(·, t))wNτ (·, t)ez)‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)d

}
.

Grâce à la stabilité de l’opérateur IM (1.18), l’inégalité de Hölder et l’injection de H1(Ω)
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dans L4(Ω), on obtient

|E3,2| ≤ c
{
‖(k ◦ b(u∗Nτ ))

′(·, t)ez‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)−∇vN(·, t)‖L2(Ω)d

+ ‖(tM�(·, t)− (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)ez‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)

+ ‖(k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez‖L2(Ω)‖∇vN(·, t)− v∗M�(·, t)‖L2(Ω)d

+ ‖((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)− tM�(·, t))wNτ (·, t)ez‖L2(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω)d

}
,

≤ c
{
‖(k ◦ b(u∗Nτ ))

′(·, t)ez‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)−∇vN(·, t)‖L2(Ω)d

+ ‖(tM�(·, t)− (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)ez‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)‖L2(Ω).

Comme (k ◦ b(u∗Nτ ))′ et v∗M� sont bornées, on intègre et on applique l’inégalité de Cauchy-

Schwarz par rapport à t, on trouve∫ T

0

|E3,2|dt ≤ c
{∫ T

0

‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖v∗M�(·, t)−∇vN(·, t)‖L2(Ω)ddt

+

∫ T

0

‖(tM�(·, t)− (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)dt,

≤ c
{
‖wNτ (·, t)‖L2(0,T ;H1(Ω))‖v∗M� −∇vN‖L2(0,T ;L2(Ω)d)

+ ‖(tM� − (k ◦ b(u∗Nτ ))
′‖L2(0,T ;H1(Ω))‖wNτ‖L2(0,T ;H1(Ω)).

On choisit les approximations tM� = IM(k ◦ b(u∗Nτ ))′ et v∗M� = IM∇vN qui sont dans

PM�(Ω), PM�(Ω)d respectivement. Après on utilise les estimations (1.16) et (1.17) pour

obtenir la convergence de E3,2. �

Lemme 4.4.3. Supposons que les applications b et k soient de classe C2 à dérivées

bornées, et que l’application b′′ est continue et Lipschitzienne. Si l’hypothèse 4.1 est sa-

tisfaite, il existe un voisinage de u∗Nτ dans WNτ et un nombre réel positif λ tels que

l’opérateur DFNτ satisfait la propriété de Lipschitz, pour tout zN dans ce voisinage

‖DFNτ (u∗Nτ )−DFNτ (zN)‖L(WNτ ) ≤ λ‖u∗Nτ − zN‖W, (4.28)

où L(WNτ ) représente l’espace des endomorphismes de WNτ .

Preuve. Grâce à (4.20), on va estimer la quantité(
(DGNτ (u∗Nτ )−DGNτ (zN))(·, t)wN(·, t), vN(·, t)

)
M
, (4.29)

pour tout wτ et vN dans WNτ avec ‖vN‖W = 1. On note

L1(t) = −(b′(u∗N)∂twNτ (·, t), vN(·, t))M + (b′(zN)∂twNτ (·, t), vN(·, t))M ,

L2(t) = −(b′′(u∗Nτ )wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M + (b′′(zN)wN(·, t)∂tzN(·, t), vN(·, t))M ,

L3(t) = −((k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M + ((k ◦ b(zN))′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M
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D’après l’inégalités de Cauchy–Schwarz et la relation d’équivalence (1.12), on obtient

|L1(t)| = |
(
(b′(u∗N)− b′(zN))∂twNτ (·, t), vN(·, t)

)
M
|

≤ c‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖IM((b′(zN)− b′(u∗Nτ )vN(·, t))‖L2(Ω).

On utilise l’équation (1.18), l’inégalité de Hölder et le fait que b′ est lipschitzienne, on

aura

|L1(t)| ≤ c‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖(b′(zN)− b′(u∗Nτ )vN(·, t)‖L2(Ω),

≤ c‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖(b′(zN)− b′(u∗Nτ )‖L4(Ω)‖vN(·, t)‖L4(Ω),

≤ c‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖u∗Nτ (·, t)− zN(·, t)‖L4(Ω)‖vN(·, t)‖L4(Ω).

Comme l’espace H1(Ω) s’injecte dans L4(Ω) (Théorème 1.3.1), on aura

|L1(t)| ≤ c‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖u∗Nτ (·, t)− zN(·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω).

De plus on intègre entre 0 et T et on applique l’inégalité de Hölder par rapport à t, on

trouve∫ T

0

|L1(t)|dt ≤ c

∫ T

0

‖∂twNτ (·, t)‖L2(Ω)‖u∗Nτ (·, t)− zN(·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)dt,

≤ c
(∫ T

0

‖∂twNτ (·, t)‖2
L2(Ω)dt

) 1
2‖u∗Nτ (·, t)− zN(·, t)‖L∞(0,T ;H1(Ω))

×
(∫ T

0

‖vN(·, t)‖2
H1(Ω)dt

) 1
2

≤ c‖wNτ‖W‖u∗Nτ (·, t)− zN(·, t)‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖vN‖W.

Comme ‖vN‖W = 1, donc∫ T

0

|L1(t)|dt ≤ c‖wNτ‖W‖u∗Nτ − zN‖L∞(0,T ;H1(Ω)). (4.30)

Ensuite, pour estimer L2 on ajoute et retranche le terme

(b′′(zN)wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M , on obtient

L2(t) = ((b′′(zN)− b′′(u∗Nτ ))wNτ (·, t)∂tu∗Nτ (·, t), vN(·, t))M

+ (b′′(zN)wNτ (·, t)(∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)), vN(·, t))M ,

Grâce à l’inégalité de Cauchy–Schwarz et la relation d’équivalence (1.12), on aura

L2(t) ≤ c
{
‖IM((b′′(zN)− b′′(u∗Nτ ))wNτ (·, t)vN(·, t))‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖IM(b′′(zN)wNτ (·, t)vN(·, t))‖L2(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)

}
,
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de plus on utilise l’équation (1.18) et l’inégalité de Hölder, on trouve

L2(t) ≤ c
{
‖(b′′(zN)− b′′(u∗Nτ ))wNτ (·, t)vN(·, t)‖L2(Ω)‖∂tu∗Nτ‖L2(Ω)

+ ‖b′′(zN)wNτ (·, t)vN(·, t)‖L2(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)

}
≤ c
{
‖b′′(zN)− b′′(u∗Nτ )‖L6(Ω)‖wNτ (·, t)‖L6(Ω)‖vN(·, t)‖L6(Ω)‖∂tu∗Nτ‖L2(Ω)

+ ‖b′′(zN)‖L6(Ω)‖wNτ (·, t)‖L6(Ω)‖vN(·, t)‖L6(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)

}
.

De plus b′′ est lipschitzienne et grâce à l’injection de l’espace H1(Ω) dans L6(Ω) (Théorème

1.3.1), on obtient

|L2(t)| ≤ c
{
‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖L6(Ω)‖wNτ (·, t)‖L6(Ω)‖vN(·, t)‖L6(Ω)‖∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

+ ‖b′′(zN)‖L6(Ω)‖wNτ (·, t)‖L6(Ω)‖vN(·, t)‖L6(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2(Ω)

}
≤ c
{
‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)‖∂tu∗Nτ‖L2(Ω)

+ ‖b′′(zN)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)

}
.

Comme b′′ et ∂tu
∗
Nτ sont bornées, alors

|L2(t)| ≤ c
{
‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)

+ ‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)

}
.

Après on intègre entre 0 et T et on applique l’inégalité de Hölder par rapport à t, on aura∫ T

0

|L2(t)|dt ≤ c
{∫ T

0

‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)dt

+

∫ T

0

‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)‖vN(·, t)‖H1(Ω)‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖L2Ω)dt
}

≤ c
{
‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))

(∫ T

0

‖wNτ (·, t)‖2
H1(Ω)dt

) 1
2
(∫ T

0

‖vN(·, t)‖2
H1(Ω)dt

) 1
2

+ ‖wNτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))

(∫ T

0

‖vN(·, t)‖2
H1(Ω)

) 1
2
(∫ T

0

‖∂tzN(·, t)− ∂tu∗Nτ (·, t)‖2
L2Ω)dt

) 1
2
}

≤ c
(
‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖zN − u∗Nτ‖2

H1(0,T ;L2(Ω)

)
‖wNτ‖W‖vN‖W.

Alors∫ T

0

|L2(t)|dt ≤ c
(
‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω)) + ‖zN − u∗Nτ‖2

H1(0,T ;L2(Ω))

)
‖wNτ‖W. (4.31)

Enfin, pour estimer L3 on applique les mêmes arguments utilisés pour L1, en effet

|L3(t)| = |((k ◦ b(zN))′ − (k ◦ b(u∗Nτ ))
′(·, t)wNτ (·, t)ez,∇vN(·, t))M |,

≤ c‖∇vN‖L2(Ω)d‖IM(((k ◦ b(zN))′ − (k ◦ b(u∗Nτ )
′)wNτ (·, t))‖L2(Ω),

≤ c|vN |H1(Ω)‖((k ◦ b(zN))′ − (k ◦ b(u∗Nτ )
′)wNτ (·, t)‖L2(Ω).
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En suite on utilise L’inégalité de Hölder et le fait que (k ◦ b)′ est lipschitzienne, on aura

|L3(t)| ≤ c|vN(·, t)|H1(Ω)‖(k ◦ b(zN))′ − (k ◦ b(u∗Nτ ))
′‖L4(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω),

≤ c|vN(·, t)|H1(Ω)‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖L4(Ω)‖wNτ (·, t)‖L4(Ω),

Comme l’espace H1(Ω) s’injecte dans L4(Ω), on aura

|L3(t)| ≤ c|vN(·, t)|H1(Ω)‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω),

De plus on intègre entre 0 et T et on applique l’inégalité de Hölder (Théorème 1.3.5) par

rapport à t, on trouve∫ T

0

|L3(t)|dt ≤ c

∫ T

0

|vN(·, t)|H1(Ω)‖zN(·, t)− u∗Nτ (·, t)‖H1(Ω)‖wNτ (·, t)‖H1(Ω)dt,

≤ c
(∫ T

0

|vN(·, t)|2H1(Ω)dt
) 1

2‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖wNτ‖L2(0,T ;H1(Ω)),

≤ c‖vN‖W‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖wNτ‖W,

donc ∫ T

0

|L3(t)|dt ≤ ‖zN − u∗Nτ‖L∞(0,T ;H1(Ω))‖wNτ‖W (4.32)

En combinant (4.30), (4.31) et (4.32), on obtient l’estimation désirée. �

On admet le résultat suivante (voir [5], Lemme 5.5).

Lemme 4.4.4. Supposons que les applications b et k soient de classe Cmax{dse,2} avec des

dérivées bornées. Si la solution u appartient à H1(0, T ;Hs(Ω)), s > d+1
2

, on a l’estimation

suivante :

‖FNτ (u∗Nτ )‖W ≤ c(u)(|τ |+N1−s). (4.33)
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4.5 Résultat et conclusion

Grâce aux Lemmes 4.4.2 à 4.4.4, toutes les hypothèses nécessaires pour appliquer le

théorème de Brezzi, Rappaz et Raviart [12] sont satisfaites. D’où l’estimation

Théorème 4.5.1. Supposons que, pour un nombre réel s > d+1
2

,

(i) Les applications b et k sont de classe Cmax{dse,2} à dérivées bornées,

(ii) la solutions du problème (2.3)–(2.4) appartient à H2(0, T ;L2(Ω)) ∩H1(0, T ;Hs(Ω)).

Ainsi, il existe des nombres réels positifs τ ∗0 et N∗0 tels que, pour tout τ , |τ | ≤ τ ∗0 et

N ≥ N∗0 , la solutions (ujN , q
j
N) du problème (3.13) vérifie l’estimation d’erreur a priori

suivante

‖u− uNτ‖W + ‖q− qNτ‖L2(0,T ;H(div,Ω)) ≤ c(u)(|τ |+N1−s), (4.34)

où la constante c(u) ne dépend que de la solution u du problème (2.3)–(2.4).
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