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Notations

D : ouvert borné de R?

P-p. : presque partout

dx : mesure de Lebesgue

(.,.) : aplication produit scalaire

||.]| : aplication norme

V f(xo) : le gradient de f au point x
Jf(xo) : le sous différentiel de f au point x
dy : la distance de Hausdorff

domf : le domaine effictif de la fonction f
epif : epigraphe de f

H : espace de Hilbert (E, < .,.>) : espace pré-helbertien

E’ : espace dual de I'espace E
LP(D) = {v: D — R; v mesurable et/ lo(z)]P de < o0}, 1<p<oo
D
En particulier :
L*(D) = {v: D — R;v mesurable et/ lv(7)]? do < 0o}
D

(L?(D))? : espace produit

L>*(D)={v mesurable dans D / 3 ¢ > 0 vérifiant |v| <0 p.p. sur D }



Notations

1=

2
la] = ¥ «, utilisé pour la définition des espaces de Sobolev
1

olely

8a1$1.8a2132

0% =
W™P(D) : espace de Sobolev sur D défini par :
W™P(D) = {v € L’(D),0 € LP(D)Va € N? |a] < m}

H™(D) =Wm™*D) = {ve L*D), o*v e L*(D), Ya € N2, |a| < m}
HY (D) :=W"'2(D) : espace de Sobolev d’ordre 1 sur D défini par :

ov
3@

HY(D)={ve L*(D); =— € L*(D), i =1,2}

(HY(D))? : espace produit

supp(v) = {x € D; v(x) # 0} : le support de v
H}(D) ={ve HY(D), v=0sur 0D}
(H{(D))? : espace produit

Wm>(D) : espace de Sobolev sur D défini par :
W™ (D) = {v € L*(D),0% € L>®(D),Va € N* |a| < m},

Whoe(D) : espace de Sobolev d’ordre 1 sur D défini par :

ov

Wh(D) = {v € L*(D); o1,

€ L>(D),i=1,2},
(Wh>(D))? : espace produit

L3(D) = {v € L*(D); /v(m)dm =0}

D(D) : espace des fonctions indéfiniment dérivables a support borné (espace des fonctions

test).



Introduction générale

L’interaction fluide-structure (1 F'S) s’intéresse au comportement d’un systeme consti-
tué par des entités mécaniques considérées comme distinctes : une structure mobile (ri-
gide ou déformable) et un fluide (en écoulement ou au repos) autour ou a l'intérieur de
la structure. L’évolution de chacune des deux entités dépendant de celle de I'autre. Plus
précisément, le mouvement de la structure est influencé par I’écoulement du fluide a tra-
vers les efforts transmis a l'interface, et réciproquement, le mouvement de la structure
influence ’écoulement du fluide par les déplacements de 'interface qui entraine le fluide
dans son mouvement, un phénomene de couplage apparait.

Les phénomenes d’interaction fluide-structure font partie de la vaste classe des pro-
blemes multi-physiques. Un grand nombre de situations font apparaitre a ces phénomenes
[10, 26, 29]. Les applications en bio-mécanique font, en général, intervenir un liquide et
une structure déformable : écoulements sanguins dans les vaisseaux, déformation des glo-
bules rouges dans les capillaires. Dans le domaine du génie nucléaire, 'usure d’un faisceau
tubulaire d'un échangeur de chaleur, par instabilité sous écoulement, peut prendre a peine
quelques secondes ; cet effet de couplage est pris en compte de fagon primordiale pour des
raisons de stureté des installations de production d’énergie. La compréhension des effets
de vibrations induites par écoulement a initié de nombreuses campagnes expérimentales
et justifie aujourd’hui le développement de méthodes de calcul numérique en couplage

fluide-structure. Dans le domaine du génie civil, nous citons fréquemment ’exemple de



Introduction générale

destruction du pont de Tacoma dont la compréhension a donné lieu a une littérature
scientifique abondante et qui illustre I'importance des effets d’interaction fluide-structure.

Le but principal de ce travail est d’essayer de détailler un peu les notions d’un article
de A. Halanay, C. Murea, D. Tiba intitulé : Existence et approximation pour un probleme
d’interaction fluide-structure stationnaire en utilisant une approche de domaine fictif avec
pénalisation [16].

Ce mémoire est divisé en trois chapitres présentés comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires
fondamentales et les outils nécessaires qui seront utilisés dans la suite.

Le second chapitre sera voué a la représentation des systemes d’élasticité et de
Stokes. Nous rapellerons brevement les deux formulations (forte et faible) de ces deux
systemes. Aussi, nous énoncerons les propositions permettant d’assurer ’existence et 1'uni-
cité de la solution pour les deux formulations variationnelles associées aux systemes de
Stokes et celui de 1’élasticité. Nous introduirons par la suite, le probleme d’interaction
fluide-structure dans sa formulation forte.

Le dernier chapitre abordera dans un premier temps la formulation variationelle
du probleme IFS pénalisé (dont on a rajouté un terme dépendant d’un parametre € dans
notre formulation dans le but d’écrire les équations sur un domaine de calcul simplifié D).
Ensuite nous s’attellerons a démontrer I'existence de la solution du probleme pénalisé,
afin de parler sur la convergence de la solution du probleme IFS pénalisé vers la solution

du probleme IF'S initial quand le paramétre € tend vers zéro.



Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous
seront tres utiles tout au long de ce mémoire. Nous présentons quelques concepts d’analyse

convexe et d’analyse fonctionnelle [6], [3].

1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1 Une partie C de E est dite conveze si et seulement si pour tout

r,yeC: x+(1—-0)yeC VOel0,1].

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2 (Domaine effectif) Soit f : E — R. On appele dommaine effectif de la

fonction f l'ensemble défini par :
domf :={zx € E: f(x)<+oo}.

Définition 1.3 (Fonction propre) La fonction f est dite propre si domf # 0 et f(x) #
—00, Vx € F.

Définition 1.4 (Fonction conveze) On dit qu’une fonction f : E — R est convexe si

pour tous x, y € domf et pour tout 6 € [0,1], on a :
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f0z+ (1 —0)y) <Of(x)+ (1—0)f(y).

Définition 1.5 (Epigraphe) On appele épigraphe d’une fonction f : E — R l’ensemble
défini par :
epilf) = {(2,t) € ExR: f(x) <1},

Propriétés 1.1 .
1. f est conveze si et seulement si son épigraphe est conveze.

2. 81 f1 et fy sont des fonctions convexes, alors fi + fo est convezxe.

1.3 Quelques rappels de la topologie

Soit E un espace de Banach et E’ son dual topologique i.e. E'={f : E — R, f est

forme linéaire continue} tel que pour tout f € E’ :

£l g = sup [(f, )]
€E

=<1
Nous désignons par ¢y : E — R Dapplication définie par ¢ps(z) = (f,z). Lorsque f

décrit £’ on obtient une famille (¢y)rep d’applications de E dans R.

Définition 1.6 .

1. Convergence faible. Soient (u,)neny C E etu € E. On dit que u,, converge faiblement
vers u dans E lorsque n — 00 si ps(u,) = @r(u) pour tout f € E'.

2. Convergence forte. Une suite (u,)nen C E converge fortement vers u € E si la suite

(lten, — || )nen tends vers 0 lorsque n — 0.

Définition 1.7 (Demi-fermé).

Un sous-ensemble A de X x X est dit demi-fermé s’il est fortement-faiblement fermé dans
X x X.

Autrement dit, x,, — x, y, =y et [T, yn] € A implique que [z,y] € A. (On rappelle que
— dénote la convergence faible en X ).

Un ensemble A est fermé si [xn,yn] € A, x,, — x et y,, —> y implique [z,y] € A.
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1.4 Sous-gradient et sous-différentiel

Définition 1.8 Soit f : H — R est une fonction conveze et soit T € dom(f), un

élement & est appelé sous-gradient de f en T si :
(&, z—1x) < f(x)— f(Z); Yz € H.

Définition 1.9 Soit H un espace de Hilbert et f est une fonction convexe propre et définie
de H d valeur dans R et zy € dom(f).
Le sous-différentiel de f au point xq noté Of(xq) est le sous-ensemble de H définie

par :

Of(xo) ={§ € H: f(x) = f(wo) + ({2 — 20), Vo € H}.
Remarque 1.1 Si xg ¢ dom(f), alors Of(xq) =0
Proposition 1.1 Sif: H — R convexe et différentiable en xq, alors 0f (xg) = {V f(x0)}.

Définition 1.10 (Fréchet différentiable). Soit f une fonction sur un ensemble ouvert U
d’un espace normé X dans l’espace norméY . Nous disons que f est Fréchet différentiable

enx € U sl y a un opérateur linéaire borné T, : X — Y tel que :

flz+y) = fl@)+ Ty + 1Yl g, -

ot E.(y) — 0 siy — 0 .

1.5 Multi-applications

Définition 1.11 Soient X etY deux ensembles non vides dans H. Nous appelons Multi-
application (ou fonction multivoque) de X dans Y tout application T de X dans P(Y)
(ensemble des parties de Y ) et nous notons T : X — P(Y) ouT : X =2 Y. Alors
Vee X :T(x) CY est un sous-ensemble de'Y .

Définition 1.12 On appelle domaine (effictif) de T qu’on le note D(T') le sous-ensemble
de X défini par :
D(T)={ze X :T(x)#0}.

Et limage de T noté R(T) le sous-ensemble de Y définie par :

RT)={yeY/TzeX :yecT(x)}= |J T(v).

zeD(T)
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Définition 1.13 On appelle graphe de T' et on note gph(T) le sous-ensemble de X XY
définie par :
gph(T) ={(z,y) e X xY :x € D(T),y € T(x)} ..

Définition 1.14 (Localement borné).
Soit A : X =Y une multi-application. A est dit localement bornée si pour tout x € X, il

existe un voisinage V' de x tel que :
AWV)={Az; 2 €V }
est borné dans'Y .

Définition 1.15 (Ensemble Polaire d’un ensemble). Soit X un espace vectoriel et soit

V C X. L’ensemble Polaire de V noté V° est défini par :
Ve={heX'; (hv); YveV}.

heX's h: X — R linéaire continue

1.6 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.16 (Opérateur monotone ). L’opérateur T : H = H est dit monotone si :
Vu,v € D(T), Yuy € T(u),Yv, € T(v) : (v1 —ug,v —u) > 0.

Proposition 1.2 Soit f une fonction convexe propre sur H. Alors le sous-différentiel de

f est un opérateur monotone .

Remarque 1.2 Si T et Ty sont des opérateurs monotones alors Ty + Ty est un opérateur

monotone.

Définition 1.17 (opérateur mazimal monotone). Un opérateur T : H = H est dit mazi-

mal monotone s’il est monotone et s’il n’existe pas d’opérateur monotone G : H = H tel
que gph(T') C gph(G).

Proposition 1.3 Soit un opérateur T': H = H. Il y a équivalence entre les propriétés
sutvantes :
1) T est maximal monotone.

2) T est monotone et R(I +7T)=H

Corollaire 1.1 Soit T : H — H un opérateur monotone et continue. Alors T est

maximal monotone.

10
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1.7 Théoreme de point fixe de Schauder

Le théoreme de point fixe de Schauder est une généralisation de théoreme de Brower.

Dont ’énnonce est :

Théoréme 1.1 (Théoréme de point fize de Schauder)[34]

Soit C' un sous ensemble fermé et convere d’un espace de Banach E et f:C — C une
application continue telle que f(C) est relativement compact. Alors f posséde un point
fixe. Plus généralement, si C' est compact convexe alors toute fonction continue de C sur

C possede un point fize.

1.8 Distance de Haussdorff

Définition 1.18 (Fonction Distance). Soit C C H wune partie non vide. La fonction

distance associée a C' est définie par :
= inf ||z —y]| .
de(x) ;gc |z — yl|

Proposition 1.4 . Soit C C H une partie non vide, alors :
o do(z) =0 <=z € adh(C).

e La fonction distance est continument Lipschitzienne de rapport égale a 1.

Définition 1.19 (Distance de Hausdorff). Soient H un espace de Hilbert, Cy et Cy deux
sous-ensembles fermés non vide de H. On appelle distance de Hausdorff entre Cy etCy la

fonction numérique : dg(.,.) définie par :

dH(Cla Cz) ‘= sup |d01 (y) —dg, (?J)‘

yeH

:= max(sup deo(z), sup dei(z)).
ye zeci zeC2

1.9 Quelques résultats théoriques

Nous travaillerons avec des champs vectoriels de fonctions v,u,w : D — R? (D C R?),

tels que :

v = (v1,v2),0uv; : D — R(i =1,2),

11
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u = (uy,uz),ou u; : D — R(i =1,2),
w = (wy,ws), ot w; : D — R(1 =1,2),

Pour un tel champ, nous écrirons les opérateurs vectoriels associés de la maniere suivante :

Opérateur de divergence :

2.0
v,
divv=>) —,
= Ox;
Opérateur de gradient et laplace :
A\ Ov1 vy Avy
dz17 0
Vv = = | et Av=
Ovy  Ovg
VUQ Oz’ Oxo AUQ

La norme d'un champ vectoriel u dans un espace de Hilbert H'(D)? se note :

2

2
2
||‘1||H1(D)2 = (Z ||uj||H1(D))
j=1

Si u; est un champ scalaire dans I'espace H'(D) alors par la définition de la norme H' :

2 2

HvuiHL2(D) = (Z

J=1

81112'
81:j

%
) < HujHHl(D)

Théoréme 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) [1]
o Avec des sommes :
Soient w et v € D (D C R?). Alors :

L3(D)

1
2

2 2 % d
S Juser] < (ZW) (zw)
=1 =1 =1

e Avec des intégrales :
Soient u,v € C([0,1],R). Alors :

1 1 3 /1 3
/]u’u] dr < (/|u\2 dx) (/\U\Q dx) )
0 0 0

e Dans un espace de Hilbert :

Soit (E, < .,.>) un espace pré-hilbertien .Alors,pour tous u,v € E,

| <wv>[<[ulp]vle.

12
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Théoréme 1.3 (Inégalité de Hélder) [8]

Soit D un ouvert de R%. 1 < p < o00,1 < g < oo tels que (2 + 1 =1). Alors

141
P q

VYu € LP(D), Yv € LY(D), wv e L' (D),
et
| wv ||y <|| wllzoo)ll v L) -

En particulier on a : wv € L*(D).
Remarque 1.3 Cette inégalité devient l"inégalité de Cauchy-Schwarz pour p=q =2 .

Théoréme 1.4 (Théoréme de trace)[2] Soit Q@ un ouvert borné régulier (i.e. admettent
au plus des point anguleuz) de R™.

v € HY(Q) n'est pas définie sur le bord, car les fonctions de H'(Q) ne sont pas continues
sin = 2.

On introduit la fonction trace :

Yo 1 HY(Q) — L*(09)

v = YU = o,
qut est continue. Dans ces conditions,
3C >0, Yv e HI(Q), ||’YOUHL2(6Q)< CHU”HI(Q).

Ou
Hy(Q) = {v e HY(Q),vv = 0 sur 00Q}.

Théoréme 1.5 (Inégalité de Poincaré) [1]
Soit D un ouvert borné de R?. Alors, il existe une constante Cp > 0 telle que : pour toute

fonction v € H} (D), nous avons :
|| v ||L2(D)§ C(D || Vo ||L2(D) .

Remarque 1.4 : Une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de controler

(estimer) la norme L* d’une fonction par la norme L* de son gradiant.

13
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1.9.1 Formules de Green et formule de la divergence

Nous donnons quelques rappels utilées par la suite.

Formules de Green

Soit v et w de H(D) et x = (z1,73),i=1,2 on a:

ov ow
(%zziw dr = /vniw do — /vaxi dzx.
D oD D

a) Pour tous champs scalaires v € H'(D) et w € H*(D) réguliers, on a :

—/vadx:/Vw-Vvdx—/
D D aD

ou n est la normale unitaire extérieure a D .

ow
ain/l] dU,

b) Pour tous champs vectoriels v, w réguliers, on a

—/Aw-vdm:/VW:Vde—/gw-vda,
D D op

. o 2 2 0 A 0 i
avec VW 1 Vv = 3201 351 o o

(1.1)

¢) Soit D un ouvert régulier de R? et p : D — R une fonction de classe C' et v : D — R?

un champ vectoriel de classe C?. Alors

/Vp-vdx:—/p~divvdx+/(pn)'vda, (1.3)
D D oD
ou n = (ny,ns) est le vecteur unitaire normal a dD.
Formule de la divergence :
Pour tout champ vectoriel v régulier, nous avons
/divvdx:/v-nda, (1.4)
D oD
ou n est la normale unitaire extérieure a D
Nous notons par ||| (resp. ||-|ly) la norme sur X (resp. sur Y), tels que X et Y sont

des espaces de Hilbert.

14
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1.9.2 Théoreme de Lax-Miligram

Définition 1.20 Soit a : X X X — R une forme bilinéaire. Nous disons que

1) a(.,.) est continue sur X si :
Il existe M >0 Yu,v € X tel que |a(u,v)| < M [Jullx ||v|lx -
2) a(.,.) est coercive sur X si :
Il eziste a > 0 tel que o ||v]|% < a(v,v).
3) a(.,.) est symétrique si :
Vu,v € X, a(u,v) = a(v,u).

Théoréme 1.6 (Théoréme de représentation de Laz-Milgram)[7]

Soit a : X x X — R une forme bilinéaire, continue et coercive sur l’espace de Hilbert X

et soit L : X — R une forme linéaire continue sur X. Alors, il existe un unique u € X tel

que ’équation a(u,v) = L(v) soit vérifiée pour tout v de X, i.e :

dueX YoeX, a(u,v) = Lv).

(1.5)

St on suppose de plus que la forme a est symétrique, alors l’élément u est caractérisé

comme étant l'unique élément de X qui minimise la fonctionnelle J : X — R définie par

J(v) = 3a(v,v) — L(v) pour tout v de X, i.e :

dlu € X, J(u) = minJ(v).

veX
1.9.3 Théoreme de Babushka-Brezzi
Soit X et Y deux espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires

a: XxX—=R

b: X xY —R.
Etant donné f € X', nous cherchons (u,p) € X x Y tels que

a(u,v) + b(u,p) =< f,v >xx Vv e X

b<u7 Q> =0 VgeY.

15
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Théoréme 1.7 [21]
Nous donnons les hypotheses suivantes :

1) La forme a(.,.) est continue sur X :
Il existe M >0, Vu,v € X, tel que |a(u,v)| < M |lullg||v]x -
2) La forme a(.,.) est coercive sur X :
Il eziste a > 0, tel que o|jv|z < a(v,v).
3) La forme b(.,.) est continue :
Il existe N >0, VYveX, VgeY, tel que |b(v,q)] < N vl llglly -
4) La forme b(.,.) satisfait la condition ’inf-sup’ suivante :

b(v,
1l existe 5 > 0, tel que inﬁf{sup ”H(UHQ)H > B.
€
g0 o5 11 1l

Alors le probleme (1.7),(1.8) admet une unique solution (u,p) € X x Y .
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Chapitre 2

Position du probleme d’interaction

fluide-structure

Dans ce chapitre, nous expliquons le probleme de Stokes et d’élasticité avec une étude
variationele pour les deux problemes et aussi nous présentons la formulation forte du

probleme d’interaction fluie-structure.

2.1 Probléeme de Stokes

Le probleme de "Stokes” est au coeur de la simulation numérique en mécanique de
fluides. Une bonne compréhension des difficultes reliées a sa discrétisation par la méthode
des éléments finis ouvre la voie a toute une panoplie d’application, Cela va des écoule-
ments des fluides fortement visqueux. Le systéme de Stokes modélise I’écoulement d’un
fluide visqueux incompressible a petite vitesse. Nous supposons que le fluide occupe un
dommaine D qui est un ouvert borné de R2.

On considérera le probleme de Stokes :

—vAu+Vp = f dans D,
diva = 0 dans D, (2.1)

u = 0 surdD.
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

C’est un probleme elliptique linéaire avec une condition au bord de type Dirichlet homo-
géne, nous considerons :

D ouvert borné connexe de R?, u réprésente le champ de vitesse du fluide u : D — R2.
p : La pression du fluide p : D — R.

f : Champ de force agissant sur la frontiére avec le coefficient de viscosité cinématique
v(v > 0).

Ici nous nous intéresserons uniquement au cas des fluides incompressibles régi par I’équa-
tion

divu = 0.

Formulation variationnelle
Nous supposons que f € L?(D)? u € H*(D)? et p € L*(D). Nous multiplions la
premicre équation par un champ vectoriel v dans l’espace des fonctions tests (D(D))? et

nous intégrons. Le probleme devient :
—V/Au~vdx+/Vp-vdX:/f~de Vv € (D(D))>.
D D D
En utilisant les formules de Green (1.2) et (1.3), 'expression devient :

/(V(Vu :Vv)—pdivv) dx+ /((—I/(Vu)n)-v+(pn)-v) do = /f-v dx Vv € (D(D))*.
D oD D

De plus, afin de simplifier le probleme variationel, nous cherchons une fonction s’annulant

sur 0D. Nous définissons ainsi

V := Hy(D)>.

Concernant la pression, puisque I'équation de Stokes ne fait intervenir que les dérivées,
nous sommes poussés a imposer une condition sur p qui nous fixe la constante d’intégration

afin de garantir I'unicité d’une telle pression. Nous choisissons a cet effet I'espace des
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

fonctions de carré sommable a moyenne nulle

Q= L3(D) = {a € D)\ [ q dx =0},
D
Par I’équation d’incompressibilité, divu = 0, nous la multiplions par une fonction scalaire
q: D — R dans l'espace @) et nous intégrons. Nous obtenons

/qdivudx:O Vq € Q.

D

Finalement, en définissant les formes bilinéaires a : V xV —-Ret b:V x @ - R :

a(u,v) = V/Vu Vv dx, (2.2)
D

b(v,q) = — /q div v dx, (2.3)
D

ainsi que la fonctionnelle linéaire F': V — R :

F(v) ::/f-vdx,

Nous obtenons la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € V|, p € Q tel que

a(u,v) +b(v,p) = F(v) VeV (2.4)

b(u,q) =0 Vg€ Q.

Théoréme 2.1 [ existe une unique solution (w,p) du probléme (2.4)

Preuve. La démonstration est basée sur la satisfaction de la condition inf-sup de Babushka-
Brezzi (Théoréme 1.7).
1) Continuté de af.,.) :

Soient u,v € V', nous avons :

[a(u, v) [<vlufv] vy,
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

la forme bilinéaire a(u, v) est continue avec M = v comme constante de continuité.
2) Coercivité de af.,.) :

Soit v € V', nous avons :

a(v, v) > va | vy

la forme bilinéaire a est coercive avec va la constante de coercivité.
3) Continuité de b(.,.) :

Soient u € V, ¢ € (), nous avons :

bu,g) <7 llulviiglle YueV, ¢eq.

Donc la forme b est continue avec v la constante de continuité.

4) On peut finalement montrer que les espaces V' et @) vérifient la propriété suivante :
36 > 0tel que Vge @ IveV,v£0:b(u,q) > vivlale-
De plus, H} (D) et L3(D) sont des espaces de Hilbert. Alors, la théorie de Babushka-Brezzi

assure 'existence et ['unicité de (u,p) (solution de probleme (2.4)) =

2.2 Probleme d’élasticité

Le systeme d’élasticité linéaire est un systeme d’équations aux dérivées partielles de
type elliptique correspondant a un modele physique stationnaire, qui modélise les phéno-
menes de flexions de poutre et les problemes de plaques et membranes.

Soit D un ouvert borné connexe de R? de frontiere D € C' par morceaux.

On considere le probleme suivant : étant données des fonctions £ = (f1, f2) de L*(D)? et
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

de trouver une fonction u = (uy, us) :

Oo;i(u
2% fi =0 dans D,

Uu; =0 surdD.

ol

2
0ij(v) = A (Z(V)Gkk(sij + QME@']'(V)) 11,7 =1,2.

k=1

A, it ¢ Les coefficients de Lamé.

avec

. 1 87}2' 81)]' e
() = 1 (axj " a) 0 =T2

Les équations du probleme décrivent les petits déplacements u a partir de I’état naturel
d’un solide élastique homogene et isotrope soumis a une densité volumique de force f dans
D.

Formulation variationnelle

Soit v € HY(D)? une fonction test. En multipliant I’équation d’élasticité par v; €

H'(D), on trouve :

En intégrant sur D, on obtient :

2 Doy -
—/ vai dx:/ fividx; i =1,2.
piD Oz, D
En utilisant la formule de Green :

2 8Ui 2 . -
;/DUU(U) 87% dl’—jz::l/aDUij(U) Vi Ny dS:/Dfl v, dl’; i=T1,2.
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

En choisissant v; = 0 sur 0D pour i = 1,2 et en posant :
V ={ve H'(D)*v=0sur 0D} = Hj(D)*.
on obtient la formulation variationnelle :

2
ov; —
(W) 5o de = [ i des i =12,
jzz:l/[)aj(u)axjx va x5 i
ol af(.,.) la forme bilinéaire et L(.) la forme linéaire données par :

2 (91)1-
a(u,v) = Z /Daij(u)% dz,
J

3,j=1
2
=1

Théoreme 2.2 . Soit D un ouvert borné de R? et dD. Soit £ € L*(D)?, il existe une

unique solution faible w € H}(D)? de probléeme d’élasticité.

Preuve. Voir [28]. La preuve est basé sur le théoreme de Lax-Milgram (Théoreme ?7).
1) Continuté de a(.,.) :

Soient u,v € V', nous avons :
| a(u,v) [< M, [[aflv] v v,

la forme bilinéaire a(u, v) est continue avec M, comme constante de continuité.
2) Coercivité de af(.,.) :
Soit v € V', nous avons :
a(v, v) Z a | v
la forme bilinéaire a est coercive avec « la constante de coercivité.
3) Continuité de L(.) :

Soient v € V', nous avons :

LV < M| vy VYveV.
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Donc la forme L est continue avec M7 la constante de continuité.
De plus, H}(D)? est espace de Hilbert. Alors, la théoréme de Lax-Milgram assure ’exis-
tence et 'unicité de u solution du probleme.

2.3 Probleme d’interaction fluide-structure

L’interaction entre fluide et une structure déformable, qui apparit dans un champ tres
large de problemes industriels, fait depuis peu I'objet d’une attention croissante de la part
de la communauté scientifique. Les simulations numériques de tels probemes restent une
tache difficile. Une premiere difficulté vient du fait que ’ensemble de systeme est ’assem-
blage de deux sous systemes de nature différentes. Nous nous pouvons alors soit considérer
le systeme complet comme une partie entiere et écrire une formulation variationnelle qui
comprend les équations du fluide et de la structure, soit utiliser des solveurs appropriés
pour chacun de ces sous systemes. Le fluide est représenté par I'equation de Stokes et la
structure représenté par I’équation d’élasticité.

Soit D un domaine ouvert borné de frontiere dD=%; |J ¥y. Soit 5 C D le domaine
de la structure non déformée, et supposons que sa frontiere admette la décomposition
005=Ty U 'p, ot [y est un sous-ensemble relativement ouvert de la frontiere. Sur ', on
impose un déplacement nul pour la structure (I'p C ).

Supposons que la structure est élastique et notons u : ﬁg — R? son déplacement.

Une particule de la structure dont la position initiale était le point X occupera la position
x = ¢(X) = X +u(X)
dans le domaine déformé Q2 = ¢(Q5).

On suppose que 25 C D et que le fluide occupe QF = D\ 2. On pose Ty = ¢(T)
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Chapitre 2 Position du probléeme d’interaction fluide-structure

et on suppose que I', ne touche pas la paroi du contenant, c’est & dire I', 0D = .
On rappelle que I'y est un sous-ensemble relativement ouvert. On obtient que ﬁi ﬂﬁf =
I', qui représente 'interface fluide-structure. La frontiere de la structure déformée est
00 =T, UTlp et la frontiere du domaine fluide admet la décomposition OQE=% J(E \

I'p)UTlp. La configuration géométrique fluide-structure est représentée sur la Figure 2.1.

2
.
F
u
D
\hl | S
I'p Z,

FIGURE 2.1 — La configuration géométrique

Nous introduisons quelques notations. Généralement, les équations de fluide sont dé-
crites en coordonnées eulériennes, tandis que pour les équations de structure, les coordon-
nées lagrangiennes sont employées. Les gradients par rapport aux coordonnées eulériennes
x € 9 d’un champ scalaire ¢ : D — R ou d'un champ vectoriel w = (wy,ws) : D — R?

sont notés

Oq dwy Jwi.

Vg=|™ Vw = | % 07
— ’ —

9q Owz dwy

Oxo Ox1 Oxo
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Le produit scalaire de deux vecteurs v et w de R? est noté

2
V-W = Zviwi
=1

Sio= (Uij>1§i,j§2 et T = (Ti,j>1§i,j§2 sont deux tenseurs, on note
2 2
0T =) 0iTij
i=1j=1

Les opérateurs de divergence par rapport aux coordonnées Eulériennes d’un champ vec-

toriel w = (wq,ws) : D — R? et d’un tenseur o = (0y;)1<; j<2 sont notés

Jdo11 Jdo12
8?1)1 (9?1)2 Ox1 + Ox2
V-W —_- —_ R VO' =
axl a-772 doa1 0022
o0z Oz

De méme, lorsque les dérivées sont par rapport aux coordonnées lagrangiennes X =
0~ 1(x) € QF on utilise les notations :
V : Le gradient pour les coordonnées Fulériennes x.
V- : Le divergence pour les coordonnées Eulériennes x.
Vx : Le gradient pour les coordonnées Lagrangiennes X.
Vx- : Le divergence pour les coordonnées Lagrangiennes X.

Si A est une matrice carrée, on note detA , A~! I'inverse de A, AT transposé de A,
AT transposé de I'inverse de A. On note C'of(A) co-facteur de matrice A.

On note

F(X) = I+ Vxu(X)

le gradient de la déformation et :
J(X) = detF(X)

le déterminant jacobien, ou I est la matrice unitaire.
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Formulation forte du probleme d’intraction fluide structure :

~Vx.c%(u) = f° dans Q) (2.5)

u = 0, surI'p (2.6)

~V.olf'(v,p) = £, dans QF (2.7)

Vv = 0, dansQF (2.8)

v = 0, surX (2.9)

v = 0, surX;\Ip (2.10)

v = 0, surl, (2.11)

w(o" (v,p)nop = —c%(n® sur T (2.12)

Nous rappelons la signification physique et mathématique du probleme d’interaction
fluide-structure :

u : Déplacement de la structure défini de ﬁf a valeur dans R? i.e :
u: ﬁos — R?

v : La vitesse de fluide définie de ﬁf A valeur dans R? i.e :
v ﬁfj — R?

p : La pression de fluide définie de ﬁf a valeur dans R? i.e :

p:ﬁF—ﬂR

u

5 : Les forces volumiques de structure définie de Q5 & valeur dans R? i.e :
5.0 — R?

n® : Le vecteur normal unitaire éxterieur de structure sur la frontiere 995 .

7 . Les forces volumiques de fluides définie de QF & valeur dans R? i.e :

.0 — R?
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n’" : Le vecteur normal unitaire éxteérieur de fluide sur la frontiere 9.

0 : Tenseur des contraintes de Cauchy de la structure défini de Q5 & valeur dans R?* i.e :
o’(u): Qf — R*
of" : Tenseur des contraintes de Cauchy de fluide définie de QF & valeur dans R* i.e :
o (v,p): QF — R*

w(X) = | JF"n’|

= Hcof(F)nS’

R2 R2
w : Un sorte de déterminant Jacobien pour le changement de formule variable pour I'in-
tégral sur 'interface.

Les équations (2.5)-(2.6) concernent la structure et les équations (2.7)-(2.10) concernent

le fluide, les équations (2.11),(2.12) représentent les conditions aux limites sur 'interface.

Remarque 2.1 Les domaines du fluide et de la structure QF , QF dépendent du déplace-
ment de la structure w qui est liconnue. Par conséquence, le systéme (2.5)-(2.12) est un

probléme auz limites.
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Chapitre 3

Approche du domaine fictif en

utilisant la méthode de pénalisation

Dans ce chapitre, on présente le probleme d’interaction fluide-structure (1 F'S) pénalisé
et sa formulation faible. Aprés, on donne une étude sur l'existence de la solution du

probleme pénalisé, et aussi la covergence de cette solution.

3.1 Méthode de pénalisation

La méthode du domaine fictif est souvent utilisée dans la résolution numérique d’équa-
tions aux dérivées partielles dans un domaine avec des obstacles mobiles. Elle a été étudiée
par plusieurs auteurs : Peskin (2002) [25], Glowinski et al (2000) [14], Ilinca et Hetu (2011)
[18], Su et al(2007) [33] et beaucoup d’autres, au cours des derniéres années. En particu-
lier, cette méthode est applicable pour I'interaction fluide-structure.

L’idée fondatrice des approches de domaine fictifs est d’immerger le domaine original
d’étude (ou domaine physique) dans un domaine fictif de forme géométrique plus simple
qui devient le domaine de calcul. L’intérét principal est d’utiliser un maillage cartésien
sur le domaine de calcul permettant ainsi la résolution simple et rapide du probléme fic-

tif. I1 y a plusieurs méthodes de domaine fictif, nous ne parlerons que de la méthode de
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pénalisation.

L’idée des méthodes de pénalisation est d’utiliser une unique équation sur le domaine fic-
tif en perturbant le moins possible 1’équation sur le domaine réel. Pour cela on introduit
un terme de pénalisation. Ce terme est divise par un parametre de pénalisation que 'on
note € de telle sorte que le terme de pénalisation soit nul sur le domaine réel et qu’il tens
vers l'infini sur le domaine extérieur. Des travaux ont été faites dans le cas des équations

elliptiques scalaire avec des conditions aux limites de types Dirichlet, Neumann et Robin.

3.2 Probleme d’interaction fluide-structure pénalisé

On a
—Vol'(v,p) = dans QF,

V.v=0 dans ij

Nous introduisons deux autres équations concernant les champs fluides, mais écrites sur

le domaine de la structure déformée :
~V.of(v,p) + 173(V) = " dans Q5 (3.1)
V-v = 0, dansQ (3.2)
tel que € > 0 est un parametre de pénalisation et
P(v) = (Jon[*™" sgn(on). feul*™" sgn(va) (33

o v = (vg,v2) et 1 < a < 2 est un réel. Ce choix du terme de pénalisation sera justifié
ultérieurement (Section 3.4).

En suite, nous définissons les fonctions caractéristiques : 2 : D — R tel que :

5 1, xeQs
Xu(X) =

0, xeD\QS
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et xI': D — R tel que xI'=1— 7.

En combainant (2.7) et (3.1) on obtient :
1
~V.of'(v,p) + ~xJP(v) =, dans D. (3.4)
€
De méme, nous avons de (2.8) et (3.2) :

V.v=0, dansD. (3.5)

Remarque 3.1 Au vu de l’équation (3.1), la vitesse et la pression du fluide « fictives »
définies sur le domaine de la structure 5 dépendent de €. Dans la suite, on note v, et p,

la vitesse et la pression du fluide définies sur tout le domaine D.

3.3 Formulation faible du probleme pénalisé

e Ecriture variationelle de la condition d’interface
On cherche la formulation variationnelle du probleme d’élasticité dans Q5.
Soit w® : QF — R? tel que w¥ =0 sur I'p

En multipliant I’équation (2.5) par la fonction test w*, on trouve :
—Vx-o’(u) -w’ = . w°
En intégrant sur 5, on trouve :
/ —Vx -o%(u).w¥dX = / 5. wdX.
a3 a5
En utilisant la formule de Green, on obtient :

/Sas(u) Vxw® dX — [ o°(u)- wn®dS= [ . w’dX.
QO

I'o Qs
2
ottu, w° € (Hl(Qg))

Donc, on a :

/Sas(u) : Vxw? dX = /Sf‘g -w¥ dX 4+ [ o%(u)-w® n® ds. (3.6)
Q Q3

0 Lo
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Nous définissons W : QF — R? tel que w° = w0 o' et w° = 0 sur I'p.

En multipliant I’équation précédente (3.1) par la fonction test w°, on trouve :
F 1 ~S _ oF =S
—V.o" (Ve,pe) + E'P(Ve) w =1 w7
En intégrant sur Q7 on trouve :

1
V.o (Ve p) W + -P(v.).w’ dx = | % dx,
Qs € Qs

. —V.of (v, p) W dx 4+ = / (Ve). de—/ ' W dx.
Qs

En utilisant la formule de Green, on trouve :

1
F ~ S F F ~8 ~ S o~ S
ey Pe) * d —/ €5 Pe . d */ el d == f d,
/QSO' (V p) CW X FuO' (V p)n A\% S+6 QEF(V)W X 5 A\% X

u

d’ou :

/QS Fve,p) : Vw° dx + - / (v).w® dx —/ £ W dx+/ F(v.,po) nf % ds.

(3.7)
L’équation précédente est équivalente a la formulation variationnelle écrite dans le do-
maine non déformé Q3 :

/QSJ( F(vep) o 9) FT o Vxew® dX + - /JP o) WS dX = / op) . w' dX

0

— [ w (O‘F(Ve,pe)n ogo) .w dS (3.8)

1)

Des détails sur ce type de transformationss peuvent étre trouvés dans ([9], chapitre 1.2).
On a

/S o’(u) : Vxw dX = /s 5 wdX + | % (u)n’.wods.
QO QO

1)
Alors

/S o®(u) : Vxw®dX — /S " w¥dX = | o%(u)n® wds,
Q Q3

0 Lo

31



Chapitre 3 Approche du domaine fictif en utilisant la méthode de pénalisation

et aussi on a :

1
F =T . S S
/QSJ(O' (Ve,pe)ogo)F : Vxw dX—l—E /Q(S) JP(VEOSO)~W dX

0
F Sy F F S
_/Qg J (f 090) wrdX = /Fow (0’ (Ve, pe)n ocp) Ww7dS.
En soustrayant 'équation (3.8) de (3.6) et en tenant compte de 'équation d’interface

(2.12), on obtient :

Sray . Sy S S F T, S
/Qsa(u).VXWdX /g)gf.de-/ggJ(a (Verp) 00) F7: VxwidX

0

1
+= [ JP(v.op)w dX — /QS J (fF0<p> wdX (3.9)

€ /a3
pour tout w° : Q5 — R? et w* = 0 sur ['p.
e Formulation du probleme de Stokes pénalisé
En multipliant I’équation précédente (3.4) par une fonction teste w : D — R? et

w = 0 sur dD, on trouve :
F L g P

—V 07 (Ve, pe) + gXﬂD(Ve) w="1"-w.
En intégrant sur D, on trouve :

F 1 S F

/ —V.0" (Ve, pe) . wdx + f/ XoP(ve) wdx = / £ .wdx.
D €Jp D

En utilisant la formule de Green, on trouve :

1
/ ¥ (ve, pe) : Vwdx —/ ¥ (ve, po)n’ . Vwds + —/ XIP(ve). wdx = / 7 wdx,
D €Jp D

oD

et comme w = 0 sur 9D, alors
/ o (ve,po)n’ . Vwds = 0,
oD

alors

1
/ ¥ (ve,pe) : Vwdx + 7/ XIP(ve). wdx = / 7 wdx, (3.10)
D €eJp D
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pour g: D — R, on a V.v. =0 dans D

alors :
/ (V.v.) gdx = 0. (3.11)
D

Donc, la formulation faible du probleme pénalisé consiste a trouver :
le déplacement de la structure u : ﬁg — R2, u=0surI'p
la vitesse du fluide v, : D — R? | v, = 0 sur 0D

la pression du fluide p. : D — R.

Remarque 3.2 [l faut souligner que les conditions aux limites sur l'interface (2.11),
(2.12) n’apparaissent pas dans la formulation faible ci-dessus. La condition (2.11) sera
approchée par le terme de pénalisation. La condition (2.12) peut étre obtenue au sens
faible de (3.9) et (3.10), sil’on impose une certaine régularité auz inconnues. Ceci sera fait
apres lintroduction des relations constitutives. Notez que ['équation (3.9) ne représente
pas ’équation de la structure, mais la différence des équations de la structure et des fluides

sur le domaine de la structure. Cette technique employée dans [5] permet d’éliminer (2.12).

e Relations constitutives :

Soit w : D — R?, on introduit le :

1 T
e(w) =5 (Vw+(Vw)"),
si o est un tenseur symétrique, on a :
1 1 o T
U:VW:§U:VW+§U (Vw) =0 :e(w).

Maintenant, nous présentons les relations constitutives de la structure et du fluide. Nous
supposons que la structure vérifie ’équation d’élasticité linéaire, sous ’hypothese de pe-
tites déformations. Le tenseur des contraintes de la structure écrite dans le cadre Lagran-
gien est :

0% = X9 (V.u) I +2p%¢(u).
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tel que : A%, ¥ > 0 sont les coefficients de Lamé et I est la matrice identité.

On a la forme bilinéaire dans le domaine non déformé :
as (u,WS> = /Qg o (u) : Vxw dX
Comme : 0%(u) = A% (V.u) I + 2u5¢(u), alors :
as (u,ws) = /95 [)\S (V) I + 2,use(u)} : VxwdX
_ /Q g (A5 (V) (VW) + 25 e(u) : e(w®)dX.
On suppose que le fluide est Newtonien et que le tenseur des contraintes de Cauchy est

donné par :

o(v,p) = —pI + 2p"e(v),
tel que : ¥ > 0 est la viscosité du fluide et on a :
o"(v.p): Vw = o"(v,p) : e(w)

= — (V.w)p+2ufe(v) : e(w)

=2ufe(v) : e(w) — (V. W) p.
On a par intégration sur D
/ of(v,p) : Vw dx :/ 2ute(v) : e(w) dx —/ (V.w)p dx.
D D D

On note :

ap (v,w) = /DQuFe(V) :e(w)dx,

br (W, p) = — /D (V.w) p dx.
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e Paramétrisation et régularisation de la fonction caractéristique :

Soit j € WH(D) une paramétrisation de Q5 C D, i.e :

Jj(x) >O,X€Qg,
j(x) <0,xe D\,

j(x) =0,x € 995

La paramétrisation n’est pas forcément unique.

Soit u € (W1*°(Q5))? un Lipschitz de constante inférieure & 1. Notons comme précédem-
ment QY = p(QF), ot p(X) = X + u(X). u sera le déplacement de la structure et on
montrera qu’il satisfait la condition Q5 C D. Alors ¢ : QOS — ﬁi est bijéctif bilipschitzien
et :

J(x), y = ¢(x) € Qy,

Ju(y) = 10, y € 005,

—dist(y, ), y¢ Q.

est une paramétrisation de Q7 et j, € Wh(D).

Si H est la fonction de Heaviside H : R — {0, 1} i.e:

H : est une régularisation de Lipschitz de H.

H(j.(.)) : est la fonction caractéristique de 2.

H(ju(.)) : est approximation de H(j,(.)).

La technique de paramétrisation pour les géométries inconnues a été introduite dans [20)]

et une discussion approfondie peut étre trouvée en [23]. Elle a été employée dans [22] pour

des problemes d’optimisation de forme avec des équations elliptiques et en [17] pour les
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équations de Navier-Stokes stationnaires.

Nous précisons maintenant comment choisir la régularisation lipschitz H de I’application
de Heaviside H.

Si QF est un ouvert borné, pour tout € > 0, il existe Qf CC Q3 tel que Qf — Q5 au
sens de Haussdorff-pompeieu, pour ¢ — 0. Puisque j : D — R est Lipschitz continu et
Qs cC QF, et j > 0 dans Q3 il existe u, > 0 tel que j(x) > p > 0, pour tout x € Qf on
note Qf = (id + u)(2), ou id est Uapplication d’identité.

Par conséquent :

pe < min 5, (y), Vu € (W2 (QF))%.
y€Qo

Alors on prend H = H* la régularisation Yosida de H.
L r=pe,
A =qr 0<r <y,

0 r<Q,

Vx € QF , Hr(ju(x)) = 1.

Introduisons les espaces de Hilbert :

WS = {WS € (Hl(QOS))Q,WS = OsurI‘D}

2

W - (D))

Q=13(D) = {ge 12(D). [ qax=o]
D
On suppose que f* € (L2(D))?, et 7 € (L*(Q5))? pour u € (WH*(Q5))? un donné, tel
que :
HuHLOO’Qg < 1letu=0surI'p, on définit :
Vitesse du fluide v, € (H}(D))?.

Pression du fluide p. € Q.
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Déplacement de la structure u, € W7,

Déplacement de la structure du systeéme faiblement couplé suivant d’EDP. De (3.10) on

/DGF(V,p) : Vwdx = /D 2uf’e(v) s e(w) — (V.w)p dx
= /I)Q/LFE(V) ce(w) dx — /D(V.W)p dx
= ap(V,w) + bp(W,p),
alors, Yw € W
ap(Ve, W) + bp(w, pe)
+1 /[)ﬁ(ju)P(vs)~W dx = /D ' .w dx (3.12)
br(ve,q) = 0,Yq € Q. (3.13)
de (3.9) on a :

/QS o%(u) : VxwdX — /Q§ 9 widX = /Qg J(oF (ve,p)op) =T Vxw dX

0

1
- / g TP (veop) wSdX — /Q g T(FF op) WS dX

€ JQ

donc : YwS € W*

as(u, w®) = /QS 5 wodX + /QS J(oF (ve, p)op) =1 Vxw dX
0 0
1

= | JP(v.op).w dX
+ /Qg P(veop).w

€

- /Q _J(fF op).whdX (3.14)

0
tel que :

F(X) =1+ Vxu(X), J(X) = detF(X).

De (3.10) et (3.9), en utilisant les relations constitutives et la régularisation de la

fonction caractéristique, on obtient (3.12) et (3.14), respectivement.
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Remarque 3.3 L’application w apparait dans le coefficient ﬁ(]u) dans (3.12) ainsi que
dans les termes de (3.14) issus des équations fluides du membre de droite. Mais les coef-

ficients de ap,br,as sont des constantes.

3.4 Existence de la solution de la formulation faible

du probleme pénalisé

On note par ||.|| la norme usuelle de 'espace de Sobolev W™#(Q). Lorsque s = 2,

m,s,2

on utilise la notation bien connue H™(£2) = W™*(Q2) .

On note o le nombre (afl) tel que 2 < o et i + i =1.

Dans la suite, nous montrons quelques estimations pour les solutions du probleme de
Fluide (3.12)-(3.13) et respectivement du probleme de structure (3.14). Suivant I’exempe

[13], les propriétées ci-déssous sont vérifiées :

Jap > 0,VYw e W, ap ||W||?,2,D < CLF(W, W), (315)
dMp >0, Vv, w e W, |aF<V7 W)’ < Mp ||V||1,2,D ||W||1,2,D7 (316>
b
98>0, inf sup —ED 5 g (3.17)
Zi‘g v‘\’fviVaf ||W||1,2,D HQ||0,2,D
INp >0, Vw e W, Vg € Q, [br(w, q)| < [[wl|y 5 p llallozp - (3.18)

Quand u € (Wh>(Q5))? pour tout 0 < § < 1, il existe 0 < ns < 1 tel que :
1 -6 <det(I+Vu) <1+ aexcQ. (3.19)

Pour tout u satisfait ||u||17w7ﬂg <ns .
Notons que les coefficients H(j,) est Lipschitz et 0 < H(j,(x)) < 1,Vz € D.
Définissons ¢ : L2(D) — R par ¢(v) = Z(|og|" 4 [v2]|*) o1 1 < @ < 2 et v = (v, v2).

Ceci est une fonction continue convexe, définissons :

V= {W € (Hy(D))*,V.w = 0 sur D} :
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et soit V'’ son dual.

Lemme 3.1 L’opérateur %ﬁ(]u)@gb() : V. — V' est maximal monotone.

Preuve.

Premierement, on va montrer que I'opérateur suivant est maximal monotone :
LH(j.)0¢(.) : V — V" défini par w — LH (j,)06(w)

telle que :

V= {WEH&(D)2; V.-w =0 dans D}

0¢(.) : sous-différentiel.

Pour tout x € D, 1 < a < 2, on défini :
¢:L*(D)* — R

tel que : v — ¢(v) = = (|v1]" + |v2]), une fonction convexe et continue.

0¢(.) a valeur dans L*(D)? x L*(D)? est monotone (Voir la proposition 1.2).

De plus le coefficient %IA-I/ (ju) est positif, ce qui implique que 'opérateur %ff (ju)OP(.) est
monotone.

Deuxiement pour prouver la maximalité de l'opérateur, nous utilisons le théoreme de
Minty qui équivaut a la proposition 1.3.

On introduit la régularisation de Moreau :
¢s : L*(D)*> — R

qui est Frechet différentiable,
et Vos C L*(D)* x L?(D)? est Lipschitzien, alors 'opérateur %ﬁ(ju)ng(; monotone et
Lipschitzien dans L?(D)?* x L*(D).

La restriction de l'opérateur %E (ju)Vs sur V x V' est monotone et continue, donc

%ﬁ (ju) Vs est maximal monotone.
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D’apres le théoreme de Minty :

dlvs € V solution de léquation :
1~ .
Fvs + EH(Ju)V%(Va) =W,

tel que :
weViet F:V—V.
En tenant compte que

Vs(0) = 0.

On obtient,

{vs,d > 0} est une borné de V' et W. Sur une sous-suite :
vs — v faiblement dans W = Hy(D)>.

vs — v fortement dans L*(D)>.

Comme (Id + 60¢)~" est non expansif dans L*(D)? on a :
(Id+60¢) " v — ¥ dans L*(D)?

alors :

(Id+ 60¢) " vs — ¥ dans L*(D)?

pour 6 — 0.

d¢ définie par tout dans L?(D)? et aussi localement borné (Définition 1.14). Alors :
A (Id+ 00¢) ™" (vs) = Vs(vs) est borné dans L*(D)>..
On peut supposer que :

0¢ (Id + 60¢) " (vs) — z faiblement dans L?(D)? sur une sous-suite.
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La demi-fermeture de d¢ donne z € 9¢ (V).

En passant a la limite dans ’équation on trouve :
o l= .
we Fv+ EH(ju)(()ng(v).

Proposition 3.1 Il eziste une unique solution de (3.12)-(3.13), telle que : v. € Hi(D)? p. €
Q.

Preuve. L'opérateur défini par la forme bilinéaire ap(.,.) : V x V' — R est maximal
monotone, continue et coercive. Sa somme de 'opérateur défini par ar(.,.) et opérateur
%ﬁ (Ju)0¢(.) est par conséquent maximal monotone sur V' du fait de sa coercivité.

De telles propriétés sont discutées dans ([4], chapitre 2, page 37). Alors :

dlv, solution faible dans V' de :
1 [ ~
ap (Ve, w) + 7/ H(ju)0¢(ve).wdx = / ' wdx, Yw € V.
€ Jp D
On obtient que ’élément de W' défini par :
1, . P
w— ap(ve, W) + —/ H(j.)0p(v.) . wdx —/ £ .wdx,
e Jp D
appartient a I’ensemble polaire (Définition 1.15) :
VO {he W (h,w)=0VYweV}

En tenant compte de (3.17)-(3.18) i.e condition inf-sup de théoreme de Babushka-Brezzi
et du Lemme 4.1 page .58 [13],
Al pe € Q telle que (3.12) soit vérifier.

On sait que v, € V i.e. V- v, =0 dans D pour v, € H}(D)? donc :

Vg € Q; br(ve,q) = —/D(V -w)q dx.
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Le choix de 'opérateur de pénalisation est justifié par ’expression de 0¢ le sous-différentiel

de ¢(v) = L(Jv1]" + |v2|™) et on a :

! /D H(j,)0¢(ve) - wdx = 1 /D H(j,)P(ve) - wex.

€
|

Proposition 3.2 Soit D, Q35 des ensembles ouverts bornés de classe C*.

On suppose que £ € LY (D)? et £5 € L¥(Q5)?, alors :

ve € W2(D)%p. € Wh'(D) et u, € W2 (Q35)? tels que : ve, pe et u. sont les
solutions de (3.12)-(3.14).

Preuve. L'existence de la solution faible v, € H}(D)? et p. € @ des équations (3.12)-
(3.13) a déja été discuté dans la poposition 3.1.

On a v, € Hj(D)? alors v, € L*(D)? car a < 2.

/D(|V6]a1)a,dx = /jj(\ve\a1>‘ﬁldx

— /D(|VE|)°‘dx < o0. (3.20)

D’ou
v|*™" € L (D).
D’autre part, on a 0 < H(j,(z)) < 1 Lipschitz , V2 € D, alors %]A:l/(ju)P(Ve) c LY (D).
Comme, on a :
[v]*™ € LY(D),
LH(ju)P(ve) € L (D)?.
Alors Vw € W

1

€

ap (Ve, W) + bp (W, p.) = /D(fF—

bF (V67Q) = 07vq S Q

ﬁ(ju)P(ve)) wdx
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On trouve que (v, pe) solution de probleme de Stokes. Donc le résultat de régularité pour

Stokes donne :

v. € W2 (D)?,

pe € Wh'(D).
L’existence et la régularité des u, sont une conséquenc des résultats standards pour les

systemes elliptiques. m

3.5 Covergence de la solution du probleme pénalisé

vers la solution du probleme original
On définit 'opérateur non linéaire :

2 2
7. {ue (W(05)", Jull gy < Lu=0sur Tpp — (WH(25))
u— T.(u) = u
Nous rapplons que nous avons supposé 2 C D. Dans la suite nous allons prouver que

T, est bien défini et qu’il admet au moins un point fixe sous quelques hypotheses supplé-

mentaires.

Proposition 3.3 Ve > 0, [‘opérateur non linéaire T, a au moins un point fixe dans :
Bs = {'u, € Whee(0Q5)?, ||u||looQ0S < s, u = OsurFD} .

Si £F, £9 sont "petits” dans leurs propres normes.

Preuve. En utilisant le Théoreme du point fixe de Schauder. On va montrer que T,(Bs) C
Bs et que T, est continue.

Etape 01 : T.(Bs) C Bs
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Le résultat de régularité de la proposition 3.2 peut étre complété par des estimations

exprimant la dépendance bornées des solutions v., p. et u, sur les données f', f* :

+ 2 |FGIPv) (321)

]

”Ve”g,a/,D + ||p5||1,o/,D <a O,a’,D} ’

0,a’/,D

+ € (3.22)

00l < €2 [l + 9l .+ [ ]

0,0/795

€ > 0 est fixe et les constantes c1, ¢o sont indépendantes de € et u € Bj.
On fait I'estimation de H(j,)P(v.) :
on a :

0 < H(ju(x)) <1et P(ve) = |ve|* " sgn(v.), alors :

OC/

AP = [HG) vl sgn(ve)

<1 ]V€|(a_1)0/ 1= |V€|(a_1)(ail) = |v|*.

Alors

/
T < vl

H(ju)P(v.

En intégrant sur D :

|G

¢ dxg/ |v|* dx.
D

On sait que supp(H (j,)) C Q3 alors :

/

| JHG)P) dx

Tax= [ |HGIPE

u
< / v|* dx,
QF
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alors dans L*' (D), on a :

: dx)a < (/ \V€|adx>
QF

< (/ [ve|” dx)
0,a’,D Qs

%
< [[Vellga,0s

ooz
< [[Vellg 68

< [Ivellg oo -

On utilise (3.21), (3.22), on trouve :

Vel + el < 4 [[8], o+ = Ivelaing]-

Alors :

+[e] g

||u€||27a,’Qg < H ||VE||OaQS + HFSH 0,a/,D

|+ 1]

0,0/,Qg 0,a/,D

1 —
< eaer IVellgaiog + caer [, + €[], g5+ 2]

0,a/,D 0,0/,Q5 0,o/,D

< 02011 ||Ve||g;1sz§ + (162 + ¢2) HfFH T C2 HfSH

0,a/,D 0,a’,Q§

e L

O,a’,Qg 0,0/,Dj| )

On pose que w = v, € Wdans (3.12) on trouve :

1 —
ap(ve,ve) + f/ H(ju)P(ve).vedx :/ 7 v dx. (3.23)
€Jp D

Comme ﬁ(]u) >0et P.v, >0, alors :

/D H(ju)P(ve).vedx > 0.

On utilise la coercivité de ap(.,.) de (3.15) :
ap ||Ve||1,2,D < ar(ve, Vo),
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alors : arp [[vell,,p < Jp £ v.dx.

En appliquant I'inégalité de Cauchy :

fF

IN

2
arp HVEHLQ,D 02.D ||Ve||o,2,D

fF

IN

v Velizp

IA
™

ap ||VeH1,2,D 02,0’

pour a < 2, alors :

ot 5 < |7

1 _
], s+ 2 I ]

0,0/ ,D 0,0/,D

Ve > 0 et fixé,si ', £ sont "petits” dans leurs propres normes .
Alors :

TE(Bg) C B;s.

Etape 02 : T, continue

On peut utiliser le théoreme de plongement de Sobolev qui donne que u, est Lipschitzien

en chaque composante. Le théoreme de Sobolev assure aussi la compacité.

Il suffit de montrer que l'opérateur 7T, est continue dans Bs; (car on a la compacité de

théoréme de Sobolev). On commence avec le coefficient H = H"<(on a déja parlé de ).

Soit u, est une suite dans W1°°(Q5)? telle que :
u, — u fortement dans W1°°(Q5)? au sens de Haussdorff-Pompieu.

s =5 .
On va montrer que : 2, — (, ie

U

n—oo
On commence par :

. =S &S
lim , CQ.7

n—o0 n
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D’apres la compacité de la métrique de Haussdorff-Pompieu, la limite existe sur une sous-

suite (& nouveau désigné par n) et on a :

lim Qs = {y € R 3z, €Qg, y= lim (v, + un(:cn))}.

n—aoo

Supposons que x,, — Ty pour n —» 00, alors :

On ajoute :

on trouve :

On sait que :

alors :

On a:

alors :

Yy = ngnw(xn + Un(Tn))

=0+ lim Un (Ty,)

nh—r>noo Un(l'o) N ninoo Un(ZL‘())7

=20 Jim alro) + Jim (1) =l (1),

y =+ lim_ (o) + nh_r)noo(un(xn) — Up(0))-
i () — () =0
Y=g+ nh_l’)n(x) Un<£L'0)

Uy — U

y = xo + u(zo).

Par la propriété Lipschitz uniforme de u,, € By, on a :

lim @ Q.

n—soo ¢
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On montre 'inclusion inverse i.e :

. =95 =S
lim @, D Q.7

n—oo
Vz e QF; ye Q) telle que :
y=2z+u(z)
=z+ lm u(2)
= nh_r}n@(z + un(2)).
Comme la limite est unique, la convergence est valide sans prendre de sous-suites.

D’apres les propriétés de régularité de Q7 et an, on a la convergence :

=5 =5
Q.. — Q,,

est équivalente a la convergence des ensemble ouverts ﬁiﬂ — Qj au sens complémentaire
de Haussdorff-Pompieu [23],p 469.
Grace a I'-Propriété de la convergence complémentaire de Haussdorff-Pompieu des en-
sembles ouverts et soit K C Q2 compact alors K C an pour n assez grand, [23],p 465.
Siye K, Jx, € Qy , Jz e Qf | telle que :
LTy = (I + un)_l (y)v
r=(T+u)"(y).

On peut supposer que x,, — z (limite de sous suite).
D’apres la propriété de Lipschitz uniforme de u,, on a :

(L +up)(2) = (I +up)(xn) — 0
alors :

y= I+ u)(e) = (1 + u)(@)

= (T +w)(2)
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on a z = x car I + u univoque, alors :
Ty —> X

donc :

(I +un) ' (y) — (I +u)"'(y), Yy ek,

et :

Comme K peut étre « étendu » a Q. la définition de j, montre que :
Ju, — Ju dans D, alors :

HY (G ) — H" (Ju)-

a.e dans D.
La bornitude de H donne :

HMe (.]Un) — Hﬂe (ju)a

fortemment dans L"(D), pour r > 1.

Comme u,,u € Bs et on note v, v, p,, p, Teu,, Tou, (e fize) sont des solutions de systeme
(3.12), (3.13), (3.14) bornées dans leurs espaces, uniformément en n. On peut prendre des
sous suites convergentes faibles notée encore n.

L’opérateur de pénalisation P(v,) — P(v) uniformément.

D’aprés la propriété de convergence de H, on peut passer a la limite dans l'intégrale de
pénalisation. Ceci permet de passer a la limite dans (3.12), (3.14) et de montrer que v, p

sont bien les bornes de v,,, p, et que :
T, — Twu

dans Bs.

D’ou l'opérateur T, est continue dans By et le théoreme de point fixe de Schauder réalise
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la preuve

Remarque 3.4 La solution de T.u = u en générale n’est pas unique car T, est non li-

néaire. L’argumentation ci-dessus peut étre comparée a l'approche de [15], bien que les

équations pénalisées, les domaines géométriques et les espaces fonctionnels soient diffé-

rents.

Proposition 3.4 On a {v.} borné dans H'(D)? et :

= G v do < oo ]

€

2
0,2,D’

pour tout € > 0. De plus {u.} est borné dans WH>(Q5)2.

Preuve. De (3.23), on a :

1
aF(ve,ve)—i—f/ H(ju)P(vE).vedx:/ ' v dx.
) D

De (3.15), on a encore :
arp(Ve, Ve) > ap HVGHiQ,D'

Alors

1 — . 1 )
ar Vel p + = [ HGIP(YV)Vedx < ap(vev) + = [ HG)P(v)-vedx

donc
1 [ ~
ap |[vell?, p + 7/ H(ju)P(ve).vedx < / 7 vdx
2P e p D
Par conséquencent : {v.} est borné dans H'(D)?.

D’autre part, on a par définition de P ,

P(VE) = |VE|Oé_1 Sgn<ve)

alors
/ _ o
[P = |Ive* sgn(ve)
S |V€|(oc—1)o/ _ |V€|(a—1)ﬁ
< |v®,

20
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d’ou

| o | o

- [ HG) P dx <~ [ HG) vl dx.
€ JD € JD
donc

1 =, . o
ap HVEHiQ,D + E//:)H(ju) V| dx < /DfF.Vde.

En appliquant I'inégalité de Cauchy, on obtient :

1 —
2 .
ar Vel o+ < [ HG) vl dx <[], ) Ivelloz

102 ap )
- E Hf H0,2,D - 9 ||Ve||o,2,D

1

5 el
200 02,0’

1/ —
2 2 . a
aw VllF o = 5 IVellap + ¢ [ HG vl dx <

alors

2

O Nl - G i < 5[

comme ||V5||(2)72’D > 0, alors :

1

1 7~ . o
¢ Jp B vl dx < 5 [

La bornitude de {u.} est donnée par u. € By, d’aprés la proposition 3.3. =

Remarque 3.5 On peut déduire des propriétés de convergence faibles de la proposition
3.4. Les expériences de la section suivante montrent que notre méthode a également de
bonnes propriétés de convergence numérique et de stabilité. D’un poit de vue théorique ,il
est nécessaire de claréfier également Uhypothése selon laquelle les données £, £5 doivent

étre "petites”, ce qui peut induire la méme dépendance indésirable a € > 0.

Proposition 3.5 Si u, — u* faiblement dans W' (Q3);v. — v* faiblement dans
W2(D) et pe — p* faiblement dans WH' (D). Alors v*,p* satisfait (2.7), (2.8) dans
OF et v* satisfait (2.11) sur Ty«, (2.9), (2.10). L’application u* satisfait (2.5), (2.6).

Preuve. Voir [16] =
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