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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’étude de l’existence de solutions pour une inclusion
différentielle du premier ordre ainsi qu’à l’existence de solutions extrémales.

L’existence de solutions pour l’inclusion différentielle du premier ordre dans un espace
de Hilbert séparable H de la forme

(PF)

 ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + F (t, x(t)), p.p. sur [0,T]
x(0) = x0,

a été étudiée dans la référence [1], où ∂cϕ(.) est le sous différentiel de Clarke d’une fonction
ϕ(.) propre semi-continue inférieurement compacte convexe, F : [0, T ]×H ⇒ H est une
multi-application semi-continue supérieurement par rapport à la deuxième variable et à
valeurs fermées convexes.

Les auteurs dans [17] ont étudié la même inclusion d’évolution avec ϕ(.) une fonction
propre convexe et semi-continue inférieurement dans les deux cas où la perturbation F (., .)
est à valeurs convexes ou non convexes.

Les inclusions différentielles d’évolution gouvernées par le sous différentiel d’une fonc-
tion propre convexe semi-continue inférieurement apparaissent souvent dans les problèmes
de contrôle optimale (Cesari [8], Clarke [9], et Rockafellar [22]), de mécanique (Moreau
[19] et Danchev [14]), et de l’économie mathématique (Cornet [10] et Henry [15]).

Le problème d’existence des solutions extrémales pour le problème de Cauchy d’une
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Introduction 2

inclusion différentielle du premier ordre ẋ(t) ∈ ext
(
F (t, x(t))

)
, p.p. sur [0,T]

x(0) = x0,

a été introduit par Cellina [7], et dans [11] DeBlasi et Pianigiani ont donné un résultat
d’existence dans un espace de Banach réel réflexif et F une mutlti-application à valeurs non
vides convexes compactes, le cas où F satisfait des hypothèses qui excluent la compacité
a été traité dans [12].

Note mémoire est constitué de trois chapitre.

Le premier chapitre rappelle les notions essentielles et les résultats de base concernant
les multi-applications que nous utiliserons tout au long de ce travail.

Dans le chapitre 2, on étudie l’existence de solution de l’inclusion différentielle du
premier ordre gouvernée par le sous différentiel de Clarke d’une fonction localement lip-
schitzienne dans uns espace de Hilbert séparable de la forme

(PG)


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) +G(t, x(t)), p.p sur [0, T ],

x(0) = x0,

dans trois cas :

(1) G(., .) est une fonction univoque dans L2([0, T ], H),

(2) G(., .) est une multi-application semi-continue supérieurement par rapport à la
deuxième variable,

(3) G(., .) est une multi-application semi-continue inférieurement par rapport à la
deuxième variable.

Dans le chapitre 3, nous donnons un théorème d’existence de solutions extrémales
pour l’inclusion différentielle suivante

(Pext(G))


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + ext(G(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0,

où G : [0, T ] × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides convexes compactes,
mesurables sur [0, T ] et H-continue sur H ×H.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Notations

Tout au long de ce travail, nous utiliserons les notations suivantes.
• R l’ensemble des nombres réels.
• R = [−∞,+∞] la droite numérique achevée.
• R+ l’ensemble des nombres réel positifs.
• H un espace de Hilbert séparable réel.
• 〈., .〉 le produit scalaire de H.
• |.| la norme de H associée à 〈., .〉.
• Hσ l’espace H muni de la topologie faible.
• Γ0(H) l’ensemble des fonctions propres, semi-continue inférieurement et convexes définie
de H dans R.
• BH(x0, r) la boule ouverte de centre x0 et de rayon r > 0 et BH la boule unité ouverte
de H.
• BH(x0, r) la boule fermée de centre x0 et de rayon r > 0 et BH la boule unité fermée
de H.
• co(S) l’enveloppe convexe de S ⊂ H.
Soit I un intervalle fermé de R. On note par
• co(S) l’enveloppe convexe fermée de S ⊂ H.

3



1.2. Les fonctions semi-continues 4

• C(I,H) l’espace de Banach des applications continues u : I → H, muni de la norme de
la convergence uniforme, i.e.

‖u(.)‖C = sup
t∈I
‖u(t)‖, pour tout u(.) ∈ C(I,H).

• Lp(I,H) (p ∈ [1,+∞[) l’espace quotient de Banach des applications u : I → H mesu-
rables et telles que

∫
I
‖u(t)‖pdt < +∞, muni de la norme

‖u(.)‖p =
(∫

I
‖u(t)‖pdt

) 1
p

.

• 1IA la fonction caractéristique d’une partie A de H, définie par

1IA(x) =

 1 si x ∈ A
0 si x 6∈ A.

• int(A) est le plus grand ouvert contenue dans A.
• Soit G : I ×H ⇒ H une multi-application, muni de la norme suivante

|G(., .)| = sup
ξ∈G(.,.)

|ξ|.

1.2 Les fonctions semi-continues

Définition 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique et f : X → R.

• On dit que f est semi-continue inférieurement (et on note s.c.i) au point x0 ∈ X, si pour
tout h ∈ R tel que h < f(x0), il existe un voisinage Vx0 de x0 tel que h < f(x), ∀x ∈ Vx0.
• On dit que f est semi-continue supérieurement (et on note s.c.s) au point x0 ∈ X, si pour
tout h ∈ R tel que h > f(x0), il existe un voisinage Vx0 de x0 tel que h > f(x), ∀x ∈ Vx0.
• f sera dit s.c.i (resp. s.c.s) sur X si elle est s.c.i (resp. s.c.s) en tout point de X.

Remarque 1.2.1. Soient X un espace topologique et x0 ∈ X.
Si f : X → R ou bien f : X → R et f(x0) ∈ R alors
• f est s.c.i au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ V(x0); ∀x ∈ Vx0 on a f(x)− f(x0) > −ε.
• f est s.c.s au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ V(x0); ∀x ∈ Vx0 on a f(x)− f(x0) < +ε.
• f est continue au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ V(x0); ∀x ∈ Vx0 on a |f(x)− f(x0)| < +ε.

Proposition 1.2.1. Soient (X, d), un espace métrique et f : X → R.
Soit x0 ∈ X, alors

i) f est s.c.i au point x0 ⇔ lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0).
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ii) f est s.c.s au point x0 ⇔ lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Définition 1.2.2. Soit X un espace de Banach. Une fonction f : [a, b] → X est dite
absolument continue si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tels que pour toute partition dénombrable de
l’intervalle [a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk] vérifiant

∑
k

(bk − ak) < δ,

on a ∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε.

Théorème 1.2.1. Une fonction f : [a, b] → X est absolument continue ssi elle est
l’intégrale de sa dérivée, c’est à dire,

f(b)− f(a) =
∫ b

a
ḟ(t)dt.

1.3 Topologie faible et faible*

Les résultats suivants sont pris de la référence [3].
Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖X et X ′ son dual topologique, i.e.,

X ′ = {f : X → R, f linéare continue},

et ‖.‖X′ sa norme associée définie par ‖f‖X′ = sup
x∈BX

|〈f, x〉|.

Et soit X ′′ le dual de X ′ (bidual de X).

Définition 1.3.1. Soit f ∈ X ′ un élément fixé et

ϕf : X → R

x 7→ ϕf (x) = 〈f, x〉.

(On note l’image de x par f , 〈f, x〉 au lieu de f(x)).
Lorsque f parcourt X ′, on obtient une famille d’applications (ϕf )f∈X′.
• On appelle topologie faible sur X la topologie la moins fine rendant les applications
(ϕf )f∈X′ continues et on la note σ(X,X ′).

Notations 1.3.1. xn ⇀ x veut dire ((xn)n converge faiblement ou σ(X,X ′) vers x),
xn → x veut dire ((xn)n converge fortement vers x, i.e., ‖xn − x‖ → 0).

Proposition 1.3.1. Soit (xn)n une suite de points de X alors, quand n→∞, on a
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i) xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ X ′.

ii) xn → x =⇒ xn ⇀ x.

iii) xn ⇀ x =⇒ (‖xn‖)n est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

iv) si xn ⇀ x et si fn → f fortement dans X ′, alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Définition 1.3.2. Sur l’espace X ′ on connait déjà deux topologies, la topologie forte
induite par la norme de X ′, et la topologie faible σ(X ′, X ′′). On définit une troisième
topologie sur X ′ comme suit
Soit x ∈ X fixé et

ψx : X ′ → R

f 7→ ψx(f) = 〈f, x〉.

Lorsque x parcourt X, on obtient une famille de formes linéaires continues (ψx)x∈X sur
X ′ i.e, ψx ∈ X ′′, la topologie la moins fine sur X ′ rendant ces applications continues est
appelée topologie faible* et on note σ(X ′, X).

Proposition 1.3.2. Soit (fn)n une suite de points de X ′ alors quand n→∞, on a

i) fn ⇀∗ f ((fn) converge σ(X ′, X) vers f)⇐⇒ 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀x ∈ X.

ii) fn → f =⇒ fn ⇀
∗ f.

iii) fn ⇀ f ((fn) converge σ(X ′, X ′′)) =⇒ fn ⇀
∗ f.

iv) fn ⇀∗ f =⇒ (‖fn‖X′)n est bornée et ‖f‖X′ ≤ lim inf
n→∞

‖fn‖X′ .

v) Si fn ⇀∗ f et si xn → x alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Proposition 1.3.3. Si X est de dimension finie alors les topologies forte, faible et faible*
coïncident sur X ′.

Définition 1.3.3. Soient X une espace de Banach et A une partie de X.
On dit que A est faiblement* compacte (resp. fermée) si elle est compacte (resp. fermée)
par rapport à la topologie faible*.
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1.4 La distance de Hausdorff

Définition 1.4.1. (voir [3]) Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique
(X, d), l’écart entre A et B est défini par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a, B),

avec
d(a, B) = inf

b∈B
d(a, b),

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A,B) = max(e(A,B), e(B,A)).

Propriétés élémentaires
Soient A,B,C ⊂ X. Alors

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅,

2. e(∅, B) = 0,

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B,

4. e(A,B) ≤ e(A,C) + e(C,B),

5. H(A,B) = 0⇔ A = B,

6. H(A,B) ≤ H(A,C) +H(C,B),

7. |d(x,A)− d(x,B)| ≤ H(A,B), ∀x ∈ X.

Notons par Pf (X), l’ensemble des parties fermées de X, alors Pf (X) muni de la distance
de Hausdorff H, est un espace métrique.
Rappelons les propriétés suivantes

— Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pf (X),H) l’est aussi.
— Si X est séparable, l’ensemble des parties compactes de X, noté Pk(X) muni de H

est aussi séparable.
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1.5 Multi-applications et sélections

Pour une étude détaillée des multi-applications et leurs sélections on peut se référer à
[3, 6].

Définition 1.5.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou
application multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y est une application qui associe
à chaque élément x ∈ X un sous ensemble F (x) de Y . Il ya dans la littérature plusieurs
notations mais nous allons adopté la suivante F : X ⇒ Y .
Le domaine, le graphe et l’image de la multi-application F : X ⇒ Y sont donnés par

D(F ) =
{
x ∈ X : F (x) 6= ∅

}
.

gph(F ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(F ), y ∈ F (x)
}
.

Im(F ) =
⋃

x∈D(F )
F (x).

Définition 1.5.2. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : X → Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

1.5.1 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-application on peut se référer à [3]
et [6].

Définition 1.5.3. Soit (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : Ω ⇒ X.
On dit que F est Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) = {t ∈ Ω : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Lemme 1.5.1. Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique complet
séparable et F : Ω ⇒ X une multi-application à valeurs non vides fermées.
Considérons les propriétés suivantes

(i) F−1(B) ∈ Σ pour tout Borélien B de X.

(ii) F−1(C) ∈ Σ pour tout fermé C de X.

(iii) F−1(V ) ∈ Σ pour tout ouvert V de X.
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(iv) Il existe une suite (fn)n de sélections mesurables de F telle que

∀t ∈ Ω, F (t) = {fn(t)}n∈N.

(v) ∀x ∈ X, la fonction distance d(x, F (·)) est mesurable.

(vi) Le graphe de F appartient à Σ⊗ B(X) (B(X) la tribu de Borel sur X).

Alors (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇒ (vi).
Si F est à valeurs non vides complètes alors (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇔ (vi).
Si F est à valeurs non vides compactes alors (iii)⇒ (i).

Lemme 1.5.2. Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ µ-complète.
Soient X un espace métrique complet, F : Ω ⇒ X une multi-application à valeurs non
vides fermées, alors (i)⇔ (ii)⇔ (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇔ (vi).

Corollaire 1.5.1. Soit (T,Σ) un espace mesurable et soit (Fj)j∈J une famille de multi-
applications Σ-mesurables définies sur T à valeurs dans X. Si J est fini et X un espace
de Banach séparable, alors la multi-application G : T

t
⇒
7→

X∑
j∈J

Fj(t)
est Σ-mesurable.

Théorème 1.5.1. (Théorème d’existence de sélections mesurables)
Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : Ω ⇒ X

une multi-application mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au moins une sélection
mesurable, i.e., il existe une application mesurable f : Ω→ X telle que f(t) ∈ F (t), ∀ t ∈
Ω.

Théorème 1.5.2. Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace de Banach. Soient
F : Ω×X ⇒ X une multi-application mesurable, u : Ω→ X une application mesurable.
Alors la multi-application F (·, u(·)) est mesurable.

Définition 1.5.4. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré, on dit que µ et non atomique si pour
tout ensemble mesurable A, avec µ(A) > 0, il existe un sous ensemble mesurable non vide
B ⊂ A, tel que µ(A) ⊂ µ(B).
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1.5.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris des références [2, 3, 6].

Définition 1.5.5. Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-
application.
1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si pour tout
ouvert U de Y tel que F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que
F (Vx0) ⊂ U .
On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x0 ∈ X.
2. On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si pour tout
ouvert U de Y tel que F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X tel que
F (x) ∩ U 6= ∅, pour tout x ∈ Vx0 .
On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x0 ∈ X.

Définition 1.5.6. On dit que F est continue au point x0 si et seulement si elle est s.c.s
et s.c.i au point x0 et F est continue sur X si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i sur X.

Proposition 1.5.1. Soient X, Y deux espaces topologiques. Une multi-application F :
X ⇒ Y à valeurs non vides est semi-continue supérieurement si et seulement si l’image
inverse F−1(C) := {x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅} est fermée pour tout sous ensemble fermé C
de Y , et elle est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout sous ensemble
ouvert G de Y , F−1(G) est aussi ouvert dans X.

Théorème 1.5.3. Soit F : X ⇒ Y une multi-application s.c.s à valeurs non vides
fermées. Alors le graphe de F est fermé dans X × Y .

Proposition 1.5.2. Soient X un espace de Banach, Y un espace de Banach compact.
Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides fermées. Si le graphe de F est
fermé alors F est s.c.s.

Exemples 1.5.1.

1. Soit F : R ⇒ R la multi-application définie par

F (x) =

 [−1, 1] si x = 0
{0} si x 6= 0,

alors F est s.c.s.
2. Soit F : R ⇒ R la multi-application définie par

F (x) =

 [−1, 1] si x 6= 0.
{0} si x = 0,
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alors F est s.c.i.

Définition 1.5.7. Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-
application à valeurs compactes. Alors F est H-continue (continue par rapport à la dis-
tance de Hausdorff) si et seulement si pour toute suite (xn)n ⊂ X convergeant vers x0

nous avons
lim
n→∞
H(F (xn), F (x0)) = 0.

Corollaire 1.5.2. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace localement convexe et
α : T → R une fonction continue au point t0 ∈ T , et soient F1 : T ⇒ X et F2 : T ⇒ X

deux multi-applications. Considérons la multi-application F : T ⇒ X définie par
F (t) = α(t)F1(t) + F2(t).

Si F1(t0) et F2(t0) sont compacts et si F1 et F2 sont s.c.s au point t0, alors F est s.c.s
au point t0.

On donne un théorème du point fixe qui nous sera utilse dans la démonstration de nos
résultas d’existence.

Théorème 1.5.4. (Théorème du point fixe de Schauder)
Soient X un espace vectoriel normé, K un sous ensemble non vide convexe compact de
X et f : K → K une application continue. Alors f admet un point fixe dans K.

1.6 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris de la référence [13].

Théorème 1.6.1. (Théorème de la convergence de Lebesgue).
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et X un espace de Banach, soit 1 ≤ p < +∞ et (fn)n
une suite de fonctions mesurables définies sur Ω à valeurs dans X, si la suite (fn)n vérifie

(i) fn → f µ.p.p sur Ω,

(ii) il existe une fonction positive g ∈ Lp(Ω,R) telle que, pour tout n ∈ N, ‖fn(t)‖ ≤
g(t) µ.p.p.

Alors fn → f dans Lp(Ω, X). En particulier, dans le cas p = 1,∫
Ω
fndµ→

∫
Ω
fdµ.
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Théorème 1.6.2. (Réciproque de la convergence de Lebesgue).
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et X un espace de Banach, soit 1 ≤ p < +∞. Si
fn → f dans Lp(Ω, X) alors il existe (fnk

) une suite extraite de (fn) et une fonction
positive g ∈ Lp(Ω,R) telles que

(i) fnk
→ f µ.p.p,

(ii) pour tout k, ‖fnk
‖ ≤ g µ.p.p.

1.7 Quelques résultats de compacité

Théorème 1.7.1. (Théorème d’Ascoli-Arzelà).
Soient X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et H un sous
ensemble de C(X, Y ), (l’espace des applications continues définies sur X à valeurs dans
Y , muni de la topologie de la convergence uniforme). Alors H est relativement compact
si et seulement si H est équicontinu et pour tout x ∈ X, H(x) est relativement compact,
avec

H(x) = {f(x) : f ∈ H}.

Théorème 1.7.2. (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)(voir[4])
Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X ′ est compacte pour la
topologie faible∗ σ(X ′, X).

Théorème 1.7.3. (voir [4]) Soit X un espace de Banach et C un ensemble convexe de
X, alors C est faiblement fermé si et selement s’il est fortement fermé.

Théorème 1.7.4. (Théorème d’Eberlein-Smulian)
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach X. Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes

1. S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

2. S est faiblement (relativement) compact.

Nous terminons cette section par le Lemme suivant qui est variante du Lemme de
Gronwall.

Lemme 1.7.1. (voir [20]) Soient f, g, h des fonctions définies sur [0, T ] (T > 0) à valeurs
dans [0,+∞[ telles que

f(t) ≤ g(t) +
∫ t

0
f(τ)h(τ)dτ, ∀ t ∈ [0, T ],
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alors
f(t) ≤ g(t) +

∫ t

0
g(τ)h(τ) exp

(∫ t

τ
h(s)ds

)
dτ, ∀ t ∈ [0, T ].

Lemme 1.7.2. Soient a un réel positif et f, g, h des fonctions définies sur [0, T ] (T > 0)
à valeurs dans [0,+∞[ telles que

f(t) ≤ a+
∫ t

0
f(τ)h(τ)dτ +

∫ t

0
g(τ)dτ, ∀ t ∈ [0, T ],

alors
f(t) ≤ a exp(

∫ t

0
h(τ)dτ) +

∫ t

0
g(τ) exp

(∫ t

τ
h(s)ds

)
dτ, ∀ t ∈ [0, T ].



CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN
PROBLÈME AUX LIMITES GOUVERNÉ

PAR LE SOUS DIFFÉRENTIEL DE
CLARKE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne un théorème d’existence de solution pour une inclusion dif-
férentielle du premier ordre gouvernée par le sous différentiel de Clarke, avec une condition
initiale x0 ∈ D(∂cϕ) = {x ∈ H : ∂cϕ(x) 6= ∅}, qui se présente sous la forme

(P)


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) +G(t, x(t)), p.p sur I,

x(0) = x0,

Ce résultat a été prouvé par S. Qin et X. Xue [21]. Ici, I = [0, T ] un intervalle non vide
fermé dans R+, H un espace de Hilbert réel séparable, ϕ : H −→ R est une fonction
localement lipschitzienne et ∂cϕ désigne le sous différentiel au sens de Clarke.
On étudie l’existence d’une solution pour l’inclusion différentielle (P) dans trois cas :

(1) G(., .) est une fonction univoque dans L2(I,H),

14



2.2. Préliminaires 15

(2) G(., .) est une multi-application semi-continue supérieurement par rapport à la
deuxième variable,

(3) G(., .) est une multi-application semi-continue inférieurement par rapport à la
deuxième variable.

On suppose sur nos données les hypothèses suivantes
H(ϕ) : il existe une fonction régulière F : H → R, telle que

(i) ϕ − F ∈ Γ0(H) et elle est inf-compact dans H, c’est à dire, pour tout λ ∈ R,
l’ensemble L(λ)(ϕ− F ) = {x ∈ H : |x| ≤ λ, (ϕ− F )(x) ≤ λ} est compact ;

(ii) ∂cF satisfait la condition de la croissance sous linéaire, c’est à dire, il existe c > 0,
telle que

|∂cF (x)| ≤ c(1 + |x|), pour tout x ∈ H;

(iii) il existe une constante positive M , telle que, ∀xi ∈ H et yi ∈ ∂cF (xi), i = 1, 2,

〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ −M |x1 − x2|2.

2.2 Préliminaires

Dans tout ce chapitre, I = [0, T ] est un intervalle de R+.

2.2.1 Sous-différentiabilité

On commence ce chapitre par donner des définitions et quelques résultats sur la sous
différentiabilité au sens de l’analyse convexe et au sens de Clarke.

Définition 2.2.1. Soit X un espace topologique réel et f : X → R, on appelle domaine
effectif de f qu’on note D(f) l’ensemble défini par

D(f) =
{
x ∈ X : f(x) < +∞

}
.

Définition 2.2.2. Soit f : X → R, on dit que f est convexe si et seulement si pour tous
x, y ∈ D(f), et pour tout λ ∈ [0, 1], nous avons

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).
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Exemples 2.2.1.

i) Toute norme ‖.‖ sur Rn est convexe.

ii) Toute forme linéaire sur Rn est convexe.

Définition 2.2.3. Soit X un espace vectoriel, on dit que f est propre si et seulement si
f(x) 6= −∞, ∀x ∈ X et ∃x0 ∈ X, f(x0) < +∞.
Alors, une fonction f : X →]−∞,+∞] est propre si et seulement si D(f) 6= ∅.

Définition 2.2.4. (voir [6]) Soient X un espace vectoriel normé, X ′ son dual topologique,
f : X → R et x0 ∈ D(f). On appelle sous différentiel de f au point x0 (au sens de l’analyse
convexe), noté ∂f(x0), l’ensemble définie par

∂f(x0) =
{
x′ ∈ X ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0), ∀x ∈ X

}
.

Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous gradient de f au point x0, on dit que f est sous
différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.

Exemple 2.2.1. Soit f la fonction définie par

f : R → R

x 7→ f(x) = |x|,

on sait que f n’est pas différentiable au point 0. Par contre elle est sous différentiable en
0.
En effet.

∂f(0) =
{
y ∈ R : y(x− 0) ≤ f(x)− f(0), ∀x ∈ R

}

=
{
y ∈ R : yx ≤ |x| − |0|, ∀x ∈ R

}

=
{
y ∈ R : yx ≤ |x|, ∀x ∈ R\{0}

}

=
{
y ∈ R : yx ≤ x, ∀x > 0

}⋂{
y ∈ R : yx ≤ −x, ∀x < 0

}

=
{
y ∈ R : y ≤ 1

}⋂{
y ∈ R : y ≥ −1

}
= ]−∞, 1] ∩ [−1,+∞[

= [−1, 1].

Pour x 6= 0, le sous différentiel coïncide avec la dérivée. En résumé

∂f(x) =


{1} si x > 0

[−1, 1] si x = 0

{−1} si x < 0.
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Théorème 2.2.1. (voir [16]) Soient X un espace de Banach, f : X → R une fonc-
tion propre convexe et continue au point x0 ∈ X, alors ∂f(x0) est non vide convexe
faiblement∗compact dans X ′.

Proposition 2.2.1. Soient X un espace vectoriel normé, f : X → R une fonction
propre convexe, et x0 ∈ D(f). Si f est continue au point x0, alors ∂f(x0) est borné
i.e. ; ∃σ > 0 tel que ∂f(x0) ⊂ BX(0, σ).

Proposition 2.2.2. Soient X un espace de Banach, f : X → R une fonction propre
convexe. Si f est continue sur int(D(f)), alors ∂f : (X, ‖.‖X) ⇒ (X ′, σ(X ′, X)) est s.c.s
sur int(D(f)).

preuve.

Soit x0 ∈ int(D(f)), montrons que ∂f est s.c.s au point x0.
Soit U un ouvert pour la topologie σ(X ′, X) dans X ′ tel que ∂f(x0) ⊂ U , montrons que

∃δ > 0, ∀x ∈ BX(x0, δ) ∩ int(D(f)), ∂f(x) ⊂ U. (2.1)

On suppose que (2.1) n’est pas vérifiée i.e.

∀δ > 0,∃x ∈ BX(x0, δ) ∩ int(D(f)), tel que ∂f(x) 6⊂ U,

alors
∀n ∈ N∗,∃xn ∈ BX(x0,

1
n

) ∩ int(D(f)), tel que ∂f(xn) 6⊂ U,

c’est à dire

∃(xn)n∈N∗ ⊂ int(D(f)), xn → x0 et on a, ∀n ∈ N∗, ∂f(xn) 6⊂ U,

donc

∃(xn)n∈N∗ ⊂ int(D(f)), xn → x0 et on a, ∀n ∈ N∗,∃x′n ∈ ∂f(xn) et x′n /∈ U. (2.2)

D’après la Proposition 2.2.1, on a

∀n ∈ N∗, ∃σn > 0, tel que ∂f(xn) ⊂ BX′(0, σn).

Posons σ = max
n∈N∗

σn, alors on a

∀n ∈ N∗, ∂f(xn) ⊂ BX′(0, σ), (2.3)

d’où (2.2), donne

∃(xn)n∈N∗ ⊂ int(D(f)), xn → x0 et on a, ∀n ∈ N∗,∃x′n ∈ ∂f(xn) ⊂ BX′(0, σ) et x′n /∈ U,
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donc

∃(xn)n∈N∗ ⊂ int(D(f)), xn → x0 et on a, ∀n ∈ N∗,∃x′n ∈ BX′(0, σ) et x′n /∈ U,

et comme on a BX′(0, σ) = σBX′(0, 1) est faiblement* compact (par le Théorème 1.7.2 de
Banach-Alaoglu-Bourbaki), alors la suite (x′n)n∈N∗ admet une sous suite (x∗n)n∈N∗ converge
faiblement* ver x′,
d’où d’après la relation (2.2)

x∗n ∈ ∂f(xn) et x∗n /∈ U,∀n ∈ N∗,

donc par la définition de sous différentielle, nous avons

〈x∗n, x− xn〉 ≤ f(x)− f(xn), ∀x ∈ X et x∗n /∈ U,∀n ∈ N∗. (2.4)

On a U est faiblement* ouvert, alors X ′\U est faiblement* fermé, et comme on a
(x∗n)n∈N∗ ⊂ X ′\U et x∗n ⇀∗ x′, alors x′ ∈ X ′\U , donc x′ /∈ U , d’où par passage à la limite
dans (2.4), on trouve

〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0),∀x ∈ X et x′ /∈ U ⇒ x′ ∈ ∂f(x0) et x′ /∈ U,

⇒ ∂f(x0) 6⊂ U.

Ce qui contredit ∂f(x0) ⊂ U , donc (2.1) est vérifiée, c’est à dire ∂f est s.c.s au point x0

et x0 est un point quelconque de int(D(f)), alors f est s.c.s sur int(D(f)). �

Définition 2.2.5. Soit X un espace de Banach, Y un sous ensemble de X. On dit que
la fonction f : Y → R vérifie la condition de Lipschitz sur Y, si pour un certain scalaire
positif L, on a

|f(y)− f(y′)| ≤ L‖y − y′‖,

pour tous y, y′ ∈ Y .

On dit que f est localement Lipschitzienne (de rapport L) au voisinage de x si pour un
certain ε > 0, f vérifie la condition de Lipschitz (de rapport L) sur l’ensemble x + εBX

(c’est à dire dans un ε-voisinage de x).

Définition 2.2.6. Soient X un espace de Banach et f : X → R une fonction Lipschit-
zienne au voisinage d’un point donné x0 ∈ X, et soit v un vecteur dans X. La dérivée
directionnelle généralisée de f au point x0 dans la direction v, notée f ◦(x0, v) est définie
par

f ◦(x0, v) = lim sup
x→x0
t↓0

f(y + tv)− f(y)
t

,

où y est un vecteur dans X et t est un scalaire positif.
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Proposition 2.2.3. (voir [9]) Soit f : X → R une fonction Lipschitzienne au voisinage
de x ∈ X de rapport L > 0. Alors
(a) la fonction v 7→ f ◦(x, v) est finie, positivement homogène, sous-additive et satisfait

|f ◦(x, v)| ≤ L‖v‖;

(b) la fonction (x, v) 7→ f ◦(x, v) est semi-continue supérieurement comme fonction de
(x, v), et comme fonction de v seulement elle est Lipschitzienne sur X de rapport L.

preuve.

a) (i) Montrons que f ◦(x0, v) est positivement homogène.
Soient λ > 0, v ∈ X, montrons que f ◦(x0, λv) = λf ◦(x0, v).
On a, ∀v ∈ X,

f ◦(x0, λv) = lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tλv)− f(x)
t

.

Posons λt = m, alors quand t ↓ 0 on a m ↓ 0,

f ◦(x0, λv) = lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tλv)− f(x)
t

= lim sup
x→x0
m↓0

f(x+mv)− f(x)
m
λ

= λ lim sup
x→x0
m↓0

f(x+mv)− f(x)
m

= λf ◦(x0, v).

D’où f ◦(x0, v) est positivement homogène.
(ii) Montrons que f ◦(x0, .) est sous additive.
Soient v, w ∈ X, montrons que f ◦(x0, v + w) ≤ f ◦(x0, v) + f ◦(x0, w).
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On a, ∀v, w ∈ X

f ◦(x0, v + w) = lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ t(v + w))− f(x)
t

= lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw)− f(x)
t

= lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw)− f(x+ tw) + f(x+ tw)− f(x)
t

≤ lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw))− f(x+ tw)
t

+ lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tw)− f(x)
t

= lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw))− f(x+ tw)
t

+ f ◦(x0, w).

D’où,

f ◦(x0, v + w) ≤ lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw)− f(x+ tw)
t

+ f ◦(x0, w), ∀v, w ∈ X, (2.5)

on pose x+ tw = y, alors quand x→ x0 et t ↓ 0 on a y → x0.
Alors

lim sup
x→x0
t↓0

f(x+ tv + tw)− f(x+ tw)
t

= lim sup
y→x0
t↓0

f(y + tv)− f(y)
t

= f ◦(x0, v).

D’où (2.5) est équivalente à

f ◦(x0, v + w) ≤ f ◦(x0, v) + f ◦(x0, w), ∀v, w ∈ X.

Donc f ◦(x0, v) est sous additive.
(iii) Montrons que |f ◦(x0, v)| ≤ L‖v‖, ∀v ∈ X.
On a, ∀v ∈ X

|f ◦(x0, v)| =
∣∣∣∣∣ lim sup

x→x0
t↓0

f(x+ tv)− f(x)
t

∣∣∣∣∣
≤ lim sup

x→x0
t↓0

∣∣∣∣∣f(x+ tv)− f(x)
t

∣∣∣∣∣
= lim sup

x→x0
t↓0

|f(x+ tv)− f(x)|
t

≤ lim sup
x→x0
t↓0

L‖x+ tv − x‖
t

= L‖v‖.

D’où, |f ◦(x0, v)| ≤ L‖v‖, ∀v ∈ X.
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De plus L ∈ R∗+, alors f ◦(x0, v) est finie.
b) Montrons que f ◦(., .) est s.c.s en (x0, v).
Soient (xn)n∈N et (vn)n∈N deux suites quelconques de X qui convergent vers x0 et v
respectivement. Par la définition de f ◦(., .), pour chaque n ∈ N∗, ∃yn ∈ X et ∃tn > 0, tels
que ‖yn − xn‖+ tn <

1
n
,

et
f ◦(xn, vn)− 1

n
<
f(yn + tnvn)− f(yn)

tn
,

comme f est localement lipschitzienne au voisinage de x0, alors

f ◦(xn, vn)− 1
n
<
f(yn + tnvn)− f(yn)

tn
+ f(yn + tnv)

tn
− f(yn + tnv)

tn

= f(yn + tnv)− f(yn)
tn

+ f(yn + tnvn)− f(yn + tnv)
tn

≤ f(yn + tnv)− f(yn)
tn

+ L‖yn + tnvn − (yn + tnv)‖
tn

= f(yn + tnv)− f(yn)
tn

+ Ltn‖vn − v‖
tn

,

d’où
f ◦(xn, vn)− 1

n
≤ f(yn + tnv)− f(yn)

tn
+ L‖vn − v‖. (2.6)

Par passage à la limite supérieure dans (2.6) quand n tend ver +∞, on trouve

lim sup
n→+∞

f ◦(xn, vn) ≤ lim sup
n→+∞

f(yn + tnv)− f(yn)
tn

,

et on a
lim sup
n→+∞

f(xn + tnv)− f(xn)
tn

≤ f ◦(x0, v),

d’où
lim sup
n→+∞

f ◦(xn, vn) ≤ f ◦(x0, v),

donc f ◦(., .) est une semi-continue supérieurement en (x0, v). �

Définition 2.2.7. (voir [9]) Soit X un espace de Banach. Soit f : X → R une fonction
Lipschitzienne au voisinage d’un point donné x et soit v un vecteur dans X. Le sous
différentiel de Clarke de f au point x, noté ∂cf(x) est le sous ensemble de X ′, donné par

∂cf(x) =
{
ξ ∈ X ′ : 〈ξ, v〉 ≤ f ◦(x, v), pour tout v ∈ X

}
.

On note par ‖ξ‖∗ la norme de ξ dans X ′, donnée par

‖ξ‖∗ = sup
{
〈ξ, v〉 : v ∈ X, ‖v‖ ≤ 1

}
.
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Exemples 2.2.2.

1. Soit f la fonction définie par

f : R → R

x 7→ f(x) = max (0, x),

qui est une fonction Lipschitzienne et donc

f ◦(0, v) = lim
y→0

sup
t↓0

f(y + tv)− f(y)
t

= lim
y→0

sup
t↓0

max(0, y + tv)−max (0, y)
t

=

 v si v ≥ 0
0 si v ≤ 0,

par suite

∂cf(0) =
{
ξ ∈ R : 〈ξ, v〉 ≤ f ◦(0, v), pour tout v ∈ R

}

=
{
ξ ∈ R : ξv ≤ v, ∀v > 0

}⋂{
ξ ∈ R : ξv ≤ 0, ∀v ≤ 0

}

=
{
ξ ∈ R : ξ ≤ 1

}⋂{
ξ ∈ R : ξ ≥ 0

}
= ]−∞, 1] ∩ [0,+∞[

= [0, 1].

2. Soient X un espace de Banach, f(t) = ‖x‖ une fonction Lipschitzienne de rapport
L = 1. D’après la Proposition 2.2.3, on a

f ◦(0, v) ≤ ‖v‖, ∀ v ∈ X,

or on a, f ′(0, v) = ‖v‖ d’après la dérivée directionnelle usuelle.
Et on a aussi

f ◦(0, v) ≥ f ′(0, v), ∀ v ∈ X,

ce qui donne
f ′(0, v) ≤ f ◦(0, v) ≤ ‖v‖,

maintenant d’après la définition du sous différentielle de Clarke, on a
ξ ∈ ∂cf(0) si et seulement si

f ◦(0, v) = ‖v‖ ≥ 〈ξ, v〉, ∀v ∈ X,

on conclut donc que
∂cf(0) = BX′ .



2.2. Préliminaires 23

Proposition 2.2.4. (voir [9]) Soit f une fonction Lipschitzienne de rapport L au voisi-
nage de x. Alors
(a) ∂cf(x) est un sous ensemble non vide, convexe et faiblement∗compact de X ′ et
‖ξ‖∗ ≤ L pour tout ξ dans ∂cf(x) ;
(b) pour tout v dans X, on a

f ◦(x, v) = max
{
〈ξ, v〉 : ξ ∈ ∂cf(x)

}
.

(c) Soient (xn)n et (x′n)n deux suites respectivement dans X et X ′ telles que x′n ∈ ∂cf(xn),
∀n ∈ N. Supposons que (xn)n converge vers x et (x′n)n convergence faiblement∗ vers x′,
alors x′ ∈ ∂cf(x).

Lemme 2.2.1. (voir [23]) Soient X un espace de Banach, f : X → R une fonction
localement Lipschitzienne sur X. Alors le sous différentiel de Clarke ∂cf : (X, ‖.‖X) ⇒

(X ′, σ(X ′, X)) est une multi-application semi-continue supérieurement sur X.

Proposition 2.2.5. (voir [9]) Soit f une fonction convexe localement Lipschitzienne
au voisinage de x, alors ∂cf(x) coincide avec ∂f(x) et f ◦(x, v) coincide avec la dérivée
directionnelle f ′(x, v), pour tout v.

Définition 2.2.8. (voir[9]) On dit que f est régulière au pont x0 si
(i) pour tout v dans X, la dérivée usuelle f ′(x0, v) existe.
(ii) pour tout v dans X, f ′(x0, v) = f ◦(x0, v).
Évidemment, toute fonction convexe est régulière.

Proposition 2.2.6. Si f1 et f2 sont régulières au x0, alors

∂c(f1 + f2)(x0) = ∂cf1(x0) + ∂cf2(x0).

2.2.2 Les ensembles décomposables et Lp-sélections

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, σ-fini et X un espace de Banach séparable.

Définition 2.2.9. (voir [16]) Soit K un ensemble de Lp(Ω, X). On dit que K est décom-
posable si pour tous u,v ∈ K est pour tout sous ensemble A ∈ Σ, nous avons

1IAu+ (1− 1IA)v ∈ K.

Définition 2.2.10. Soit F : Ω ⇒ X une multi-application, pour 1 ≤ p ≤ +∞, on définit
l’ensemble de toutes les Lp-sélections de F par

SpF =
{
f(.) ∈ Lp(Ω, X) : f(t) ∈ F (t), µ.p.p

}
.
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Lemme 2.2.2. (voir [16]) Soit F : Ω ⇒ X une multi-application de graphe mesurable et
1 ≤ p ≤ +∞, alors SpF est non vide si et seulement si

inf
{
‖x‖ : x ∈ F (t)

}
≤ h(t) µ.p.p,

pour une certaine application h(.) ∈ Lp(Ω, X).

Remarques 2.2.1.

(i) Il est clair que pour toute multi-application F (.), l’ensemble SpF est décomposable.

(ii) Si F est à valeurs non vides fermées, alors l’ensemble SpF est fermé dans Lp(Ω, X).

En effet.

(i) Soit A ∈ Σ et soient u, v ∈ SpF , nous avons

u ∈ SpF ⇔ u ∈ Lp(Ω, X) : u(t) ∈ F (t), p.p. t ∈ Ω

⇒ 1IAu ∈ Lp(Ω, X) et 1IA(t)u(t) ∈ 1IA(t)F (t), p.p. t ∈ Ω,

v ∈ SpF ⇔ v ∈ Lp(Ω, X) : v(t) ∈ F (t), p.p. t ∈ Ω

⇒ (1− 1IA)v ∈ Lp(Ω, X) et (1− 1IA(t))v(t) ∈ (1− 1IA(t))F (t), p.p. t ∈ Ω.

Donc
1IAu+ (1− 1IA)v ∈ Lp(Ω, X)

et

1IA(t)u(t) + (1− 1IA(t))v(t) ∈ 1IA(t)F (t) + (1− 1IA(t))F (t), p.p. t ∈ Ω.

Et comme

1IA(t)F (t) + (1− 1IA(t))F (t) =

 F (t) si t ∈ A
F (t) si t 6∈ A

= F (t).

Donc, 1IAu+ (1− 1IA)v ∈ SpF .

(ii) Soit (fn(.))n ⊂ SpF convergeant vers f(.) ∈ Lp(Ω, X), donc fn(t) ∈ F (t) µ.p.p., par
le Théorème 1.6.2, il existe une sous suite extraire de (fn(.))n qu’on aussi (fn(.))n
telle que fn(.)→ f(.) p.p. sur Ω, et comme F est à valeurs fermées, on conclut que
f(t) ∈ F (t), ∀ t ∈ Ω, i.e., f ∈ SpF , par conséquent S

p
F est fermé.

Définition 2.2.11. (voir [16]) Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré σ-fini et X, Y deux
espaces de Banach séparables. Soit F : Ω × X ⇒ Y une multi-application, soient p, q ∈
[1,+∞[. On définit la multi-application

Γ : Lp(Ω, X) ⇒ Lq(Ω, Y )

u 7→ Γ(u) = SqF (.,u(.)).
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Nous appelons Γ(.) l’opérateur multivalué de Nemitsky ou superposition correspondante à
F (., .).

Théorème 2.2.2. (voir [16]) Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré σ-fini et X, Y deux espaces
de Banach séparables. Soit F : Ω×X ⇒ Y une multi-application à valeurs fermées telle
que
(i) (t, x) 7→ F (t, x) est de graphe mesurable,
(ii) pour tout x ∈ X, x 7→ F (t, x) est s.c.i,
(iii) |F (t, x)| ≤ a(t) + c‖x‖

p
q p.p. avec a(.) une fonction positif dans Lq(Ω,R) et c ≥ 0.

Alors u 7→ Γ(u) est s.c.i.

Théorème 2.2.3. (Théorème de sélection continue)(voir [16])
Soient (Ω,Σ, µ) un espace de probabilité avec µ une mesure non atomique, X un espace
métrique séparable, Y un espace de Banach et F : X ⇒ L1(Ω, Y ) une multi-application
s.c.i à valeurs fermées et décomposables, alors F (.) admet une sélection continue.

2.3 Théorème d’existence

2.3.1 Cas où la perturbation est une fonction univoque

Cette section est consacrée à l’étude de l’inclusion différentielle (P) dans le cas où
G(., .) est à valeurs univoques .

Définitions 2.3.1. (voir [5]) Soient H un espace de Hilbert séparable, A un opérateur de
H et f ∈ L1(I,H).
• On appelle solution forte de l’inclusion différentielle du

dt
+ Au 3 f , toute fonction

u ∈ C(I,H), absolument continue sur tout compact de ]0, T [, vérifiant u(t) ∈ D(A) et
du

dt
(t) + Au(t) 3 f(t), p.p. t ∈]0, T [.

• On dit que u ∈ C(I,H) est une solution faible de l’inclusion différentiel du
dt

+ Au 3 f
s’il existe des suites fn ∈ L1(I,H) et un ∈ C(I,H), telles que un soit une solution forte de
l’inclusion différentiel dun

dt
+Aun 3 fn, fn −→ f dans L1(I,H) et un −→ u uniformément

sur ]0, T [.

Pour résoudre le problème (P), il sera utile de rappeler la Proposition et le Théorème
suivants dans [1] et [5] respectivement.
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Proposition 2.3.1. Soient H un espace de Hilbert séparable, ϕ : H → R une fonction
propre, s.c.i et convexe sur H, tel que pour tout réel M , l’ensemble C(M) = {x ∈ H :
|x| ≤ M, ϕ(x) ≤ M} est compact dans H. Soit B : I × H ⇒ H une multi-application
satisfaisant les hypothèses suivantes

(1) pour presque t ∈ I, x 7→ B(t, x) est s.c.s sur D(∂ϕ) dans Hσ à valeurs non vides
convexes faiblement compactes ;

(2) pour tout x ∈ D(∂ϕ), t 7→ B(t, x) est mesurable sur I dans Hσ, c’est à dire, pour tout
x ∈ D(∂ϕ) la fonction bx,ξ : t 7→ sup{〈y, ξ〉 : y ∈ B(t, x)} est mesurable sur I ;

(3) il existe deux fonctions positives γ(.), δ(.) ∈ L2(I,R) telles que, pour presque tout
t ∈ I, et x ∈ D(∂ϕ),

sup |y|
y∈B(t,x)

≤ γ(t)|x|+ δ(t).

Alors, l’inclusion différentielle

(P1)


du

dt
+ ∂ϕ(u(t)) +B(t, u(t)) 3 0,

u(0) = u0,

admet au moins une solution forte.
Plus précisément

(1) il existe une sélection mesurable β : I → H, telle que β(t) ∈ B(t, u(t)), presque tout
t ∈ I ;

(2) u(.) est une solution forte de du
dt

+ ∂ϕ(u(t)) + β(t) 3 0, u(0) = u0 ∈ D(ϕ).

Théorème 2.3.1. Soient H un espace de Hilbert, ϕ : H → R une fonction convexe, s.c.i
et K = {x ∈ H : ϕ(x) = 0}. Soit f(.) ∈ L2(I,H), alors toute solution faible de l’inclusion
différentielle f(t) ∈ du

dt
(t) + ∂ϕ(u(t)) est une solution forte et

√
t
du

dt
(t) ∈ L2(I,H) et on

a les estimations suivantes

(1)
(∫ T

0

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣2tdt) 1

2

≤
(∫ T

0
|f(t)|2tdt

) 1
2

+ 1√
2

∫ T

0
|f(t)|dt+ 1√

2
d(u(0), K).

(2)
(∫ T

δ

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣2dt) 1

2

≤
(∫ T

0
|f(t)|2dt

) 1
2

+ 1√
2δ

∫ δ

0
|f(t)|dt+ 1√

2δ
d(u(0), K),

∀δ ∈]0, T [.
La fonction t 7→ ϕ(u(t)) appartient à L1(I,R) et elle est absolument continue sur tout
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intervalle [δ, T ], ∀δ ∈]0, T [ avec
∣∣∣∣∣dudt

∣∣∣∣∣
2

+ d

dt
ϕ(u) = 〈f, du

dt
〉, p.p. sur ]0, T [.

Enfin si u(0) ∈ D(ϕ), alors du
dt
∈ L2(I,H), avec

(∫ T

0

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣2dt) 1

2

≤
(∫ T

0
|f(t)|2dt

) 1
2

+
√
ϕ(u(0)),

et la fonction t 7→ ϕ(u(t)) est absolument continue sur I.

Théorème 2.3.2. Soient H un espace de Hilbert séparable, ϕ : H → R est une fonction
localement lipschitzienne satisfaisant les hypothèses H(ϕ) et soit f(.) une fonction de
L2(I,H).
Alors, pour tout x0 fixé dans D(∂cϕ), l’inclusion différentielle

(Pf )


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + f(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

admet une solution unique forte.
De plus elle satisfait les estimations suivantes

(i) il existe c1 > 0 et c2 > 0, tel que

|x(t)| ≤ c1 + c2‖f‖2, pour tout t ∈ I,

(ii) il existe d1 > 0 et d2 > 0, tel que(∫ T

0
|ẋ(s)|2ds

) 1
2

≤ d1 + d2‖f‖2.

Preuve.

Par l’hypothèse H(ϕ)(i), on a ϕ − F est une fonction convexe, donc régulière, alors
par la Proposition 2.2.6, on peut écrire

∂cϕ(x) = ∂c(ϕ− F + F )(x)

= ∂c(ϕ− F )(x) + ∂cF (x)

= ∂(ϕ− F )(x) + ∂cF (x),

par conséquent, l’inclusion différentielle (Pf ) est équivalente à

(P2)


−ẋ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) + ∂cF (x(t)) + f(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0.
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Nous allons principalement étudier l’inclusion différentielle (P2) au lieu de (Pf ) .
Etape 1.

• L’existence de la solution.

Par l’hypothèse H(ϕ)(i), la fonction ϕ − F est propre, s.c.i, convexe et inf-compact
dans H.

D’après le Lemme 2.2.1 et la Proposition 2.2.4, nous avons x 7→ ∂cF (x) est une multi-
application s.c.s sur H et à valeurs convexes faiblement compactes.

Pour tout ξ ∈ H et pour tout x ∈ D(∂(ϕ− F )), la fonction bx,ξ : t→ sup{〈y, ξ〉 : y ∈
∂cF (x) + f(t)} = sup{〈y, ξ〉 : y ∈ ∂cF (x)}+ 〈f(t), ξ〉 est mesurable sur I.

Et par l’hypothèse H(ϕ)(ii), presque tout t ∈ I et tout x ∈ D(∂(ϕ− F )), nous avons
pour y ∈ ∂cF (x) + f(t), il existe z ∈ ∂cF (x), tel que y = z + f(t), donc

|y| = |z + f(t)|

≤ |z|+ |f(t)|,

implique

sup
y∈∂cF (x)+f(t)

|y| ≤ sup
z∈∂cF (x)

|z|+ |f(t)|

≤ c(1 + |x|) + |f(t)|

= c+ c|x|+ |f(t)|

= c|x|+ (c+ |f(t)|),

donc
sup

y∈∂cF (x)+f(t)
|y| ≤ γ(t)|x|+ δ(t),

où γ(t) = c et δ(t) = c+ |f(t)|.
On conclut alors que la multi-application (t, x) 7→ ∂cF (x)+f(t) satisfaisant les hypothèses
(1),(2) et (3) de la Proposition 2.3.1, donc l’inclusion différentielle (P2) admet au moins
une solution forte x(.) qui est également une solution du (Pf ) .
• L’unicité de la solution.

Pour montrer l’unicité de la solution, nous supposons que x1(.) et x2(.) deux solutions du
problème (P2). Le fait que les multi-applications y 7→ ∂cF (y) et y 7→ ∂(ϕ−F )(y) sont s.c.s
et xi(.) sont continues i = 1, 2, on conclut que les multi-applications t 7→ ∂cF (xi(t)) et
t 7→ ∂(ϕ− F )(xi(t)) sont mesurables. Donc d’après le théorème d’existence de sélections
mesurables (Théorème 1.5.1), il existe une sélection mesurable yi(.) : I → H telle que
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yi(t) ∈ ∂cF (xi(t)), ∀t ∈ I et γi(.) : I → H telle que γi(t) ∈ ∂(ϕ−F )(xi(t)), ∀t ∈ I, i = 1, 2,
ceci donne

−ẋi(t) = γi(t) + yi(t) + f(t), i = 1, 2. p.p. t ∈ I,

avec xi(0) = x0. Alors

1
2
d

dt
|x1(t)− x2(t)|2 = 〈x1(t)− x2(t), ẋ1(t)− ẋ2(t)〉

= 〈x1(t)− x2(t),−γ1(t)− y1(t)− f(t) + γ2(t) + y2(t) + f(t)〉

= 〈x1(t)− x2(t),−γ1(t)− y1(t) + γ2(t) + y2(t)〉

= 〈x1(t)− x2(t), γ2(t)− γ1(t)〉+ 〈x1(t)− x2(t), y2(t)− y1(t)〉.

D’autre part, on a γ1(t) ∈ ∂(ϕ−F )(x1(t)) et γ2(t) ∈ ∂(ϕ−F )(x2(t)), donc par la définition
de sous différentiel au sens de l’analyse convexe, on a

〈γ1(t), y − x1(t)〉+ (ϕ− F )(x1(t)) ≤ (ϕ− F )(y), ∀y ∈ H,

et
〈γ2(t), z − x2(t)〉+ (ϕ− F )(x2(t)) ≤ (ϕ− F )(z), ∀z ∈ H.

En particulier, pour y = x2(t) et z = x1(t), on obtient

〈γ1(t), x2(t)− x1(t)〉+ (ϕ− F )(x1(t)) ≤ (ϕ− F )(x2(t)),

et
〈γ2(t), x1(t)− x2(t)〉+ (ϕ− F )(x2(t)) ≤ (ϕ− F )(x1(t)).

En additionnant ces deux dernières inégalités, on obtient

〈γ2(t)− γ1(t), x1(t)− x2(t)〉 ≤ 0, (2.7)

par suite

1
2
d

dt
|x1(t)− x2(t)|2 = 〈x1(t)− x2(t), γ2(t)− γ1(t)〉+ 〈x1(t)− x2(t), y2(t)− y1(t)〉

≤ −〈x1(t)− x2(t), y1(t)− y2(t)〉,

et par l’hypothèse H(ϕ)(iii) et le fait que yi(t) ∈ ∂cF (xi(t)), i = 1, 2, on obtient

〈x1(t)− x2(t), y1(t)− y2(t)〉 ≥ −M |x1(t)− x2(t)|2, (2.8)

donc, par la relation (2.8), on trouve

1
2
d

dt
|x1(t)− x2(t)|2 ≤M |x1(t)− x2(t)|2.
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En intègre cette dernière inégalité entre 0 et t, on obtient
1
2

∫ t

0

d

ds
|x1(s)− x2(s)|2ds ≤M

∫ t

0
|x1(s)− x2(s)|2ds

implique
|x1(t)− x2(t)|2 − |x1(0)− x2(0)|2 ≤ 2M

∫ t

0
|x1(s)− x2(s)|2ds,

et comme x1(0) = x2(0) = x0, donc

|x1(t)− x2(t)|2 ≤ 2M
∫ t

0
|x1(s)− x2(s)|2ds.

En appliquant le Lemme de Gronwall (Lemme 1.7.2), on obtient

|x1(t)− x2(t)|2 ≤ 0,

implique x1(t) = x2(t), pour tout t ∈ I, donc l’unicité de la solution du problème (P2).
Etape 2.

Soit x(.) une solution du problème (P2), c’est à dire, pour tout t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) + ∂cF (x(t)) + f(t),

avec x(0) = x0.
Comme les multi-applications y 7→ ∂(ϕ − F )(y) et y 7→ ∂cF (y) sont s.c.s et x(.) est
continue, on conclut que les multi-applications t 7→ ∂(ϕ− F )(x(t)) et t 7→ ∂cF (x(t)) sont
mesurables, alors d’après le théorème d’existence de sélections mesurables (Théorème
1.5.1), il existe γ : I → H telle que γ(t) ∈ ∂(ϕ − F )(x(t)),∀t ∈ I et il existe y : I → H

telle que y(t) ∈ ∂cF (x(t)),∀t ∈ I, ceci donne

−ẋ(t) = γ(t) + y(t) + f(t).

Pour tous γ0 ∈ ∂(ϕ− F )(x0) et y0 ∈ ∂cF (x0), nous avons
1
2
d

dt
|x(t)− x0|2 = 〈x(t)− x0, ẋ(t)〉

= 〈x(t)− x0,−γ(t)− y(t)− f(t)〉

= 〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉+ 〈x(t)− x0, y0 − y(t)〉

+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − f(t)〉

= −〈x(t)− x0, y(t)− y0〉+ 〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉

+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − f(t)〉,

comme γ0 ∈ ∂(ϕ− F )(x0) et γ(t) ∈ ∂(ϕ − F )(x(t)), donc par la définition de sous diffé-
rentiel au sens de l’analyse convexe, on obtient

〈γ0, y − x0〉+ (ϕ− F )(x0) ≤ (ϕ− F )(y),∀y ∈ H,
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et
〈γ(t), z − x(t)〉+ (ϕ− F )(x(t)) ≤ (ϕ− F )(z),∀z ∈ H.

En particulier pour y = x(t) et z = x0, on obtient

〈γ0, x(t)− x0〉+ (ϕ− F )(x0) ≤ (ϕ− F )(x(t)),

et
〈γ(t), x0 − x(t)〉+ (ϕ− F )(x(t)) ≤ (ϕ− F )(x0).

Nous sommons les deux inégalités ci-dessus, on trouve

〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉 ≤ 0.

Donc

1
2
d

dt
|x(t)− x0|2 ≤ −〈x(t)− x0, y(t)− y0〉+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − f(t)〉,

et par l’hypothèse H(ϕ)(iii) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1
2
d

dt
|x(t)− x0|2 ≤M |x(t)− x0|2 + |x(t)− x0||γ0 + y0 + f(t)|,

on peut écrire cette dernière inégalité comme suit

|x(t)− x0|
d

dt
|x(t)− x0| ≤M |x(t)− x0|2 + |x(t)− x0||γ0 + y0 + f(t)|,

implique
d

dt
|x(t)− x0| ≤M |x(t)− x0|+ |γ0 + y0 + f(t)|,

en intègre cette inégalité entre 0 et t, on obtient

|x(t)− x0| − |x(0)− x0| ≤M
∫ t

0
|x(s)− x0|ds+

∫ t

0
|γ0 + y0 + f(s)|ds,

et comme x(0) = x0, donc

|x(t)− x0| ≤M
∫ t

0
|x(s)− x0|ds+

∫ t

0
|γ0 + y0 + f(s)|ds,
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on applique le Lemme de Gronwall (Lemme 1.7.2), on trouve

|x(t)− x0| ≤
∫ t

0
|γ0 + y0 + f(τ)| exp

(∫ t

τ
Mds

)
dτ

=
∫ t

0
|γ0 + y0 + f(τ)|eM(t−τ)dτ

= eMt
∫ t

0
|γ0 + y0 + f(s)|e−Msds

≤ eMt
∫ t

0
|γ0 + y0 + f(s)|ds

≤ eMT

(∫ T

0
|γ0 + y0|ds+

∫ T

0
|f(s)|ds

)

≤ eMT

[
|γ0 + y0|T +

(∫ T

0
ds

) 1
2
(∫ T

0
|f(s)|2ds

) 1
2
]

= eMT

(
|γ0 + y0|T +

√
T‖f‖2

)
.

D’autre part, on a
∣∣∣|x(t)| − |x0|

∣∣∣ ≤ |x(t)− x0|

≤ eMT
(
|γ0 + y0|T +

√
T‖f‖2

)
,

donc

|x(t)| ≤ |x0|+ eMT
(
|γ0 + y0|T +

√
T‖f‖2

)
=
(
|x0|+ eMT |γ0 + y0|T

)
+ eMT

√
T‖f‖2

= c1 + c2‖f‖2, (2.9)

où
c1 = |x0|+ eMT |γ0 + y0|T > 0,

et
c2 = eMT

√
T > 0.

Par la définition de x(.) qui est continue et le fait que y 7→ ∂cF (y) est s.c.s (par la
Proposition 2.2.4), on conclut que l’application t 7→ ∂cF (x(t)) est mesurable. D’après le
Théorème d’existence de sélections mesurables (Théorème 1.5.1), il existe une application
mesurable g : I → H telle que g(t) ∈ ∂cF (x(t)), pour tout t ∈ I. Ceci donne pour tout
t ∈ I,

− ẋ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) + g(t) + f(t). (2.10)

Par l’hypothèse H(ϕ)(ii) et comme x(.) est borné par la relation (2.9), on aura
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g(.) ∈ L2(I,H), donc par le Théorème 2.3.1 et l’unicité de la solution de (2.10), on obtient
(∫ T

0
|ẋ(s)|2ds

) 1
2

≤
(∫ T

0
|f(t) + g(t)|2dt

) 1
2

+
√
|(ϕ− F )(x0)|

= ‖f + g‖2 +
√
|(ϕ− F )(x0)|

≤ ‖f‖2 + ‖g‖2 +
√
|(ϕ− F )(x0)|,

et d’après l’hypothèse H(ϕ)(ii) et la relation (2.9), on a
(∫ T

0
|ẋ(s)|2ds

) 1
2

≤
√
|(ϕ− F )(x0)|+ ‖f‖2 +

(∫ T

0
|g(t)|2dt

) 1
2

≤
√
|(ϕ− F )(x0)|+ ‖f‖2 +

(∫ T

0
c2(1 + |x(t)|)2dt

) 1
2

≤
√
|(ϕ− F )(x0)|+ ‖f‖2 + c

(∫ T

0
(1 + c1 + c2‖f‖2)2dt

) 1
2

≤
√
|(ϕ− F )(x0)|+ ‖f‖2 + c(1 + c1 + c2‖f‖2)

√
T

=
√
|(ϕ− F )(x0)|+ c(1 + c1)

√
T + (1 + cc2

√
T )‖f‖2

= d1 + d2‖f‖2,

où
d1 =

√
|(ϕ− F )(x0)|+ c(1 + c1)

√
T ,

et
d2 = (1 + cc2

√
T ).

Ceci termine la preuve. �
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2.3.2 Cas où la perturbation est une multi-application semi-

continue supérieurement

Dans cette section, nous démontrons l’existence de la solution du problème (P), où
(t, x) 7→ G(t, x) est une multi-application s.c.s par rapport à la deuxième variable x.

Théorème 2.3.3. Soient H un espace de Hilbert séparable, ϕ : H → R une fonction
localement lipschitzienne satisfaisant les hypothèses H(ϕ) et soit G : I × H ⇒ H une
multi-application satisfaisant à (1), (2) et (3) de la Proposition 2.3.1. Alors l’inclusion
différentielle (P) admet au moins une solution forte x(.).

Preuve.

D’après la preuve du Théorème 2.3.2, l’inclusion différentielle (P) équivaut à

(PG)


−ẋ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) + ∂cF (x(t)) +G(t, x(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0.

Dans la suite, nous allons prouver que la multi-application (t, x) 7→ ∂cF (x(t)) +
G(t, x(t)) satisfaisant les hypothèses (1),(2) et (3) du Proposition 2.3.1.

On a, la multi-application t 7→ ∂cF (x(t)) +G(t, x(t)) est mesurable sur I et la multi-
application x 7→ ∂cF (x(t)) + G(t, x(t)) est s.c.s sur D(∂(ϕ− F )) dans Hσ à valeurs non
vides convexes faiblement compactes et on a par l’hypothèse H(ϕ)(ii) et l’hypothèse (3)
de la Proposition 2.3.1, pour y ∈ ∂cF (x) + G(t, x), il existe y1 ∈ ∂cF (x) et y2 ∈ G(t, x),
telle que

|y| = |y1 + y2|

≤ |y1|+ |y2|

≤ sup
y1∈∂cF (x)

|y1|+ sup
y2∈G(t,x)

|y2|

donc

sup
y∈∂cF (x)+G(t,x)

|y| ≤ sup
y1∈∂cF (x)

|y1|+ sup
y2∈G(t,x)

|y2|

≤ c(1 + |x|) + γ(t)|x|+ δ(t)

= (c+ γ(t))|x|+ (c+ δ(t))

= γ1(t)|x|+ δ2(t),
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où γ1(.) = c+ γ(.) ∈ L2(I,R) et δ2(.) = c+ δ(.) ∈ L2(I,R).
On conclure alors que le Théorème 2.3.3 est une conséquence de la Proposition 2.3.1, donc
l’inclusion différentielle (P) admet au moins une solution forte. �

2.3.3 Cas où la perturbation est une multi-application semi-

continue inférieurement

Ensuite, nous traitons l’inclusion différentielle (P) avec une multi-application s.c.i par
rapport à la deuxième variable.

Théorème 2.3.4. Soient H un espace de Hilbert séparable, ϕ : H → R une fonction
localement lipschitzienne satisfaisant les hypothèses H(ϕ) et x0 ∈ D(∂cϕ). Soit G : I ×
H ⇒ H une multi-application vérifiant les hypothèses suivantes
(H1) (t, x) 7→ G(t, x) est mesurable ;
(H2) ils existent deux fonctions positives a(.), b(.) ∈ L2(I,R), telle que

|G(t, x)| ≤ a(t) + b(t)|x|, p.p. t ∈ I;

(H3) pour tout t ∈ I, x 7→ G(t, x) est s.c.i.
Alors, l’inclusion différentielle (P) admet au moins une solution forte.

Preuve.
Premièrement on trouve une bornetude de la solution du problème (P).

Soit x(.) une solution forte de l’inclusion différentielle (P). Alors par définition il existe
une application g : I → H, avec g(.) ∈ S2

G(.,x(.)) telle que


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + g(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

avec
S2
G(.,x(.)) = {g(.) ∈ L2(I,H) : g(t) ∈ G(t, x(t)), p.p. t ∈ I}.

Donc, pour tout t ∈ I, nous avons

−ẋ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) + ∂cF (x(t)) + g(t),

ainsi, comme les deux multi-applications y 7→ ∂(ϕ − F )(y) et y 7→ ∂cF (y) sont s.c.s et
x(.) est continue, on conclut que t 7→ ∂(ϕ − F )(x(t)) et t 7→ ∂cF (x(t)) sont mesurables,
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donc par le Théorème d’existence de sélections mesurables (Théorème 1.5.1), il existe
γ, y : I → H telle que γ(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)) et y(t) ∈ ∂cF (x(t)), ∀t ∈ I, ceci donne

−ẋ(t) = γ(t) + y(t) + g(t),

avec x(0) = x0.

Pour tout γ0 ∈ ∂(ϕ− F )(x0) et y0 ∈ ∂cF (x0), nous avons

1
2
d

dt
|x(t)− x0|2 = 〈x(t)− x0, ẋ(t)〉

= 〈x(t)− x0,−γ(t)− y(t)− g(t)〉

= 〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉+ 〈x(t)− x0, y0 − y(t)〉

+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − g(t)〉

= −〈x(t)− x0, y(t)− y0〉+ 〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉

+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − g(t)〉.

Comme γ0 ∈ ∂(ϕ− F )(x0) et γ(t) ∈ ∂(ϕ − F )(x(t)), donc par la définition de sous
différentiel au sens de l’analyse convexe, on a

〈γ0, y − x0〉+ (ϕ− F )(x0) ≤ (ϕ− F )(y),∀y ∈ H,

et
〈γ(t), z − x(t)〉+ (ϕ− F )(x(t)) ≤ (ϕ− F )(z),∀z ∈ H.

En particulier pour y = x(t) et z = x0, on obtient

〈γ0, x(t)− x0〉+ (ϕ− F )(x0) ≤ (ϕ− F )(x(t)),

et
〈γ(t), x0 − x(t)〉+ (ϕ− F )(x(t)) ≤ (ϕ− F )(x0).

Nous sommons les deux inégalités ci-dessus, on trouve

〈x(t)− x0, γ0 − γ(t)〉 ≤ 0,

alors, par l’hypothèse H(ϕ)(iii) et l’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

1
2
d

dt
|x(t)− x0|2 ≤ −〈x(t)− x0, y(t)− y0〉+ 〈x(t)− x0,−γ0 − y0 − g(t)〉

≤M |x(t)− x0|2 + |x(t)− x0||γ0 + y0 + g(t)|,

ce qui implique

|x(t)− x0|
d

dt
|x(t)− x0| ≤M |x(t)− x0|2 + |x(t)− x0||γ0 + y0 + g(t)|,
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donc
d

dt
|x(t)− x0| ≤M |x(t)− x0|+ |γ0 + y0 + g(t)|,

en intègre entre 0 et t, on obtient

|x(t)− x0| − |x(0)− x0| ≤M
∫ t

0
|x(s)− x0|ds+

∫ t

0
|γ0 + y0 + g(s)|ds,

avec x(0) = x0, par le Lemme de Gronwall (Lemme 1.7.2), on obtient

|x(t)− x0| ≤
∫ t

0
|γ0 + y0 + g(τ)| exp

(∫ t

τ
Mds

)
dτ

=
∫ t

0
|γ0 + y0 + g(τ)|eM(t−τ)dτ

= eMt
∫ t

0
|γ0 + y0 + g(s)|e−Msds

≤ eMt
∫ t

0
|γ0 + y0 + g(s)|ds

≤ eMt

(∫ t

0
|γ0 + y0|ds+

∫ t

0
|g(s)|ds

)
.

Donc, par l’hypothèse (H2), on a

|x(t)| ≤ |x0|+ eMT
(
|γ0 + y0|T +

∫ t

0
|g(s)|ds

)
≤ |x0|+ eMT (|γ0 + y0|T +

∫ t

0
(a(s) + b(s)|x(s)|)ds

≤ |x0|+ eMT (|γ0 + y0|T + eMT‖a‖1 + eMT
∫ t

0
b(s)|x(s)|ds.

En vertu du Lemme 1.7.2 (Lemme de Gronwall), on obtient

|x(t)| ≤ (|x0|+ eMT |γ0 + y0|T + eMT‖a‖1) exp (eMT
∫ t

0
b(s)ds)

≤ (|x0|+ eMT |γ0 + y0|T + eMT‖a‖1) exp (eMT‖b‖1),

donc, pour tout t ∈ I,
|x(t)| ≤ k,

avec
k = (|x0|+ eMT |γ0 + y0|T + eMT‖a‖1) exp(eMT‖b‖1) > 0.

Considérons maintenant la multi-application Ĝ : I ×H ⇒ H, définie par

Ĝ(t, x) =


G(t, x) si |x| ≤ k

G
(
t,
kx

|x|
)

si |x| > k.
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Il est claire que Ĝ(t, x) = G(t, pk(x)), où

pk(x) =


x si |x| ≤ k

kx

|x|
si |x| > k,

qui est continue, ainsi on a la multi-application (t, x) 7→ Ĝ(t, x) est mesurable et pour
tout t ∈ I, x 7→ Ĝ(t, x) est s.c.i.
En plus, par l’hypothèse (H2), on a

|Ĝ(t, x)| = |G(t, pk(x))|

≤ a(t) + b(t)|pk(x)|

≤ a(t) + b(t)k = γ(t), p.p. t ∈ I,

on aura γ(.) est une fonction positive de L2(I,R).

Considérons l’ensemble

B(γ) = {h(.) ∈ L2(I,H) : |h(t)| ≤ γ(t), p.p. t ∈ I}.

Il est clair que B(γ) est un sous ensemble faiblement compact dans L2(I,H).
En effet. Soit (hn(.))n∈N une suite d’éléments de B(γ), donc |hn(t)| ≤ γ(t), p.p. t ∈ I,
c’est à dire ‖hn‖2 ≤ ‖γ‖2.

Posons sn(t) = hn(t)
‖γ‖2

, ceci donne ‖sn‖2 = ‖hn‖2

‖γ‖2
≤ 1, donc sn(.) ∈ BL2(I,H) qui

est faiblement compacte dans L2(I,H), car L2(I,H) est réflexif, par extraction d’une
sous suite on peut supposer que (sn(.))n converge faiblement vers une application s(.) ∈
L2(I,H), c’est à dire pour tout z ∈ L2(I,H),

lim
n→∞
〈sn(.), zn(.)〉 = 〈s(.), z(.)〉.

Soit y(.) ∈ L2(I,H), alors

〈hn(.), y(.)〉 = 〈‖γ‖2sn(.), y(.)〉

= 〈sn(.), ‖γ‖2y(.)〉,

comme y(.) ∈ L2(I,H), on aura ‖γ‖2y(.) ∈ L2(I,H), et par suite

lim
n→∞
〈hn(.), y(.)〉 = lim

n→∞
〈sn(.), ‖γ‖2y(.)〉

= 〈s(.), ‖γ‖2y(.)〉

= 〈‖γ‖2s(.), y(.)〉,
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c’est à dire (hn(.)) converge faiblement dans L2(I,H) vers l’application h(.) = ‖γ‖2s(.).
Ceci montre que B(γ) est relativement compact dans L2(I,H).
De plus, B(γ) est un sous ensemble convexe fortement fermé dans L2(I,H).
En effet. Soient λ ∈ [0, 1], h1(.), h2(.) ∈ B(γ), on aura λh1(.) + (1−λ)h2(.) ∈ L2(I,H) et
nous avons

|λh1(t) + (1− λ)h2(t)| ≤ λ|h1(t)|+ (1− λ)|h2(t)|

≤ λγ(t) + (1− λ)γ(t)

= γ(t),

d’où la convexité de B(γ).

Maintenant, soit (hn(.))n∈N ⊂ B(γ) une suite convergeant vers h(.) ∈ L2(I,H), alors
par le Théorème 1.6.2, il existe une sous suite extraite de (hn(.))n∈N qu’on note aussi
(hn(.))n∈N, telle que hn(.)→ h(.) presque partout sur I, donc

|hn(t)| ≤ γ(t) =⇒ lim
n→∞

|hn(t)| ≤ γ(t)

=⇒ | lim
n→∞

hn(t)| ≤ γ(t)

=⇒ |h(t)| ≤ γ(t).

Alors, l’ensemble B(γ) est fortement fermé, donc par le Théorème 1.7.3, il est faiblement
fermé. Nous concluons que l’ensemble B(γ) est faiblement compact dans L2(I,H), et
par le Théorème Eberlein-Smulian (Théorème 1.7.4), il est séquentiellement faiblement
compact.

Pour h(.) ∈ B(γ), on considère l’inclusion différentielle suivante

(Ph)


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + h(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0.

Par le Théorème 2.3.2, on sait que l’inclusion différentielle (Ph) admet une solution forte
unique, que nous désignons par x(h)(.).

Considérons l’ensemble

W =
{
x(h)(.) ∈ C(I,H) : x(h)(.) est la solution forte unique de (Ph), h(.) ∈ B(γ)

}
.

En suite, on montre que W est relativement compact.
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Pour tout x(h)(.) ∈ W , 0 ≤ t ≤ t′ ≤ T et par l’estimation (ii) du Théorème 2.3.2,
nous avons

|x(t′)− x(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t′

t
ẋ(s)ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t′

t
|ẋ(s)|ds

≤
√
t′ − t

√∫ t′

t
|ẋ(s)|2ds

≤
√
t′ − t

√∫ T

0
|ẋ(s)|2ds

≤
√
t− t′(d1 + d2 ‖ h ‖2).

Donc l’équicontinuité de l’ensemble W .

Puisque −ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + h(t) = ∂(ϕ − F )(x(t)) + ∂cF (x(t)) + h(t), et le fait que
y 7→ ∂cF (y) est s.c.s (d’après le Lemme 2.2.1) et x(.) est continue, on conclut que la
multi-application t 7→ ∂cF (x(t)) est mesurable. Donc d’après le Théorème d’existence de
sélections mesurables (Théorème 1.5.1), il existe une application mesurable f : I → H

telle que f(t) ∈ ∂cF (x(t)),∀t ∈ I et

−ẋ(t)− f(t)− h(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x(t)).

Alors par le Théorème 2.3.1, nous avons

|ẋ(t)|2 + d

dt
(ϕ− F )(x(t)) = 〈−f(t)− h(t), ẋ(t)〉, p.p. t ∈ I,

implique

d

dt
(ϕ− F )(x(t)) = −|ẋ(t)|2 + 〈−f(t)− h(t), ẋ(t)〉

≤ 〈−f(t)− h(t), ẋ(t)〉, p.p. t ∈ I.

En intègre entre 0 et t et par l’inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient

(ϕ− F )(x(t))− (ϕ− F )(x0) ≤
∫ t

0
〈−f(s)− h(s), ẋ(s)〉ds

=
∫ t

0
〈−f(s), ẋ(s)〉ds+

∫ t

0
〈−h(s), ẋ(s)〉ds

≤
∫ t

0
|f(s)||ẋ(s)|ds+

∫ t

0
|h(s)||ẋ(s)|ds,
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et par l’hypothèse H(ϕ)(ii) et les estimations (i) et (ii) du Théorème 2.3.2, on trouve

(ϕ− F )(x(t)) ≤ (ϕ− F )(x0) +
∫ t

0
c(1 + |x(s)|)|ẋ(s)|ds+

∫ T

0
|h(s)||ẋ(s)|ds

≤ (ϕ− F )(x0) +
∫ t

0
c(1 + |x(s)|)|ẋ(s)|ds+ ‖h‖2‖ẋ‖2

≤ (ϕ− F )(x0) +
∫ t

0
c(1 + |x(s)|)|ẋ(s)|ds+ ‖γ‖2‖ẋ‖2

≤ (ϕ− F )(x0) +
∫ t

0
c
(
1 + c1 + c2‖h‖2

)
|ẋ(s)|ds+ ‖γ‖2‖ẋ‖2

≤ (ϕ− F )(x0) +
∫ T

0
c
(
1 + c1 + c2‖h‖2

)
|ẋ(s)|ds+ ‖γ‖2‖ẋ‖2

≤ (ϕ− F )(x0) + c(1 + c1 + c2‖h‖2)
√
T‖ẋ‖2 + ‖γ‖2‖ẋ‖2

≤ (ϕ− F )(x0) +
(
c
(
1 + (c1 + c2‖γ‖2)

)√
T + ‖γ‖2

)
(d1 + d2‖γ‖2)

:= M1, pour tout t ∈ I et x(.) ∈ W .

On a par l’hypothèse H(ϕ)(i), ϕ− F est inf-compact c’est à dire l’ensemble

L(k +M1)(ϕ− F ) = {x ∈ H : |x| ≤ k +M1, (ϕ− F )(x) ≤ k +M1},

est compact dans H.

D’autre part, on a

W(t) = cl{x(t) : x(.) ∈ W} ⊆ L(k +M1)(ϕ− F ),

En effet. Soit x(.) ∈ W , c’est à dire x(.) est une solution du problème (Ph), donc

|x(t)| ≤ k +M1 et (ϕ− F )(x(t)) ≤ k +M1,

implique
x(.) ∈ L(k +M1)(ϕ− F ),

alors W(t) = cl{x(t) : x(.) ∈ W} ⊆ L(k + M1)(ϕ − F ), et comme W(t) est fermé et
L(k +M1)(ϕ− F ) est compact, donc W(t) l’est aussi.

Donc par le théorème d’Arzéla-Ascoli (Théorème 1.7.1), on conclut que W est relati-
vement compact dans C(I,H).
En suite, on montre que W est fermé dans C(I,H). Soit (xn(.))n∈N une suite d’éléments
de W convergeant vers x(.) ∈ C(I,H), donc pour tout n ∈ N, il existe hn(.) ∈ B(γ) telle
que 

−ẋn(t) ∈ ∂cϕ(xn(t)) + hn(t), p.p. t ∈ I,

xn(0) = x0,
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Comme B(γ) est faiblement compact dans L2(I,H), on peut extraire de (hn(.))n∈N
une sous suite notée aussi (hn(.))n qui converge dans L2(I,H), par rapport à la topologie
faible σ(L2,L2) vers une application h(.) ∈ B(γ). Le fait que y 7→ ∂cF (y) est s.c.s (par le
Lemme 2.2.1) et xn(.) est continue, on conclut que la multi-application t 7→ ∂cF (xn(t)) est
mesurable, donc par le théorème d’existence de sélections mesurables (Théorème 1.5.1),
il existe une application mesurable fn : I → H telle que fn(t) ∈ ∂cF (xn(t)), ∀t ∈ I, ceci
donne

−ẋn(t)− fn(t)− hn(t) ∈ ∂(ϕ− F )(xn(t)).

Soit x̂(.) une solution de (Ph) correspondante à h. Alors x̂(.) ∈ W et on a la multi-
application y 7→ ∂(ϕ − F )(y) est s.c.s et x̂(.) et xn(.) sont continues, donc les deux
multi-applications t 7→ ∂(ϕ − F )(x̂(t)) et t 7→ ∂(ϕ − F )(xn(t)) sont mesurables, donc
d’après le théorème d’existence de sélections mesurables (Théorème 1.5.1), il existe une
multi-application mesurable γ̂ : I → H et γn : I → H telle que γ̂(t) ∈ ∂(ϕ− F )(x̂(t)) et
γn(t) ∈ ∂(ϕ− F )(xn(t)),∀t ∈ I, et on a

1
2
d

dt
|xn(t)− x̂(t)|2 = 〈xn(t)− x̂(t), ẋn(t)− ˙̂x(t)〉

= 〈xn(t)− x̂(t),−fn(t)− hn(t)− γn(t) + f(t) + h(t) + γ̂(t)〉

= 〈xn(t)− x̂(t), f(t)− fn(t)〉+ 〈xn(t)− x̂(t), h(t)− hn(t)〉

+ 〈xn(t)− x̂(t), γ̂(t)− γn(t)〉.

Par la définition de sous différentiel au sens de l’analyse convexe

〈γ̂(t), y − x̂(t)〉+ (ϕ− F )(x̂(t)) ≤ (ϕ− F )(y), ∀ y ∈ H,

et
〈γn(t), z − xn(t)〉+ (ϕ− F )(xn(t)) ≤ (ϕ− F )(z), ∀ z ∈ H.

En particulier pour y = xn(t) et z = x̂(t), on obtient

〈γ̂n(t), xn(t)− x̂(t)〉+ (ϕ− F )(x̂(t)) ≤ (ϕ− F )(xn(t)),

et
〈γn(t), x̂(t)− xn(t)〉+ (ϕ− F )(xn(t)) ≤ (ϕ− F )(x̂(t)).

En additionnant ces deux dernières inégalités, nous obtenons

〈xn(t)− x̂(t), γ̂(t)− γn(t)〉 ≤ 0,

et par l’hypothèse H(ϕ)(iii), on trouve
1
2
d

dt
|xn(t)− x̂(t)|2 ≤ 〈xn(t)− x̂(t), f(t)− fn(t)〉+ 〈xn(t)− x̂(t), h(t)− hn(t)〉

≤M |xn(t)− x̂(t)|2 + 〈xn(t)− x̂(t), h(t)− hn(t)〉.
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En intègre l’inégalité ci-dessus entre 0 et t, on obtient

|xn(t)−x̂(t)|2−|xn(0)−x̂(0)|2 ≤ 2M
∫ t

0
|xn(s)−x̂(s)|2ds+2

∫ t

0
〈xn(s)−x̂(s), h(s)−hn(s)〉ds,

avec xn(0) = x̂(0) = 0, par un passage à la limite dans la dernière inégalité, quand
n→ +∞, nous avons

|x(t)− x̂(t)|2 ≤ 2M
∫ t

0
|x(s)− x̂(s)|2ds.

On appliquant le Lemme de Gronwall (Lemme 1.7.2), on obtient |x(t)− x̂(t)|2 ≤ 0, donc
x(t) = x̂(t), pour presque tout t ∈ I. Donc W est fermé dans C(I,H), et par suite la
compacité. On pose Ŵ = co(W), donc Ŵ est convexe compact dans C(I,H).

Maintenant, on considère la multi-application R : Ŵ → L2(I,H) défini par

R(y) = S2
Ĝ(.,y(.)) = {g(.) ∈ L2(I,H) : g(t) ∈ Ĝ(t, y(t))}.

On a par l’hypothèse (H3) pour tout t ∈ I, la multi-application x 7→ G(t, x) est s.c.s,
donc x 7→ Ĝ(t, x) l’est aussi et par le Théorème 2.2.2, on conclut que la multi-application
R(.) est s.c.i.

On applique le Théorème 2.2.3, on obtient une sélection continue r : Ŵ → L2(I,H)
de R(y), c’est à dire r(y) ∈ R(y), pour tout y ∈ Ŵ , alors, il existe une solution unique
x(y)(.) de (Ph) avec h(.) = r(y)(.).

Maintenant, on considère l’application continue p défini par

p : Ŵ → Ŵ

y 7→ x(y)(.).

où x(y)(.) est l’unique solution de l’inclusion différentielle (Ph) correspondant à h(.) avec
h(.) = r(y)(.).

On applique le théorème du point fixe de Schauder (Théorème 1.5.4), on obtient l’exis-
tence de x ∈ Ŵ tel que x = p(x), donc p(x) est l’unique solution de l’inclusion différentielle
(Ph) correspondant à r(x), c’est à dire

−ẋ ∈ ∂cϕ(x(t)) + r(x)(t), p.p. t ∈ I,

et comme r(x)(t) ∈ S2
Ĝ(.,x(.))

, c’est à dire r(x)(t) ∈ Ĝ(t, x(t)), et comme |x(t)| ≤ k, donc
Ĝ(t, x(t)) = G(t, x(t)), on obtient

−ẋ ∈ ∂cϕ(x(t)) +G(t, x(t), p.p. t ∈ I, avec x(0) = x0,
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c’est à dire x(.) est une solution de l’inclusion différentielle (P).
Ce ci achève la démenstration.

�



CHAPITRE 3

SOLUTIONS EXTRÉMALES POUR UN
PROBLÈME AUX LIMITES GOUVERNÉ

PAR LE SOUS DIFFÉRENTIEL DE
CLARKE

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un problème de relaxation associe à l’inclusion différentielle

(PG)


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) +G(t, x(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0

quand la relaxation considérée est l’inclusion différentielle

(Pext(G))


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + ext(G(t, x(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

où t ∈ I = [0, T ] un intervalle non vide fermé dans R+, H un espace de Hilbert séparable,
x0 ∈ D(∂cϕ) = {x ∈ H : ∂cϕ(x) 6= ∅}, G : I ×H ⇒ H est une multi-application à valeurs
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non vides convexes compactes, mesurable sur I etH-continue sur H×H, et ext(G(t, x(t)))
désigne l’ensemble des points extrémaux à G(t, x(t)).

3.2 Préliminaires

Dans ce chapitre aussi on note I = [0, T ].

3.2.1 Points extrémaux

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats sur les points
extrémaux (voir [18]).

Définition 3.2.1. Soit X un espace vectoriel et K ⊂ X. On dit que x ∈ K est un point
extrémal à K si x = αx1 + (1− α)x2, x1, x2 ∈ X et α ∈]0, 1[, alors x1 = x2.

Si K est convexe, un point x ∈ K est extrémal à K si x ne puisse être intérieur à un
segment de droite inclus dans K.

On note par ext(K), l’ensemble des points extrémaux à K.

Exemples 3.2.1.

(i) Si K est un cercle de R2, alors ext(K) est la circonférence de ce cercle.

(ii) Si K est un rectangle de R2, alors ext(K) est l’ensemble des quatre sommets de ce
rectangle.

(iii) Soit K un convexe de Rd, telle que

K =
{
x ∈ (R+)d : ‖x‖ =

d∑
i=1

xi = 1
}
,

alors, les points extrémaux de K sont les vecteurs e1, e2, ..., ed de la base canonique.

Théorème 3.2.1. (Théorème de Krein-Milman)
Soit X un espace topologique localement convexe. Alors tout ensemble convexe compact
K de X admet au moins un point extrémal, i.e., ext(K) 6= ∅. De plus K est l’enveloppe
convexe fermée de ses points extrémaux.

Définition 3.2.2. (voir [21]) Soit X un espace de Banach, un ensemble non vide M0 ⊆
C(I,X) est dit σ-compact, s’il existe une suite (Mk)k≥1 des ensembles compacts Mk telle
que M0 = ⋃

k≥1
Mk.
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Définition 3.2.3. Soit X un espace de Banach et Y un espace métrique. Soit la multi-
application H : [0, T ]× Y ⇒ X à valeurs non vides compactes convexes.

On dit que H est intégrablement bornée sur les compacts de Y , si pour tout compact
D ⊂ Y , nous pouvons trouver une fonction intégrable aD : [0, T ]→ R telle que

sup {‖y‖ : y ∈ H(t, z)} ≤ aD(t),

pour presque tout z ∈ D.

Proposition 3.2.1. (voir [24]) Soit X un espace de Banach séparable, soit F : I ×
X ⇒ X une multi-application à valeurs non vides, convexes, faiblement compactes et
intégrablement bornée dans M ⊆ C(I,H), telle que

(1) pour tout x ∈ X, t 7→ F (t, x) est mesurable ;
(2) pour tout t ∈ I, x 7→ F (t, x) est H-continue.

S’il existe M0 ⊆M tel que M0 dense dans M et σ-compact, alors il existe une application
continue g : M → L1(I,X) telle que pour presque tout t ∈ I, si x(.) ∈ M0, alors
g(x)(t) ∈ ext(F (t, x(t))), et si x(.) ∈M\M0, alors g(x)(t) ∈ ext

(
F (t, x(t))

)
.

3.3 Théorème de Relaxation

Nous pouvons énoncer le Théorème démontré par S. Qin et X. Xue [21].

Théorème 3.3.1. Soient H un espace de Hilbert séparable, ϕ : H → R une fonction
localement Lipschitzienne satisfaisant les conditions H(ϕ) et G : I ×H ⇒ H une multi-
application à valeurs non vides convexes faiblement compactes vérifiant les hypothèses

(H1) pour tout x ∈ H, t 7→ G(t, x) est mesurable ;

(H2) pour presque t ∈ I, x 7→ G(t, x) est H-continue ;

(H3) il existe deux fonctions positives a(.), b(.) ∈ L2(I,R), telle que

|G(t, x)| ≤ a(t) + b(t)|x| , p.p. t ∈ I,

Alors, l’inclusion différentielle

(Pext(G))


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + ext(G(t, x(t))), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,

admet au moins une solution forte.
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Preuve.
Comme dans la preuve du Théorème 2.3.4, nous trouvons une bornetude de la solution
du problème (Pext(G)).

On a l’ensemble des solutions S(Pext(G)) du problème (Pext(G)) est inclue dans l’en-
semble des solutions S(PG) du problème (PG), donc pour x(.) ∈ S(Pext(G)), il existe k > 0,
telle que |x(t)| ≤ k , pour tout t ∈ I.

Considérons une multi-application Ĝ : I ×H ⇒ H, définie par

Ĝ(t, x) =


G(t, x) si |x| ≤ k

G
(
t,
kx

|x|
)

si |x| > k,

il est claire que
Ĝ(t, x) = G(t, pk(x)),

où

pk(x) =


x si |x| ≤ k

kx

|x|
si |x| > k,

donc, pour tout x ∈ H, la multi-application t 7→ Ĝ(t, x) est mesurable et pour presque
t ∈ I, la multi-application x 7→ Ĝ(t, x) est H-continue, en plus pour tout t ∈ I et x ∈ H,

|Ĝ(t, x)| = |G(t, pk(x))|

≤ a(t) + b(t)|pk(x)|

≤ a(t) + b(t)k := γ(t), t ∈ I,

on aura γ(.) est une fonction positive de L2(I,R).

On définie l’ensemble

B(γ) = {g(.) ∈ L2(I,H) : |g(t)| ≤ γ(t) p.p.t ∈ I}

qui est un sous ensemble convexe faiblement compacte dans L2(I,H) (d’après la preuve
du Théorème 2.3.4, et par le Théorème Eberlein-Smulian (Théorème 1.7.4), il est séquen-
tiellement faiblement compact.

Pour g(.) ∈ B(γ), on considère l’inclusion différentielle suivante

(Pg)


−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + g(t), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0,
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par le Théorème 2.3.2, on sait que l’inclusion différentielle (Pg) admet une solution forte
unique, que nous désignons par x(g)(.) ∈ C(I,H).

Considérons maintenant l’ensemble

W = {x(g)(.) ∈ C(I,H) : x(g)(.) est la solution forte unique de (Pg), g(.) ∈ B(γ)}

qui est compact (d’après la preuve du Théorème 2.3.4).

On pose ∆ = coW , donc ∆ est convexe compact dans C(I,H).
On applique la Proposition 3.2.1, nous obtenons une application continue g : ∆ →
L1(I,H), telle que g(x)(t) ∈ ext(Ĝ(t, x(t))), p.p. t ∈ I,
et ∫ T

0
|g(x)(s)|2ds ≤

∫ T

0
|Ĝ(s, x(s))|2ds ≤ ‖γ‖2

2,

c’est à dire g(x) ∈ L2(I,H) ∩ B(γ) = B(γ), il est facile le preuve que g(.) est continue de
∆ dans B(γ).

Maintenant, on note par Fx0(f) = x, la solution unique de (P), avec G(t, x) = f(t).
Nous avons besoin du Lemme suivant :

Lemme 3.3.1. L’application Fx0 définie par

Fx0 : B → ∆

f 7→ Fx0(f) = x,

est continue.

Preuve (du Lemme 3.3.1).

Soit (fn(.))n∈N une suite d’éléments de B(γ) convergeant vers f(.) ∈ L2(I,H), et
comme B(γ) est un ensemble séquentiellement faiblement compact dans L2(I,H), alors
f(.) ∈ B(γ).

Soit xn = Fx0(fn) et x̂ = Fx0(f) donc xn ∈ ∆, qui est compacte dans C(I,H), alors il
existe x(.) ∈ ∆ tel que xn(.) converge vers x(.).

Maintenant on va montrer que x(.) = x̂(.). Par les hypothèses H(ϕ), et le fait que
y 7→ ∂cF (y) est s.c.s et xn(.) est continue, il existe une fonction hn : I → H, telle que
hn(t) ∈ ∂cF (xn(t)), ceci donne

−ẋn(t)− fn(t)− hn(t) ∈ ∂(ϕ− F )(xn(t)).
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D’où

1
2
d

dt
|xn(t)− x̂(t)|2 = 〈xn(t)− x̂(t), ẋn(t)− ˙̂x(t)〉

≤ 〈xn(t)− x̂(t), h(t)− hn(t)〉+ 〈xn(t)− x̂(t), f(t)− fn(t)〉

≤M |xn(t)− x̂(t)|2 + 〈xn(t)− x̂(t), f(t)− fn(t)〉

= M |xn(t)− x̂(t)|2 + 〈xn(t)− x(t), f(t)− fn(t)〉

+ 〈x(t)− x̂(t), f(t)− fn(t)〉.

En intègre l’inégalité ci-dessus entre 0 et t, en obtient

1
2 |xn(t)− x̂(t)|2 − 1

2 |xn(0)− x̂(0)| ≤M
∫ t

0
|xn(s)− x̂(s)|2ds+

∫ t

0
〈xn(s)− x(s), f(s)− fn(s)〉ds

+
∫ t

0
〈x(s)− x̂(s), f(s)− fn(s)〉ds,

avec xn(0) = x̂(0) = x0,
implique

|xn(t)− x̂(t)|2 ≤ 2M
∫ t

0
|xn(s)− x̂(s)|2ds+

∫ t

0
〈xn(s)− x(s), f(s)− fn(s)〉ds

+
∫ t

0
〈x(s)− x̂(s), f(s)− fn(s)〉ds,

on passant à la limite, quand n tend vers +∞, on trouve

|x(t)− x̂(t)|2 ≤ 2M
∫ t

0
|x(s)− x̂(s)|2ds.

En applique l’inégalité de Gronwall (Lemme1.7.2), on conclut que |x(t)− x̂(t)|2 ≤ 0, c’est
à dire x(t) = x̂(t), p.p. t ∈ I. Par conséquent Fx0 est continue de B(γ) dans ∆.

Finalement on pose L = Fx0 ◦ g : ∆ → ∆ qui est continue d’après la continuité
de Fx0 et g et comme ∆ est une ensemble convexe compact. On applique le Théorème
du point fixe de Schauder (Théorème 1.5.4), on obtient l’existence de x(.) ∈ ∆, tel que
x(.) = (Fx0 ◦ g)(x(.)), donc x(.) est l’unique solution de l’inclusion différentielle (Pg)
correspondant à g(.), c’est à dire

−ẋ(t) ∈ ∂cϕ(x(t)) + extĜ(t, x(t)). p.p. t ∈ I, avec x(0) = x0,

et comme Ĝ(t, x) = G(t, x), on conclut que x(.) est une solution dans C(I,H) du problème
(Pext(G)).
Ce ci termine la preuve. �
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