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Notations

Un ouvert borné.

La frontiere de €.

Une partie de I'.

Les sommets de €2.

Le vecteur unitaire normale sortant.

L’ouverture de 'angle que font I';jet I'; 1, vers I'intérieur de €.
La dérivée normale.

Le gradient de wu.

Le Laplacien de .

Le champ des contraintes.

Le champ des déformations.

La trace de la matrice A.

Le symbole de kronecker.

Le coeffitient de Poisson.

L’espace des fonctions k fois contintiment différentiables.
L’espace des fonctions C*> a support compact dans ).
L’espace des distributions sur 2.

L’espace des fonctions de puissance p-ieme intégrable sur 2 pour
la mesure de Lebesgue.

L’adhérence de D(£2) dans H*(12).

L’adhérence de restrictions a 2 des éléments de H*(R").
La norme sur L?(£2)

La norme sur H?(Q)

Presque par tout



Introduction

Les problemes de contact avec ou sans frottement entre corps déformable ou entre
un corps et une fondation sont aboudantes en industrie et dans la vie de tous les jours.
Le simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston de la chemise, les
frottements entre plaques tectoniques sont des exemples parmi bien d’autres. Du fait
de I'importance du phénomene, des études considérables ont été consacrées a ce sujet
important qu’est la mécanique de contact.

De plusieurs résultats ont déja été obtenus dans le cas de domaines régulieres [4]. Par
contre, ’étude d’existence, de régularité et de singularité des solutions de problemes aux
limites dans des domaines avec coins et arréts est plus difficiles, plus précisément dans [6]
P. Grisvard a étudié la régularité de la solution du probleme de Dirichlet pour I’équation
de Laplace dans un polygone (c’est-a-dire le domaine a frontiére polygonale), il a montré
que la solution variationnelle du probléme considéré est dans H? (c’est-a-dire régulicre)
si seulement si tous les angles d’ouverture du polygone sont strictement inférieur a .
Pour les conditions de Neumann [12] et pour les conditions mixtes (Dirichlet-Neumann)
[9].

Initialement, notre but était I’étude d’un probléeme de Dirichlet-Contact sans frottement
pour 'équation de Laplace dans un polygone (domaine non régulier) et pour réaliser ce but
on choisit de détailler une partie de l'article de M. Dilmi, H. Benseridi et A. Guesmia [3].
Dans ce dernier les auteurs ont étudié la régularité du déplacement d’un corps homogene
isotrope occupant un domaine Q borné de R? a frontiere polygonale 090 = I' avec des
conditions aux bord de contact sans frottement-Dirichlet, ¢’est-a-dire que le déplacement
est nul sur certaines segments de la frontiere I' et sur les segments restants le déplacement
tangentiel est libre et la traction tangentielle est nulle.

Ce mémoire est se composé de trois chapitres, il est organisée de la maniere suivante :



Introduction

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions qui nous seront utiles dans
toute la suite de ce travail. Notamment, le tenseur des contraintes, déformations, les
espaces de Sobolev avec ses propriétés sur les domaines polygonaux, les applications de
traces et la formule de Green concernant ce type de domaines.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons le probleme gouverné par I’équation de

Laplace avec une condition aux limites de contact sans frottement (unilatéral)-Dirichlet :

—Au=f dans €2,
u=1>0 sur I';, Vj € D,
(P1)
u-n=20
surI'; ,Vj € G,
(o(u)-m)-7=0

ol : 2 est un ouvert borné de R? A frontiére polygonale 9Q = I' = ﬁlfj ou I'; sont des
segments de droites tels que : "

[;NT =S; (le soment), j =1, N,

u = (uy,uz), f = (f1, f2),0 désignent respectivement les composantes du vecteur de dé-
placement, la densité des forces extérieurs et le tenseur des contraintes linéarisées qui lient

du tenseur de déformations e(u) ( le tenseur de déformation) par la loi de Hook :
o(u) = 2ue(u) + Mr(e(u)).1,

= 771 , T = T, sont respectivement la normale unitaire sortante et la tangente
m 7

unitaire dans le sens positif sur la frontiere I' de €2 .

D : représente un ensemble sur lesquels sont portés les conditions de Dirichlet.

G : représente un ensemble sur lesquels sont portés les conditions de contact sans frotte-

ment (unilatéral).

Nous nous intéressons a montrer I'existence et 1'unicité de la solution u du probléme et

nous montrons une inégalité a priori a ’aide de 1’égalité de Cacciopolli dans ’espace ot on

cherche u, qui nous permet de construire I’espace d’image R(£2) de W (2) ultérieurement.

Dans le troisieme chapitre, en utilisant ’alternative de Fredholm pour montrer la ré-

gularité de la solution et prouver que ’espace orthogonal de W (£2) est de dimension finie

N
égale a Y pj; ou
Jj=1

card{k e N;1 <k < 2}, si S; de type Dirichlet,
Hj =
card{k e N;1 < k < 2%}, sinon,

3



Introduction

ou w; est I'angle d’ouverture entre I'; et I';4; vers I'intérieure de €.

On finira ce mémoire par une conclusion.



Chapitre

Préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, nous allons commencer par énoncer quelques
définitions qui nous serons utiles tout au long de ce travail, notamment, le tenseur des
contraintes, déformations et les espaces de Sobolev. On s’intéresse ensuite aux propriétés

des traces, en particulier dans des domaines non réguliers (polygonaux).

1.1 Contraintes, déformations

La notion de contrainte résulte de la prise en considération des forces intérieures qui

surgissent dans un objet lorsqu’il est déformé.

Définition 1.1.1. [17] La contrainte est la force exercée sur une surface de matiere solide.
Vecteur de contrainte caractérise les efforts de contact exercés a travers un élément de

surface ds de la normal 77 sur une partie B.
d
T = lim d?, df = T(7)dB.
s

Pour connaitre ’état de contrainte en un donné, il faut connaitre les vecteurs contraintes
associée a toutes les facettes, sur n’importe quel vecteur unitaire 7. 1l existe donc une

application linéaire, le tenseur des contraintes, faisant passer A ?
T =07,

ou o : Le tenseur des contraintes.



1.1. Contraintes, déformations

Définition 1.1.2. Le tenseur des contraintes est une application linéaire de [’espace vec-

_>

toriel de R™ dans lui-méme. Si l'on choisit une base orthonormée e;, cette application

linéaire est représentée par une matrice d’éléments 0;;,%,7 = 1,n et la relation

T, 011 012 - . O1n ni
15 021 O22 . . O2p no

= , (1.1)
Tn On1 Op2 . . Onpn ny

tel que o est un tenseur réel symétrique d’ordre n représentable par une matrice n X n.
La relation entre ces deux tenseurs est linéaire, donc s’exprime elle-méme a l'aide d’un

tenseur d’ordre 4, le tenseur d’élasticité donné par :

0i5(u) = Ejuen(w), 1,7,k 1 =1n.

En pratique, cette loi est souvent trop générale et il est possible de la simplifier en considé-
rant un matériau homogene et isotrope. La loi linéaire de comportement élastique reliant
le tenseur des contraintes et des déformations porte le nom de la loi de Hook qui est défini
par la relation

o(u) = 2ue(u) + Atr(e(uw))vij i, j = 1,2,

ou 7 : le symbole de Kronecker défini par

1 s11 =7,
Yij =
0 st i # j.
A, i 2 Les constantes de Lamé.
E £ Ev
=——_ ¢ A= .
P50+ (1—20)(1+v)

E : Le module de Yong.
v : Le coefficient de Poisson tel que 0 < v < %

e(u) : Le tenseur de déformation donné par la définition suivante.

Définition 1.1.3. Le tenseur de déformation est donné par la relation

i — = 2 :12
A (axj * 8%) "

6



1.2. Espaces de Sobolev

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, ils peuvent étre définis de dif-
férentes manieres lorsque 'ouvert ) considéré est a frontiere réguliere. Les définitions
correspondantes peuvent conduire a des espaces différents lorsque la frontiere de Q2 et peu
réguliere.

Soit € un ouvert quelconque de R? de frontiére I'. On note :

1. L?(Q) : L’espace des fonctions a valeurs complexes de carré intégrable pour la

mesure de Lebesgue dx dans €2, muni de la norme :

lullo = llull 20 = ( / |u<x>\2dx)
Q

2. D(Q) : L’espace des fonctions infiniment différentiables a support compact dans 2.

NI

3. D'(2) : L’espace des distributions sur €.

4. D(Q) : L’espaces des restrictions a Q des fonctions de D(R?).

1.2.1 Espaces de Sobolev d’ordre entier

Définition 1.2.1. [10] Soit p un réel, 1 < p < oo, © un ouvert de R et m un entier

naturel. On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on note H™(f2), ’ensemble :
H™(Q) = {u mesurable, tel que D“u € L*(Q), Ya € N*, |a| < m},

ou
olaly

Dau = -
0%1xy...0my,’

désigne la dérivée d’ordre o au sens des distributions avec
mn
a=(ap,ag,...a,) EN" | a| =a; + ag...ay.

Proposition 1.2.1. [1] (Espaces H™(2))

i) On munit 'espace H™(2) du produit scalaire :

<u,U>Hm(Q) = Z <8au,8av)Lz(Q), Yu,v € Hm(Q)

|| <m



1.2. Espaces de Sobolev

La norme associé étant donné par

HuHHW(Q) = ( Z Haau”%z(ﬂ)) ) Vu € Hm(Q>>
jof<m

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert.

ii) Pour m =0, on a H°(Q2) = L*(Q) et pour tout m; > my, on a :
H™ () C H™(Q)) avec injection continu.

iii) Pour tout m >0, H™(2) est un espace séparable.

iv) Pour tout m > 0, nous désignons par HJ*(Q2) la fermeture de D(Q2) dans H™ () :

H'(2) =D(2) dans H™(2),

et par H~™(Q2) le dual topologique de H[*(£2).
v) Gréce aux applications traces, que nous allons voir apres, les espace HJ"(€)) peuvent

étre définis comme suit :

aj
H'(Q) ={ue H™(Q) telle que: (971; =0, Vj=0,...,m—1},
n
ou : 8% est la dérivée normale de w suivant la normale extérieur & la frontiere
I'=00:
ou " Ou 4
— = LoV el
5, =2 g v

1.2.2 Espaces de Sobolev d’ordre non entier

Définition 1.2.2. [10] Soit s un réel, 0 < s < 1 et 2 un ouvert de R", on désigne par
H*(2) l'espace :

[u(z) — u(y)[?

T — g drdy < oo},

H*(Q) = {u € L*(Q), telle que /
Q0

muni de la norme :

=

e jue) —u@)l?, o\
umm@—(wm@+//‘mﬂmwlww -

Q Q
Si s désigne un réel positif de partie entiere [s] = m, U'espace H*(Q2) peut étre défini de la

maniere suivante :
H*(Q) ={ue H"(Q), YVa e N", |a|=m, D% e H"™(Q)}.

8



1.3. Applications de trace sur H™(2)

Lorsque €2 = R", nous pouvons définir I’espace de Sobolev H*(R") au moyen de la trans-

formée de Fourier. En effet, si v € L*(R"), sa transformée de Fourier est donnée par :

1 , .
v(€) = (%)ZR[ exp(—ia€)v(z)dz, € ER",

et nous avons :
H*(Q) = {ue€ L*(R"), tel que (1+[¢[*)3u(¢) € L*(R™)},
muni de la norme :
o=@y = (1 + [€[*)20(E) ]l 220y

qui est équivalent & la norme de H*(R").

En particulier, nous utiliserons I'espace :
H*(Q) = {u e L*(), due L*(Q), dyue L*(Q), Vi,j=1,2},

tel que
0 0?

Théoréme 1.2.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) [1]
On suppose que €2 est un ouvert borné de R", alors il existe une constante positive C' ne

dépendant que de la géométrie de Q telle que toute fonction v de Hj () vérifie

uvumw(/z(a%) )

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :

Corollaire 1.2.1. [15] La semi norme

vl (/2(5%) as) ~ Vel

est une norme sur espace H{} (), équivalente a la norme ||| z1(q).

N|=

1.3 Applications de trace sur H™((})

Définition 1.3.1. On note Hz(T') Uespace des fonctions f de L2(2) telle que :

[ [ st <o

Cet espace est appelé lespace des traces sur T' des fonctions de H*(2).

9



1.3. Applications de trace sur H™(2)

Remarque 1.3.1. En particulier, dans les domaines polygonauz l’espace H:z (I') n'est pas
l’espaces des traces %Z de H?(Q), la discontinuité de la normale (c’est-d-dire 2—7‘7‘ n’obtient
pas nécessairement a C°(T') aux coins nous empéche de définir les espaces de trace comme
le cas des ouverts a frontieres régulieres. On considere donc les traces sur chacun des cotés
[;,7=1,N et pas globalement.

Pour expliquer cette difficulté, nous allons revenir aux fonctions continument différen-

tiable. Il est bien clair que 'application
Yoj turrulj, j=1N
est définie de C°(Q) dans C°(T). Par ailleurs, il est clair que Uapplication

ou E—
Yy ru= (5=)r,, Jj=1N.
J an

_ N
est définie de C*(Q) dans [] C*(T;).
j=1

De P. Grisvard [8], on a les résultats.

Théoréme 1.3.1. [8] L’application de trace

U= {%‘U,’Yj(g;)}

qu’elle est définie sur D(£2) se prolonge de fagon unique et continue en un opérateur de

~ _3

D(A, L*(Q)) dans H7 (T;) x H= (T;)
tel que D(A, L?(Q)) : le domaine maximal de I'espace A.

Théoréme 1.3.2. [8] L’application de trace

u {’ynu, Yo Du, ..., fyanLu}

défini sur D(R™) pour k < s — % a une extension continue unique comme un opérateur de

H(Q) sur IT H* P 2(R" ).

0<p<k
Théoréme 1.3.3. [8] Soit Q2 un ouvert borné de R™ a frontiére polygonale I', alors pour

tout j € N, 'opérateur

U= {’Yj%%am,---ﬁja%

définit sur D(Q) pour k < s — %, a une extension continue unique en un opérateur de

H*(Q) sur 11 H*P2(T;).

<p<k

10



1.3. Applications de trace sur H™(2)

Théoréme 1.3.4. [8] Soit  un sous-ensemble d’un ouvert polygonal borné de R?, I’ap-
plication
ol _
ur—{fii =%, 1<i<N, 0<1<m—1}
Admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu et surjectif de
H™(Q) sur le sous-espace de ] [I H™ ' 2(T;) défini par les conditions suivantes :
0<I<m—11<j<N
Pour un opérateur différentiel L a coefficients constants et d’ordre d < m — 1, on note p;;

les opérateurs différentiels tangents a I'; tel que

al
L= pi=—.
T
Alors
a) le(pj,zfj,l)(sj) = ;(pj+1,lfj+1,l>(5j> pour d < m — 2
et

b) Zl:(pj,lfj,l) = %:(Pjﬂ,zfjﬂ,z) a sj pour d =m — 1.

Définition 1.3.2. On note H*(Q) le sous-espace de H*(Y) qui est formé des fonctions u

dont le prolongement @ par zéro hors de Q) et appartient ¢ H5(R™).

Remarque 1.3.2. Si le domaine Q) est lipschitzien, la définition 1.5.2 est équivalente a :

% e 1%(Q), |a| = m},

ot p(x) désigne la distance de x a la frontiere I' de Q2 et s = m + o pour un entier m et

«

H(Q) = {uc H(Q) : b

o €[0,1]. On peut définir une norme de H*(Q) comme suit

1
|Da ’
lull .00 = (|uum vY e
la|=m
Proposition 1.3.1. Soit 2 un ouvert quelconque de R™. Alors le sous-espace H™(2) N
H () est dense dans H?*(Q2) N H{ () pour tout entier m > 2

Théoréme 1.3.5. H*(Q2) est le noyau de 'application

al
ur— {fj1 = ’y]al,l<j<N 0<I<m-—1}.

Démonstration : Voir P. Grisvad [9].

Théoréme 1.3.6. [1] Lax-Milgram
Soit H un espace de Hilbert, soient a : H x H — R une forme bilinéaire, continue et

coercive, [ une forme linéaire et continue sur H. Alors il existe un unique u € H tel que
a(u,v) = (l,v), Yve H.

11



1.4. Formules de Green

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H et ;a(u,u) —(l,u) = mm{1 (v,v) = (l,v)}.

veH
Théoréme 1.3.7. (de densité) :
Soit F un sous espace vectoriel de E tel que F # E. Alors, il existe f € E', f # 0 tel
que :

Ve € F, f(z) =

1.4 Formules de Green

La formule de Green est d’exprimer une intégrale sur une surface comme une intégrale

curviligne sur le bord de cette surface.
Définition 1.4.1. [1] Soit Q un ouvert borné de RY de classe C! par morceaux, alors si
ue HY(Q), Yve HY(Q)

ou ov
a—%vdx— /anjudx—i-/ruvnds. (1.2)

ol ds la mesure de longueur sur I'.

Théoréme 1.4.1. [9] Sous les mémes hypotheses sur 2, on a la demi-formule de Green :

/uAvdx + /Vqudx = /v(u)y (gv> ds, Yu € H*(Q), Vv € H*(Q). (1.3)
Ui
0 r

Q

Ainsi que la formule de Green est :

/UAUd$ — /vAudx = /7(u)’y (g:;) ds — /7(2})7 <gu> ds, Yv,u € H*(Q), (1.4)
0 r r

Q

telle que :

gu  _ iv: Ouy ( )T
877 L ' Yo 815 i, nNn=\,--NN) -

Proposition 1.4.1. [9] Soit Q un ouvert polygonale borné de R?, alors on a
v ou
(o 80) = (1,80 = S )1 = Sl o)
1j 3 1j
pour tout v € D(A, L*(Q)) et Vu € H*(Q) tel que
€ H:(;) et

pour tout j.

12



1.5. Définitions

1.5 Définitions

Définition 1.5.1.
La forme bilinéaire a(.,.) défini sur V-x V est

e Continue, s’il existe C' > 0 telle que :

|a(u, )| < Cllullvvlly, Yu,veV.

e Coercive, s’il existe une constant o > 0 telle que :
a(v,v) = alfv[fy, Yv e V.

Définition 1.5.2. Un opérateur non borné A sur un espace de Hilbert H est une applica-
tion linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans H. D(A) est

appelé le domaine de définition de l'opérateur A.

En particulier le domaine de définition de I'opérateur A est donné par :
D(A,L*(Q)) = {u € L*(), Au € L*(Q)} est un espace de Hilbert muni de la norme :
1
lellpa e = (lullfa@ + 1Aull )
Définition 1.5.3. Soit f une application linéaire de E' dans F', alors le noyau, noté ker f,

et son image, notée Imf, sont définis par :
ker f ={x € E/ f(z) = 0}.
Imf ={f(z) /= € E}.
Définition 1.5.4. Soient E, F deux espaces vectoriels
1. On dit qu’une partie X de E et une partie Y de F' sont orthogonales, et on note X 1Y
si (x;y) = 0.
2. L’orthogonale d’une partie X de E noté X+ est les sous espace vectoriel de F' constitué

des valeurs orthogonauz a tons les valeurs de X .
Xt={yeF/zeX: (r;y) =0}

Définition 1.5.5. La codimension d’un espace vectoriel E d’un sous espace vectoriel F'

est la dimension de l’espace vectoriel quotient E/F tel que
Codimg(F) = dim(E/F).
Définition 1.5.6. On appelle indice d’un opérateur A et on note ind(A) [’entier relatif :

ind(A) = dimker(A) — Codim I'm(A).

13



Chapitre

Position du probleme, existence et unicité

L’objectif de ce chapitre est de donner une formulation variationnelle & notre probléeme,
et de démontrer I'existence et 'unicité de ce probleme variationnel a ’aide d’une formule
de Green. Nous terminons ce chapitre par une inégalité a priori dont on aura besoin dans

la suite.

2.1 Notations et position du probléeme

() désigne un corps homogene, élastique et isotrope, occupant un domaine borné de
R2, & frontiere polygonale rectiligne I' = jglfj ou les I'; sont des segments de droites
ouvertes, S; est l'origine de I'j41 et S;41 son extrémité suivant l'orientation usuelle (avec
Sn41 = 51). L'ouverture de 'angle entre I'; et I';4; vers I'intérieur de Q est noté w; avec
0 < wj < 27 ( c’est-a-dire un domaine strictement polygonale). Pour tout j = 1, N. Voir
figure 2.1.

7’ (resp 77) désigne la normale unitaire sortante (resp la tangente unitaire dans le sens
positif) sur I';. En coordonnée polaires d’origine S;, notons par r; la distance d’un point
M(zj,y;) de Q a S; et par 6; 'angle de I'; a MS;; c’est a dire x; = r;cos(f;) et y; =
r;sin(d;). De plus, on note par u = (uy,u2), f = (fi1, f2) et o respectivement le vecteur
déplacement, la densité des forces extérieurs appliquée de volume et de surface, et le
tenseur des contraintes , ot o = (0y;)1<; ;<2 une matrice d’ordre 2, dont les éléments (o)

sont donnés par la loi de Hook :
05 = 2u€z~j(u) + /\tr(g(u))%j, Z,j = 1, 2.
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2.1. Notations et position du probleme

FIGURE 2.1 — polygone

et

1 (Ou; Ou, o
] — = 5 5 - 12
“i 2 (833] + 8951) tJ

sont les éléments de tenseur des déformations linéarisées (u) associé a u.
A, i sont les coefficients de Lamé avec > 0 et A+ p > 0.

On considere le probléme suivant. Pour f donné dans (L?*(€2))?, on cherche si possible u

dans (H?*(9))? solution du probléme :

—Au=f dans €2,
u=2>0 sur I';, Vj € D,
(P1)
u-n=0
sur I'; \Vj € G,
(o(u)-n)-7=0

ou: A= 22: % = div(Vu) désigne l'opérateur de Laplace. D représente un ensemble sur
lesquels S(z;llt p:)rtés les conditions de Dirichlet qui s’exprime que le déplacement u est nul
sur certaines segment de la frontiere I'.

G : représente un ensemble sur lesquels sont portés les conditions de contact sans frotte-
ment (unilatéral), et qui s’exprime que le déplacement tangentiel sur les segments restants

est libre et la traction tangentielle est nulle.

15



2.2. Existence et unicité

2.2 Existence et unicité

2.2.1 Formulation variationnelle :

Avant de donner la formulation variationnelle du probléme (7P;) on a besoin du lemme

suivant :

Lemme 2.2.1. Surl';,j € G, les conditions aux limites

sont équivalentes aux conditions

Démonstration : On a

(U(U)'U)'T: Z Oij -1 Ti,
ij=1

puisque
0 = 2ueii(u) + Mr(e(u))yij ,

on obtient

2

(o(u)-n) 7= (2uei; + Atr(e(u))yy) n;.7
ij=1
=Y €T

=

car

2 n
> Atre(u)yinm = > Atre(u)pim; = 0,
ij=1 j=

ce qui donne

aul (9u] Ou,

= [ 7 j Ty = 07
(0-< T =M Zl al'j 83:2 CTi = Zl a 77] Ti _’_M Zl 85E1 T]] T,
7] 7] 7]

ceci est équivalent :

ou 4 ou 0

T+ —-n=0,

an ar "

et comme v -7 = 0 sur I'; implique que -1 = 0 sur I';, on conclut que

16



2.2. Existence et unicité

(o(u)-m)-7=0 gz 7=0

L’étude du probleme (P;) par des techniques de P. Grisvard [6] et B. Merouani [14] , est
basé généralement sur les étapes suivantes :

Dans la premiére étape, on établie une inégalité & priori valable pour u dans (H?*(Q2))?
vérifiant les mémes conditions du probleme considéré.

La seconde étape et consacrée a 'utilité de I'inégalité a priori, qui nous permet d’utiliser
I’alternative de Fredholm relative a notre probleme et de construire 'espace d’image
R(Q) et son orthogonal N(£2). On démontre ensuite qu’il est de dimension finie et nous

calculerons cette dernieére.

Donc pour obtenir une majoration a priori des dérivées secondes, on considere le probleme

—Au=f dans €, (2.1)
viu =70 sur I';Vj € D, (2.2)
(P) -
i(w-17) =0 .
sur';Vjea. (2.3)
%(am ) =0

Revenons maintenant a la formulation variationnelle, pour cela on multiplie I’équation
(2.1) par une fonction teste v € (H*(£2))?, puis en intégrant et en utilisant la formule de

Green, on obtient :

8ui a’UZ

_Q/Auvdng/fvdx@m‘ilﬂ/axj ax]dx— Z/

ol ds : la mesure de longueur sur la frontiere I', d’ou :

ou;

Unds:/fvdx,
)

Ou; Ov ou; (% ou
i g —d—/d / M d —d—/d
Z /81:]835] vds fudx < Z 8:16]8953 . 771} s— vds fudzx.
En utilisant la relation :
ou ou , ou
(L i i gt i\ Vie @
an " (877 n’)(v 77)+(877 ) (v-77),¥j € G,
et les condition aux limites sur I';, Vj € G
ou .
_ J_O
on T ’

on obtient

/Vqudm - / T vds — / <g:; : nj> (v-n')ds = /fvdx (2.4)
Q
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2.2. Existence et unicité

D’apres L. Magénes [11] :onau € (Hl(Q))2 (respv € (H'(Q))?), ce qui montre I'existence
de I'application trace —“ -/ dans Hz (Fj), Vj € G et de a“ dans H=z (Fj)Q, VjeD
(resp pour v.1)) dans H 2(I';),Vj € G et pour v dans Hz (I ) Vj € D), donc la relation
(2.4) devient :

Guzavz 8u

~ ~ 1
=19 A7 (D)2 xH3 (1,2 jeC

Lorsque la fonction teste v vérifie la condition
vv=0, VjeD,
vi(v-m7) =0, YveQG,
nous obtenons le probléeme variationnel suivant :

Trouwver uw eV tel que,

(P)
a(u,v) =1l(v), YveV
Ou
ou; (%z
a(u,v) /Vqud:v Z /ax] 8.%]
:/fvdm.
Q
et

V:{U GHI(Q))27’7jU:Oa \V/.] €D, ’7j(v'nj) =0, \V/] GG}

Dans ce qui suit on va démontrer que le probleme (P) admet une solution unique dans
I’espace V' par 'application du Théoreme 1.3.6.

o Tl est clair que V est un sous-espace fermé de (H'(£2))? puisque (H'(£2))? est un espace
de Hilbert, donc V' est aussi est un espace de Hilbert par rapport a la norme induite de
(H(2))

e e La forme bilinéaire af(.,.) est continue sur V' x V :

En effet, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

la(u,v)| = |/Vqudx]
o

< |IVull 22 [ Vol 22 @)

< |IVull a2 | Vol )
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2.2. Existence et unicité

e e e La forme af(.,.) est coercive sur V x V c’est-a-dire,qu’ il existe une constante ¢ > 0
telle que

a(v,v) > cfjv|*

pour tout v € V. En effet

a(v,v) = /(Vv)2dx

Q

= ||VU||%L2(Q))2a

et d’apres 'inégalité de Poincaré, on aura

IVoll 2@y = cllvllfm aye-
Ce qui donne le résultat.
e e o0 [.a forme linéaire [ est continue sur V.

En effet, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz
() =1 [ foda]
Q

< If llzz@pzllvll 2
< N fllezz@z vl a2
Les conditions du théoréme de Lax-Milgram étant vérifiée, donc le probléeme variationnel

(P,) admet une solution unique u € V.

Lemme 2.2.2.

Le probléme variationnel (P,) est équivalent au probléme aux limites (P)

Démonstration :
Une implication été déja faite (c’est-a-dire u solution du probléme (P) = u solution du
probleme (P,))

La deuxiéme implication est se démontra dans ce qui suit :

2.2.2 Interprétation du probleme variationnel

Supposons maintenant que u est la solution du probléme variationnel (P,). Soit ¢ €

D(£2), alors
/ VuVods = / Fode, ¥ o € D(Q),
Q Q
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2.2. Existence et unicité

puisque f € (L*(Q))% u € (H'(Q))? donc Au € (L*(2))2. On peut remplacer les intégrales

sur €2 par les crochets de dualité (.,.) p/)xp(@), on trouve :

=1

" [ Ou Op
2 <ax4’ 83:4> = (f, @)D ayxp(); Yo € D(€2),
i O] pre)xp©)

" /0%
_Z<ax27@> = <f7§0>D’(Q)><D(Q)7 VSOGD(Q)v
) D' (Q)xD(Q)

donc

—Au = f dans D'(Q),

et par conséquent

~Au = f dans L*(9),
d’ou

—Au = f pp dans ().

Reste a montrer que la solution variationnelle vérifie les conditions aux limites. On ap-

plique la formule de Green on obtient
—/Avdx—i—/Vuvnds = /fvdx,
Q r Q
de plus, on a
—/Avdm—/fvdx:(),
Q Q

et

/Vum]ds = /fyj(Vu)fijnds + /fyj(Vu)fijnds
r
Z/w( >7Jvd3—|—z-/%< )wvnds—l—Z/w( >7j(v.7')ds.
2,j=1 4,j=1 3,j=1
D’apres la condition aux limites (2.2), (2.3) :
vju=0, VjeD,
vi(u-m?) =y(§e7) =0, Vj € G,

la derniere équation devient

Z/% %vds—i—Z/%a 77%077d8+2/7] 1), (v.T)ds = 0,

4,J=1p 1,j= 1FG

découle directement du fait que u € V.
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2.3. Inégalité a priori

2.3 Inégalité a priori

Dans cette section nous intéressons a la démonstration de l'inégalité a priori :

[l 2@y < El|Aullz2())- (2.5)

Cette inégalité résultera en fait de 1’égalité de Caccioppoli.

Le probleme (P,) n’admet pas généralement des solutions assez régulieres (c’est-a-dire
u € H*(Q)), pour cela on essayera pour f € (L*(£2))?, de chercher des conditions sur {2
pour que u soit dans (H?(2))2.

On introduit maintenant 1’espace ot on cherche u et que 'on notera :

W(Q)={ue (HQ(Q))2 cyu=0,YjeD; yj(g;.ﬁ'j) = yj(u.nj) =0,VjeG}.

Lemme 2.3.1.
L’espace W(Q) N (H™(Q2))?* est dense dans W(Q) pour la norme induite par (H™(2))?,
Ym>1.

Démonstration
En appliquant le Théoréme de densité 1.3.7
Nous allons montrer que toute forme linéaire continue sur W (€2) qui s’annule sur
H™(Q)NW(Q) s’annule partout.
Le Théoreme 1.3.5 permet de considérer H™(£2) comme somme directe de H}"(2) et de

I'image R™(I") de lopérateur trace v = {v;(:7) hi<j<n 0<i<m—1. Ainsi toute forme linéaire

ol
continue L sur W () peut étre représenté comme

(L,v) = (B,v — pyv) + (g,7v),

ou Be H™(Q),g € R™(I") et p est I'inverse a droite de 'opérateur de trace .
Supposons que L s’annule sur W (). Alors, en particulier, il s’annule sur D({2), et nous

avons donc.

<va> =0,

sur D(f2). Cela implique que B = 0 et par conséquent (L,v) = (g,yv). D'une part L 1ié
seulement de v, est d’autre part pour prouver que L s’annule par tout, nous n’avons qu’a
vérifier que lespace R™(T) des traces des éléments de (H™(2))? N W () est dense dans
R*(T") T’espace de trace des éléments de W(12).
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2.3. Inégalité a priori

Premieére étape : Décrire ces espaces
Commencons par R2(T'), d’aprés le Théoréme 1.3.4 ¢’est le sous-espace ITH 2 (I';)xH 3 (I'y)
J

avec les conditions de compatibilité
g; =0 surI'; pour j € D,

hj =0 sur I'; pour j € G,

9;(Sj) = gj+1(5;), Vj (2.6)
g; = — COS wj9;+1 -+ sin wjthrl a Sj, \V/j (27)
hj = _Coswjhj+1 —Sil’leg;-+1 éSj, VJ (28)

ot la 'accent ’ désigne une différenciation en 7;, puis on décrit R™(I') avec m > 4. Pour
simplifier, en profitant du Théoréme 1.3.4.

Avant de continuer la démonstration on a besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 2.3.2. L’%image de H™(Q2) par Uapplication

ou
u— {yu = gj»’Yj(aTT) = hjhi<j<n-
J

est le sous-espace de

ILH™ 3 (T;) x ITH™ 3 (T;).
J

J

défini par
9i(53) = g;41(55),
et
g;(S]) = — COSCdjg;+1(Sj) + SiHthj+1(Sj), (29)
hj(Sj) = — COSCdjhj+1(Sj) — sin wjg;.H(Sj), (210)
pour 1 < 7 < N et
—cosw;g; (S;) — sinw;h(S;) = — cosw;gj 1 (S;) + sinw;hf 1 (S;), (2.11)
lorsque m > 4 et
—cosw;g; — sinw;h; = — cosw;g;, | + sinw;hj, g, (2.12)

lorsque m = 3.
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2.3. Inégalité a priori

Lemme 2.3.3. Le sous-espace de Hm’%(R+) de ces fonctions g telle que

pour la norme de g dans H%(RQ et la norme de g’ dans ﬁ[%(RJr).

Démonstration : Voir P.Grisvard [6].
Revenons a la démonstration du Lemme 2.3.1 :
De la méme fagon, on décrit R™(T'), c’est le sous-espace de HHm’%(Fj) X Hm’%(f‘j) défini
J
par
g;(S;) =0aT; pour j € D,
h;(S;) =0aTl; pour j € G,
et (2.6), (2.9), (2.10), et (2.11)
Pour prouwver la densité de R™(T") dans R*(T), il faut faire I’étude localement prés de

chaque coin et en fonction du type de coin. Si nous supposons par exemple que j € D?

nous avons
g;=0et gjp1 =0

et les conditions (2.7),(2.8) impliquent
hj =0 et hj+1 =0 a Sj.

En d’autres termes

N |=

hj€ Hi(R,) et hjyy € H2(R,),

proche de zéro.

Dans des conditions similaires (2.9), (2.10), (2.11) signifient que
hi(S;) = hj+a(S;) =0 et —hi(S)) = K, (5)).
Celles-ci derniéres conditions sont clairement remplies lorsque

hj € D(R+) et hj+1 S D(R+)
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2.3. Inégalité a priori

Par conséquent la densité prés de S; découlera de la densité bien connue de D(R.) dans
H2(R,).

Supposons maintenant que j € G%. Alors, on a
hj=0 et hj =0
et les condition (2.6), (2.7), (2.8) impliquent
9;(S;) = 9+1(S;), g;j=0 et g;y; =0 a ;.

En d’autre

D=

g e MFR,) et g, € HHR,),

proche de zéro.

Dans des conditions similaires (2.6), (2.9), (2.10) et (2.8) signifient que
9;(55) = 95+1(S5),

9;(S5) = 95:1(S;) =0 et gj(S;) = g;,1(S5;),

sauf si w; = 3 ou w; = 3. En conséquence la densité prés de S; du résultat auxiliaire

2
suivant appliqué a g; + g;41. Alors que I'application de g; — g;41 suivra de la densité bien
connue de D(R,) dans H?(R.). Supposons maintenant le cas de notre probléme ¢’est-a-
direque j € Det j+1 € G (on laisse le cas j € G et j+ 1 € D qui est assez similaire au

lecteur). Alors on a h; =0 et gj41 = 0 et les conditions (2.6) (2.7) et (2.8) implique
9;(S;) =0, g;=sinwih;y; a S; et coswshi =0 a S
de la méme maniere les conditions (2.6) (2.9) (2.10) et (2.11) impliquent
9;(S;) =0, gi(S;) = sinw;hjy1(S;) cosw;hy1(S;) = 0,

et
— COS w]g;’(Sj) = sin wjh;-+1(5j>.

Deux cas sont possibles : Commencons par le cas ol cosw; # 0 ou autrement dit

s T o 3w
supposons que wy est ni 9 ni 5 -

Les conditions (2.6), (2.7) et (2.8) veut dire que
g](sj> = 07 9; = hj+1 =0 sur Sj
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2.3. Inégalité a priori

c’est-a-dire

hji1 € F[%(RJF) et g; € I:I%(RJF) proche de zero.

Dans un état similaire (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) signifient que
9i(55) =0, hj1(S)) = g;(9;) =0 et —cosw;g"(S)) = sinw;hi,(S))-

onc, la densité de +) dans les deux espace 3 1) et i +).
Donc. la densité de D(R.) dans les d Hz(R H3(R

e Maintenant si cosw; = 0. Les conditions (2.6), (2.7) et (2.8) signifient seulement que
g;j(S;) =0 et g;— sin(w;)hj1 =0,

c’est-a-dire

gi(S;) =0 et g —sin(w;)hj1 € H2(R,),

proche de zéro.

Dans un état similaire (2.6), (2.9), (2.10) et (2.11) signifient que
9;(Sj) = 0,95(S;) — (sinw;)h;j1(S;) =0 et R}, (S;) =0,
et par conséquent la densité D(R,) dans H %(R+) appliqué a
g;- — (sinw;)hjiq,
et du lemme suivant appliqué a g; |

Lemme 2.3.4. [9]

Le sous-espace de H m_%(R—i—) de ces fonctions g telles que

est dense dans le sous-espace de H2(R+) défini par
9(0) =0.
Lemme 2.3.5. [9] On a l'identité

/D%uD%udm = /(Dngu)de
0 o)

pour tout u € W().

Démonstration : Voir Grisvard [9].
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2.3. Inégalité a priori

Théoreme 2.3.1. Igalité de Caccioppoli
Pour tout uw € W(2), ona

1AU][F2 )2 = [IV2ullfr2 0y (2.13)

Démonstration

D’aprés le Lemme 2.3.1 pour tout u € W() tel que de plus u € (H3(f2))?

|AulEe e = IV2ulBizgaye = [ (Awde — [ (V2u)de

Q Q
u82 ’u  0%u
de =1, — I
/ 2 axg 03:18332 8.35181'2 x 1 >
0 Q
tel que : ) o , ,
0“u 0°u 0“u 0“u
I, = d I, = dx.
') 043 0a3 o= J 0105 0210 .

On utilise la formule de Green deux fois sur chaque terme de 'intégrale séparément on

obtient :

0%u 0%u
I = —d
! 8x% 8x2 v

B / /8u 0%*u
- 83:1 83020:51 Frar L

ou  0*u ou 0*u
/ 8x18x2 8@81‘1 dv = 8x1 8I28I1 7]2d5 + / 2771d8

0xq 015
’u  O%u
I = d
2 o 6x18:152 8[E18[L‘2 o
e O o B
N 8331 0x,023 8951 0x101 &
82u 82 ou 82 s+ ou  O%*u is.
5’x% 8x2 8961 03 o2 8x1 0x101 w107y
D’apes le Lemme 2.3.5
ou 0%*u ou 0%*u ou 0*u ou 0%*u
L — I, = ds d ds —————1d
R o Dza0m, 2 J o oz mes T J o Frel / o B11015 P

D
J

26

ou 0%*u ou 0*u ou 0%*u ou 0*u
B Z (r O, &vzmd J O, ﬁxlaxgm ) + Z ( O, amed aixlﬁxlﬁxgm

ds) |



2.3. Inégalité a priori

Pour simplifier les intégrales, on aura besoin d’expliquer les dérivées par rapport a x; et

x5 en fonction des dérivées suivant la normale 7 et la tangente 7.

o0 _ 9 0 o0 _ 90, _ 0
an — Ory m + Oxo Uy PN ox1 6nn1 (97'7]2
0 _ 0 0 o0 _ 90, _ 0
ar — dry N2+ Oxo n Oxa 877772 ar -

On applique aussi ces formules pour obtenir

([ (a2,

oo \J nor \ Ot r or ot \ On
Oou 0 (0Ou Oou 0 (0u

+ —— | =— | ds —— | =— | ds

jeGF/ (87707‘ (87‘) J or ot (877) )

=0.

On observons que les intégrales de bord sont toutes nulles, et par suite :
1Az = VPull72(), Yu € W(Q) N (HP(Q))?
et d’apres le Lemme 2.3.1, on en déduit le résultat pour u € W(Q).

Corollaire 2.3.1. I existe une constante k positive, telle que l'inégalité (2.5) ait lieu

pour tout u € W ().
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2.3. Inégalité a priori

Démonstration

Grace a la continuité de la forme bilinéaire a(.,.) sur V on a :
a(u,v) < [[Vul 2| Vvl 2().
On pose u = v donc :
a(u,v) < || Vullf2(q).
D’une part, d’aprés ’égalité (2.13)
a(u, u) < [|AuZa ).
et d’autre part a(.,.) est coercive, c’est-a-dire

a(u,u) > kllullZpq),

donc

[ul|7r2 () < Kl Aul|F2 )
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Chapitre

Régularité des dérivées secondes

Dans ce chapitre, nous montrerons I'importance et 1'utilité de I'inégalité a priori (2.13),
qui nous permet de construire I’espace d’image R(£2) de I'espace W (2) et son orthogonal
N(Q) via l'alternative de Fredholm relative a notre probleme dans une premiére partie.

Dans la deuxiéme partie nous montrons que I'espace N(f2) est de dimension finie.

3.1 Alternative de Fredholm

L’internative de Fredholm est un des théoréme de Fredholm qui donne des conditions
sur I'espace V' que 'on cherche la solution du probléme et un opérateur A pour dire que
le probleme (A — A)u = f,u, f € V résoluble. Elle énonce entre autres que tout scalaire
non nul du Spectre d'un opérateur compact est une valeur propre de cet opérateur.

On suppose que E un espace de Banach.

Théoréme 3.1.1. Soit A: E — E un opérateur compact. Alors l’équation
A=Au=f N#0,
admet une solution unique u € E si seulement si [’équation homogene
(A—A)u =0,

n’a que la solution triviale u = 0.

Dans ce cas l'opérateur (A — A) est inversible et borné.
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3.1. Alternative de Fredholm

Dans la définition suivante on parle de 'opérateur de Fredholm qui est un concept d’ana-

lyse fonctionnelle et qui porte le nom du mathématicien Suédois Fredholm (1866 — 1927).

Définition 3.1.1. Soit E un espace de Banach et A un opérateur linéaire borné, on dit
que A est un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. R(A) est fermé.

2. dimker(A) est finie.

3. Codim(R(A)) est finie,

ot

Codim(R(A)) = dim(E/ImA).

Dans tout la suite on désignera par R(€)) I'image de W (£2) par I'opérateur A, c’est-a-
dire que :
R(Q) = {f € (L* ()% f = Au,u € W(Q)}.

On utilise I'inégalité (2.5) pour montrer que R(f2) est un sous-espace fermé de (L*(Q))?

et par conséquent on cherchera son orthogonal N(Q) dans l'espace (L*(Q2))? ou :

N(Q) = {v € (L*(Q))* (v, [) = 0,Yf € R(Q)}
= {v e (L*(N)*Av =0, dans Q, yv =0,v € W(Q)}

D’apres 'inégalité
[l < kllAul 22,
R(€2) est un sous espace fermé. En effet :
Soit (uy,), une suite de (H?(Q2))? tel que (Au,), converge dans (L?*(f2))? vers f c’est-a-
dire :

lim Au, := f,

n—-+o00

Grace a la linéarité de A
||Un — um||(H2(Q))2 S c||Aun — Aum||(L2(Q))2
Passant a la limite quand n, m tend vers +o00, on trouve

mggloo ||Un - umH(H2(Q))2 = 0,

on en déduit alors que la suite (uy,), est elleeméme une suite de Cauchy. Comme W (Q)
est complet il existe ainsi v € W () tel que lim,,_, oo u, = u.
De la continuité de A

lim Au, =A( lim u,) = Au,

n—-+o0o n—-+0o00
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3.1. Alternative de Fredholm

et par conséquent

Au = f.

Ceci montre que f € R(f2) et donc R(£2) est un sous espace fermé.
On a
N(Q) = {v € (L*(Q))% (v, f) = 0,Yf € R(Q)}.

Soit (vy,), une suite de N(2) qui converge vers v € (L*(2))%. Alors, pour tout f € R(f)

I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :

lim (v,, f) = (v, f) =0,

n—-+oo
donc v € N(Q), de plus, on a
R(2) € R(),
d’ou
(R(Q))* € N(9).

Soit v € N(Q2) et f € R(Q2), il existe f,, une suite de R(Q2) telle que f = 1_131 fn. Alors

(v, fy= lim (v, f,,) =0.

n—+oo
Pour prouver que les éléments de N(2) sont les solutions d’un probleme de Dirichlet-

contact sans frottement homogene on a le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit v € N(2), alors v est solution du probléme dual suivant :

Av =0, dans €,
v;(v) =0, sur T, Vj € D,

vi(va) = v(55.77) = 0, sur Ty, Vj € G.

Démonstration
1. Montrons que I’équation d’équilibre Au = 0 et satisfaite.

Soit v un élément de N(2) une fonction de carré intégrable dans Q,3u telle que

Q/f.vdm = /vAudx =0.

Q

On a v € (D(Q))?, puisque (D(Q))?> C W(Q) alors on change I'intégrale par les crochets

(v, Au) = —(Vv,Vu) = (Av,u) =0,
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3.1. Alternative de Fredholm

ceci implique que

Av = 0 dans (D'(Q))?,

et par conséquent v € D(A, (L*(Q2))?) 'espace maximale de A,

I nous reste a montrer que v vérifie les mémes conditions que le probleme (P).

Pour tout ®; = (®},®%) € (D(I;))*Vj € D, ¢; € D(I;) ,x; € D(I')),Vj € G,3u €
(H?(9Q))? tel que

() = 0,7(55) = ®; ,Vj € D;

() = 0,7;(ut?) =4y, Vj € G;

(o) =0, %(G5) = x5, Vi € G.
De plus, u est nulle aux voisinage de S;, Vj €= 1, N et par conséquent, on applique
la formule de Green généralisée Théoreme 1.4.1 pour deux fonctions u et v € N(£2), on

obtient
(v, Au)yg — (Av,u)g =0 & /vAudx — /Avud:c =0,
0

d’ou

—/VvVudx—i—/Vuvds—i—/VvVudx — /Vvuds
Q Q

ou ov ov
Z (p/ a—nj.vjvds — / o %uds> + 3 ( / o Ajvds — / am.'yjuds)
. . G(r

JjEG

(FJ) D(FJ G(Fj)
ou ou ov
> (E i(5,5) %('@) ds+ ) ( 7i(5,5)73(v)ds — / i(5,5) %(U)dé’)
IED \p(r;) 1 J€G \a(ry) 1 a(ry) g
donc
ou ;
Z Vs aj ,’Y](U) __3 +Z i a] 77](1)77) __3
jeD A2 (T;) jeaG H7Z (T)
)
=2 v l557) vl TJ)> =0
Jezé< ’ (877 ’ a7 ;)
d’oit

ov .
Z <(I)j77j(v)>g73( r) + Z <X]77] V.1 )> TS(F]-) - Z <7j(anj.7'3>7¢j>ﬁ_23(rj) =0.

jeD jeG jeG
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Les fonctions ®;, x;,1; sont arbitraires dans (D(T;))?, D(T;) et D(T;) respectivement,

donc cette égalité montre que :
;v =0, VjeD,
vi(vnl) = ’yj((%’j.rj) =0, Vj € G,
et c’est le résultat souhaité
Remarque 3.1.1. Remarquons que le Lemme 3.1.1 montre que pour tout v € N(QQ) est

une solution du probléme homogene d’adjoint, mais il ne caractérise pas compleétement

lespace orthogonal N(S).

Lemme 3.1.2. Soit v € D(A,(L*(2))?) solution du probléme dual tel que v vérifie les
conditions

D) (0, A(y;G) =0 si jeD et j+1eG;

i) (v, A(x;(;)) =0 si jeD et j+1€G;

ou (; € D(Q) est une fonction de troncature qui dépend seulement de S;, tel que (; =1

au voisinage de S; et nulle sur toute Ty, sauf pour k =j et k= j + 1.

Alors v € N(Q).

Démonstration :
D’abord on va montrer que (v; Au) = 0,Vu € W(Q).
D’aprés le Lemme 2.3.1 on peut prendre u € (H*(2))> N W () & conditions que u €
(C?(€2))?, et on pose
w=u— > Dyu(S)yG— > DaulSi)e¢;

jeD,J+1eG JEG,j+1€D

Ou D,;, D, désignent respectivement les dérivées par rapport z; et y;.

(v; Aw) = <UaA (U - > Dyu(S)yG— Y ij“(sj)%@) >

jeD,J+1eG j€G,j+1€D

d’apres la linéarité de A

(v; Aw) = <U>AU>—<%A ( > Dyju(sj)yj@) >—<U7A ( > iju(Sj)ijj) >>

jeD,J+1eG jeG,j+1€D

et grace a la continuité de A et les conditions 7),4i) on déduit que

(v; Aw) = (v, Au) — <v, Z Dyju(sj)A(ijj)> — <v, Z iju(sj)A(xj(j)>

jeD,J+1eG Jj€G,j+1€D
= (v,Au) — > (v, DyulS)AWG) = D (v, Dayu(S)A(z¢))
jeD,J+1eG jeG,j+1€eD

= (v, Au).
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3.2. Régularité des dérivées secondes

Au voisinage de Sj, on a u(S;) =0, Vj € D, J+1 € D cela implique que w(S;) = 0, Vj.

Donc Vu.pu; = 0 sur chaque I'; ou

pij =1/, pour j € G
p; =77, pour j € D
ceci implique que Vu(S;) = 0 ¢a veut dire que p; et p;41 soient paralleles. cela seule-
ment satisfaite quand j e Getj+1€DoujeDetj+1ed.

Danslecasou:je€ Get j+ 1€ D, onau=0surlesegment I';;; et par conséquent

Dy, u(S;) =0 et Va(S;) = 0. La méme chose quand j € D etj+1€ G :

u = 0surl;

et par suite

Dyu(S;) =0 et Vw(S;) = 0.
En résumant : dans tous les cas, nous avons :
W(S]) =0 et VW(S]) = 0,

et par conséquent, en appliquant la formule de Green généralisé pour w et v, on en déduit

que :

(v; Au) = (v; Aw) = 0,
ou bien
3 / VoVuds — Y / VuVuds = 0,
ir, it
c'est-a-dire v € N(Q).

Lemme 3.1.3. [9]
Soit v € N(Q), alors v € C°(Q\S), ot S est 'ensemble des sommets.

Démonstration : Voir P. Grisvard [9].

3.2 Régularité des dérivées secondes

L’objectif de cette section est d’étudier la régularité des dérivées secondes au but de

déterminer la dimension de 'espace orthogonal N(2). Le Lemme 3.1.3 montre que la
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3.2. Régularité des dérivées secondes

solution v est de classe C*° dans €2 et jusqu’au sommets de la frontiere, donc nous allons
étudier le comportement de la solution v prés des coins. Dans ce cas on a le théoreme

suivant

Théoreme 3.2.1. Si toutes les angles w; de §) sont strictement inférieur a 3 alors
i) N(Q) C (H*(Q))*,
ii) N(Q2) ={0}.

Démonstration :
i) 1l reste a prouver que pour tout S; € S, (S : 'ensemble des sommets), il existe un
voisinage V de S; dans R? tel que v € (H*(2NV))? tel que v € N(Q).
Notons que pour le probléme de Dirichlet on a la régularité H?(Q) (voir P. Grisvard [6]).
Et sur lui il suffit de démontrer la régularité H?(2) au voisinage de somment de type
mixte. Pour cela on translate le point S; considéré en (0,0) et on suppose que V est
une boule de centre (0,0) et de rayon p assez petit pour que 2 NV soit un secteur fini

d’ouverture w, c’est-a-dire
QNVY ={(z,y) =r(cosh,sinh),0 <r < p, 0 €]0,wl[}.
Maintenant, nous aurons besoin des fonctions propres de 'opérateur
Y — ¢

sons diverses conditions aux limites sur |0, w.

2

Plus précisément, définissions 1'opérateur non borné A sur H = L*(]0,w[)? sous la forme

Ap = —p".

ou ¢ = (p1,p2) € D(A), tel que D(A) représente le domaine de définition de A
défini par

D(A) = {p € (H*(J0,w]))*, ¥1(0) = pi(w) = 0, ¥2(0) = p2(w) = 0}.

L’opérateur A est auto-adjoint et non négatif. Notons par ¢,,, m > 1 les fonctions propres

normalisées et par A2 leurs valeurs propres correspondantes, donc :

— o = A2 Pm,
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3.2. Régularité des dérivées secondes

ol ¢, € D(A) pour tout m et A, ,m > 1 sont solution de I’équation transcendante

(solution du probleme homogene) sin(2\,,w) = 0 (voir [10], [2]), alors

)\m:m,mZL
2w

Soit maintenant v € N(Q) et on a v € (L*(]0,w]))?, pour r €]0,p[ . L’ensemble des
fonctions propres . forme une base orthonormée de H = L*(]0,w[), donc chaque fonctions

propres de l'opérateur A s’écrit comme suit :

v(re?) = 3 cu(r)en(0),

k>1

avec

a(r) = [ ore”)pu(0)as, (3.1)
0
d’apres le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. 57 w; < g pour tout j, alors A est un isomorphisme de
H2(QNWY)NV(QNY) sur L2(QN V). Il en résulte que si op € V(2NV) est une fonction
propre de A c’est-a-dire

A, = —Appr, dans QNV,

alors pp € H*(QNV) siw; < 5 pour tout j.

Revenons a la démonstration du Théoréme 3.2.1.

En coordonnées polaires, on voit que tout v € N(€2) est solution de I’équation différentielle

0%v 10v 1 0%

R T R 0
Gt oo taam =0.0<r<p0<f<w

et comme

Av = =",

Cela nous permet de réécrire ’équation précédente :

—+-———-——==00<r<p0<l<w. (*)
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3.2. Régularité des dérivées secondes

Pour calculer ¢, en utilisant I’équation (x) donc :

2v 16v 1 0% a?(

=
or2  ror 12002 Or? = =

ch(r)sok(e)) " iaé; (Z Ck(?“)%(@) —;\;2“ (

)\2
= Z 7Ck )+ = Z 7Ck - *5 cr(r)er(0)
k:>1 k>1 E>1
1 A2
= Z SOk < "— Ck( ) ;Ck(T)>
k>1 r
=0

puisque cette identité est vérifiée pour tout ¢x € D(]0, p[), on obtient :
/! ]' / )\z
c(r) + ;Ck(r) - ﬁck(r) =0,0<r<p

au sens des distribution.

En effectuant le changement de variable Inr =1t :
deg(r) dt 1deg(r)
/ — - == —
T
() dey, (1 dey(r )> _ idck(r) N ld%k(r)'

dt \r dt r2 dt r o dt?

donc (3.2) s’écrit comme suit
Al(t) + ¢, (t) — Nicp(t) = 0 dans |0, p|.

L’équation caractéristique de cette équation admet deux solutions

—1+4 /144X p —1— /144N

d — — —
k 9 ) k 9 )

donc

cp(t) = are™ + bre !

— akedk Inr + bke—dk Inr
= apr® + by,

ou ay, et by sont des constantes arbitraires .

D’abord montrons que v € (L*(Q2))? ¢’est-a-dire, il suffit de montrer que ||v|| (12

/w|(7"e 2d9—/|20k yor(0)|7do
0

k>1

< Y lewen /m )[2do.

k>1

<> ewmn)?

k>1
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3.2. Régularité des dérivées secondes

car w
1) a0 =1,
0

donc

/ o(x)[2dz = 3 /|ck (r)2r2dr < oo,

Qny k=17
puisque v € (L*(2))?, et pour que b, = 0 ,il faut que :

p
/r1_2d’“dr = +00,
0

c’est-a-dire
2—2d, <0< d, > 1,

et par conséquent :
=" apr®(0)
k>1
donc
w
/|v(rew)|2d0 =Y |ag|*r?*,
3 k>1

et par conséquent

p
v(x, ) Pdedy > agl? [ 2%y
v(z, y)|"dzdy
Q k=1 0
> a oL
2d, +2°

k>1

o Dans la suite on vérifie que v € (H?(2))? au voisinage de zéro c’est-a-dire il suffit de
montrer que les normes des dérivées sont finies. Autrement dit :

Pour ¢ assez petit :

81} dr
/|| L2 (J0.w[) )27”2d7”+/’| H1 ]w[)?dTJF/HUH H2(0w))? 5 < OO

En effet,

5% -
/”a s Weagoupyer®dr = X laxdd(di = 1)? [ r*=2ar
k>1 0
2y —1

g
= > |apdi(dp — 1)

=1 2d, — 1

Cela signifie que la nature de l'intégrale f |2 87,2 51122 qowpy2r dr est la nature de la série

2d 1 . z .
\ak\QdQ(dk — 1)*5, et en conséquence nous étudierons la nature de la série. On
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3.2. Régularité des dérivées secondes

252 k—
-1

voit que la série Z |ag|?dy,(dy, — 1)%S est une série numérique a termes positifs car
dr > 1, donc nous allons chercher une série équivalente lorsque & — +o00 pour étudier
la convergence de cette série.

D’apres [5], Ay ~ Kk lorsque k — 400. On déduit que

€2dk—1 (Kk)3€2Kk
dp ~ Kk et d?(d, — 1)? ~
g et dildi =155 2 ’
et aussi
p2+2dk N szk
2 + 2d, 2Kk’

donc pour € < pon a

, , £2di—1 Rt
2(dy, — 1 = k—
Y O(m@+2>’ e

Alors les séries Z |ag)?d2 (dy, — 1)252dk _ ot Z |ay, PM sont de méme nature.

)32
2

Fixons € < 1, alors par le théoreme d’ equlvalence > |ak|2 converge, donc
k>1

2

Z lag|?d2 (dy, — 1)252 L ¢galement, et par conséquent l'intégrale f’% (L2002
0 W

converge. D'ou :

£ 2
0
/ 81) rldr < +00
"llz2gown)?
€ 2
0
o/ ! dr =" |ax|” d2/ 72 gy
or (L2(]0,w]))? k>1
. £2dr+1
=2 laxl*d k2d +1

k>1

du fait que dy ~ Kk lorsque k — +00, en déduit que

2dy+1 c2Kk

2 ~ Kk

d
Fody, + 1 2

EZKI@

Par la méme démarche, on montre que la série numérique a termes positif Z lax Kk

_ converge aussi, et par suite lintégrale f H%H 10,00 TAT
J :

+
converge, alors Z dia k’22dk+1

converge.
Pour l'intégrale restant on utilise I'inégalité & priori (2.5) :
[ollti2gowpyz < Cllv" 12 qo.wp)-
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3.2. Régularité des dérivées secondes

donc
2 2, .2d), 4
o [[olltrzgowpyz < C D lawr*®dy,
k>1
et
£2di—1
2
/ [oliounye < 3 loxPdi—
k>1
avec
2dj—1 (K k)32KF
€ €
dy ~ k — 4o00.
"ody — 1 2
A / N / . /7 . /7 . / . 3 2Kk
Grace au théoreme d’équivalence des séries numériques, la série % |lay|? converge,

452k 1
k 2d;,—

dr

donc la série Y |ax|?d - l'est aussi, d’olt la convergence de l'intégrale f |v]|2 20,0 72
k>1

En résumé :

13 € 3
0*v v

/Hw”%m(]o,w[)pdT‘F/||§||?H1(]o,w[))zdr+/||U||?H2(]o,w[))2d7" converge.
0 0 0

ce qui prouve que v € (H?(Q))?, donc on conclure que N(Q) C (H*(Q))%.

ii) Soit v € N(), on sait de i) que v € H*(Q) et
Av =0 dans Q et yv=0.

ol v est Popérateur de traces sur H%(Q2), donc v € W () et comme la solution variation-

nelle unique on obtient que v = 0 donc

N(Q) = {0}
Proposition 3.2.1. [7] Soit v € C*(]0, p[; D(4;)) solution de I’équation

o 1o 1
or2  ror r?

et supposons que v € L*(D,) tel que Dy = QN {0 < r < p}, alors

= Z amr/\j””@jm(@) + Z ﬁmr_/\j’m‘;pj,m(e)v

m>1 0<Ajm<1

AjU = 0,

0l Oy, B Sont des nombres réels tels que
E
|| < Imzp=7om,
ot | est une constante dépend uniquement de v.

Lemme 3.2.2. [7] Pour tout j et pour tout \;,, €|0,1[, i existe 0}, € M(Q)( un sous
espace de (L*(Q))?) tel que

Tim — iy 0 (6) € (HY(Q))2.
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Démonstration : Pour montrer que o, € N(), il suffit de vérifier les conditions

du Lemme 3.1.2. Notons par u;,, la fonction ij’\j"”

j ©jm(0). Il est évident que

Aty = fjm € D(),
avec
(it m) = 0,k € D,

Ou;m,
i ( 87;’“ T = %(ujmn®) =0, VkeG.

Comme on a rappelé dans la section 2.1, il existe un unique solution variationnelle v;,, €
H'(Q) tel que
AUj,m = f 3,m

Ye(Vjm) =0  pour tous k € D,

OVjm
i ( 81]:7’“ 7" = Y (Vjmn") =0 pour tous k € G.

Pour v, , € V.
En appliquant la formule de Green pour v € (H?(2))? et h € (H'(Q2))? on obtient

/ Avj phdz = / hfjmds < — / V0. Vhdz = / hf;mds,
Q Q Q Q

d’ou

—/ij,m.Vhdx = /Auj,mhdx,
Q Q

pour tout h € V.

Supposons maintenant que
Uj,m = uj,m — Uj,m-
Il est clair que 0, € D(A, (L*(R2))?) et que
Acjm =0 dans €,

Ye(0jm) =0, sur 'y, Vk € D,

00 m
g ( 87j77k -Tk> = (Wmojmn*) = 0 sur T;,Vk € G.
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De plus on vérifiera les conditions d’orthogonalité du Lemme 3.1.2 en supposant k& € G2,

nous avons :

/ N / Wy mACedz — / VimAGd
Q Q Q

— [WnAGdz + [ V0V,
0 Q
Par l'utilisation de la formule de Green puis que v;,,, € H'(Q) et {, € H*(2). Donc

/aijdea: = /uj,mAdex — /Aujvm{’kdm.
o)

Q Q
On peut évaluer ces deux dernier intégrales par un calcul direct. Ils s’annulent tout les deux
quand j # k puisque (; et (; ont des supports disjoints. Lorsque k = j la fonction (; est
constante par rapport a ¢, et donc orthogonale a ¢; ,, puisque A, ,, # 0. En conséquence,

les deux intégrales s’annulent et

/aj,mAdex = 0 pour tout k € G*.
Q

Considérons maintenant la deuxieme condition d’orthogonalité du Lemme 3.1.2, c’est-a-
dire k € D et k41 € G. On peut effectuer les mémes intégrations par parties pour

conclure que

/Uj,mA(kak)dx = /Uj,mA(kak)dx - /Auj,m(kak)dIa
Q Q Q
encore une fois les deux intégrales s’annulent quand 7 # k, et quand k& = j on voit que si
y;C; = rjsin0;(;, c’est pour r; fixe propositionnel a ¢;,, avec n = 1 quand w; = 7 et n = 2
3

quand w; = ¢ c’est-a-dire orthogonal a la fonction propre correspondant a A;, = 1. Il

est orthogonal a ¢, ,,, puisque \;,, # 1. Nous avons encore

/ajymAde:c =0, Vke& M (un sous espace de (L*(2))?).
o)

Enfin quand £k +1 € D et k € G on prend x;(; = r;cos0;(; au lieu de y;(;, donc nous
avons ainsi vérifié toutes les conditions d’orthogonalité du Lemme 3.1.2, ce qui prouve

que 0., € N(Q).

N
Théoréme 3.2.2. La dimension de N(Q) est Y. p; ot
j=1

card{k e N;1 < k <}, i S; de type Dirichlet
Hj =
card{k e N;1 <k < 2%}, sinon.

42



3.2. Régularité des dérivées secondes

Démonstration :

On définit I'opérateur non borné A; sur H; = (L*(]0,w;[))? par :
Ajp = —¢" dans D(A;),
ol
D(Aj) = {o = (p1.02) € (H*(0.05)*, #1(0) = p1(wj) =05 2(0) = pa(wy) = 0}.

Notons par ¢;,,, m > 1, les fonctions propres normalisées et /\im m > 1, les valeurs

propres correspondantes. Donc on a :

—gpé-’m = )‘im%}m ou  pjm € D(A;),

et
mT -
mE pour j €D,
Ajm =1 7
;"77;, pour j € G.

Soit v € M(Q) C (L*(2))%. Grace au Lemme 3.1.3 et la Proposition 3.2.1,v est une

fonction réguliere, alors v(re?) € D(A;), pour tout 0 < r < p et

v(re) = 3" @™m0+ Y Bimr ™ jm(0),

ol jm, et B, sont des nombres réels. De plus grace au lemme 3.2.2, on a

v(re) — > TP () — Y. BimOim € (H'(D,))*,

m2>1 0<Ajm<1
ol
D,=0n{0<r<p}
Donc
v(re”) = 37 Bim0im € (H'(Dy))*.
0<Ajm<1
D’apres le Lemme 3.2.2, il s’ensuite que la fonction w =v — > 3;,,0;m et de classe

0<Ajm<1
H'(€) au voisinage de S; ce qui montre que w € (H*())2.

Nous terminerons la preuve en montrant que w s’annule. En effet :
Nous savons déja que w € N(Q) N (H'(Q))? et d’aprés le théoreme de Lax Milgram le

probleme admet une solution variationnelle unique, et montre que :
/Vw.Vvdx —0,VveV,
Q
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3.2. Régularité des dérivées secondes

donc
w = 0.
Cela montre que v — Y. Bjm0;m = 0, donc
0<Ajm<1
v=>3. > Bimoim € (H'(Q))
J 0<Ajm<1

Autrement dit que v est une combinaison linéaire des fonctions 0;,,, 1 < j < N et
0 < Ajm < 1 qui sont des fonctions linéairement indépendantes. Donc on conclure que

N
N () est un sous espace de (L?(2))? de dimension finie égale Y p;, ot :
j=1

card{k e N;1 <k <=, siS; de type Dirichlet,
Hj =
card{k e N;1 <k < %, sinon.

Corollaire 3.2.1. L’opérateur A est un opérateur a indice de W () dans (L*(2))?, plus
N
précisément A est injectif et a une image fermée de codimension égale d 3 p; dans

(L2(Q)2,

Démonstration :
D’apres le Théoreme 3.2.1, le noyau de l'opérateur A est nul, donc A est injectif et son
image R(Q) est fermée, donc I'espace quotient (L%(Q)/R(£2)) est un espace de Banach, sa
dimension est la codimension de 'espace image R({2) et par conséquent A est un opérateur

de Fredholm & indice de W (2) dans (L?(Q2)).

Pour ce cas, l'indice de A est définie par :

Ind(A) = dim N(Q) + Codim R(A)
= dim ker(A) — dim ker(A?).
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons traité un probleme aux limites issus de la mécanique de
contact.
Dans la premiere partie, nous avons montré l’existence et I'unicité de la solution varia-
tionnelle de probleme de Dirichlet- Contact sans frottement pour 1’équation de Laplace
dans un polygone puis on a établie une estimation a priori tres utile pour I'étude de la
régularité de la solution. Dans la deuxieme partie, nous avons construit ’espace de I'image
de W () avec son orthogonal qui est de dimension finie et qui nous permet de déduire

que l'opérateur A est un opérateur a indice de W () dans (L?*(2))%.
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