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Notation

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

K
1]

[l =1]-](r)
oy

Cp(X)
z(r, f)

Un corps.

Une norme sur un corps K.

Un nombre premier.

La valuation p-adique.

La somme des chiffres de I’écriture de n en base p.
Le disque fermé de centre a et de rayon r.

Le disque ouvert de centre a et de rayon 7.

L’un ou I'autre de ces deux disque.

Le cercle de centre a et de rayon 7.

La valeur absolue p-adique.

Anneau des entiers p-adique.

L’ensemble des éléments inversible de Q.

Corps des fractions de Z,,.

La cloture algébrique de corps Q,.

Le complété de la cloture algébrique de corps Q.
L’ensemble des puissances rationnelles de p.
L’ensemble des fonctions analytiques sur D(a,r).
L’ensemble des fonctions entiers sur C,.
L’ensemble des fonctions entiers transcendantes sur C,,.
Le module de maximum.

La fonction de valuation p-adique de f .
L’ensemble des fonction rationnelles sur C,.

Le nombre de zéros de f sur le cercle |z —al, = r.



INTRODUCTION

Le plus célebre théoreme de Picard figure dans une note aux Comptes rendus de 1I’Aca-
démie des sciences (C.R.A.S.) de paris, datée du 19 mai 1879, sous sa forme primitive, et
dans les Annales de 'Ecole normale supérieure de paris 1880. l'idée de ce théoréme est
venue du théoreme fondamental d’algebre, aussi appelé théoreme de d’Alembert-Gauss
qui dit qu'un polynome de degré n possede exactement n racines dans C. Ce résultat et

sous la forme suivante "toute valeur du plan complexe est prise une infinité de fois

L’importance de cette théorie est qu’elle peut étre généralisée pour déterminer les ré-
sultats d’existence et d’unicité pour les équations différentielles. Une autre est qu’il s’agit
d’une bonne introduction a la vaste classe de théoreme d’existence et d’unicité qui re-

posent sur des points fixes.
Ce mémoire est reparti sur trois chapitres précédé d’une introduction.

Dans le premier chapitre, on commence par quelques rappels des notions fondamen-
tales du corps non archimédienne muni d’une norme ultra métrique. Ensuite, on construit
le corps des nombres complexes p-adiques C,. Apres, on présente aussi les propriétés to-
pologiques et analytiques de C, et on cite par exemple le fait qu'une série converge si et
seulement si son terme général tend vers zéro. On termine ce chapitre par les fonctions

analytiques complexes p-adiques.

Le deuxieme chapitre est réparti sur deux parties. Dans le premier partie on commence

par 'inégalité de Cauchy et I’évaluation M (r, f(x)) pour un polynéme et pour une fonc-



tion entiere transcendent. En suite, on donne la définition de 'ordre des fonctions entieres
transcendent. A la fin de ce partie, on va démontrer le théoréme de Picard dans C pour
les fonctions entiéres transcendent d’ordre fini entier (resp. fini non entier).

Le but principal du deuxieme partie est de présenter le Théoreme de picard p-adique.
Pour cela on a besoin d’un outil important "Polygone de valuation", qui détermine la dis-
tribution des zéros des fonctions entieres et qui joue un grand role pour établir la formule

de Jensen.

En fin, dans le troisieme chapitre on a appliqué le théoreme de Picard p-adique sur la

factorisation des fonctions entieres. Et on utilise le systeme
F(z) =3
F'(z) = 0.

Pour étudier la primalité et le pseudo primalité d’une fonction entiére transcendante.
On termine ce chapitre par la construction des fonctions entieres premieres et pseudo-

premieres.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

L’objective de ce chapitre est de donner les notions de base en I’analyse non-archimédienne,

qu’il seront tres utiles tout au long de ce mémoire.

1.1 Corps normés

Définition 1.1. Soit K un corps, une norme sur K est une application ||.|] : K—R,

vérifier les conditions suivantes :
1 ||z =0<=2=0 Vo e K.
2. eyl = llzllllyll  Vz,y e K
Sl +yll <zl + [yl Va,y € K (inégalité triangulaire).

De plus, si la norme vérifie l'inégalité triangulaire forte, i.e
2 +yll < max(|lz, |[yl]) Vz,yeK.

Alors, la norme ||.|| est non-archimédienne et (K, |.||) est un corps non-archimédienne .

Proposition 1.1. [13] (Propriétés des triangles isocéles)

Soit a et x deuz éléments, d’un corps non-archimédienne (K, ||.||). On a

Iz = all< [lal|= {lz[|= o]



Preuve.

Soit a,z € K tel que ||z — al| < ||a]|, alors on a

lz]l= [l = a + al| < max{[|z — all, [lal[} = {|al],
et
lall=lla = 2 + 2| < max{[la — ||, [l«]} = =[]
puisque, si
max{lla —z|, [lz][} = l[la — ],

alors c¢’est une contradiction avec I’hypothese.
D’ou

lal[< flzll et [lzl< llall= llz[l= lla]-

|
Remarque 1.1. Dans un corps non archimidiénne on a
=]l # llyll= llz + yll= maz({lz|l, [[y])-
Théoréme 1.2. [13] Soit ||.|| une norme sur le corps K, on a ||.|| est non archimédinne

si et seulement si pour tout entier n € 7 : In|| < 1.

Preuve. On suppose que ||z + y|| < max{||z||,|ly]|} est vérifie et on montre par récur-
rence que ||n|| <1 pour tout entier n > 0.
pourn=0;o0na|n|=0]=0<1,etpourn=1; |n||=]1]=1<1.

On suppose que ||n|| < 1 et vraie pour n > 0, et on montre que ||[n + 1| < 1.

On a

I+ 1] < max(f[n[], [1]]) <1,

d’ou

ln+1] <1,

alors Vn € N : ||n|| < 1.
Pour la deuxiéme implication on suppose que ||n| < 1, pour tout n € N et on montre que
|z + y| < max{]|z|, [y[l} pour tout z,y € K.

Pour tout n € N* on a

[z +ylI* = [z +y)"| = HXR: Cra'y" ™|
k=0

< >_lICll=* ™"

k=0

<> Ul Myl
k=0



Et comme on a

[]l < max(flz[[, [lyll) et lyll < max([l]], [ly[]),

alors
]| < (max (|||, ly|)* et [[y"™* < (max(||z]|, [y]])" ",
d’ou
[l 4 yl|™ <> (max([|z]], [Jy])"
k=0
< (n+ 1) (max(|lz], [lyl)",
donc

|2+ yll < (n+1)7 (max(|Jl, |y]])).

Par passage a la limite de n on obtient

[+ yl| < max([[z]], [[y])-

Remarque 1.2. Une norme ||.|| est dit archimédienne si
sup{||n||,n € N} = +o0.

Définition 1.3. (La valuation).
Soit K un corps, une valuation v sur K est une application de K dans RU{+o0} vérifiant
les trois conditions suivantes :
1) v(z) = 400 & 2 =0,
2) v(zy) = v(z) + v(y), Va,y € K,
3) v(x +y) > min(v(z),v(y)), Va,y € K.

Exemples 1.1. K[[X]] le corps des séries formelles d une variable sur K, pour tout
feK[X]], on a
flz) = Z anx™,  ap, # 0.

n>no
On pose u(f) =ng et u(0) = +o0, donc on a u une valuation sur K[[X]].
Et si l'on pose ||f|| = a=*F), a > 0 on définit une norme non-archimédienne sur le corps
K{[XT]-
En effet
1. Soit f € K[[X]], on a

I =00 =0
1
< a#(f)

S p(f) = oo
< f=0.

=0
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2. Soit f,g € K[[X]], on a

1.9l = a=09) = g~ W+r(e) — =) —(s)

— q M) g—19)
= [lf1l-lgll-

3. Soit f,g € K[[X]], on a ||f + g|| = a=#Y+9). Et comme on a

p(f +g) = min(u(f), 1(9)),

donc
—p(f +9) < —min(u(f), u(g)) = max{—pn(f), —u(9)},
alors
a P+9) < max{a_“(f), OL—M(g)}7
d’ou

1+ gl < max{|[ 1], lgll}-

1.2 Construction analytique de Q,

Soit p un nombre premier (p = 2,3,5,...).

1.2.1 Valuation p-adique sur Q

Définition 1.4. Soit n € Z*, la valuation p-adique de n notée par v,(n), le plus grand

entier naturel « tel que p® divise n. t.e
vp(n) = max{a € N, p*\n}.
Par convention on a : v,(0) = +o0.

Définition 1.5. La valuation p-adique sur Q est l’extension de la valuation p-adique de

Z de la facons suivante :
a
Up(g) = vp(a) — vy(b),
avec a,b € Z, b # 0.
Exemple 1.1.

1) 19(25) =0, car 25=1x20+23+4 2%
2)Si a = p* + 3p®, b= 2p° et pour p > 7; alors vp(%) =4-5=-1.



11

Proposition 1.2. [1}] Pour tout x,y € Z, on a
1) vy(z) = 400 & x = 0.

2) vp(zy) = vp() + vp(y), Vz,y € Z.
3) vz +y) = min(vy(z),vp(y)), Yo,y € Z.

Preuve.
i) Ewvident d’aprés la Définition 1.4
ii) On a 2) est trivial, si z = 0 ou y = 0, et pour tout x,y € Z* tel que

z=p"@ n,, ny €Zet (n1,p) =1,
Y= p”P(y).nQ, ny € Z* et (ng,p) = 1.

zy = pr@pr® nyny = pr@teW nin, et (ning, p) = 1.
D’ou

vp(y) = vp(x) + vy(y).

iii) On a 3) est trivial, si 2 = 0 ou bien y = 0, et pour tout =,y € Z* tel que

T = p”P(’f).nl, ny € Z* et (ny,p) = 1,
y=prW ny, ny € Z*et (ng,p) = 1.
On a z 4y = p@ ny + p»® n,.
a) Supposons que v,(z) < v,(y), on a
xT + y — pvp(z)‘nl + pvp(y).nQ — pvp(x) (nl _f_pvp(y)_vp(l')nQ) — pvp(m)‘ng},

n3

d’ou
vp(@ +y) > vp(x) = min{u,(x), vp(y)}-
b) Supposons que v,(y) < v,(x
T + y — p’l)p(x).nl +p (y) Ny = p (y) (pvp(m)_’l]p(y)‘nl _|_ 77/2) — ‘p’l)p(y)'/n/él7

N n.
d’olt :

v +y) = vp(y) = min{v,(2), v,(y)}-

Remarque 1.3. Pour tout x,y € Z*

(@) 7 vp(y) = vp( +y) = min{v, (), v,(y) }-

En effet : On prend v,(z) < v,(y) on a
vp(r +y) > min{v,(z),v,(y)} Vr,y € Z",

c’est -a-dire v,(z + y) > v,(2).

Il reste montre que v,(x) > v,(x +y), on a
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vp(2) = vp(r — y +y) = min{v,(z + y), vp(y)}-

Si min{v,(x + y),v,(y)} = v,(y), alors vy(x) > wv,(y). Cest une contraction avec les
données, donc v,(z) > vy(x + y).

D’ou on montre I'inégalité.
Proposition 1.3. La valuation p-adique de la suite (n!),>o est donnée par :

n— Sp(n)

T Vn > 0.
p_

vp(nl) =

Ou S,(n) désigne la somme des chiffres de Uécriture de n en base p.

Preuve. Sin=0,ona0! =1, v,(1) = 0. Sinon

n
Hk::>vpn' =Y u,(k)
k=1 k=1

tel que
k;:aipi—l—...—l—ajpj, CLZ'%O,
donce
vp(k) = 1.
Alors
k=ap + .. +a;p
J
=p' +(a; — 1)p'+ Y ap’.
s=i+1
Et
k—1=p —1+(a; —1)p' + Z
s=i+1
i—1 } J
=(p-1>_p"+ (e, —1)p'+ D ap’
s=0 s=i+1
Donc

S-)=(p- D141+ Y a

s=i+1

J
=ilp—D+a+ > a—1
s=1+1

—i(p— 1)+ Sy(k) -
— (k) (p — 1) + Sy(k) -
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D’ou
Sp(k—1) —Sp(k) +1
vup(k) = p—1
wylnt) = 3 wy(F)
=Sk 1) = Sp(k) +1
= kz::l o
1 n
= m};sp(k— 1) —S,(k)+1
1
= E(—Sp(”) +n)
_n- Sp(n)
p—1

Remarque 1.4.

La limite de deux suites (Upﬂ)) et (SP(n)> tend vers 0.
n>0 n>0

n

En effet

1. Soit n = p*™.m tel que p{m, alors

pvp(n) S n — logp p’l)p(n) S logpn
= vp(n) < log,n

. vp(n) < log, n
n n

9

Par pasage a la limite, on trouve

1
0< tim 2 oy 08"
n— —+00 n n— —+00 n
Donc
0< 1m 2™ <y

n—r-+00 n
D’ou le résultat.
2. Soit n = ag + arp + asp® + ... + a;p', a, # Oeta; € {0,...,p — 1}.
On a
Pt <ap’ <,

donc

p'<n.
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D’autre part

1=0 i=0
1— pt+1
—(p—1
(p—1)—— )

— t+1 o 1

< pttl
Alors

o< n < pttl,
Donc
log(p') < log(n) < log(p'™) = tlog(p) < log(n) < (1 +1t)log(p)
|
< losln) 0y
log(p)
D’ou
[log(n)]
t = .
log(p)
Aprés on va montre que 1 < S,(n) < (t+1)(p —1).
On a
n=ag+ap+ap’+.. +ap,a#0 et 0<aq < (p—1),
et
t
Sp(n) =ap+ a1 +...+a =) a.
i=0

Donc

(a; #0 et Ogaig(p—l))iiai#o
i=0
= Sp(n) > 1.

Et on a aussi

0<a;<(p—1) =1

IN
‘M“

@
= |l
=)

a; < Z(P— 1)

!

a; < (t+1)(p—1).

.
I

D’ou (1.1 ) et (1.2) on trouve

1< 8n) <(E+1)(p-1).

(1.1)

(1.2)



D’autre part on a

log(p)

donc

00w = ([ + 1) o

= [oaor) 7 [rtr)) !
Dot I+p-1) _p “og((nﬂ Lp_ 1 “og((nﬂ 1
Et on a
| o [lnt] <

T el
Alors
o=t i s (1| 2]

D’ou le résultat.

1.2.2 Norme p-adique

Définition 1.6. Une norme p-adique sur Q est une application de Q dans R, définie par

p a0
], =
, =0

tel que v,(x) représente la valuation p-adique de x.

Remarque 1.5. La norme p-adique sur Q est une norme non archimédinne.

1.2.3 Corps des nombers p-adiques Q,

Définition 1.7. Soit p un nombre premier et |.|, une norme p-adique de Q. La complété

de Q pour cette norme est un corps appelé corps des nombres p-adiques et se note Q.

Ainsi, les éléments de Q, sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy dans Q,

muni de la relation suivante

(a,) ~ (b,) <= lim |a, —b,|, =0,

n—-+00
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et la norme p-adique |.|, pour a € Q,, peut étre prolonger de Q sur tout Q, de la facon

suivante :

|al, = nh_{go |-
Remarque 1.6. [13] L’ensemble Z, des entiers p-adiques est donné par
Zy ={a € Qp;lal, < 1}.
Et on note Z*, l'ensemble des entiers p-adiques inversibles dans Z, ;
Z, = {a € ZLy;|al, = 1}.

Le corps Q, est l’ensemble des fractions de Z,, ;
a
b
Définition 1.8. [12] L’ensemble des nombres p-adiques Q,, est défini aussi par

Q,={ ,anp,beZ]’;}.

@p:{Zanp”,k:EZ,Ogan<p}.

n>k

Lemme 1.9. (Dédéveloppement de Hensel)[1]

Tout x € Q, admet un unique Développement de Hensel
r= ) ap"
n>ng

00 <a,<p—1cetng€Z, siay, #0 alors ng = v,(x).

1.3 Corps des nombres complexes p-adiques

Définition 1.10. On dit qu’ un corps K est algébriquement clos si chaque polynome P(x)

dans K[z] de degré n admet n racines dans K.

Exemples 1.2. R n’est pas algébriquement clos car le polynome
P(x) =2+ 1 € R[X]

n‘admet pas de racine dans R[X].

Par contre, C est algébriquement clos (Théoréme fondamentale d’algébre), pour re-
prendre 'exemple ci-dessus, on a i € C et —i € C qui sont racines du polynome P(x) =
?+1e€C

Définition 1.11. Une extension algébrique L sur un corps K est une extension de
corps dans laquelle tous les éléments sont algébriques sur K c’est-a-dire sont racines
d’un polynome non nul a coefficients dans K. Dans le cas contraire, [’extension est dite

transcendante.
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Définition 1.12. Une cléture algébrique d’'un corps commutatif K est une extension
algébrique L de K qui est algébriqguement close, c’est-a-dire tout polynome de degré supé-

rieur ou égal d un, a coefficients dans L, admet au moins une racine dans L.

Proposition 1.4. Le corps des nombres p-adiques n’est pas algebriqguement clos.
En effet : pour montrons que Q, n’est pas algebriquement clos, on considéreére le poly-
nome
P(x) = 2% —p" € Q,.
On a

P(z) =0 <= 2° =p*

= ol =p "
—15

= [z, =p™
15

= vy(x) = 5

Et comme pour tout v € Q,, v,(x) € Z. Donc les racines de P(z) ne sont pas dans Q,
alors Q, n’est pas algebriquement clos.

Pour faire convenablement de l’analyse, il est donc logique de considére une cloture algé-
brique de Q,, que l'on note Q, et qui n’est pas compléter . Donc nous allons besoin de la

compléter pour former un plus grand corps complet, algébriquement clos.

Définition 1.13. Le corps des nombres complexes p-adiques noté C,, est défini comme le
complété de la cloture algébrique de Q, par rapport d la norme p-adique |.|,.
Ainsi, en posant

VeeCp:  |z|, = nl_lgloo |Znlp,

0U (x)n>0 est une suite de Cauchy d’éléments de Q, qui est dans la classe d’équivalence

de z.

Proposition 1.5. [2/ Le corps C, n'est pas localement compact.

Preuve. Considérons I’équation 2" — p = 0,
et soit x, I'un quelconque de ses racines. Montrons que de cette suite, on ne extraire un
sous suite convergente, bien qu’elle soit borne, puisque clairement que la norme p-adique

de z,, est inférieur ou égale a un. On a

_1 . . =1
oy =p7F = lim [z, = lim p7 =1

et pour tout n € N, |x,[, < 1.

Soit (z,,,) une sous suite extraire convergente et y sa limite, alors |y|, = 1, mais

T, — Ylp = max{ |z, [p, [y} = lylp = 1,

et ceci est contradiction, car cette quantité doit tendre vers zéro. |
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Proposition 1.6. [3/ Le corps C, posséde les propriétés suivantes :

1.
2.
3.

1.4

1.4.1

C, est algébriquement clos.
|(C;’P = {pqaq € Q}
QcQ,cQ,cC,.

Propriétés topologiques et analytiques sur C,

Propriétés topologiques

Notation

Soit a
1.
2.
3.
4.

€ C, et r > 0, nous notons

D*(a,r) ={z € C, : |z — al, < r} le disque fermé de centre a et rayon r.
D~ (a,r) ={x € C, : |xr — a|, < r} le disque ouvert de centre a et rayon r.
D(a,r) I'un ou l'autre de ces deux disque.

C(a,r) ={x € C, : |x —a|, = r} est le cercle de centre a et rayon r.

Proposition 1.7. Soient a,b € C, et r €]0,+00[ , on a les propriétés suivantes :

P1.
P2.
P3.
P4.

Le cercle est un ensemble ouvert dans C,,.
Un disque D(a,r) est un ensemble ouvert et fermé a la fois.
Tout point d’un disque est un centre de ce disque.

Soient D(a,r) et D(b,1o) deux disques de C,, alors il sont disjoints ou l'un est

inclus dans Uautre.

Démonstration

P1

. Soient a,b € C,, et r €]0, +00[. Pour montrer que C'(a,r) est un ensemble ouvert

on montre que
Vo e C(a,r), 3D (x,ry) C C(a,r).
Soit = € C(a,r), on choisit ry tel que 0 < ry <, on a
ye D (x,rg) = |y—z|, <ro<r
= |y —xf, < |z —al,
= ly—a+a—z|, <|r—a,
= |(y —a) + (z — a)|, < |z —al,

D’apres la Proposition 1.1, on obtient |y — a|, = |z —al, = r alors y € C(a,r). Ce

qui montre que C'(a, ) est un ensemble ouvert.
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P2. i) On a dans un espace métrique tout disque ouvert D~ (a,r) est un ensemble

ouvert.

D’autre part pour démontrer que D~ (a,r) est fermé, on montre que C’é)p (@) st

un ensemble ouvert de C,. On a
Og(“’” ={ze€C,:|x—al,>r}
={xeC,:|lz—al,>r}UC(a,r)

— C’(gr(a’r) uC(a,r).

D’apres (P1) C(a,r) est un ensemble ouvert et comme D™ (a, ) est un ferme, donc

DY (a,r T
oE*ar) )

i
est un ensemble ouvert, alors C¢ (@) est un ensemble ouvert (dans un

espace meétrique union de deux ouvert est un ouvert ).
D’ou D~ (a,r) est un ensemble ferme.
ii) Dans un espace métrique, le disque fermé D¥(a,r) est un ensemble fermé.
D’autre part on a
D*(a,r) = C(a,r)U D (a,r).

Et comme C(a,r) est un ensemble ouvert (d’apres P1), et D~ (a,r) est un ensemble

ouvert (d’apres i)), alors D' (a,r) est un ensemble ouvert.

P3. Pour montrer cette propriété, il suffit de montrer que
Ve € D™ (a,r),D (a,r) = D™ (z,71).
i) Soit y € D~ (a,r), donc |y — al, < r. D’autre part on a
[y —aly = Iy — a) — (¢ — a)l, < max{ly — alys |z — al,} <.

d'ouy € D~ (x,r),alorsD~(a,r) C D~ (x,r).
ii) Soit y € D~ (x,r), donc |y — x|, < r. D’autre part on a

ly — a|p =y —x)— (v - a)lp < max{|y — x|p7 |z — a|p} <,

d’ou y € D™ (a,r), alors D~ (z,r) C D™ (a,r).
Donc D~ (a,r) = D™ (z, 7).
On fait les méme étapes pour montrer que siz € DT (a,r) ona Dt (a,r) = Dt (z,r).

P4. Soient D(a,r) et D(b, 1) deux disques de C,, on montre que
D(a,r) N D(b,1y) # & = D(a,r) C D(b,ry) ou D(b,ry) C D(a,r).
Soit r < rg et x € D(a,r) N D(b,ry), d’apres (P3). On a
D(a,r) = D(x,r) et D(b,ro) = D(x,10)
mais D(z,r) C D(x,1g), donc D(a,r) C D(b,rg).
Remarque 1.7. Le cercle est un ensemble fermé car :

C(a,r) = D*(a,r) N ng(a’r).
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1.4.2 Propriétés analytiques

Théoréme 1.14. [9] Une suite (a,)n>0 dans C,, (an)n>o0 est de Cauchy si et seulement
st

o —anly =0

Preuve.

Supposons que (a,),>o est une suite de Cauchy dans C, alors

Ve>0,3ng € N Vm,neN,m>n>ng:|an, —a,l, <e.

Pour m=n+1ona

Ve >0,3ng e N VneNn>ng: a1 —anl <e,

alors

nh_g}JanH — aplp = 0.

Inversement supposons que nh_)rrolo |1 — anl, = 0.
Soit € > 0, il existe ng € N tel que Ym > ng on a |41 — Ay < €.

Pour m € N tel que m >n > ng on a

‘am - an|p = ‘am — Q-1+ Qp—1 — Q-2 + ... — Apg1 + Apg1 — CLn|p
< max{|am — Gm-1lp, |@m-1 — Gm—2|p, --» |@nt1 — anlp}
< max{e,e,....e}

= E&.

Donc la suite (a,),>0 est de Cauchy dans C,. [

Proposition 1.8.

Soit (an)n>0 une suite d’éléments de C,. Si ligl a, = a,a € C;, alors il existe ng € N
- n—-+0oo

tel que Yn > ng, |a,|, = |al,.

Preuve. Soit (a,),>0 € C, tel que lirf a, = a # 0, alors (a,)n>0 € N est une suite de
- n——+oo -
Cauchy, i.e
Ve > 0,3ng € N,Vm >n > ng : |am — anl, <e.

D’autre part, on a

Vm,n > ny, ||am|p - |an|p| <lam — anlp'

Donc (an|p)n>0 est une suite de Cauchy dans R et comme (R, |.|) complet, alors (|a,|p)n>0 €

N converge dans R.
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D’apres ’hypothees on a nl_lgloo|an|p # 0, alors nETm|an|p =1>0.

l [
Pour € = 3 fixé, il existe Ny € N tel que Vn > Ny, ||an|, — 1] < 3 alors

[

_Z<| ,— 1<
o Qn|p — )
2 P 2

donce

l
aN; € N,Vn > Nyt agl, > 7
De méme, d’apres la convergence de la suite (a,),>0 on obtint que (a,),>0 est une suite

de Cauchy, alors

{
AN, e N,V(n,m) > Nyt an — Gy < 5

Quand n,m > max(Ny, No) = ng, on a
amlp = lom — @n + @y < max{lam — aulp [anly} = lauly
|anlp = lan = am + aml, < max{|an, — amlp, [amlp} = [amlp-

Donc

|an|p == ‘am|pvn7m Z no,

alors dng € N tel que

Vn > ng : |an|p = |ano|p = |a|p'

Proposition 1.9. [13] Soit la série Y _ i, ; a, € Cp, alors

k>0
> lag|, converge dans R=> > ay, converge dans C,.
k>0 k>0
Preuve.

On suppose que Z |ag|, converge dans R, alors la suite des sommes partielles .S, = Z i,
k>0 i>0
est converge, donc elle est de Cauchy dans R i.e.

Ve > 0,3ng € N,Vm >n > ng: |S,, — S| <e.

On a
m m
1S = Sul =1 D lalpl = D arly <e.
k>n+1 k>n+1

Ce qui implique que S), = Z ay, est une suite de Cauchy dans C, (C, est complet), alors
k=0
(S))n>0 converge dans C,,.

Donc Z ay, converge dans C,,. |

k>0
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Proposition 1.10. [15] Soit Y a, une série dans C,, On a

n>0

1. > a, converge dans Cp<= lim |a,[, = 0.
S0 n——+oo

2. !;}anl < max] -

Preuve.
1) On a

> ay converge dans C, <= S, converge dans C,
k>0
Cp complet
= (

Syn) de Cauchy dans C,
= |50 = Sp—al =0
= llanl| —.0

<~ a, — 0.

n—oo

2) Si Y a,=0,on a le résultat.

Sinon d’apres la Proposition 1.8 on a

%) no
dng € Ntel que | anly =1 anlp

D’autre part on a

mas [a,, < maxlaal,

0<n<ng
Donc N .
|nz:%)@n|p - ’nz:%an’p < ngg;olanlp < r}gma(\an\p,

Ce qui termine la démonstration.

1.5 Fonctions analytiques sur C,

Dans cette section nous étudions les séries entieres et les fonctions analytiques dans le

corps des nombres complexes p-adiques.

1.5.1 Séries entieres complexes p-adiques

Définition 1.15. Une série entiere dans C, est une série dont le terme général est

an(r — a)” ot n est un entier naturel x,a € C, et (ay)n>0 est une suite des nombres

complexes p-adiques appelée suite des coefficients lorsque a est fixé.
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Proposition 1.11. [12/

Soit > an(x — a)" une série entiére, ot a,a, € C, on a

n>0
e La série Y an(z —a)" converge dans C, si seulement si |a,(x — a)"], — 0.
n>0
o Si|ay|pr™ — 0, alors > an(z — a)" converge dans le disque D*(a,r) i.e le domaine

n>0
de convergence d’une série entiere complexe p-adique est toujours un disque.

Définition 1.16. (Rayon de convergence)

Le rayon de convergence d’une série entiere complexe p-adique Z a,(x —a)® qu’on note
n>0
R est défini par

R =sup{|lz —alp;z € C, et ¥ _ a,(x — a)" converge} € R U +o0.
n>0

Proposition 1.12. [8] (Calcul le rayon de convergence)

Soit R le rayon de convergence de la série Y _ an(z —a)" ot a, € C,, on a
n>0

1
1. Sia, € C,, lim [ans1ly =l,onaR= 7 (formule de d’Alembert).

n—-4o00 |an|p

1
2.8 lim {/|a,|, =1, ona R = 7 (formule de Cauchy).

n——+o0o
1

3. R=————— (formule d’Hadamard).
lim sup /| ax|,
n—-+oo

Théoréme 1.17. [8] Soit Y a,(x — a)™ une série entiére, ot a, € C, et 0 < R < 400

n>0
on a

1. Siz € C,, tel que |z — al, < R, alors la série Y a,(x —a)" converge.
n>0

2. Sixz € C,, tel que |z — al, > R, alors la série Y _ a,(z — a)" diverge.
n>0

3. Siz e C,, tel que |x — al, = R, donc on peut avoir :

a) Si 1_131 |an|,R™ = 0, alors la série Y an(x — a)" converge sur la totalité du
n 00 >0

cercle C(a, R).

b) Si LHE |an|,R™ # 0, alors la série > a,(x — a)" est divergente sur la totalité
n oo S0

du cercle C(a, R).

Remarque 1.8. Dans le corps complexe C les deux cas 1 et 2 restent vrai. Mais dans le
o :L,'I’L
troisiéme cas on ne peut rien dire par exemple, pour la série In(1+x) = Z(—l)"“—.

1
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On a : d’aprés d’Alembert

Qp+1

Y

n—-oo A,

(=12 p

ngnoo n-+1 (_1>n+1 ’
, n

= lim |——|,

=1.
. L =1 .

Mais, pour |z| = —1; la série — Y _ — est diverge.
n
(_1 711+1

o0
Et pour |x| =1 la série Y ~——— converge (Leibniz) .
T n

Exemple 1.2.

Soit la série — . x € C,. Daprés d’Hadamard on a
' 9 y4 p
o n!
-1 . N . 1=
R~ = lim sup {/|a,|, = lim sup|—

n—+00 n—+o0 n! p
1 vp (n!) 1 n—>Sp(n)

= lim su n = lim su n(p—1)
n—-+oo pp n—-+oo pp
. 1 1,Sp<"))

— lim suppr—¢ n
n—-+oo pp
1

— pP—l .

i) Si|z|, < R, alors la série est converge sur D‘(O,pfp%l).
i) Silz|l, =R, on a

e
- 1p

n!) _n

1 ‘ —n
prt

n—Sp(n) —n
=p p—1 pp*l

*Sp(")

=p T,

Par passage a la limite, on trouve 1_131 lan|p,R™ # 0.

n —1
Donc la série » x—' diverge sur le cercle C'(0,pr=1).
=on!
I.n
Par contre la série » € C[[X]] a un rayon de convergence infini.
n>0 "7

Définition 1.18. (Série dérivée d’un série entiére complexe p-adique) On ap-

pelle série dérivée de la série Z an(z —a)", avec a,a, € C,, la série Z na,(r —a)" .

n>0 n>1

Proposition 1.13. [2/ La série entiére Z an(x — a)" et sa série dérivée ont le méme
n>0
rayon de convergence.
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Preuve.

Soit R; est le rayon de convergence de la série Y na,(z — a)" !

n>1
avec a, a, € C,

1 1 1
Ry' = limsup|na,|p~" = limsup(|nf; [a,|5)
n—-+o00 n—-+o0o

1 1
= (lim sup|n|g).(lim sup|a, |5 ).

n—-+oo n—-+oo
Et comme
% o _1)p(n)
’"|p =p =
On a
-1 . _op(n) . i
Ry = (limsup p~ = )(limsuplay, |3 ),
n—-+4oo n—-+oo
. . v, (N
on sait que lim p() =0.
n—-+00 n
D’ou le résulta. |

Définition 1.19. (Fonction développable en série entiére)
Une fonction f de variable complexe p-adique, définie au voisinage d'un point a € Cp,
est dit développable en série entiére ou voisinage de a, s’il existe une série entiére

Z an(z —a)", avec a,a, € C, du rayon de convergence R strictement positive, tel que
n>0

f(z) =" an(z —a)",Vx € D™ (a, R).

n>0

1.5.2 Fonctions analytiques sur C,

Définition 1.20. Une fonction f : D*(a,7) — C,, avec r > 0 et a € C, est dit

analytique sur DY (a,r), s’il existe une suite (a,)n>0 C C, tel que

li "=0 et = —a)" D :

Jim fan|r =0 et f(x) ;Oan(w a)", Vx € D*(a,r)
Définition 1.21. Une fonction f : D (a,7) — C,, avec r > 0 et a € C, est dit
analytique sur D~ (a,r), si pour tout p, tel que 0 < p < r la restriction de f a DT (a,p)
est une fonction analytique sur le disque D (a, p) et f(z) =Y an(zx—a)", Yz € D (a,r).

n>0

Proposition 1.14. Une fonction f :D~(a,r) — C,, avec r > 0 et a € C, est analytique
sur D~ (a,r) sl existe une suite unique (an)n>0 C C, satisfaisant |a,|p™ — 0 pour tout

pavec 0 < p<r, et f(z) =Y an(z—a)", Vo € D (a,r).
n>0
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Preuve. (Condition nécessaire) Supposons que f soit analytique sur le disque D~ (a, r)
et montrons que (a,),>o est unique.
Soient py, po deux réels, tels que 0 < p; < pa < 7 et (an)n>0, (b )n>0 deux suites d’éléments
de C, associéees a f. On a par la définition, pour tout 0 < p; < r(resp 0 < py < 1), la
restriction de la fonction f est analytique sur le disque DT (a, p1) (resp D (a, p2)).
Pour p; < py, on a

D*(a, p1) C D*(a, p3).

D’autre part, on a

Yz € D¥(a,pr), f(x) = Y an(z —a)",

n>0
et
Vz € D*(a, ps), f(z) =D bu(xz —a)"

n>0

D’ou
f(z) = an(z—a)"=> by(x—a)",Vz € D (a,p1),
n>0 n>0

donc

Vo € D (a,p1), Y (an — by)(z —a)".

n>0

D’ou a,, = b,, pour tout n > 0.

Alors on montre I'unicité du développement en série des fonctions analytiques sur D™ (a, p1).
Condition suffisante

Trivial par la définition, puisque la suite d’éléments de C,,, (a,,)n>0 existe, vérifiant nl—lgloo la,|p" =
0, pour tout p; 0 < p < r. Implique que la fonction est analytique sur le disque D% (a, p),

d’ou la résulta sur D~ (a, p). [

Remarques 1.1.

1) Une fonction de variable complexe p-adique définie sur un disque D(a,r), ot a € C,
est dite analytique sur ce disque lorsqu’elle admet un développement en série entiére en
tout point de D(a,r).

2) Si R = 400, alors f est analytique sur tout C, et on dit que f est entiére.
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Exemple 1.3.

" -
1. La fonction expp(x) = E —~ est analytique sur le disque ouvert D_(x,ppfll),
n!
n>0

et elle n’est pas analytique sur le cercle C’(O,pp%ll) (d’aprés I’Ezemple 1.2). Mais

f(z) =exp(z) = > w—' est une fonction entiére dans C.
= n!

2. Soit Y_p'az" € C,[[X]] on a
n>0
1 1
R = = = +o00.

' n lim p=—™
nggloo ‘a” |P n—-+00 p

Alors la série Z p"z" converge sur C,. Donc la fonction f : C, — C, définie par
n>0

f(x) =Y p"a" est une fonction entiére sur C,,.
n>0

Notation 1.1.

1)On note A(C,) l'ensemble des fonctions entiéres sur C, et A(D(a, R)) l’ensemble des
fonctions analytiques sur le disque D(a, R).

2)On note A(C,) \ C,[x] l’'ensemble des fonction entiéres, qui ne sont pas des polynomes,

et qui s’appellent fonctions entiére transcendantes.

Théoréme 1.22. [1] (Dérivé des fonctions analytiques)
On a

1. L’ensemble A(D(a, R)) est un espace vectoriel sur C,.

2. Si f(x) = an(z —a)" est un élément de A(DT(a, R))(resp A(D™(a, R))).

Si f est continue et dérivable sur D(a, R) alors sa dérive f € A(D*(a, R))(resp
A(D(a, R))) tel que
(@)= na,(z—a)" "

n>1

Plus généralement si R > 0, alors la série f est une fonction indéfiniment dérivable

sur le disque de convergence de f, de plus on a

fP(z) =k S Chay(z — a)" "

n>k



CHAPITRE 2

THEOREME DE PICARD

L’idée de Théoreme de Picard est venu de Théoreme fondamental d’algebre qui dit
qu'un polynéme de degré n admet n racines dans C. Dans ce chapitre, on va rappeler

quelques résultats de théoreme de Picard dans C, et on va étudier ce théoréme dans C,.

2.1 Théoréme de Picard dans C

Dans cette partie on donne quelques notions générales de I'analyse complexe (1'inégalité
de Cauchy et formule intégrale de Cauchy...). Ensuite, on étude 'ordre d’une fonction

entiere pour démontrer le petit théoreme de Picard complexe.

2.1.1 L’inégalité de Cauchy

Théoréme 2.1. [15] Soit f une fonction analytique dans un disque fermé de centre a et
de rayon r tel que :
M(r, f(x)) = max |f(z)], Vo € C.

lo—a|<r

Alors, on a la relation suivante (connu sous le nom de L’inégalité de Cauchy)

M, f(x))

la,| <
.

Pour démontrer ce théoréeme on a besoin de lemme suivant :

28
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Lemme 2.2. [11] Soit f une fonction analytique sur un courbe fermé ~y et dans son
intérieur, alors pour tout point a appartient a l’intérieur de v, On a

f@) = o f IO

2m Jyx —a

dz, Va € C.

Cette expression est appelée la formule intégrale de Cauchy, qui admet sous les
meémes hypotheses la généralisation suivante :

1 = g f s

Comi Sy (=)t

Preuve. (L’inégalité de Cauchy) Soit C' un cercle de centre a et de rayon r.

Considérons la série de Taylor de f on a

)= 3 e - a
donc -
fl(x) = ni nan(r —a)" " = éam(n +1)(z —a)"
f®(z) = i ane(n+1)(n+2)...(n + k)(z — a)".
Alors B
) (a) = apk!.
D’ont

f™(a) = a,n!. (2.1)

D’autre part, on a selon la formule intégrale de Cauchy

F(q) = n! ﬁ( f(x) dr

T omi Jy (@ —a)rtt

Puisque |z — a| = r et la longueur de C' est 27r, alors

(n) _ | nl f(z)
[ a) = 270 7{ (x — a)"“dx
' M(r, f(z))
SRLRIIG ()P
n!M(r, f(x))
— rn Y
et d’apres (2.1), |a,| = ’f(ZFa)‘ < M(T;{(@) [ |

D’apres la définition de la fonction M(r, f(x)) = I|n|zix | f(x)|, on trouve que cette fonc-

tion est une fonction croissante. Il suffit de prend r; > r > 0 pour voir que M (ry, f(x)) >

M(r, f(x)), d’apres le principle de maximum
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2.1.2 Evaluation de M(r, f(z))

On va évalue quelque fonction :

M
e Pour un polyndme de degré (n > 1), on a lim M

r—+00 |an|rn

=1, i.e le com-

portement et la vitesse de croissance de la fonction M (r, f(z)) sont les méme que

|a,,|r™ au voisinage de +oo.
En effet : Soit f(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,z", a, # 0.
Si xzeDT0,r) (x| <7r):

|f(2)] = |ao + a1z + asa® + ... + a,z"|
<lao| + |a1||z| + ... + |a,||z"]

<ao| + |ai|r + ... + |a,|r"™.

Donc
@) < Ja] <1 + 'T’;i' St :qui) |
Mais on a a1 aol 1
( ‘Zn‘l 7“+"'+|a:]r"> — 0.
Donc

n-11 1
Ve > 0,3ro(e), Vr > ro(e) : <|a 1|7+ +|a0|> <e

lan| v T Jan|

Alors, V|z| < r et Vr > ry(e), nous avons aussi
[f(@)] < an]r™(1 +¢).
D’autre part si g se trouve sur C(0,7) au point xg, on a

[f(z0)] = lanzg + (an-1257") + ... + ao)|

I

> |an||x8| - |an—1||$g - |a0|

= an[Ir" = lan—1|[r" " = ... = lao|

1| 1 1
= lap|r" |1 — o 1|—+...+M— .
|an| T |an|

D’apres (2.2), on trouve

Vr >1o(e),  [f(mo)| > lan|r™(1 —¢),
et d’apres la formules (2.3) et (2.4), on obtient

Vlzol =7, an|r"(1 — &) < [f(20)] < |an|r"(1+¢),

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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tel que r est relativement grand et € > 0.

Puisque l'inégalité (2.3) est vérifiée pour tout z € D(0,7), on a

M{r, f(x)) = max|f(2)] < |an|r"(1 +e), (2.6)

| <r
oue>0etr>rye).

D’autre part, I'inégalité (2.4) nous donne

M (r, f(x)) = max | f(z)| = |an|r"(1 —€), (2.7)

|z|<r
oue > 0etr>rye).
(2.6) et (2.7) impliquent que :
M(r, f(x))

Ve > 0,3ro(e),Vr >ro: (1 —¢) < i < (1+¢). (2.8)
Donc \
i M S@) (2.9)
r——400 ’an’rn

D’ou résultat (i.e M(r, f(z)) = |a,x™| = |a,|r™).

e Pour la fonction exponentielle (f(x

~—

3
“’II

e*), on a le méme chose pour les

M
fonctions M (r,e”) et " puisque lim Mfr. &) =1.
r—-+00 er
En effet : On sait que
2 1’3 "

Donc .

DI I B

e’ <1+ |z|+ Pt et + ..
Si |z| <, on trouve

2 3 rh
X < 1 7’

le”| +r+ = o + o 3l + .. -I— -I—

Mais, si on pose x =r € DT(0,7), on a
e’ =e"
D’ou
M{r, f(w)) = max || = ¢’
Nous avons aussi des cas pour la fonction exponentielle
« Pour la fonction ¢ : on a
o2k 3k xnk
=1+ ZL’ + ? + ? + ...+ —+..
o P . ISUI”’“
= e |§1+]:c\—0—7+ 3l + ...+ + ...
P2k 3k ' ik i
<1+T +?+3 + .. ‘l‘i‘l' €T, \V/|Zl'f|§’f’

k k
Pour z = r, on trouve que e = ¢e™ . Alors M (r,e” ) = e
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. T 1. A ’ . YA
e Pour la fonction e, on utilise les mémes étapes de la fonction précédent on

trouve

M(r,e®") = e
Théoréme 2.3. Soit f une fonction entiére transcendante, et soit P(x) un polyndme

quelconque, alors
LM, ()
r—too M(r, f(z))

i.e le maximum de |f(z)| tend vers Uinfini plus vite que le maximum de module d’un

=0,

polynome quelconque P(x).
Exemple 2.1. Soit f(z) =¢® et P(x) =x+ 2% on a :

, M(r, P(x)) _or?
]. — . = ]. —— .
| dim o f @) im 0

Remarque 2.1. On remarque d’aprés les calculs de évaluation M (r, f(x)) est tend vers
Uinfini par une vitesse différente selon la différence entre les fonctions f(x).

Ces fonctions ont des ordres différents et sont représentées dans le résultat précédent.

1. Pour la fonction e® :

M(r,e®) =e".
. k
2. Pour la fonction e* :
k k
M(r,e® ) =e".
3. Pour la fonction e :
M(r,e® ) =e€°
D’autre part, on a
T 7"2 e?"k e?"k
lim — =0; lim — =0; im ———==0; lim —=0. (2.10)
r—+oo e’ r—+oo e’ r—+oo erlk+1) r—+oo e

De ces résultats, nous déduisons que toutes les foncions M(r,e*), M(r,e™" ) et M(r,e")
tendent vers +o0o(d’apres le théoreme de Liouville), mais la convergence vers +oo est fait
de maniéré différente c’est-a-dire que

M(r,e*”) tend vers +oo plus vite que M (r, e®)

M(r, e") tend vers +oco plus vite que M(r,e™"), (k € N*).

Le graphe 2.1 suivant explique la différence des vitesses de convergence vers 400 :
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M fix))

4 0 @@ @
(N—explexp()
@)—expx~3)
) ~exp(x"2)

(4)—exp(x)

L ' ' L
[ 1 2 3 4

Le graphe 2.1

2.1.3 Ordre d’une fonction entiére transcendante

k
™ on trouve des nou-

En entrant la fonction logarithme sur les fonctions e”, eTQ, vy €
velles quantités tend vers zéro plus vite que les quantités dans la formule (2.10).
En entrant la fonction logarithme une autre fois, on trouve
Inln M (r, e*) _o Inln M(r, e*”) _s. Inln M(r,e™") _
Inln M(r,er) 7 InlnM(r,er) 7 Inln M(rer)
Ceci permet de dire que 'ordre de e égal a k, (k € N*) (en prenant e” comme une unité

de référence pour l'ordre de croissante).
Définition 2.4. On notée py, lordre d’une fonction entiére transcendent f(x), défini par :

Inln M(r, f(z)) lim lnlnM(T’,f(x)).

rotoo Inln M(r,e*) — r—too Inr

Pr=pP=

X

Exemple 2.2. Soit f(z) =¢e“, on a

Inln M(r,e”)  Inlne”
Inln M(r,e*)  Inr

r
Inr
) r
= lim — = +o0.
r—4oo Inr

Alors l'ordre de la fonction f(z) est égale 4+00.

Inln M(r, f(z))
Inln M(r,e®) ’
+00, alors lordre de la fonction f(x) est égale a

Remarque 2.2. 57 la quantité n’admet aucune limite quand r tend vers

Inln M
lim sup — (r,f(x))
r——+00 lnfr’




34

2.1.4 Petit Théoréme de Picard

On va montrer le petit théoreme de Picard dans le cas de la fonction entiere d’ordre
fini et non entier, et d’ordre fini et entier. On remplacer 1’équation f(z) = ( par une
équation plus générale de la forme f(z) = fP(x) ou P(z) est un polyndme.

I. Le cas de la fonction entiére d’ordre fini et non entier

Théoreme 2.5. Si f est une fonction entiére transcendent d’ordre fini et non entier p,

et P(z) est un polynéome non identiquement nul, alors ’équation

f(z) = BP(x).

Posséde une infinité de solutions pour tout € C (sans aucune exception).

Pour démontrer ce théoréme on a besoin de Théoreme et des lemmes suivants :

Théoréme 2.6. [15] Si la fonction entiére f posséde uniquement un nombre fini de
racines dans tout le plan C,a,b, ..., c d’ordre de multiplicité k, 1, ..., m respectivement, alors

f(x) peut s’écrire sous la forme
f(x) = (z —a)f(x = b)...(x — )™ = Q(z)eI™.
Ou g(x) est une fonction entiére.

Lemme 2.7. [15] Si f est une fonction entiére transcendante, P et QQ deux polyndomes de
dégrée m et n respectivement et P(x) 2 0, alors 'ordre py de la fonction P(z)f(x)+ Q(z)
égal a lordre p de la fonction f(z), i.e p = p;.

Lemme 2.8. [15] Si g(z) est une fonction enticre et f(z) = e9®) une fonction d’ordre

fini, alors g est un polynome tel que l'ordre de f(x) est nécessairement un entier positif.

Preuve. (Théoréme 2.5) Par 'absurde, on suppose qu’il existe 3y tel que I’équation
f(z) = BoP(z) posseéde uniquement un nombre fini de solution.
Donc la fonction f(x)— By P(z) posséde un nombre fini de racines. Et d’apres le Théoreme

2.6 précédente on a
f(z) = BoP(x) = Q(z)e”,
donc

f(z) = BoP(x) + Q(x)e?™.

Ou Q(x) est un polynoéme non identiquement nul et g(z) est une fonction entiere.
D’ou d’apres le Lemme 2.7, Uordre de f(z) et I'ordre e9®) est le méme p .
Par conséquent, le Lemme 2.8 donne que p est un nombre entier. C’est une contradiction

avec I'’hypothese du Théoréme. |



35

II. Le cas de la fonction entiére d’ordre fini et entier

Théoréme 2.9. Si f est une fonction entiére transcendante d’ordre fini n € N et P(x)

un polynome non identiquement nul, alors ’équation

f(x) = pP(x). (2.11)

Posseéde une infinité de solutions pour toute § € C sauf, peut-étre pour une seul valeur de

B.

Pour démontrer ce Théoreme on a besoin de Théoreme (2.6) et des Lemmes précédentes

avec le Lemme suivant :

Lemme 2.10. [15] Si f(x) = P(2)e?® + Q(x) ou, P(z),g(x) et Q(z) sont des polynéme
tels que P(z) n’est pas identiquement nul et deg g(x) = n, alors l'ordre de f(x) est égal

n.

Preuve. (Théoréme 2.9) Par 'absurde, on suppose que le Théoréeme n’est pas vrai.
Alors il existe au moins deux valeurs complexe (; et 55 # (31 tel que I’équation (2.11)
possede uniquement un nombre fini de solutions.

Dong, les fonctions entieres f(z) — /1 P(x) et f(x) — f2P(x) possedent un nombre fini de
z610S.

D’ou, d’apres le Théoreme 2.6, on a

f@) = BiP(x) = Qi (x)en™
et (2.12)

f(@) = BaP(x) = Qa(w)e™)

Ou Q4(x) et Q2(x) sont deux polynémes non identiquement nuls, g;(x) et go(x) sont des
fonctions entieres.

Et a partir du Lemme 2.7, on a

p(e®) = p(e”) = p(f(x)) = n,

de plus les Lemmes 2.8 et 2.9 nous donnent que g;(z) et go(x) sont des polynémes de
degré n > 1 (car sin = 0 on a g1(x) et go2(x) sont des constantes et par conséquent on
obtient a partir de (2.12) que f(z) est un polynéme).

Par la soustraction de (2.12) on a

Qi(2)e™) — Qu(2)e”™) = (By — Bo) P(x) = Py(x) (2.13)

Ou Py (z) = (81 — B2)P(x) n’est pas identiquement nul, car 51 # 5y et P(z) 2 0.
Notre but est de démontrer que I’égalité (2.13) n’est pas possible si Q1 (z), Q2(x) et Pi(x)
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ne sont pas identiquement nuls et g;(z) et go(x) sont des polyndémes de degré > 1.

Par la dérivation de (2.13) on a

(@1 (2) + Q@) g ()™ — [Qy(x) + Q2(x)gy(2)]e®) = Pl(x). (2.14)

En considérant (2.13) et (2.14) comme systéme d’équations avec comme inconnus 9

et e%2(®) pour calculons le déterminant det(z), alors

det(r) = —Qu1(2)[Q5(7) + Q2(7)g5(7)] + Q2(2)[Q) (7) + Q1 (2)g1 (v)]
= Qa(2) Q) (z) — Qu(2)Q5(7) + Q1 (2)Qa(2) g1 (x) — g5(2)]. (2.15)

)

Donc det(z) 2 0 car si on pose que det(x) =0,
et en divisant I’égalité (2.15) sur @Q1(x)Q2(x), on obtient
@Qi(r)  @5(x)
Qi(r)  Qa(x)

En intégrant dans (2.16), on trouve

+ [g1(z) = go()] = 0. (2.16)

In g;gg + g1(x) — go() = const = ¢4,
o Q(z) ,
1 2(2) — g1 —
Qg(x)e TR = e = # 0. (2.17)

Mais, a partir de (2.12), on a

Ql(x) 1(z)—ga(z) _ f(x) = BiP(x)

Qs(a)" f(@) = B2P(x)
Donc, de (2.17), on a
f(z) = BiP(x) — .
f(x) = BoP(x)

Donc (1 —¢)f(z) = (f1 — B2c)P(x).
Comme on a 31 # [, alors ¢ # 1, d’ou

flr) = B2 p )

Alors c’est une contradiction avec I'hypothese que f(x) est transcendante.
En résolvant le systéme d’équations (2.13) et (2.14) par rapport & e9(®) et €92(®) on obtient

o) _ P1@0)[@5(2) + Qa(2)gs(w)] — Pi(x)Qa(2)
det(x) ’

@ _ P1(2)Qi(2) — Pi(2)[@1(2) + Qi(2)g1 (2)]
det(x) '
Ces dernieres égalités contiennent une contradiction, car on a a gauche des fonctions

entieres transcendantes (leur ordre > 1) et a droite, on a des fonctions rationnelles, donc

polynémiales. Ce qui termine la démonstration de cet Théoreme. |
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Exemple 2.3. Pour la fonction f(x) =e*, x € C

On sait que

De plus e* est une fonction entiére transcendante d’ordre fini et entier (p = 1). Soit
[’équation

e =4, BeC. (2.18)

On pose x = u +iv, ot (u,v) € R? et B = |Ble!™&5. Donc, on obtient

€u+iv — lﬁyeiargﬁ = eueiv — yﬂyeim‘gb"

e =15).
v=arg [+ 2rk, k € Z.

i) Si B =0, alors e* = 0, cette équation n’a pas de solution. Donc I’équation (2.18)

n’a aucune solution dans C .

it) Si B #0, alors |B] # 0, d’oiu=1In|p|, et pour tout k € Z on a
xp = In|p| + i(arg 5 + 27k),

est une solution de l’équation (2.18), alors l'équation (2.18) a une infinité de so-

lution.

2.2 Théoreme de Picard dans C,

2.2.1 La distribution des zéros des fonctions entiéres

Théoréme 2.11. [12] (Strassman)

Soit f(x) = > an(x — a)" une série entiére non nulle avec des coefficient dans C,, et
n>0
supposons que f(x) converge pour tout x € DV (a,1), et soit N un entier positif défini par

les deux conditions

1) lanlp = max|anl,;
2) lanlp, < lan|p, VYn > N.

On a dans ce cas la fonction f: D" (a,1) — C,, posséde au plus N zéros dans D*(a,1).

Preuve.

La démonstration se fait par récurrence.
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1. Pour N = 0 et d’apres cette assertion |ag|, > |a,|,, Vn € N* on va démontrer que
que f n’a aucun zéro dans D¥(a,1) (i.e. f(z) # 0, Vo € D% (a,1)).
On suppose par absurde que il existe « € D" (a, 1) tel que f(a) =0, donc on a

0= fla)=ap+a(a—a)+...
alors
|aol, = |a1(a — a) + ag(a —a)* + ... ],

< max|az(a — a)"|,

< max|az|p

< |aolp-
C’est une contradiction.

2. Supposons que
lan|, = I}g%(mnlp et |anlp <lanlp, Vn > N.

On a, si f n’a pas de zéro dans D% (a,1), alors c’est évident.Et si il existe a €
D7 (a,1), tel que f(a) =0 on a, pour tout = € D¥(a,1) :

fl@) = fz) = fla) = > anl(z — a)" = (a — @)"]

n>1

=(z— ) Z ni: an(z —a)? (o —a)" 177

n>1 j=0

)Y S ane —aP(a— a1

J=0n=j+1
Posons kK =n—1—j,doncn =Fk+ j+ 1, on obtient
f(@)=(z—a)) bz —a) = (z—a)g(z)
Jj=0
ol
bj = ajrsila—a)t,

k>0
et g(x) une série entiere de coefficient b;. Il est facile de voire que ,ligrn b; = 0. on
Jj—+oo
a
b, < rilggilaj+1+k|p < lanly, Vj =0, (2.19)
de plus
by-tly = lan + axsa(@ —a) + ansala — ) + .|y = laxlp,  (2:20)

etsij>N-—1ona

|bj’p < I?§5<|aj+l+k| < jgl]\%i{lmﬂp < |aN|p~ (2.21)
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Donc, d’apres les équations (2.19), (2.20) et (2.21) on a

|bn—1p, = max |bj],

bjlp < |bn-1lp Vi >N —1

Si on applique I'hypothése de I'induction sur la fonction g(z), on conclut qu’elle
possédé au plus (N — 1) zéros sur DT (a,1). Alors f(x) = (v — a)g(z) possédé au

plus N zéros sur Dt (a, 1).

Proposition 2.1. /2] Soit f € A(D*(a,r)) tel que r >0 et a € C,

> an(z —a)" la formule

n>0

Il = max [|f(z)]p,

z€D*(a,r)

est une norme non-archimédienne.

Preuve.

Montrons que ||f]| est une norme non-archimédienne

1. Soient f € A(D*(a,r)), r>0et aeC,etVre D(a,r),Ona

Il =0 max [f(z)l,=0

> |f(z)], =0, Vo€ D¥(a,r)
< f(z) =0, Vo € D (a,r)

— f=0.

2. Soient f,g € A(D*(a,7)), r>0eta€C,etVre DF(a,r),ona

Ifgll = max |(fg)()]s

= nax [f(x)g(x)],

- xerjil;lf(};,r)v(xﬂp’g(aj)‘p

= max |f(@)ly max lg(z)l,

= [I71lgll-

3. Soient f,g € A(D*(a,r)), r > 0et a € C, et pour tout € D¥(a,r), on a

17+ 9@ = max |(f+9)()],

(f + 9@y = |£(@) + g(@)lp, Vo € D*(a,7)
< max{|f(2)], g(2)],}, Vo € D*(a,r).
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Alors
zerggg;ﬂKerg)(x)l < hax | {max{|f(z)lp,9(x)[p}}
= max{ max {If( ) |ps 19(2) [} }

z€D+(a;r

= max{ wax |f(z)l,, wmax |g(z)l}

= max{|[f(z)[], [lg()]}
Donc Vo € D*(a,7) || f + gll < max{|[f]],|gll}-

Alors ||.|| est un norme non-archimédienne.

|
Définition 2.12. Soit f € A(D*(a, R)), avec R >0 et f(z) =Y _ an(x —a)", on définit

n>0
le module mazimum de f sur 10, R], par la formule

— n
|£1(r) = maxan|,r™.

Proposition 2.2. [5] Soit f(z) = > a,(z —a)" € A(D"(a,R)), avec R > 0. Soit
n>0
0 <r < R, lapplication

f—1flr) = mggc\an|pr” (module mazrimum)
n=
est une norme non-archimédienne sur A(D*(a, R)) et on a

max | f(z)], = |f|(r),

z€D*(a,r)
cette relation est appelée égalité de Cauchy.
Proposition 2.3. [2] Soit f € A(D"(a, R)) avec R > 0, a € C, une fonction non nulle,
alors
P.1. La fonction |f|(r) est croissante.

P.2. Si f aun zéro o dans le disque D (a, R), alors la fonction |f|(r) est strictement

croissante Yr > o — al,.

P.3. La fonction |f|(r) est continue.

Preuve.

P.1. Ona |[f|(r)= max |[f(x),.

z€D*(a,r)
Sir1 < 7y, alors

[f1(r1) = max  [f(z)],

zeDt(a,r1)

< ma x
> xeD+(§r2)|f( )|p

= [f](ra).

D’ou |f|(r) est croissante.
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P.2. Soit ry > | — al,, alors on a |f|(rg) = |an|r)’, N > 1 (en raison de la présence
au moins un zéro dans le disque fermé de centre a et de rayon ry).

Donc ay # 0, d’ou si r > rg. On a
lanlpr™ > lawlpro”
Alors
[fI(r) = max|an|,r" > |aylpr™ > laxlyrg = [£](ro).

D’ou |f|(r) est strictement croissante.

P.3. Soit f € A(D"(a, R)), avec R > 0. On fixe r €0, R], alors lim la,|,r™ =0, donc
il existe n; € N*, tel que
oIAX an|pr™ = maxlan|pr” = | f|(r).

Donc si t €]0,7], on a l_1£1 |an|pt" = 0, de plus on a

max an|yt" = malan " = |f](2).

0<n<ni
Comme la fonction ¢ — m<ax|an]pt" = |f|(¢t) est clairement continue, on a le
n<ni
résultat.
|

Définition 2.13. (Fonction de valution p-adique) Soit f € A(D"(a, R)), avec R > 0
et tel que f(z) =Y an(z —a)" ol a,a, € C,, on définit la fonction ¢y sur| — oo, log R|

n>0
par

¢r: I =]—o0,logR[— R
logr — ¢¢(logr) =log |f|(r) = rqrgac{log |an|, +nlogr}.

Cette fonction est appelée la fonction de valuation p-adique de f et son graphe est

dite polygoéne de valuation p-adique de f.
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Proposition 2.4. [2] La fonction ¢ vérifie les propriétés suivantes
P1. (C’est une fonction croissante, convexe, continue et affine par morceauz.

P2. Si f aun zéro o dans D~ (a,r), ¢5 est strictement croissante pour

logr > log |a — al,.

+ _
P3. ¢y admet des dérivées a droite o1 est a gauche o1 en tout point logr € 1.
d(log ) d(logr)

et on a

° T ¢f) = N Le plus grand entier tel que ¢;(logr) = log |lay|, + Nlogr oi N
ogr
est le nombre des zéros de [ dans le disque fermé DT (a,r).

e

° d(loggbj;) =n Le plus petit entier tel que ¢¢(logr) = log |a,|, + nlogr ou n est

le nombre des zéros de f dans le disque ouvert D~ (a,r).

e N —n est le nombre des zéros de f sur le cercle C(a,r).

Exemple 2.4.

Soit P(x) = (5° +5°) + (5 + 2 x 5%) x + (5* + 5%) 2% + (2 x 5% + 5%) 2% € Cs[z],
N——————

ao a a2 as
on va calculer la fonction de valuation p-adique de cette polynome

e Pourr=—, ona
52
|CL0|5T’O = 5_3 x 1= 5_3
‘CL1|57’ = 572 X 572 = 574
lag|sr® =52 x5 4 =50
|CL3|5T’3 = 5_2 X 5_6 = 5_8.
Donc )
Pl(zy) =57
Dot N =n =0, alors P n’aucun zéro sur le disque fermé DT (0,572).
o Pourr = e on a
laglsr® =53 x 1 =573
laj|sr =52 x5 =572
|CL2|5T’2 = 5_2 X 5_2 = 5_4
’CL3|57"3 = 5_2 X 5_3 = 5_5.
Donc 1
Pl =57
D’ou

N =1, alors P a deuz zéros dans le disque fermé DT(0,571).
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n =0, alors P n’a aucun zéros dans le disque ouvert D~(0,571).

N —n =1, alors P a deux zéros sur le cercle C(0,571).

e Pourr=1, ona

laglsT® =572 x 1 =573
lay|sr =52 x1=5"7
lag|sr® =572 x 1 =572
lag|sr® =572 x 1 =52

Donc
|P|(1) =52

D’ou
N =3, alors P a trois zéros dans le disque fermé D*(0,1).
n =1, alors P a un zéros dans le disque ouvert D~(0,1).
N —n =2, alors P a deux zéro sur le cercle C(0,1).
Et comme C, algébriquement clos on a
573 0<r< ;,
Pl =457 S<r<t,
5723 > 1.
D’o1
—3logh —oo<logr < —logh,
¢p =log |P|(r) = { —2logh +logr —logh <logr <0,
—2logb+ 3logr logr > 0.

On wva tracer le graphe ¢p

loglpl(r)
h

2log(5)

log(5)

¥ log(r)
-3log(5)  -2log(5) -log(5) log(5) 2log(5)  3log(s)

“pals)
A -2log(5)
-3log(s)

Le graphe 2.2 -- Polygone de valution p-adique de la fonction P.
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Théoréme 2.14. [}] Soit f une fonction entiére p-adique on a :

|f71(r)
|71(r)

1
< -, Vr>0
r

Preuve.
Soit f(z) = aza”™ donc f'(z) =) na,z" ', d’ott Pour r > 0, on a

n>0 n>1

/ o n—1
|f](r) = max|annlr

_ = n
= —max|a,|y[n|,r

1
< . n§8(|an|pr" (car |n|, < 1)

< A1)

D’ou le résultat. [ |

2.2.2 Théoréme de Picard p-adique

Dans cette partie, on va prouver le théoreme de Picard p-adique, et on utilise certaines

propriétés de polygdne de valuation.

Théoréme 2.15. [17/( Picard p-adique)
Toute fonction entiére p-adique non constante prend chaque valeur de C,. De plus, une
fonction entiére transcendent p-adique prend chaque valeur de C, une infinité de fois (sans

aucun exception).

Pour démonter cette Théoreme on a besoin de formule de Jensen ;
Notation Soit f € A(D (a,R)), R > 0 et a € Cp, f(a) # 0. Pour tout r €]0, R[ et

a € D™ (a,r), on note

o 2(r, f) le nombre de zéros de f sur le cercle |z —al, =, ou

2r f) = 3. max(0,wa(f)),

la—aly=r
tel que wy(f) est un entier relatif, si f a un zéro a d’ordre ¢ alors w,(f) = ¢, et si

fla) #0, wa(f) = 0.

Théoréme 2.16. (Formule de Jensen) Soit f € A(D™(a,R)), R > 0 et r €]0, R], tel
que fn'a ni zéro en a. Soient (a;);>1 les zéros de f (pas nécessairement distincts) sur le
disque fermé D (a,r). Alors

log | f(r) = log |f(a)l, + 3 wa(f)log —

la—alp<r ‘O{__ab'
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Preuve.

La démonstration de cette formule est conséquence des propriétés de polygone de valuation
p-adique de f.

Soit f € A(D (a,R)),R > 0 et a € C, telle que f(a) # 0. Alors le polygone de
valuation de f donne pour tout r €]0, R|

r

log|f|(r) =log|f(a)l,+ > walf)log

|a—alp<r

. (2.22)
o — @‘p

Pour montrer 1'égalité (2.22), on supposons que les zéros de f sont dans le cercle C(a, 1;) tel
que i € {1,k} avec 0 =19 <13 <71y <--- <1 <r pour tout r €]0, R[, et le nombre des
zéros dans le disque DT (a,r;) sont n;,1 € {0,k} avec 0 =ng < ny < ng < -+ < ng < n.
On a

log |f|(r) = rTrLl%({log |an|, +nlogr},

alors pour tout ¢ €]0, 7]

0<t<ry: logl|f|(t)=1loglag|, =log|f(a)l,
ry <t <ry: log|f|(t) =log|an,|, + nilogt

ri—1 <t <rp: log|f|(t) = log|an,_,|, + nk—1logt
r <t <r: log|f|(t) =log |ank|p + ny logt.

Donc

log | f|(r) = [log | f|(r) —log | f|(rx)] + [log [ f|(rr) —log | f[(re—1)] + ... + [log | f|(r2)
— log | f|(r1)] +log | f|(r1)
= [log |an, |, + g logr —log |ay,, |, — ni log 7] + [log |an,_, |, + nk—1 log
—log|an,_,|p + nk—1logri_1] + ... + [log |an, |, + n1logrs — log |ay, |,
—nylogr| +log|f(a)l,
:10g|f(a)|p+nklog:k+nk_1logrk+...—|—nllogr2

T'k—1 T1
r r r r r
=log|f(a)|, + nilog — + ng_1 <log — —log ) +...4+m (log — —log )
Tk Tk—1 Tk T To

T r r
=log|f(a)|, + (ng — nk—1) log - + (ng—1 — ng_2)log—— + ...+ (ny — ny) log —
k

Tk—1 T2

r
+ (n1 — ng) log —
r1

k
.

= (n; —n;_1)log - + log [f(a)lp,
=1 v
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ou (n; —n;—1) le nombre des zéros de f sur le cercle |z — al, = r;, donc Vr €]0, R[ on a

,
log |1(r) = log| f(a |p+z — i) log -

7

Donc
r

log | f|(r) = log | f(a)l, + Z wq(f)log

|e—alp<r

Preuve. (Théoréme 2.15)

o0
Soit f(z) =) a,z" une fonction entiere p-adique, alors
0

lim |a,|,r" =0, Vr>0.

n—-4o00

Donc on a :
|£1(r) = max |an|r",
et
¢5(log(r)) = log|f|(r) = max{log|an|, +nlogr}.

‘O‘_a|p.

D’apres le Théoreme 2.16 on sait que les zéros de f apparaissant aux "coins" son polygéne

de valuation, et que |f|(r) = |ao|, pour r proche de zéro a condition que ay # 0.

Et comme on a f n’est pas constante, alors pour tout r suffisant grand on a

[F1(r) # laolp,

donc le polygone a au moins un coin et f a au moins un zéro.

Si f est transcendent, alors f a une infinité de nombre de coefficients non nul.

Donc pour tout n € N, il existe 7, tel que pour tout » > r, on a

[F1(r) > lan]pr™.

Par conséquent, le polygone de valuation de f a une infinité de coins, et donc f a une

infinité de zéros.



CHAPITRE 3

APPLICATION DE THEOREME DE
PICARD SUR LA FACTORISATION DES
FONCTIONS ENTIERES P-ADIQUES

Dans ce chapitre, on va appliquer le théoréeme de Picard sur la factorisation des fonc-

tions entieres p-adiques .

3.1 Factorisation des fonctions entieres p-adiques

Définition 3.1. Soit F' une fonction entiére. Si F(x) peut étre exprimé sous la forme

F(x) = f(g(x)) = (f o g(x)), (3.1)

ou f et g sont des fonctions entiéres, alors on appelle l'expression (3.1) une factorisation

de F et f, g sont appelés le facteur a gauche et le facteur a droite de F', respectivement.

Définition 3.2. Si chaque factorisation de F' de la forme ci-dessus implique que f ou g
est linéaire (resp. f ou g est un polyndéme), alors F' est appelé premiére (resp. pseudo

-premiére).

Définition 3.3. Si chaque factorisation de la forme (3.1) implique que f doit étre linéaire
lorsque g est transcendante (resp. g doit étre linéaire lorsque f est transcendante), alors

F' est appelé premiére a gauche (resp. premiére da droit).

47
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Maintenant, on donne quelques résultats sur la factorisation des fonctions entieres

complexes.

Théoréme 3.4. [18] Soit F une fonction entiére transcendante d’ordre finie et R un

nombre positif arbitrairement fize. Supposons que le systéme

F(z)=p
F'(z) = 0.

(3.2)

a seulement un nombre fini de solution pour tout constant § € C satisfaisant |3| > R.

Alors F' est pseudo-premiére.
Corollaire 3.1. [18]

Soit F' une fonction entiére transcendante d’ordre fini avec au moins un, mais au plus
un nombre fini de zéros simples. Supposons que le systeme (3.2) a seulement un nombre

fini de solution pour toute constante non nulle 5 € C. Alors I’ est premiére a gauche.

Dans la suite, on va présenter les versions p-adiques de Théoreéme 3.2 et Corollaire 3.1.

Théoréme 3.5. Soit F' une fonction entiére transcendent. Si pour tout 8 € C,, la fonction

F — B n’a qu’un nombre fini des zéros multiples, alors I’ est pseudo-premiére.

Preuve. On suppose par 'absurde que F n’est pas pseudo-premiéere, alors F' peut étre
exprimé par la forme f o g ou f et g sont des fonctions entiéres transcendent.

Et comme on a f' € A(C,) \ C,[z]. Donc f’ a au moins un zéro a € C,, i.e :
f'(a) =0,

D’autre parte d’apres le Théoréme de Picard p-adique 1'équation g(x) — a = 0 admet une
infinité de solution.

Et pour 8 = f(a) € C,, donc on a pour tout w € {g~*(a)}

(F=B)(w)=F(w) =B =fog(w)—B=fla) = =0,
et

(F' = B)'(w) = F'(w) = ['(g(w)) x ¢'(w) = f/(a) x g'(w) = 0.

D’ou tous éléments de {g'(a)} sont des zéros multiples de F — 3. Ce qui contredit

I’hypothese.
|

Remarque 3.1. Sur les mémes conditions de Théoréeme 3.5 on peut facilement démontrer

que F' est premiere a gauche.
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En effet :
Supposons que F' = fogou g € A(C,)\C,[X] et f € A(C,). D’apres le Théoreme 3.5 on
a F' est pseudo-premiere, donc f est un polyndme.
Si on suppose que deg f > 2, alors f'(w) admet au moins un zéro «.
Puisque on a g € A(C,)\C,[X], alors d’apres le Théoreme de Picard p-adique a une
infinité des zéros, et I'ensemble {g~'(a)} est infini, et pour f = f(a) € C,ona F —f a

une infinité des zéros multiples ce qui contredit 'hypothese.

Théoréme 3.6. Soit F' € A(C,)\C,[X] tel que pour tout € C,, la fonction F — 5 a au

plus un zéro multiple. Alors F' est premiére.

Les étapes pour prouver qu’une fonction entiere transcendantale donnée F' est premiere

sont :
i) F est pseudo-premiere ?
ii) F' ne peut pas étre exprimé par F'(z) = P(g(z)) ou F est entier et P est un
polynéme de deg P > 27
iii) F ne peut pas étre exprimé par F'(x) = h(g(x)) ou g(z) est un polynéme de deg > 2

et h une fonction entiére 7.

Preuve. (Théoréme 3.6)

D’apres la Remarque 3.1, F' est premiere a gauche. Donc, il reste a montrer que F' est
premiere a droit.

Pour cela, supposons que F(z) = fog, ou f € A(C,)\C,[X] et g € A(C,).

D’apres le Théoreme 3.5, F' est pseudo premiere, donc g est un polynome.

Supposons que degg = d > 2.

On a

et lorsque f € A(C,)\C,[X], alors la fonction f' € A(C,)\C,[X]. De plus, f admet une
infinie de zéros.
On choisir un élément w tel que f'(w) = 0 et g — w a que des zéros simples 71, ..., V4,
Alors, pour i =1,...,d, on a

F(yi) = f(w) =8

(F'=p)(7) =0,
cela signifie que tous les v; sont des zéros multiples de F'— 3, donc c’est une contradiction.

Par conséquent, F'(z) premiere a droit. |

Remarque 3.2. La fonction F(z) = e est vérifiée les conditions des théorémes 3.5 et

3.6, mais elle n’est pas pseudo-premiere dans C (resp. n’est pas premiére dans C).
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3.2 Construction des fonctions entieres premieres et

pseudo-premieres

Dans la suite |.| est désignée a la valeur absolue p-adique |[.|,.

Théoréme 3.7. Soit f(z) = Z a,x" une fonction entiere p-adique tel que a, # 0, pour
n>0
tout n > N. Supposons qu’il existe un entier ng > N tel que la suite (|an/ans1|)n>n, €St

strictement croissante et non bornée. Alors la fonction f est pseudo-premiére.

Preuve. On pose 1, = |ay/ans1|, Vn > 0, et prend ng le plus grand entier tel que :
Tne > MaxX{Tg, ..., Tno—_1}
Dans la suite, on va montrer que f a seulement des zéros simples dans C,\D(0, 7).

En effet, soit r > r,,. On a deux cas :

i) Sir=r, pour n > ng+1:on a la suite ()r>n, est strictement croissante, alors

Tne1 <Tn < Tptt-

donc .
‘anJrl‘rZ—’— _ An41 =1
|| an | " ’
d’ont |an | = |ay 1Pt

De plus, pour chaque entier [, 0 <1 <n—1,on a:

!
‘(I[|7’n a; 1 a; Ap—1 1
T = T = — <1
lan | la, | a1 ap | re
Donc
l n
‘al|rn < |Cbn|7”n.
Enfin, pour tout entier, [ >n+ 1, on a :
l
|al‘rn — ap ,rl—n—l
n
|an+1|rﬁ+1 An1
ap | |Gni1 aj—1
< =1.
An41 | | Qnt2 ap

D'ou |f|(r,) = 1r111§96x|al]rf1 est atteint pour les deux valeurs [ = n et [ = n + 1.
Cela implique, d’apres les propriété de polygone de valuation, que f a seulement

un zéro dans le cercle C'(0,r,).

ii) Supposons maintenant que r est différent de r,, pour tout n > ny.

Soit n > ng tel que r, < r < 7r,y.
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alors, pour tout entier [, 0 <[ <n:

aj aj+1 Qn

lag|rt = |y |7

Q42 Qp41

< \anﬂ\n’;‘“’lr’

a1

< ana|r™t.

De plus, pour tout entier [ > n+ 1, on a :

|al|7"l _ |ay l-n-1 _ |y -1
|anra|r™tt Janga] |y "

a

Ap+1 aj—1

=1.

<

Ap+1 | |An+2 ap

Alors | f|(r) = max |a|r! Vérifie seulement pour [ = n + 1.

Cela implique, d’apres les propriété de polygone de valuation que f n’a pas de zéro
sur le cercle C(0,r).

Alors tous les zéros de f dans C,\D(0,7,,) sont simples.

En effet, pour tout 8 € C,, il existe rg > 0 tel que :

|f = Bl(r) = [f1(r), pour r>rs.

Donc f — f admet seulement des zéros simples dans C,\ D(0, max(r,,,73)).
Donc tous les zéros multiples possibles de f — 8 sont dans D(0, max(r,,,7rs)) et
son nombre est fini.

En utilisant le Théoreme, nous complétons la preuve du Théoreme 3.7.

Remarque 3.3. Si ng = 0 dans le Théoréeme 3.7, alors la fonction f est premiére. Ce

résultat et une conséquence de corollaire 1.12 dans [5].

Rappelons d’abord que, étant donné un nombre réel x, on appelle partie entiere de x
et on note E(x) 'unique entier tel que F(z) < z < E(x)+ 1. On peut facilement montrer

que :
Lemme 3.8. Pour tous x,y € R on a :
E(x—y) < E(x) - E(y) < E(x —y) + 1.
Exemples 3.1. Soit N un nombre entier > 3 et soit « € C, tel que |af < 1.
Alors la fonction f(x) = Z BN g oot ume fonction entiere pseudo-premiére.

n>0

En effet :
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Soit f(x) = Z anz™, tel que a, = aFNY) pour tout n > 0.
n>0
On peut vérifier facilement que

1_1)111 |an|rn = 1_15{1 |04E(("/N)N)|rn =0, Vr > 0;

alors [ est une fonction entiere dans C,,.
Maintenant on va montrer que si ng est un entier > (2NVN=1/(N — 1)YWN=2) [q suite
(|an/ans1|)n>n, €st strictement croissante.

Pour toutn >0, on a :

| /ani1| = (1/|a|)E((n-l-l/N)N)—E((n/N)N)'

Et comme on a la fonction x — (1/|a|)® est strictement croissante, alors d’aprés le Lemme

3.8 on conclue que :

1 E«E%HN‘(%JN) a 1 E«E%HN*‘%VU+1
() < laal 5 () - (3.3)
|&‘ an+1 |&‘
De la méme maniere, on a ausst :
E((RTJFZ)N—(TLTH)N) E((nTH)N_(nTH)N)+1
<1> < An+1 < (1) (3.0
‘&‘ An+4-2 |&‘

De (3.3) et (3.4) on résulte que :

E((22)N—(=5)N) E((HIN—(3)M)+1
1 1
> — | (3.5)

|

Ap+1 ap,

Apy2 An1

E((”;2)N_ (n]—\kfl)N> _E<(n;1>N_ (X/)N) e
p([) - 1 ) -

Et comme on a

et
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D’ou
- — —{= =——> (n+ )" (n+2)/n"
[( N N N N NN = oy
2 N 1§ 1
> — n' " n'n'~77,
NN i=0 j=0
opN-2 N-1
> > i
NN i=0
- nN=EH(N —1)
= NN-1
Donc pour tout n > ng, on a :
(n+2>N (n—i—l)N (n+1>N (n)N -9
N N N N -

En suit, pour tout n > ng on a

() - () ) -E () - (R) ) =0

Alors pour tout n > ng, on a :

An1 Qn

an+2 Ap41

On compléte par Uapplication du Théoréeme 3.7.
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