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Introduction

L’étude des problémes de mathématiques ou physique, conduit souvent & la résolution
d’équations et d’inclusions différentielles. L’étude revient souvent & déterminer les solu-
tions quand elles existent ou a donner une étude analytique permettant de dégager leurs
propriétés. Ce travail est consacré a I’étude d’existence de solution pour le probléme aux

limites de Neumann.

2"(t) € F(t,x(t),2'(t)), p.p. surf0,1]

(1)

en dimension infinie ou F : [0,1] x £ x E — 2% est une multi-application a valeurs
fermées, mesurable par rapport a le premiére variable et Lipschitz continue par rapport
a la deuxiéme variable, et r, s € F.

Le probléme valeur aux limite de Neumann a attiré ’attention de nombreux chercheurs,
pour les équations différentielles du second ordre, citons par exemple Boucherif et Al-
malki [6], Guennoun [9], Granas, Guenther et Lee [10], Mawhin et Reize [14|, Wang, Cui
et Zhang [16] et leurs références.

Dans la littérateur, il y a pues de documents qui traitent 'existence des solutions aux
problémes aux limite de Neumann pour les inclusions différentielles.

Ce mémoire est basé sur le résultat de Aitalioubrahim [2] qui est consacré a 1’étude
d’existence de solution de pour le probléme (1), dans un espace de dimension infini avec
F' est une multi-application non convexe, ot il a utilisé le théoréme de point fixe introduit
par Covitz et Nadler pour les multi-applications contractantes.

Les théorémes du point fixe se révélent étre des outils trés utilisés. En effet de nombreuses
questions liées a l'existence et I'unicité des solutions de certains types d’équations et d’
inclusions différentielles, peuvent étre important a la question d’existence et d’unicité

d’un point fixe pour la multi-application, il existe plusieurs théorémes de point fixe, on



Introduction 8

s’est intéressé dans ce mémoire au théoréme de point fixe Nadler et Covitz d’une multi-
application d’un espace métrique complet.

L’objectif de notre étude et de donner quelques théorémes et propositions de mesurabilité
et multi-applications.

Notre mémoire est organisé sur un plan structure par deux chapitres.

Le premiére chapitre :on rappelle quelques notions de base, définitions et les résultats
de base concurrent les applications et les multi-applications nous avons utilisé au long de
ce travaille.

Le deuxiéme chapitre : la premiére partie est consacrée aux fonctions de Green et les
propriétés, la fonction de Green utilisé pour détailler les solutions, la deuxiéme partie

trouvé on donne le résultat d’existence de solution pour le probléme (1).



Chapitre 1

Notation et Préliminaires

L’objet de ce chapitre est de donner des notions de base, quelques résultats fondamentaux
sur les distances, les normes, les espaces et les multi-applications, la plus grande partie de
ce chapitre est consacré aux multi-applications, leurs continuité et mésurabilité que nous

avons utilisé dans ce mémoire.

1.1 Notations

Nous commencons par les notions utilisées.

Dans la suite de ce travail, on note par

e R l'intervalle des nombres réelle.

e N l'intervalle des nombres naturelles.

e [ = [a,b] un intervalle de R.

e (X, d) un espace métrique et d la distance.

e P(X) I'ensemble de parties de X.

e P(Y') 'ensemble de parties de Y.

e [, La fonction caractéristique d’une partie A d’ un ensemble donnée, définie par
1 ,sizeA

Iy=
0 ,siz¢gA

e (X, Y) un espace mesurable.
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e (X, 1) un espace mesuré.

e B(X) la tribu borélienne sur X.

e L(I) la tribu sur I des ensemble mesurable au sens de Lebesgue et dans ce cas p est la
mesure de Lebesgue.

e (I, E) I'espace de Banach de toutes les applications intégrables définie sur I dans F

Jul) = / ()| dt.

e C(I,X) l'espace de Banach des applications continues u : [ — E, muni de la norme de

muni de la norme

la convergence uniforme, i.e.

[ulleqx) = sup [[u(®)]]
tel

e C''(I, X) I'espace de Banach des applications continues différentiables muni de la norme

|\U||01(I,X) = mal‘{HUHC(I,X)? ||U'||C(I,X)}-

e B(z,7) la boule fermée de centre x, et de rayons r et B la boule unité fermée.
e H la distance de Hausdorff.

e Dom(F) le domaine de F.

e Im(F) Timage de F.

e gph(F) le graphe F.

e [I-p.p M-presque par tout.

e r, — x la convergence simple dans F.

o Sp,, I'ensemble des sélections intégrables de F.

e 0 la dérivée partielle.

e P, la famille des ensembles fermées.

/! dx s s [N N

o =% la dérivée premiére par rapport a t.
n __ d%z P <

o v = &7 la dérivée seconde par rapport a t.

e X\ A complémentaire de A dans X.
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1.2 Quelques définitions

1.2.1 Espace normé

Définition 1.2.1. une norme sur K-espace vectoriel E est une application :

I|.|| - E —]0, +o0[
z —]|z|]
vérifiant pour tout v,y € E et tout A € K
1 ||z]| =0 2 =0,
2. [|Azl] = [A[lll,
. |l +yll < el +[lyl]-

On dit que (E,||.||) est un espace vectoriel normé sur le corps K.

Exemple 1.2.2. e La valeur absolue est une norme sur R.

o Le module est une norme sur C.

Proposition 1.2.3. Soit (E,||.||) un espace normé.
L|0]=020=0

2. La propriété (2) dans la définition1.2.1 est équivalente & la forme affaiblie suivante :

pour tout x € E et tout X € K, on a ||Az|] < |A||]z]].

Proposition 1.2.4. Tout espace vectoriel normé (E,||.||) de dimension finie est un espace

de Banach.

1.2.2 [Espace de Banach

Définition 1.2.5. Un espace de Banach E est un espace vectoriel normé complet .
Exemple 1.2.6. £ = C(I,R). Alors (E,||.||c(,x)) est un espace de Banach.

Proposition 1.2.7. Sur un espace vectoriel normé (E.|.||) de dimension finie. Toutes

les normes sont équivalentes :

n
]y = |,
=1
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et

1.2.3 Espace métrique

Définition 1.2.8. Soit X un ensemble non vide, on définit d par

d: X x X — [0, +o0]

(z,y) — d(z,y).

On dit que d est une distance sur X si seulement si :
1. d(z,y) =0<=z=y.
2. d(z,y) = d(y, x), Va,y € E.
3. d(z,z) < d(x,y) +d(y,2), Vr,y,z € X.
On appelle espace métrique tout couple (X, d) constitué d’ un ensemble X et d’une distance

sur X.

Définition 1.2.9. Soient (X,d) un espace métrique et A une partie de X non vide, la

distance d’un point x € X a l’ensemble A est donnée par

d(x,A) = infd(z,a)

acA

Remarque. Tout espace métrique est séparé.

Définition 1.2.10. Soient (X,d) un espace métrique, (x,)neny € X et a € X. On dit que

la suite (z,)nen converge vers un élément a de X. Si et seulement si,

Ve >0,3n > N ,d(x,,a) <e.

Autrement dit, la suite (x,)nen converge vers a dans X quand n tend vers infini si et

seulement si

lim d(z,,a)=0.

n—>-400
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Définition 1.2.11. Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans X converge dans X.

Définition 1.2.12. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace séparé si
pour tous x,y € X, x # y, i existe V,, V,, deux voisinage de x et y respectivement tels

que V, NV, = 0.

Définition 1.2.13. Soit X un espace topologique. On dit que X est séparable s’il admet
un sous ensemble dénombrable par tout dense. X est parfaitement séparable si sa topologie

admet une base dénombrable.

1.3 Application

Dans cette section nous rappelons quelques définitions et quelques théorémes de base qu’

on a utilisé dans les chapitres suivants.

1.3.1 Continuité absolue

Rappelons la définition d’une fonction absolument continue.

Définition 1.3.1. Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — E est dite
absolument continue st Ve > 0, 30 > 0 tels que pour toute partition dénombrable de
Uintervalle [a,b] par des intervalles disjoints |ay, b vérifiant

Z(bk — CLk) < 5,

k

on a

> If o) = flar)] <&

Théoréme 1.3.2. Toute fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et seulement

st elle est lintégrale de sa dérivée, c’est a dire,

£0) — fla) = / F'(t)dt.

Proposition 1.3.3. Toute fonction absolument continue est continue ( la réciproque est

fausse).
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Définition 1.3.4. Soit f : X — X wune application. Un élément x de X est dit point
fize de f si f(x) = x.

1.3.2 Mesurabilité

Définition 1.3.5. Soit X un ensemble non vide, 2 une famille de sous ensembles de X.

Y est dite une tribu sur X si
1. 0ex,
2. Ace Y = X \AeX,
3. A, e = |JA,eX.

neN
Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés ensembles

mesurables.
Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B(X) est la plus petite

tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.3.6. Soient (X1,%1), (X2, X) deur espaces mesurables et f une application
définie sur X a valeurs dans Xo. On dit que f et (X1, Y5) -mesurable. Si pour tout A €
Mo, fTH(A) € Xy,

Si X est un espace topologique, une fonction (X1, B(X3)) mesurable est dit fonction

Borélienne ou X1-mesurable

Proposition 1.3.7. Soient (X1,01), (Xo, ©2) deuz espaces topologiques et f : X1 — Xo.
Si f est continue. Alors f : (X1, B(©)) — (X2, B(03)) est mesurable.

Définition 1.3.8. Soit (X,X) un espace mesurable, alors lapplication p : ¥ — R est
une mesure sur X si

1. p(0) =0.

2. w(UA,) = Zu(A,), pour toute suite dénombrable d’éléments de ¥ deux & deux

disjoints.

Le triplet (X, %, 1) est appelé espace mesuré.
Si u(A) = 0, pour tout A € 2, on dit que p est une mesure positive et on note pn > 0, ou
Pespace (X, 3, ) est positive.
Si 1w(A) < o0, pour tout A € X, on dit que p est une mesure finie ou que Uespace (X, %, 1)
est fini.

Si X est un espace topologique, la mesure i : B(X) — R est appelé mesure Borélienne.
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Définition 1.3.9. Soit (X, X%, u) un espace mesuré avec jn = 0. Soit A un sous ensemble
de X, on dit que A est p-négligeable ou négligeable.

SidBeX, AC B et u(B) =0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie p-presque partout (u.p.p.), si l'ensemble ou elle

n’est pas vérifiée est p-négligeable .

Définition 1.3.10. (Tribu de Lebesgue)
La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est la tribu complétée de la tribu borélienne B(R)

pour la mesure de Lebesque.

Définition 1.3.11. (Fonction simple)
Soient (X,Y) un espace mesurable, A C E, E un espace de Banach et f : X — E. On

dit que f est une fonction simple si elle de la forme.
fl@) =) L (@)ai,
i=1

o les Ay = fYx;),i = 1,..n, sont des éléments deur o deux disjoints de > et les
xi, 1 =1,..n, sont des éléement distincts de £

Cette formule est appelée la représentation canonique de f.

Proposition 1.3.12. Soient (X, X)) un espace mesurable et { f, }n>1 une suite de fonctions
mesurables définies sur X a valeurs dans R, si {fn}n>1 converge simplement vers f alors

f est mesurable.

Théoréme 1.3.13. Soit (X, X, 1) un espace mesuré fini et E un espace de Banach sépa-
rable, si f : X — E est mesurable. Alors il existe une suite { f,,}n>1 de fonctions simples

telle que f, — fu-p.p. et pour u-presque tout v € £

|| fu(@)]] < I f(2)]], Vn € N.

Théoréme 1.3.14. (Théoréme de Lebesgue) Soient (X, X, 1) un espace mesuré et E
un espace de Banach, soit (f,) une suite de fonctions mesurables définies sur X a valeurs

dans E, si la suite (f,) vérifie
(i) fo— [ pp.p. sur X,

(ii) il existe une fonction positive g € L'(X,R) telle que, pour tout n € N,

[l < g(t),Vt € X p—pp
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Alors f, — f dans L' (92, X),

/andu—>/fd,u.

Définition 1.3.15. Soit ¢ une fonction a valeurs réelles, définie sur Vs x (E\ A), ot Vi
est un voisinage d’un point s € R, E = R* et A C E un sous ensemble p-négligeable.
Si pour chaque t € Vg, la fonction x — (t,x) est u-intégrable sur E et si de plus, sur

Vs x (E'\ A), la fonction ¢ admet une dérivée partielle par rapport & t vérifiant ’inégalité

22

()| < g(a)

ot g est p-intégrable et indépendante de t, alors la fonction

0 [ el a)duo)

est dérivable au point s et ['on a

& [ et viuta) = [ FEisaauta).

1.4 Fonction hyperbolique

Définition 1.4.1. e On appelle cosinus hyperbolique de z, qu’ on note cosh(x) la quantité

cosh : R — R

x +— cosh(z) = ere

e On appelle sinus hyperbolique de x, qu’ on note sinh(x) la quantité

sinh : R — R
x +— sinh(z) =

Propriétés 1.4.2. La fonction cosh(x) est :
1. continue sur R.
2. dérivable, et sa dérivée est sinh(x), donc (cosh(x)) = sinh(z).

3. fonction paire.
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4. cosh(0) =
La fonction sinh(z) est :
1. continue sur R.
2. dérivable, et sa dérivée est cosh(x), donc (sinh(z))" = cosh(x).
3. fonction impaire.

4. sinh(0) = 0.

1.5 La distance de Hausdorff

Pour définir la continuité au sens de Hausdorff, on a besoin d’introduire la notion de
I'écart et la distance de Hausdorff. Pour cela, considérons un espace métrique (X, d). Soit

(X, d) un espace métrique, supposons d(z,y) < oo ,Vz,y € X.

Définition 1.5.1. Soient A, B deuz parties de X, on définit I’écart de A sur B, et on

note e(A, B), comme suit :

e(A,B) =sup d(z, B) = sup(mfd(:c v)),

€A r€A YEB

avec la convention :
supf) =0,
et

inf ) = +o0.

Définition 1.5.2. La distance de Hausdorff entre deux parties A et B d’un espace mé-

trique (X, d) est définie par :
H(A, B) = maz(e(A, B),e(B, A)).

Proposition 1.5.3. Soient A, B et C' des sous ensembles non vides de X, on a :

e(A,0) = oo, si A+,

2. e(0,B)=0,

3. e(A,B)=0< AC B,
4 e(4,

e(A,B) <e(A,C)+e(C,B),
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. H(A,B)=0< A =B,

5. H(A, B)

6. H(A,A) =0,

7. H(A,B) = H(B, A),
8. H(A,B) <H(AC)+H(C,B),
9. |d(z,A) —d(z, B)| < H(A, B), Vr € X.

1l est clair que H définie une métrique sur ’ensemble des parties fermées bornées non
vides de X.

Proposition 1.5.4. Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Py(X),H) est un

espace métrique complet.

1.6 Multi-application

Définition 1.6.1. [5]
Sotent Xet Y deuzr ensembles non vides. On appelle multi-application ou bien fonction

multivoque tout application F définie par F: X —2Y ou F: X 3.

Définition 1.6.2. Soit F: X — 2¥ une multi-application. On définit

e Le domaine sur X par l’ensemble :
Dom(F) = {x € X: Flx)# @}.

e L’image de F' qu’on note Im(F), [’ensemble

zeX

e Si A C X, on appelle image de A qu’on note F(A), l’ensemble défini par

:UF@;):{erﬂxeA,yGF(ﬂf)}-

z€EA

e On appelle graphe de la multi-application F' ’ensemble définie par :
gph(F) = {(x,y) eXxY:ye F(a:)}
o La multi-application inverse F~1 .Y — 2% définie par :

re FYy) & ye F(n).
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(y,x) € gph(F)™" & (x,y) € gph(F)

Ainst dom(F~1) = Im(F) et Im(F~') =dom(F).
Exemple 1.6.3. Considérons la multi-application

F:[0,1] — 28

r+— F(z) =]z, 1]

dom(F) = {x € [0,1], F(x) # 0}

={zx €[0,1],]z,1[£ 0}
=[0,1]

Alors
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d’ou
F~1:0,1[ — [0,1]
y— F~(y) = [0,y

Définition 1.6.4. Soit F': X — 2Y une multi-application et B un sous ensemble deY .

L’image réciproque de B par F notée F~1(B) est définie
FYB)={re€ X :F(x)NB#0}.
Exemple 1.6.5. Soit la multi-application

F:R — 2R

x> F(z) = [2%, 2% + 1]

Fo) = | F) =02, FR) =R, = F®)= F(®)
ze{0,1}

F'(R;) =R, F'R.) =Ry, FT'RY) =R,

1.6.1 Quelques opérations sur les multi-applications

Proposition 1.6.6. Soient F' et G deuxr multi-applications définies par
F:I—2¢etG:1—2F alors

FNG:1—2°
t— (FNG)(t)=F({t)NnG(t)
et G(t) = F(t) sont des multi-applications.

Exemple 1.6.7. Soient F,G : R — 28 telle que :

Fz)=[z—1,z+1]
et
G(z) =[x,z + 2.
On a
(FNG)(z)=[zr—Laz+1]Nz,z+ 2|

=[x,z + 1]
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Définition 1.6.8. Soit F': X — P(Y) une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f : X — Y vérifiant :

f(z) € F(x), Yx € dom(F)
Exemple 1.6.9. Considérons les multi-applications :
1.
F R — 2R
r+— F(z) = {é,x}
on prend
fR*—R
1

Ve e R*, f(x) € F(x)

alors f est une sélection de F.

2.

G:R— 2%
r+— G(x) =[-1,1]

on prend

g:R— R

xr +— g(x) = sin(z)

Ve € R, g(x) € G(x)
alors g est une sélection de G.

1.6.2 Continuité des multi-applications

Définition 1.6.10. [8] Soient XY deux espaces métriques, et F : X — 2 une multi-

application.
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1. On dit que F' est semi-continue supérieurement au point xo € X si pour tout ouvert
U tel que F(zo) C U, il existe un voisinage §2 de xq tel que F(x) C U, Vx € 2. Au-
trement dit F.'(U) est un voisinage de xo, tel que F;'(U) = {x € X : F(x) C U}.
e On dit que F est semi-continue supérieurement sur X si elle ['est en tout point
T € X.

2. On dit que F' est semi-continue inférieurement au point xo € X si pour tout ouvert
U de X vérifiant F(xo)NU # 0, il existe un voisinage 2 de xq tel que F(x)NU # 0,
Va € 2. Autrement dit F~*(U) est un voisinage de zo € X.

e On dit que I est semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout point
T € X.

3. On dit que F est continue au point xq si elle est semi-continue supérieurement et

semi-continue inférieurement au point xg, et on dit qu’elle est continue sur X si

elle l’est en tout point xo € X.

1.6.3 Semi continuité au sens de Hausdorff

Définition 1.6.11. On dit que F est :

e H-Semi-continue inférieurement (H-s.c.i) en xg € dom(F) si lim e(F(xz), F(z)) = 0.
T—>X0

o H-Semi-continue supérieurement (H-s.c.s) en xy € dom(F) si lim e(F(x), F(z)) =0
T—>XQ

e Continue au sens de H en xo € dom(F) si

lim e(F(x), F(x9)) =0 et lim e(F(xg), F(x)) =0.

T—>T0 T—>T0

Autrement dit, si elle est H-s.c.i et H-s.c.s en xg.

Donnons quelques exemples :

Exemple 1.6.12. Soit F': R — 2% définie par :

{%} six #0

[—1,1] siz=0

Cette multifonction est H-s.c.i (resp H-s.c.s)en tout xy # 0.

F(z) =

En effet; si xqg > 0 alors pour tout x voisinage de xq
Ona F(z)=F(xy) =1.
D’ou
lim e(F(xg), F(x)) = lim e(F(x), F(xy)) = 0.

T—x0 T—>X0
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De méme, si xg <0, on a F(z) = F(x9) = —1,

pour x tend vers de xg.

Donc Fest continue au sens de Hausdorff en xq # 0. Ici F est H-s.c.s en 0 mais elle n’est
pas H-s.c.i.

En effet : comme F(x) C F(0) alors En e(F(z), F(xy)) =0.

Mais pour xo = 0 € F(0),d(0, F(z)) i 1,% pour tout © # 1 donc lim e(F(0), F(z)) = 1.

T—>XQ

1.6.4 Meésurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications on peut se référer a [7] et

[13]

Définition 1.6.13. Soient (2,X) un espace mesurable, X un espace métrique et F' : Q —

P(X). On dit que F est X-mesurable, si pour tout ouvert V de X,
F'V)={teQ: F)NV #£0} e %.

Exemple 1.6.14. On a la multi-application

F:X —2%
t— F(t) = {a}

est mesurable. En effet; soit V un ouvert de X, alors

FYV)={te X,F()NnV # 0}

={te X,aeV}
X, aeV
0, ag¢V

X, 0 sont mesurables, donc F est mesurable.

Proposition 1.6.15. Soient F' et G deux espaces mesurables et définie par

F:I—2F et G:1—2F Alors

1. (FNG)(t) = F(t) NG(t) est mesurable.
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2. G(t) = F(t) est mesurable.

Démonstration. Soit V un ouvert de X.

1. On pose Z(t) = (FNG)(t)

Z7'WVy={te,LZt)NV £ 0}
—{te,(FNG)®)NV # 0}
={te,(FO)NVA0In{tel,Gt)NV # 0}
=F'(VynGcg (V).

Alors Z(t) est mesurable.
Donc F' N G est mesurable.

G (V)={tel,Gt)NV £ 0}
= {te ,Ft)NnV # 0}
={tc ,F(t)nV #0} (carF(t) C F(t))
=FV)ex.

donc G est mesurable

Théoréme 1.6.16. Soit (2,3, u) un espace mesuré avec jn > 0,0-finie et Lu-compléte.
Soient X un espace métrique complet, F': Q — P(X) une multi-application a valeurs non

vides fermées, alors les assertion suivantes sont équivalentes :
1. F est YX-mesurable.
2. gph(F) € ¥ ® B(X).
3. F~Y(B) € %, pour tout borélien B de X.

4. F7YC) € X pour tout fermé C de X.

Théoréme 1.6.17. (Théoréme d’existence de sélections mesurables).
Soient (2, X)) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : Q —
P(X) une multi-application X-mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au moins une

sélection mesurable.
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Théoréme 1.6.18. Soit (2,3, 1) un espace mesurable. E un espace méltrique séparable

et soit F': Q) — P(X). Alors F est mesurable si et seulement si Vx € E, la fonction :

gz X — R
t— g.(t) = d(z, F(t))

est mesurable

Théoréme 1.6.19. (Représentation de Castaing) Soient (I, X)un espace mesurable,
(X, d) un espace métrique séparable complet et F : I — 2% une multi-application a valeurs
fermées. Alors, F' est mesurable si et seulement si dom(F') € X et il existe une suite (f,)n

d’applications mesurables telles que pour chaque t € dom(F') on a F(t) = J{fa(t)},,
On dit que (f,)n est une représentation de Castaing de F

Démonstration. Comme dom(F) = F~1(X), on peut supposer, sans perdre de généra-
lité, que dom(F') = I.

=/

On a

E(t) = Uh(t) = J{f 0}

On pose

) = s

Y-mesurable puisque f,, est X-mesurable alors G ¥-mesurable

doa GH(V) =71 (V) € .

Dot G = F est nE mesurable.

</

Soit (), une suite fixée, dense dans X (le choix d’une telle suite est possible grace a la

séparabilité de X). Considérons pour chaque (k, j) € N? la multi-application
de‘ I — 2X

F(t)NB(wg, 57),  site FY(B(xy, 5
tn—)Gk,j(t): 0 (k2) ( (kQ))
F(t), sinon

et la multi-application F},; : I — 2% définie par F}, ;(t) = Gy (¢). La multi-application
Fj; est a valeurs fermées non vides et elle est ¥-mesurable, du fait que Gy ; est X-

mesurable.
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En effet, pour tout ouvert V de X

Gry(V)={tel:Gr(t)nV # 0}
= {t € F71(B(a, 5 ))/F()WB(%l)ﬂV#@}U{tEI\F (Blax, 5 ))/F()OV#@}

ynriyes

SNV UINF (Bl o

i.)) N F (Bla, 5

= [F~(B(xs, >
puisque F' est X-mesurable. Par conséquent F}, ; est Y-mesurable.

F}, j est X-mesurable & valeurs fermées, d’apreés le théoreme 1.6.17 , elle admet une sélection
mesurable qu’on note fj, ;.

Montrons que F(t) = U fr.i ().

(k,j)eN?
Nous avons,
fri(t) € Fy;(t),Vt € I.

Alors

U fk‘j U Fk ]

(k,9) (k,9)
Montrons la deuxiéme inclusion, i.e., F/(t) C UF—kj(t) c f(b).

(k,5)

Fixons t € I,z € F(t) et € > 0. Choisissons un entier j tel que 2% < 5, et choisissons un
entier k tel que d(zy, z) < 5.

Nous aurons,

1
xeB(xk,2 )N F(t)
iLe.,
te P (Blay, —))
ks 2] )
et donc
— 1
frj € B(xk,g)
ce qui implique
1 1 2
d(x, fr;(t)) < d(z,vp) + d(zg, fr;(t)) < 7t =5 <&
donc
T € Uf(k:y F(t) c | fra(®),
(k.,j) (k.5)
d’onl
= U{fn(t)}n
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Théoréme 1.6.20. Soient (X, X, ) un espace mesuré avec X u-compléte et p o-finie.
Soit E un espace de Banach séparable et soient f : X — E une application mesurable

et p: X — Ry une fonction mesurable. Alors
1. 2 Bp(f(z), p(x)) est une multi-application mesurable.

2. Soit T+ X — 2F wune multi-application ¢ valeurs non vides fermées. Si I' est

mesurable, alors la multi-application ¢ : X — 2% définie par

v=Az €'Q):[|f(t) — [l = d(f(2), T(t)}
est mesurable.

Démonstration. 1. Soit (z,,), une suite dense dans B(0, 1), (le choit x est possible

grace a la séparabilité de E). On pose

on(t) = f(t) + p(t)z,, Yn € N.

on(.) est mesurable car f, p sont o-mesurable. D’autre part

D’aprés le théoréme 1.6.19. L’application t — B(f(t), p(t)) est mesurable.
2. On pose
G(t) ={z e T@) : |[f(t) — 2|l = d(f(t),T()}
Pour montrer que G(t) est mesurable, il suffit de montrer que son graphe est

mesurable.

gph(t) = {(t,2) € X x E; = € G(1)}

{(t,z) € X x Eyx € T'(t),et|[f(t) — || = d(f(¢),T(?))}

{tr)e X x Esze T n{(t,z) € X x B, |[f — x| <d(f(t),T(t))}
gph(T) N gph(B(f(.),n(.)))-

avec n(t) = d(f(t),'(t))

La multi-application I' étant mesurable alors son graphe est mesurable.
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D’autre part, par le théoréme 1.6.18 on a la mesurabilité de t — d(f(¢),T'(¢)), donc
n(t) est mesurable et d’aprés la partie 1t + Bg(f(t),n(.))est mesurable.

D’ou le gph(B(f(.),n(.))) est mesurable.
Donc le gph(G) est mesurable.

Alors G est mesurable.

Théoréme 1.6.21. [7] Soit (I1,%) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable.
Soit F : I x E — 2%, une multi-application & valeurs fermées, et soit x : I — E une

application S-mesurable. Alors la multi-application F(.,u(.),u'(.)) est X-mesurable sur I.

Intégrale d’Aumann

Définition 1.6.22. [4] Une multi-application F : I — P(X) est dite Aumann intégrable

si 'ensemble Sg des sélections intégrable de F est non vide. Dans ce cas
/F(t)dt = {/f(t)dt/f € SF}
I I

Sp={f:1—E,feF{))

tel que

Propriétés 1.6.23. Soient X un espace de Banach, F,G : I — P(X) sont intégrable,

alors

Il / F(t)dt]] < / |1F(1)]dt.
2kﬂﬂw+QMﬁ:/f®ﬁ+/G®w

I 1 I

1.6.5 Théoréme de point fixe

Définition 1.6.24. Soit F : X — 2%, une multi-application ou (X, d) espace métrique.

On dit que F' est une contraction s’il existe k € [0.1] tel que
H(F(2), Fy) < kd(z,y), Ve,yeX

Définition 1.6.25. Soit F : X — 2%, une multi-application, on appelle point fize de F
tout point fire v € X, tel que :
x € F(x).
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1.6.6 Théoréme de Covitz et Nadler

Théoréme 1.6.26. [8] Soit F' : X — 2% une multi-application contractante & valeurs

fermées avec constante de contraction k. Alors, F' admet un point fize.

Démonstration. On a F' est k-contraction donc
H(F(z), F(y)) < kd(x,y),Vz,y € X.

On choisit k; €]k, 1] et 29 € X, donc il existe 1 € F(xg) telle que d(xg,z1) > 0 (si
d(zg, 1) = 0 alors x1 = x, d’ou zg € F(x¢), donc xy est un point fixe).

On a:

d(zy, F(21)) < H(F(20), F(71))
S kd(l’o,.ﬁl)

alors, il existe o € F(z1) telle que
d(ZEh JZQ) < kd(l’g, ZEl),

pour xg, x1, 22 € X, d(zg, 1) < 00 et d(xq,x2) < 00.

Il existe x5 € F(x9) telle que

d(x% 333) S kd(xlv 372),

S de(ZL‘(), 171).
il existe x4 € F(z3) telle que

d(l’g, ZE4) S k’d(I27 [I)3),

S ]C3d($[], xl)
Par récurrence on obtient une suite x,, telle que z,,11 € F(z,), pour tout n € N* et

d(xp, Tpy1) < k"d(xo, 21).

D’ou (z,,), est une suite de Cauchy.

Donc il existe z € X, x,, — x telle que

d(xn, F(x)) < H(F(2n), F(2))
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< kd(zp, ).

Alors
d(x,, F(x))=0

x, € F(z) = F(x)

et comme F' est fermé, alors

lim z, =z € F(x).

n—aoo

On conclue que F' admet un point fixe z. [ |

Lemme 1.6.27. Soit F': I x E — 2F une multi-application & valeurs fermées non-vides

satisfaisant :
(i) pour tout x € E, F(.,x) est mesurable sur I.
(ii) pour toutt € I, F(t,.) est continue au sens de Hausdorff sur E.

Alors pour toute fonction mesurable x(.) : I — E. La multi-application F(.,xz(.)) est

mesurable sur I

Démonstration. On choisissez une suite d’ application simple. z, : I — FE, telle que :
x,(t) converge vers x(t) presque par tout sur I.

D’aprés (i) on a F(.,x,(.)) est mesurable.

D’aprés (ii) on a nl—lgloo F(t,z,(t)) = F(t,z(t)) presque par tout sur /

évidement, F'(.,x(.)) est fermé. puisque F'(.,z,(.)) sont mesurables nous pouvons choi-
sir une suite de sélections mesurables {f.;(.)}i<1 de F(.,z,(.)) tel que : F(t,z,(t)) C

{fni(t),1 > 1} cela implique que :
F(t,x(t)) C {fui(t), 1 > 1}.

Donc F(t,z(t)) est une multi-application a valeur fermées séparables.

XO = U{fnz(t);nal 2 1}
De plus, pour tout ensemble ouvert U C X.

On pose G(t) = F(t,z(t))

Gl={tel,Gt)nU # 0}
={tel,F(t,z(t)NU # 0}
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d’aprés la preuve du théoréme de représentation de Castaing 1.6.19
F(t,z(t)) est mesurable sur I. [ |



Chapitre 2

Etude d’existence de solution pour une
inclusion différentielle du second ordre
avec des conditions aux limites de

Neumann

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a étudier d’une inclusion différentielle du second ordre avec

des conditions aux limites de la forme :

"(t) € F(t,x(t),2'(t)), p.p.t€[0,1]

Ou E est un espace de Banach séparable, F' : [0,1] x E x E — 2¥ une multi-application
a valeurs non vides Hausdorff Lipschitz. On va commencer par un lemme préliminaire
ou on démontre quelques propriétés de la fonction de Green, on aura besoin dans la dé-
monstration de résultat d’existence de solutions. Cette fonction a été utilisée par plusieurs
auteurs pour ’étude des équations et inclusions différentielles de second ordre, nous citons
Hartman [12] a fait une étude originale des problémes a deux conditions aux limites, pour
une équation différentielle ordinaire. Dans [1], [11] les auteurs ont généralisé cette étude

pour les problémes avec des conditions aux limites en deux points, pour le méme type

32



2.2. Fonction de Green 33

d’équations.
On considére C'(I, E) 'espace de Banach des applications continues différentiables muni

de la norme

lu()ller = maz{[lu()llc, [[u'()llc}

2.2 Fonction de Green

Lemme 2.2.1. Soient E un espace de Banach séparable, et G : [0,1] x [0,1] — R, la

fonction définie par :

cosh(1—s) cosh(t)

G(t, ) sinh(l) O<t<s<l (2.1)
t,s) = .
cosh(1—t)cosh(s)
— a0 Usssisl

alors on a les résultats suivants :

1. Siue C*(I,E) avec v'(0) = /(1) =0, alors

1
u(t) —/ G(t,s)u"(s)ds, sur[0,1] (2.2)
0
2. G(.,s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s € [0, 1], est sa dérivée est donnée par

cosh(1—s) sinh(¢)

8_G _ sinh(1) ) 0<t<8<1
sinh(t—1)cosh(s
T smh(l) 0<s<t<1
oG
3. G(.,.) et E(,) vérifient

sup |G(t,s)| < A
t,s€0,1]

et
oG
sup ‘E(t’ s)‘ <1

t,s€[0,1]

4. Soit f € LY([0,1], E) et uy : [0,1] — E Uapplication définie par :

us(t) = / G(t, 5)f(s)ds,

alors
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De plus, la fonction uy est dérivable et sa dérivée u’f vérifie :
_up(t ) —up(t)
1 = up(t 2.4
hglo h uf( )7 ( )
pour tout t € [0,1].
Par conséquent, u’f est continue sur [0,1] a valeurs dans E.
Démonstration. 1. [15] pour tout s,t¢ € [0, 1]
1
u(t) = / G(t, s)u(s)ds
0
2. pour tout s € [0, 1] et pour tout h > 0, assez petit avec t < t + h nous avons
cosh(1—s) rcosh(t+h)—cosh
Glt+h,s) = Gt,s) | “Gmme[etEhzetl] 0 <t<s <1 05
h N cosh(s) rcosh(1—(t+h))—cosh(1—t) '
sinh(l)[ h ]7 0<
d’otut :
. G(t+h,s)—G(t,s) 0IG
1 = —
=y h ot (t,5)
cosh(1—s) sinh(¢)
_ sinh(1) ) 0<t<s<
sinh(t—1)cosh(s)
R 0<s<

donc G(.,.) est dérivable sur [0, 1], et sa valeur est donnée par (2.3) D’aprés la

fonction de G nous avons

On a 0 <t<s<1,dapreés les propriétés 1.4.2.

Comme cosh et sinh sont des fonction croissantes sur [0, 1]. Alors,

cosh(1 — s) sinh(t)

t,s)| = <A
et pour 0<s<t«l
cosh(1 — s) sinh(?)
t = <A
Gt )] = |l <
Ou
cosh*(1)
A= ——-,
sinh(1)

on conclut que

sup |G(t,s)| < A
t,s€[0,1]
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oG
D’aprés la définition de la dérivée de G(t,.), il est vérifiee que : sup \E(t, s)|,

t,s€[0,1]
on a
Gy ol sh®) - g <tg<s< ]
- S —
ot ’ sinh(t—1)cosh(s
et < s <<
pour 0<s<t«l
’cosh(l - s)smh(s)| < |cosh(1 — 1) sinh(t)| 1
sinh(1) - sinh(1) -
pour 0<s<t«l
|cosh(1 —5) sinh(s)’ < ’cosh(l —t) sinh(t)’ -1
sinh(1) - sinh(1) -
Donc

oG
sup | (t,5)| < 1
t,s€[0,1] 9,

3. Soit f € L*([0,1], E) et soit 'application u; : [0,1] — E définie par

up(t) = /0 G(t, s)f(s)ds, Vit € [a,b]

sup |G(t,s)| < A
t,s€[0,1]

le théoréme 1.3.15 de la convergence dominé nous assure la continuité de u; sur
0,1]. On veut démontrer maintenant que uy est dérivable. En effet,

a) la fonction G(t,.)f(.) est Lebesgue-intégrable pour tout ¢t € [0, 1].

b) d’aprés 2), la fonction G(t,.) est dérivable pour tout ¢t € [0, 1], fixé, et donc la
fonction G(¢,.)f(.) Uest aussi.

c) H%—f(w)f(S)ll < |[[f(s)Il , pour tout (¢, s) € [0,1] > [0,1].

En effet, on a

1% )M = 15 e )]
<L
<A@l

D’aprés les propriétés a), b) et ¢) nous permettant de conclure, par le théoréme

1.3.14, que uy est dérivable et que sa dérivée u’f est donnée par

i (t) = %(/01 G(t,5)f(s)ds) :/Olaa—f(t,s)f(s)ds,Vt 0,1
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D’ou

et

Proposition 2.2.2. /1] Soient E un espace de Banach séparable et f : [0,1] — E une

application continue. Alors la fonction

1
us(t) :/ G(t,s)f(s)ds, Yt e [0,1] (2.6)
0
est la solution dans C*([0,1], E) du probleme

—u’(t) +u(t) =0, Vitel0,1]

2.3 Reésultat d’existence

Théoréme 2.3.1. Soient E est un espace be Banach séparable et F : [0,1]x Ex E — 2F.

est une application a valeurs fermées non vides vérifie les propriétés suivante :
1. Pour tout (z,y) € E x E,t — F(t,x,y) est mesurable et intégrablement bornée.

2. I existe une fonction m(.) € L*([0,1],R™) tel que pour tout t € [0,1] et pour toul
T1,T2,Y € E.

HF(t,01,9), Flt,2,9)) < mit) | 2 — 22 |

Alors, si fol(l +m(s))ds < % , pour tout r,s € E, le probléme
W(t) € F(t, 2(t), (1)), pop. sur [0, 1
2(0)=r2'(1) =s

admet une solution sur C*([0,1], E).
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Démonstration. Soient r, s € E, on introduit la fonction p qui est définie par :
p:0,1] — FE

1
t— p(t) = 5(3 — )t +rt

et la multi-application H : [0, 1] x C([0,1], E) — 2% définie par :

H(t, u(t)) — u(t) — F(t, ult) + p(t), (1) + p’(t)) + (s - r) (2.8)

On considére le probléme suivant :

—u”(t) + u(t) c H(t,u(t)), p.p. sur [0’ 1] (2.9)

w'(0)=u'(1)=0
On remarque que la fonction u(t) est une solution du probléme (2.9), si et seulement si la
fonction x(t) = u(t) 4+ p(t) est une solution de probléme (1), pour tout t € [0, 1].
On a F(.,u(.),u(.)) est une multi-application & valeurs fermées, utilisant ’hypothése (1)
et appliquant le lemme 1.6.27.
On conclut que la multi-application F(.,u(.),u'(.)) est mesurable, donc elle admet une

sélection mesurable f : [0, 1] — E tel que :

7(t) € F(t,ult), o' (1)), ¥t € [0, 1]
D’aprés (1) si F' est intégrablement bornée alors, f € L'([0,1], E).
Donc, on peut définir ’ensemble Sz, par :

Spu = {f e LM[0,1], B) : f(t) € F(t,u(t),«'(t)), ¥t € [0, 1}}

qui est non vide.
Pour résoudre le probléme (2.9) en va utiliser le théoréme du point fixe Covitz et Nadler

1.6.26. Considérons une multi-application
T:C([0,1), E) — 2000115)
définie comme suit, pour u € C([0,1], F),

T(u) = {z € C([0,1], E) : 2(t) = 01 G(t,s)h(s)ds, Vt € [0,1] et h € SH#}.

avec

St = {h e LN[0,1], B) : h(t) € H(t, u(t)),Vt € [0, 1]} £0.

On va montre que 7' satisfait les hypothése du Théoréme 1.6.26.
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1. T a valeurs fermées non vides. En effet :

e Pour tout t € [0,1] et h € Sy, on a

2(t) :/0 G(t, s)h(s)ds

h € Sp. c’est & dire, h(s) est intégrable bornée et comme G(%,s) est continue

bornée.
Alors )
/ G(t,s)h(s)ds < +o0
d’ou O
T(u) # 0.
e Pour tout n >0 on a :

zn € T'(u) alors il existe une suite (h,) € Sy, tel que :

up(t) = /01 G(t, s)hn(s)ds,V t € [0, 1]

1

lim wu,(t) = lim G(t,s)hn,(s)ds

n—-aoo n——~oo 0
h, € L'([0,1], E), G(t, s) continue et |G(¢, s)| bornée, alors d’aprés le théoréme de
Lebesgue 1.3.14

uw(t) = lim w,(t)

- 7?2(t, s)h(s)ds.

Ou h(s) = lim hu(s) et h e LY([0,1], E)

Comme F est a valeurs fermées, alors
H(t,u(t)) = u(t) — F(t,u(t) + p(t),w'(t) + p/(8)) + (s — 1)

est & valeurs fermées. Donc

h(s) € H(t,u(t))

et par conséquent h € Sy,

u(t)e/o G(t, s)h(s)ds.

On a lintégrale de Aumann de G(t,s)H (s, u), définie par :

/01 G(t,s)H(s,u)ds = { /01 G(t,s)h(s)ds, h € SH,u)}.
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Alors U € fol G(t,s)H(s,u)ds. Donc

/Gts

Par conséquent u € T'(u), donc T'(u)est fermeée, pour tout u € C([0, 1], E).

2. Montres que 1" est une contraction.
Soient uy, us € C([0,1], E) et considére z; € T'(uy).
Alors il existe hy € Sy, telle que :

2 = /1 G(t,s)hi(s)ds, vVt € [0,1]

En utilisant (2.8), on aura
h1<t) = ul(t) - fl(t) + (8 — T),Vt c [0, 1]
Ou f; est une sélection mesurable de F

fi(t) € Ft,u(t), u'(t))

D’autre part, soit € > 0 et considérons la multi-application a valeurs U, : [0,1] — 2F,

donnée par

U.t) = {z € B 1A = 2l < m(®)]lwn (1) = wa()] +¢ }.

Montrons que U, non vide.

Pour tout ¢ € [0, 1], soit ¢ € [0, 1], nous avons
H(F(t,un(t), 1 (1), F(E ua(t), us(t)) < m(t)||ua(t) — ua()]]-
Par conséquent , il existe z € F(.,ua(.), u5(.)) tel que :

1 £1(t) — z|| < m@®)||lur(t) — ua ()] + &

d’ou
Ue(t) # 0
e Montrons que U.(t) a valeurs fermées.
Soit ¢ € [0,1] et soit (z,,), une suite de U.(t) tels que (z,), converge vers x quand n tend
vers infini.

Donc, pour tout n € N, x, € F(t,u(t), v (t)), et z, € E

£ (&) = zall = m()|Jua (t) — ua(D)]| + €
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i [1£0) = mall = 1)~ 2]

(car la norme est continue)

Donc
1f(t) = zn|| = m()|[ur(t) —ua(t)][ + €

Alors z € U(t)
D’ ou U.(t) est a valeurs fermées.

Maintenant on va montrer que la multi-application
Vit — U(t) N F(t,ua(t), ug(t))

est mesurable.

1) D’aprés la théoréme 1.6.21 ¢t — F(t,u(t), v (t)) est mesurable D’aprés le théoréme
1.6.20 t — U, est mesurable.

Alors 'intersection de deux multi-applications mesurables est mesurable.

D’aprés la propriété 1.6.15

[’intersection de deux multi-application mesurable est mesurable.

Donc V est mesurable.

Alors, il existe une sélection mesurable f : [0,1] — E tel que, pour tout ¢ € [0,1],
fa(t) € V. Donc

f2(t) € F(t, ua(t), up(t))
et fo(t) € Uc(t). Clest a dire

1£1(2) = fo(t) | < m(t)|Jur(t) — ua(t)]] + €.

Maintenant, pour tout ¢ € [0, 1], on pose
ha(t) = ua(t) — fo(t) + (s — 1)

et
() = /0 G(t, 5)ha(s)ds.

Donc

1
, Vt €[0,1]
0

‘zl(t)—ZQ(t)H - H/Ol G(t,s)hl(s)ds—/ G(t, s)ha(s)ds
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- H /01 G(t,s)(ui(s) — fi(s) + (s = 1) — (ua(t) — fo(s) + (s — r))dSH
_ /01 Hg(t,s)(ul(s) — f1(t) — ua(s) — fQ(S))dsH

< [l

D’aprés le lemme 2.2.1 on a |G(t, s)| < A alors

‘zl(t)—ZQ(t)H gA/Ol ul(s)—UQ(S)Hds—l—)\/ol
< /\/01 Hul(s) —uz(s)Hds + /\/01 m(s)Hul(s) - u2(s)Hd5+)\5

fi(s) = fa(s)

)ds.

wr (s) —uz(S)H +\

fils) — fg(s)Hds

<

wn() — “2(‘)Hoo /01(1 +m(s))ds + Ae.

pour tout t € [0, 1],

21 — 2z9|| = sup ||z1(t) — zz(t)H.
00 te€[0,1]
Alors .
’ 21— z|| < )\‘ Uy — Us / (14+m(s))ds + Ae. (2.10)
o0 oo 0

Comme 2, € T'(uy) et z5 € T'(ug), alors

H(T(ul), T(UQ)) = max (e(T(ul),T(uz)), e(T (us), T(m)))

= max| sup ( inf d(zl,22)>, sup < inf d(22,21)>
21€T(u1) 22€T (u2) 22€T (u2) 21 €T (u1)

S d(Z1722>
=[ar ==
donc
H(T(Ul,T(U2)> < ’ 21 — 29
1
g)\) Uy — Ug / <1+m(s)>ds+)\5,
o Jo

pour ¢ tend vers 0, on obtient

H(T(ul,T(ug)) < )\‘ ur = U] /01(1 +m(s))ds

1

1
Par conséquent, si /(1 + m(s))ds < % T est une contraction. D’apres le théoréme

0
1.6.26, T admet un point fixe.

Alors, u est une solution de probléme (2.9). D’ ou les probléme (1) admet une solution. W



Conclusion

Cette étude et consacrée d’une part a une étude mathématiques puissant et utile qui est
les inclusions différentielles du second ordre.

La démarche a été établie par le lemme préliminaire concerne a la fonction de Green.
Enfin, on a traité un théoréme de résultat d’existence de solution dans un espace de
Banach séparable de dimension infinie pour une inclusion différentielle du second ordre,

nous utilisons le théoréme de point fixe de Covitz et Nadler.
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