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Notations

Espaces

N

N*

L’ensemble des nombres naturels.
L’ensemble des nombres naturels non nuls.
L’ensemble des nombres réels.
L’ensemble des nombres complexes.
Intervalle fermé de R d’extrémité a et b.
Espace mesurable.

Espace mesuré.

Espace métrique.

Espace de Banach.

Dual de F.

Tribu de Lebesgue.

Tribu borélienne.

L’ensemble {f : [a,b] — E mesurable, || f]|, < +oo} muni de

1
la norme | f]], = (f;’ ||f(t)||”du(t)> "
L’ensemble {f : [a,b] — FE mesurable, ||f||. < +00} muni de
la norme ||l = inf{e > 0/ | F(1)]| < ¢~ pop}.
L’espace des fonctions continues sur [a, b|.
L’espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

I'ensemble de tous les sous-ensembles non vides fermés de E.

l'ensemble de tous les sous-ensembles fermés bornés non vides de E.



Re(2)

Distances
Bg(0,1)
d(z, A)
e(A, B)

dn(A, B)

Symboles et fonctions

Partie réelle d’'un nombre complexe z.

Ensemble des partie de Y.

Résidus d'une fonction f.

Dérivée d’une fonction f.

Dérivée n*™ d’une fonction f.

Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'une fonction f au point ¢.

Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre av d’une fonction f

au point .

Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o d’une fonction f au point .
Transformée de Laplace.

Fonction Gamma.

Fonction béta.

Partie entier du nombre «

Boule unité ouverte de E.

Distance entre = et 'ensemble A définie par d(z, A) = infyeca ||z — y||.
Ecart entre A et B donnée par e(A, B) = sup,4 d(z, B).

Distance de Hausdorff entre A et B donnée par

dy(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).



INTRODUCTION

Le terme "calcul fractionnaire" n’est pas nouveau. Il s’agit d’une généralisation de la
différentiation et 'intégration d’ordre entier a la différentiation et 'intégration d’ordre
non entier.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d’un bon nombre de phénomenes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne per-
mettent pas de tenir compte de la dynamique anormale que présentent certains systemes
complexes rencontrés dans la nature ou dans les interactions de la société.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17 eme siecle jusqu’a nos
jours. Les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin des années 1695
quand "Hospital a soulevé une question a Leibnitz en s’interrogeant sur la signification
de ZZ—}{ lorsque n = 1/2. Leibnitz, dans sa réponse, voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiere, et a écrit a I’'Hospital :"... cela conduirait a un
paradoxe a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre
les années 1990 pour voir apparaitre ces premieres 'conséquences utiles'. La premiere
tentative sérieuse de donner une définition logique a la dérivée fractionnaire est diu a
Liouville qui a publié neufs documents sur ce sujet entre 1832 et 1837. Indépendamment,
Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et
c’est depuis qu’elle porte le nom "Approche de Riemann-Liouville'. Plus tard, d’autres
théories on fait leur apparition comme celle de Grunwald (1867-1872), Letnikov (1868-
1872), Laplace (1812), Fourier (1822), Abel (1823-1826), etc.

A cette époque il n'y avait presque pas d’applications pratiques de cette théorie, et c¢’est

pour cette raison qu’elle a été considérée comme une théorie abstraite ne contenant que

iv
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des manipulation mathématiques peu utiles. Le passage des formulations mathématiques
pures a des applications a commencé a voir le jour depuis les années 1990, ou les équations
différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels que la physique,
la biologie, la mécanique, etc (Voir les ouvrages de [16], [6], etc).

Ce mémoire se compose de trois chapitres. Dans le premier, nous donnons des notions
préliminaires issues de I'analyse et de I’analyse multivoque.

Le deuxieme chapitre sera consacré a I’étude des propriétés essentielles des intégrales
et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo ainsi qu’a la relation qui
les lie. Finalement, au troisiéme chapitre, on s’intéresse a ’application de ces notions a

I’étude du probléme aux limites suivant

Du(t) € F(t,u(t), D* tu(t)), p.p. te€0,1],
(Pr) ,
IPu(t) = = 0, u(1) = /0 u(t)dt.

ot a € (1,2], B € [0,2 — a] sont des constantes données, D* (resp. I?) est la dérivée
(resp. intégrale) fractionnaire de Riemann-Liouville et F': [0,1] x E x F =2 E une multi-
application a valeurs non vides et fermées, E' étant un espace de Banach séparable. Des
propriétés topologiques de 'ensemble des solutions sont aussi présentées.

Les inclusions différentielles fractionnaires ont été étudiées pour la premiere fois par
El-Sayed et Ibrahim dans [11]. Récemment, plusieurs résultats qualitatifs pour les inclu-
sions différentielles fractionnaires ont été obtenus dans [8], [9]. Il existe une littérature

importante dans le cas de I'inclusion
D%u(t) € F(t,u(t)), p.p. t€[0,1]. (1)

Cependant, tres peu d’études sont disponibles dans le cas de I'inclusion (Pz).



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et quelques théoremes de base

qui nous seront utiles dans les chapitres suivants.

1.1 Applications absolument continues

Définition 1.1. [13] Soit E un espace vectoriel normé. Une fonction f : |a,b] — E est
dite absolument continue si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tels que
pour toute partition dénombrable de l'intervalle [a,b] par des intervalles disjoints |ay, by]
vérifiant

> (b —ax) <0

keN

on a

Z 1f(br) — flar)]| < e

keN
Théoréme 1.2. [13] Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si, et seulement

si, elle est l'intégrale de sa dérivée i.e.,

£0) ~ fa)= [ F (1)t
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Remarque 1.3. [13]
- Une fonction absolument continue est continue.

- Si f est absolument continue, il existe une fonction Lebesque intégrable g sur [a,b]

telle que pour tout x € [a,b],
L’espace de toutes les fonction absolument continues définies sur [a, b] est notée AC(a, b]).

1.2 Fonctions Eulériennes

Dans cette section, nous présentons la fonction Gamma et la fonction Béta. Ces deux

fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire (voir [2]).

1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Léone Euler (1707-

1783) dans son objectif de généraliser le factoriel a des valeurs non entieres.

Définition 1.4. La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement le fac-
toriel aux nombres réels, et méme aux nombres complezes x € C tel que Re(x) > 0. On

définit la fonction Gamma par
+oo
I(x) :/ t" e tdLt. (1.1)
0

Lemme 1.5. Soit z € C tel que Re(z) > 0. Alors,

L(z+1) =2I'(2), (1.2)
et plus généralement,
F(z+n+1)= [ (z+75)T(2). (1.3)
0<j<n

Lemme 1.6. Pour tout entier naturel n € N*, on a
I'(n)=(n—1)L (1.4)

Cas particuliers.
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Remarque 1.7. Pour tout entier naturel n € N*, on a
I'(n)=(n—1)! (1.5)

Le théoreme suivant montre que la fonction I', initialement définie sur le demi-plan
{z € C: Re(z) > 0} et satisfaisant I’équation fonctionnelle (1.2), admet un prolongement
analytique sur ’ensemble des nombres complexes, excepté pour z =0, —1,—2, -3, ... qui

sont des poles.

Théoréme 1.8. (Prolongement sur C/ Z) La fonction I' s’étend en une fonction mé-
romorphe sur C dont les seules singularités sont des poles simples aux entiers négatifs
z=0;—1;-2;=3;..., ou elle a pour résidus

_1)"

Res(I', —n) = ( o

(1.6)

1.2.2 La fonction Béta

Définition 1.9. La fonction Béta est définie pour tous les nombres complexes © et y des

parties réelles strictement positives par

Blz,y) - /01 11— )t (17)

Remarque 1.10. Par le changement de variable s =1 —t, on remarque que
B(z,y) = B(y, ). (1.8)

Théoréme 1.11. Soient z,y € C tels que Re(x) > 0 et Re(y) >0, on a

L(2)C(y)

By =1a 1y

(1.9)

1.3 La distance de Hausdorff

Définition 1.12. [7] Soient A, B deuz sous-ensembles d’un espace métrique (X,d).
L’écart entre A et B est défini par
(A, B) = sup d(a, B),
acA
avec

d(a,B) = ggjfg‘ d(a,b).
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La distance de Hausdorff entre A et B est alors définie par

dy(A, B) = max (e(A, B),e(B,A)).

Proposition 1.13. [7] Soient A, B, C C X

1. e(A,0) =00 si A#0,

2. e(, B) =0,

3. e¢(A,B)=04 ACB,

4. e(A,B) < e(A,C) +e(C,B),

6. du(A, B) < du(A,C) + du(C, B),

7. |d(z, A) — d(x, B)| < du(A, B), Vo € X.

1.4 Notions sur les multi-applications

Les résultats suivants sont pris de la référence [7].

Définition 1.14. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
F définie sur X a valeurs dans Y toute application qui a chaque élément x € X associe

un sous ensemble F(x) deY et on note F: X =Y ou F: X — P(Y).

e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F, qu’on note dom(F), le

sous ensemble de 'Y défini par
dom(F) ={x € X : F(x) # 0}.
e On appelle ’image de F', noté Im(F'), l’ensemble défini par
Im(F)={yeY:3r e X tel que y € F(X)}.
e On appelle graphe de F, qu’on note gph(F), le sous-ensemble de X x Y défini par
gph(F) ={(z,y) € X XY :y € F(z)}.
o La multi-fonction inverse F~':Y = X est définie par

€ Fl(y) <y e F(x).
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Définition 1.15. Soit F': X =Y une multi-application et soit V un ouvert de Y

o On appelle image réciproque large deV , qu’on note par F~1(V), le sous-ensemble
de X défini par
FrV)={ze X :F(x)V #0}.

e On appelle image réciproque étroite de V, qu’on note par FJ:l(V), le sous-

ensemble de X défini par
F'(V)={zeX:F(z)CV}.

Définition 1.16. [8/ Soit E un espace de Banach. La multi-application
F: E = P(E) avaleurs non vides fermées est une A-contraction s’il existe 0 < A < 1 tel

que pour tous u,v € E

dy(F(u), F(v)) < Mlu —v]. (1.10)

1.5 Les multi-applications mesurables

Pour plus de détails, voir la référence [7].

Définition 1.17. Soient (T,X) un espace mesurable, X un espace topologique et
F T = X une multi-application.

On dit que F est X-mesurable si, et seulement si, pour tout ouvertV de X, F~1(V) € X.

Théoréme 1.18. Soit (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et

F T = X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
1. I est X-mesurable.

2. Pour chaque x € X, la fonction

g: T — R

t — d(z, F(t)) est X-mesurable.

Définition 1.19. Soit F': T =% X une multi-application. On suppose dom(F) =T

On appelle sélection de F' toute application f: T — X telle que

f(t) € F(t) pour tout t € T.



1.6. Fonction intégrable au sens de Bochner 6

Théoréme 1.20. (Ezistence de sélection mesurable)

Soient (T,Y) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et

F T = X une multi-application mesurable a valeurs non vides fermées. Alors, F admet
une sélection mesurable i.e., il existe f : T — X mesurable telle que f(t) € F(t), pour

toutt € T.

Théoréme 1.21. Soient (T,X, 1) un espace mesuré avec j o—finie, on suppose que X
est u—compléte et X un espace métrique séparable. Soit F': T' = X une multi-application

a valeurs non vides fermées. Alors les assertions suivantes sont équivalentes
1) F est ¥-mesurable.

2) gph(F) e X @ B(X).

Proposition 1.22. Si Fy et Fy sont des multi-applications mesurables a valeurs non vides

compactes, la multi-application t — Fy(t) N Fy(t) est mesurable.

Théoréme 1.23. Soit (T,X) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique complet
séparable et soit F': T = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Alors F
est mesurable si, et seulement si, il existe une suite (f,,)n>1 d’applications mesurables telle

que pour tout t € I

F(t) = {fa(t)}r>1-

1.6 Fonction intégrable au sens de Bochner

Soient (7,3, 1) un espace mesuré de mesure p finie. (Pour plus de détails nous ren-

voyons le lecteur & [15]).

Définition 1.24. Une fonction mesurable f : T — E est dite intégrable au sens de

Bochner si et seulement si

S5l < oo.
T

Corollaire 1.25. Si f : T — FE est une fonction intégrable au sens de Bochner et A € 3,

alors

I [ s@)dul < [1f @)l
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Corollaire 1.26. Si f,g : T — E sont deux fonctions intégrables au sens de Bochner

et si pour tout A € % /fdu = /gdu, alors
A A

f(x) =g(x) pour p-presque tout x €T.

Théoreme 1.27. Soit f : T — E une fonction intégrable au sens de Bochner et soit
G : E — F un opérateur linéaire continu, ou F est un espace de Banach. Alors Gf est

une fonction intégrable au sens de Bochner a valeurs dans F', et on a

G ( / f(w)du> — [Gf@yn.

En particulier, si x’ € E' et f: T — E est une fonction intégrable au sens de Bochner,

alors x — (f(x),2') est intégrable et

< / f<r>du,x'> = [t

Théoréme 1.28. [3/ Si f et g sont deuz fonctions Bochner-intégrables et o, 5 € R alors
af + Bg est aussi Bochner intégrable et

J(@f+ Boydu=a [ fdu+8 [ gin.

De plus, si E est un espace de Banach et que f et g sont deux fonctions Bochner-intégrables

satisfaisant f(w) < g(w) pour p-presque tout w € €2, alors

/ﬁwé/Mu
A A
pour chaque A € X.

Théoréme 1.29. (Fubini)[17] Si f est une fonction Bochner-intégrable sur X xY, Alors
la fonction /fdy est déterminée presque partout sur X et Bochner-intégrable sur X. De

meéme, la fonction /fda: est déterminée presque partout sur 'Y . En outre,

[ [ pazdy= [ar [ ray= [ ay [ a

Théoréme 1.30. (Tonelli).[17] Si f est une fonction Bochner-mesurable sur X x Y, et
lintégrale double /daz/ |fldy eziste, alors

//ﬁmm:/m/ﬁw:/@/ma

Théoréme 1.31. [17] Si f et g sont deuz fonctions Bochner-mesurables dans un espace
euclidien X et Y respectivement (I'une de ces fonctions a valeur réel), alors le produit

f(z)g(y) est Bochner-mesurable dans X x Y.
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1.7 Théoremes de point fixe

Définition 1.32. [13]/(Mesure non-atomique) Soit (T, X, 1) un espace mesuré et soit A €
T un ensemble mesurable tel que u(A) > 0. On dit que p est une mesure non-atomique

sl existe B C A tel que u(A) > u(B) > 0.
Exemple 1.33. La mesure de Lebesgue sur R est non-atomique.

Définition 1.34. [13] Soient X un espace topologique et A un sous-ensemble de X. On
dit que A est un rétract de X s’il existe une rétraction v : X — A, i.e. r(x) = x, pour

tout x € A.

Observons que A est un rétract de X si et seulement si l'opérateur idy posséde une

extension continue sur X.

Définition 1.35. [13] Un rétract absolu pour une famille ) d’espaces topologiques (ou
AR, de l'anglais absolute retract) est un élément de Y qui est un rétract de tout élément

de Y dans lequel il est fermé.

Exemple 1.36. Tout segment de R en est un rétract.

Tout rétract d’un rétract absolu est un rétract absolu.

Définition 1.37. [13](Ensemble décomposable) Soit S C Lh([a,b]). On dit que S est

décomposable si pour tout ensemble mesurable A et tous u,v € S
ulg +vlga € S.

Théoréme 1.38. [10/(Théoréme de Covitz-Nadler)
Soit (X,d) un espace métrique complet. Si F' 1 X — ¢(X) est une contraction alors F

admet un point fize i.e., il existe z € X tel que z € F(z).

Nous désignons par Fixz(F') ’ensemble de tous les points fixes de la multi-application F.

Théoréme 1.39. [5/(Bressan-Cellina-Fryszkowski)

Soient (T,%, 1) un espace mesuré avec ji une mesure finie, positive et non-atomique, X
un espace métrique séparable, E un espace de Banach et soit (A, u) — ¢x(u) une multi-
application continue d valeurs décomposables de X x LL(T) — be(X). Supposons que ¢

est une contraction par rapport a u i.e., il existe 0 < a < 1 tel que

dp(oA(u), 9a(v)) < aflu = vl
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pour tous u,v € LL(T) et pour tout A € X. Alors ’ensemble des points fizes

FZI(gZﬁ,\) = {U,U € QDA(U)}J

est un rétract absolu. Un rétract peut-étre choisi indépendant continuellement de X\, a

savoir, il existe une fonction continue g : X x LL(T) — LL(T) telle que
g\, u) € Fix(py) pour tout u € Ly(T)

et

g\, u) = upour tout u € Fiz(py).



CHAPITRE 2

CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre nous donnons un apergu sur le calcul fractionnaire. On se restreint
aux deux approches des dérivées fractionnaires les plus populaires et les plus pratiques :

I’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo, ainsi que leurs propriétés principales.

2.1 Intégrale fractionnaire

Soit f € Li([a,b]). On note pour tout = > a
Lf@) = [

donc

10
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et
11 (12f) (x) = /t / T)drdsdt
— /t /t r)dsdrd
/t(t P f(r)drdt

74

7) / (t — 7)dtdr
@ — )2 (r)dr

I
w"“%h\\

S|

Il
S %
~
—
3

Par itération sur n, on aboutit a

I f(x) / /tl /t"l diadty
,/ — )" f(s)ds

Utilisant la fonction Gamma et généralisant cette derniere équation au cas d’un réel a > 0,

on a la définition suivante

Définition 2.1. [1] Soit f € LL([a,b]). Les intégrales

/f —5)* s, t>a (2.1)
B 10 = s [ f6) s =0 as, e < (22)

sont appelées, l'intégrale fractionnaire a gauche et a droite de Riemann-Liouville d’ordre

« (respectivement).
Par convention, on a : JI0 = I = I, ou I est l'opérateur identité.
Dans la suite, on va opter pour la définition (2.1) et on note IS au lieuw de I3 et si

a =0 par [*.

Théoréme 2.2. [4] Soit f € Li([a,b]) et soit a > 0. Alors I®f(t) existe presque partout
sur [a,b], et I f € L([a,b]).
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Preuve. Soient Q = [a,b]? et k: Q@ — R par

(t —s)~? si a<s<t<b
k(t,s) =
0 st a<t<s<b

Alors k(+,-) est mesurable sur €2, et nous avons
b s b
/ k(t, s)dt = / k(t, s)dt + / k(t, s)dt

= /j(t —5)*at

(b—s)"

D’apres le Théoreme 1.31, on a f(s)Lj,4(s) = f(s) sur  est fortement (Bochner) mesu-
rable sur Omega. 11 est clair que k(t, s) est finie presque partout sur Omega, et est une

fonction mesurable a valeurs réelles. Par conséquent

k(t,s)f(s)Liap(s) = k(t,s)f(s) sur Q

est une fonction fortement Bochner-mesurable. De plus,

r

[ weseasfa< [ ( [ e 156)as)ar

= [ ( [ e sar)as

= [ @=L

(b—a)®

«

= L= <

<

[ 156s) s

Par le Théoreme de Tonelli 1.30, la fonction H : Q@ — E telle que H(t,s) = k(t, s)f(s)

est Bochner intégrable sur €.

b
Par le Théoréme de Fubini 1.29, nous déduisons que t — / k(t,s)f(s)ds est une fonc-

1t
tion Bochner intégrable sur [a,b]. Ainsi (IS f)(t) = F()/ (t — 5)* ' f(s)ds est Bochner
@) Ja

intégrable sur [a, b], et existe presque partout sur [a, b]. [ |
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Lemme 2.3. [}/ Soit f € LL([a,b]) et soit « > 1. Alors I¢f € Cg([a,b]).
Preuve. (i) Le cas a = 1. Nous avons

1N = [ f(s)as 23

Soient ¢, s € [a,b] tels que t > s et t — s. On observe que

@ - )| = | [ e [ e

- / d¢+/ dT—/ )dr

= /:f(T)dT

S/: Hf(T)HdT:/atHf(T)HdT—/:Hf(T)Hdt :)so’

¢
car t — / || f(s)||ds est continue sur [a, b].
a

(ii) Si a > 1. Soient t, s € [a,b] tels que t > s et t — s.
Observons que

(¢ =) ) = [[(s =)0 (s

a

Sf) = I£(s)| = )

1

" T(a) /a( dT+/ dT—/aS(S—T)a_lf(T)dT

par le Théoréme 1.28, on trouve

[ IOREWIO]

=t = =l ar + [l =l o)

(=t = o= )+ o= 97

Comme t — son a (t —7)* ' — (s — 7)*!, Ainsi

’(t —)* 1t — (s — 1) — 0,

et on a aussi
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Donc

\u—ﬂ%4—@—rw*nﬂﬂus2w—MWHuvm6Lamwm (2.4

de plus ’(t — )l — (s — 7')0‘_1’||f(7')|| — 0 comme t — s pour tout 7 € [a, b].

Alors par le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue on conclut que, quand

r

Par conséquence, pour t — s

t— s

(t=7)" = (s = 1)* | Ilf (D) ]ldr — 0.

112 (&) = I3 f(s)| — 0.

Il résulte que I¢f € Cg([a,b])

|
Exemple 2.4. 1. Soit f(t) = ¢ une fonction définie sur [a,b]. On a
«@ _ 1 ¢ a—1
(126) (1) = F(&)/ (t — 5)* Leds
c ot
= t—s)"'d
() / (t= )" ds
c t a—1
= F(a)/a(t—s) ds
ot —a)®
CT(a+1)
2. Soit la fonction f définie sur [0;4o00] par f(t) = ct” telle que r > —1 et c € R.
On a
1f(0) = o [ (6= sy es'd
= T Jo s)* esds
En utilisant le changement de variable s = tx et la fonction Béta on obtient
If(t) = —— /1(15 )oYy
I'(a) Jo
_ c ta+r/1 r(l_ )a—ld
- I'(a) o " ’ ‘
= " Bla,r + 1)
I(a) ’
r 1
_ At e (2.5)

Fla+r+1)
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3. Soit f la fonction définie sur R par f(t) = e, k> 0. On a par la relation (2.1)

(100 = e [ (0= 9 s

o
Posons © =1 — s,

(120 = g [, 2™ e

Lt 1 k=)
— (073 x d
F(oz)/o e T

kt

e +o0 1k
_ a zdr.
I'a) /0 e x

Maintenant pour y = kx, on aura

(et = o [ +°° (Z)a_le—yldy

IN{)) k
= e
= _are(lZ) /0+oo YTy
= o Fe(lz)r(a)
= ek,

Théoréme 2.5. [4] Soient o, 3 >0 et f € LL([a,b]). Alors

(1) =107 f = 12(13 f)

(2.6)

est vérifiée presque partout sur [a,b]. Si de plus f € Cg(la,b]) ou a+ > 1, alors cette

identité est vraie sur [a,b).

Autrement dit, la famille {I¢f, o > 0} posséde la propriété des semi-groupes.

Preuve. Puisque I? = I (opérateur identité¢), si & = 0 ou 8 = 0 ou les deux sont nulles

I’énoncé du théoreéme est trivialement vrai. Nous supposons donc que «,3 > 0. Nous

observons que

I = o [ (=9 2 (5)ds

= F(loz) /:(t —5)* ! (I’(lﬁ) /as(s — x)ﬁ_lf(x)dx>ds
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Les intégrales existent presque partout sur [a,b] (Théoreme 2.2). Si I¢IPf(t), ISP f(t)

existent, on peut appliquer le Théoréme de Fubini et on aura (par le changement s =

v+ 7t — x))
0 / / — o) f(2)dsda
alors
1°T9 (1) = / / (t—a —7(t — ) (1t — )P V)t — 2) f(a)drda

/ / 2)* (1 = 1) f () drde

= o |- e

= 1777 F (1)
Donc 215 f(t) = I>*P f(t) est vraie presque partout sur [a, b].

Par le Lemme 2.3, si f € Cg([a,b]), alors I? f € Cg([a,b]), donc II° f € Cg([a,b]) et
I19Pf € Cg(la,b)). Enfin, si f € LL([a,b]) et a + 3 > 1; par le Lemme 2.3; IoTPf(t)
est définie et existe pour tout x € [a, b]. Appliquant le Théoréme de Fubini comme précé-

demment, IoPf(t) = I2IP f(t), pour tout t € [a,b]. D’ou le Théoréme. [ |

Proposition 2.6. (Intégration par parties pour les intégrales fractionnaires)[1]

Soit a > 1, pour ¢ € Li([a,b]) et & € L([a,b]) alors
[ ozumin = [(mies (2.7
Preuve. On a par le théoreme de Fubini
fwﬂmwﬁh—fwﬂﬁ)fv—@awumm
/ / )(r — 2)° () dadr

= F(a)/a @/J(x)/x O(T) (1 — x)* tdrdx
= [(v@os

ce qui termine la preuve. |
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Proposition 2.7. Soit f € AC([a,b]), alors les régles du calcul suivants sont valides

i) IST(f(8) = 19 £(8) — f@) (2.8)

d

ii) S0 = 12 (£1(0) + 5 fa). (2.9)

_|_

Preuve. i) Par la définition 2.1, on a (en utilisant une intégration par parties)

(1 0) = g €= 9 s

IMNa+1

+N;;D[@_@%v@@

 —(t—a)* . a
- T(a+1) Jla)+ al'(a)

/ " 5)°1 f(s)ds.

1/

ii) En utilisant le changement de variable s = t —x'/® dans la relation (2.1), on obtient

o _ 1 (t=a)® _ 1/a
I3f(t) = F(oz+1)/o ft —a/*)da.
Donc pour tout t > a,
d 1 (t—a)
G ar) = T(a+ 1) [ (=) +/ l/a)dx]
Renversant le changement de variable s = t — 2/, on trouve
d t d
%(Iff(tn Tt la(t —a)* ' f(a) + a/a (t — S)a_ldtf(S)dS]
Donc
d @ _ (t — a)a—l e d
10 = S a1z ()

Théoréme 2.8. [22] Soit a > 0 et soit (fi)ie, une suite de fonctions continues uni-
formément convergentes sur [a,b], alors on peut intervertir 'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville et le signe limite comme suit
Jim (13 i) () = [g (lim. fi)](z)
—00 k—o00

En particulier, la suite (12 f)72, est uniformément convergente.
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Preuve. Soit = € [a,b], on a

[l =0 ot = [ = 077 it
= [Tl =t et
< [ o=t s Al

b—a)®
< Nille = 0> 0

Par le Théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il vient que

. o~ T 1 z o1 B 1 x ol 1
]}LIIC}O (Ia f) (z) = kh_glo 71“(04) /a (x =) fr(t)dt = F(oz)/a (z —1) /}E& fe(t)dt
= ]g‘(klim fr)(z).
— 00
(fk) 0 étant convergente uniformément sur [a, b]. Soit donc f sa limite.

Soit x € [a,b], on a

I12260) = 1210 = | s [t =0 0t = s [ = o e

~ i Lo =00t - o]

gréolﬁx_walwuw—f@mw

< e~ fllela—ay
(b~ o)
<t s Al

Il s’ensuit que

wr o e < (=)
s 3 ule) 27D < g0

et un passage a la limite nous donne

1fi = [l

lim |73 fy, — I f|loo = 0.
k—o00

Proposition 2.9. [21] Soit a« > 0. Alors la transformée de Laplace de I*f(t) est

LI F(s) = s°L[f](s), s> 0. (2.10)
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Preuve. Par la relation (2.1),

+
LII%f](s) :/ eI f (1) / —st/ oL ()drdt, s> 0. (2.11)
0
Changeant l'ordre d’intégration (Théoreme de Fubini) du c6té droit de (2.11) on peut
écrire
1 oo 00
o) /0 ) / (t — ) le~dtdr, s> 0. (2.12)

Par un changement de variable t — 7 = ¥, I'intégrale suivant se réduit a

() e—ST oo
/ (t—7)* testdt = / u e dy
T 0

SOC
1 e—S’T
-~ % s>
(o) s@’ °
Cette derniere et les équations (2.11), (2.12) implique (2.10). |

2.2 Deérivées fractionnaires

2.2.1 Dérivées de Riemann-Liouville

Soient > a et 0 < a < 1. Soit f € AC([a,b]). On cherche ¢ € AC([a,b]) solution de
I’équation d’Abel

1= o) _
r(a)/a (w_t)lfadt—f(ﬂf)- (2.13)
Changeant z par t et t par s dans (2.13), on trouve
N [ =) [ LY
[atw L atme]a=re [ e (214

En utilisant le Théoréme de Fubini, on aura

/j (/: (z — t)f((:)_ S)l—adt> ds = I'(c) /: (xf_(tz)adt

= [ [0 (x_t)a?f_s)l_a ds=T(a) [ (xf_(tz)adt (2.15)
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Calculant Iintégrale I par un changement de variable t = s + y(x — s), on obtient
! - -1
1= [ (@ =yla—s) =) (yle =) (e = 5)dy

1
:/0 (1—y) "y 'dy
= B(a,1 - «)

=T (a)I'(1 - ).

Donc (2.14) devient

Alors

Pour toute fonction ¢ € AC([a, b])

1 d )
gb(x)_f‘(l—a)dx/a (z— 1)

Pour plus de détails voir [19]

Définition 2.10. [16] Soit f une fonction Bochner intégrable sur [a,b]. Les dérivées

fractionnaires da droite (resp. d gauche) d’ordre 0 < a < 1 sont définies respectivement

par
(D-D&) = ey |, O =0 (2.16)
(D5 D) = sy | F(0)(t — ) (2.17)

Dans la suite, on utilise I’équation (2.16), et on note simplement DS f.

St a =0 on utilise la notation Df.

Exemple 2.11. 1. Soit f(x) =(x —a)’,y>—1. On a

(DEN&) = ey a |, O =0
1 d

M /;(t —a)(x — )t
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Le changement de variable t = a + y(z — a), nous méne a

(DEN@) = ey (o= @70 =) (@ =y (@ =y

- (1 1_ ) CZE (95 - a)%a+1 /01 y'(1— y)adyl
1 d i y—a+l
:m%_(x—a) B(’y+1,1—a)]

Fy+1)I'1l—«) d

FA— ol —at a9

I'(y+1) o
- Fw_Oz+2)(v—oz+1)(:v—a)

I'(y+1)

- (7_04+1)F('y_a+1)(7_04+1)(x_a>“/—a

~ T(y+1) (x — a)yr-o
_F(v—a+1)x “ ’

2. Soit f(z) =271, Pour 0 < a < 7,

1 d [z
D*(x7Y) = 7—/ e — )"t
(=) ['(1 —a«)dx Jo (z=1)

Par le changement de variable t — yx on trouve

) = g 0

1 d
TRy, —at1
F(l—a) dz" (7, —a+1)

_ I'(v) y—a—1

= %x%afl
T'(y—a) '
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Considérons deux cas particuliers importants,

1) v=1. Dans ce cas

1
D% = —a
NG a)x

Rappelant que (Théoréme 1.8)

M't)y=0c0 sit=0,—1,-2,..
Donc

DT=0 st a=1,2,3,...

2) Et pour o = 7y, il est clair que D7(z7~1) = 0.
Remarque 2.12. En général la dérivée fractionnaire d’une constante n’est pas égale a

zéro. En effet, soit f = ¢, ¢ une constante

(DN = ey |, =0

1 d (= _a
_F(l—oz)dx/a clx —t)~%dt.

Alors

(D20@) = g s [ =t

_ c d((x—a)l_a>
(1 —a)dx -«

= m(m —a) .

Définition 2.13. /23] Soit f € LY([a,b]), soient a« > 0 et n € N* tels que n = [a] + 1.

La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre o est donnée par

D3f() = o (1) o). (2.15)

Sia=0,
DRf(x) = - (127) (@) = F(a)
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Remarque 2.14. 1) La dérivée d’ordre n € N de la fonction x — €, est donnée
par
a b
—e =D"e™.
dx™

Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire o
o br _ 1o bx
Dfe™ =b"e™.

1l a aussi utilisé le développement en série pour collecter toutes les fonctions expo-

nentielles, f(x) =322, cne?® b, >0 etc, € R dou
D210) = D5 3 cnc)
n=0
— Z Cn (Dgebnx)
n=0
- Z cabeln®
n=0
2) D’apreés ce qui précéde, on a
T
D& (cosbx) = b* cos (bx + a2>
. ) s
D¢ (sinbx) = b* sin (bm + a2>

Théoréme 2.15. [22] Soient f et g deux fonctions Bochner-intégrables dont les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 existent presque partout. Alors pour

A A2 € R, DY\ f + \ag)(x) existe presque partout et on a
(Dg (A f + 229))(z) = M (D f)(@) + A2(Dgg) (). (2.19)

Preuve. Soient a >0, n =[a] + 1 et f,g € L;([a,b]).

Donc pour tout A, Ay € R, A\ f + A\og € Li([a,b]), par le Théoréme 2.2,
=« ()\1f + )\gg) (x) existe presque partout x € [a,b]. D’ou D2 ()xlf + )\29) existe et en

vertu de la linéarité de l'intégral, on déduit la relation (2.19). [
Théoréme 2.16. [22] Soit a > 0, alors pour tout f € Lk ([a,b]),
eIy = f (2.20)
presque partout. Si en outre il existe une fonction g € L'([a, b)) telle que f = I%g, alors
12D f = f

presque partout dans [a,b].
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Preuve. Soit f € L% ([a,b]). En utilisant la Définition 2.13 et la relation (2.6)

peref) = e gy = Lo = £

~ dan T dan
D’autre part, soit g € Lk([a,b]) telle que f = I%g. D’apres la relation (2.20), on obtient
1o DG f(t) = 15 (DgI5g(t) = I3 (g(t)) = f(t).
|

Lemme 2.17. [12] Soient f € AC([a,b]) et 0 < o < 1 alors D% f existe presque partout
dans [a,b]. De plus DS f € L([a, b)) telle que 1 <r < L et

Dg f(x) = ml_a) [(xffa(i)a [ (xfftt))adt].

Preuve. Utilisant la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et le fait

que f € AC([a,b]), on trouve

Do f(z) = ml_a);; [ =t paya
- Miwa @0 lf @[ /W] “
~ ey [ o saas [ [ o,

Le Théoréme de Fubini permet d’écrire

D f(x) = Ful_a)cgi[(lf(_“)a)(x—a)—a“+/;f'(¢) /Tx(x—t)_adtdfl

1 f(a) d e f(7) ot
_F(l—a)[(m—a)a+clzv/(z 1—04(96_7—) +dT]'

Les regles standards de la différentiation des intégrales paramétrées nous menent au ré-

sultat. Soit 1 <r <+

) -l L
(L

. . -
e L G dt] dw]

Vo) (1 ()

Dg f(x)

(/

f't)
(x —t)

f(a)

(z —a)

) i) ”’"] |

<1[
“I'l—-a
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Alors

r 1/r 1
i) is) 2w

ol ([ o) ([ (]

|f(a)]

dz

f@ﬂx—aYﬂerM>U1

Srai@ Q—ar

_ 1 [
“I'l—a)|[l—ar
< oo, sir<l/a

- >)/ + ([ =i - sr a) W]

1/r 1 1/r
1-ar l1—ar
e R

Remarque 2.18. Comme exemple de base, nous citons pour A > —1 et a > 0,

D()!t>\ —

donnant en particulier Dt*™™ =

F()\ + 1) A—a
'A—a+1) ’

0,m=1,2,.., N pour N un entier supérieure ou égal

a [o]. En effet, pour A > —1 et n = [a] + 1

Dat)\ —

T(n— o) dt"

1 d" /t s*
0 (t _ S)a—n+1

ds

En utilisant le changement de variable s = yt, on trouve

Dat)\ o 1 ﬁ ! )\tn—a-i-)\ 1 . n—a—1 d
- T(n—a)dtm Jo Y (1=v) Y
1 d" 1
— 77tn—a+)\/ A 1— n—a—1 d
L(n—«)dtr o ” (1-9) Y
1 d" n—a
F()\ + 1) ﬂ n—a+A\

'n—a+A—1)dt"

Donc

DOétOé—m —

n—m

[(a—m+1) d"
I'(n—m—1)dt

=0.
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2.2.2 Dérivée de Caputo

Définition 2.19. [23] Soient [a,b] C R, E un espace de Banach, o > 0, n = [a]. Soit
f:[a,b] — E telle que f™ € Ly([a,b]). La dérivée fractionnaire de Caputo-Bochner

d’ordre o de f est donnée par
(“Dgf) (1) = I (8), (2.21)

i.e.

(“Dgf) (1) = - ! / t(t — 5" ) (g)ds, t > a. (2.22)

(n —a)
Exemple 2.20. (1) Soit f(t) = (t —a)? avecy > 0. Pour0 <a <1, ona

1

(CDgf> (t) = Tn—a) /at(t —5)" 7 [0 (s)ds

1

S e / (s (= a)) P (s)ds. (2.23)

Sachant que (7 > n)

mn

—(t—a) =v(v-1D(y—-2)..(y —n+ 1)t —a)"

e
_ T+ o e
B CETES A

Remplagant cette derniére relation dans (2.23), on aura

e _ 1 t n—a—1 F<’y + 1)
(“Dir) (1) = 1“(n_a)/ =) L T D

En utilisant le changement de variable s = a + y(t — a), il vient que

(s —a)""ds.

I'(y+1)
I'n—a)l'(y—n+1

(“Dar) (1) = ) /0 't — a)remi(1 — )y — )t — a)dy

. L(y+1) v—a 1 y-n n—a-1
_F(n—oz)F(’y—n—i-l)(t_a) /oy 1=y v

_ I'(y+1) 'y —n+1I'(n—«a)
I'(n—a)l(y—n+1) 'y —a+1)

(t —a)*

_ T+ o hea
_F(fy—oz—i-l)(t A
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(2) Soit f =c, tel que ¢ est une constante et n > 1

C ma B 1
(“Daf) () = -

(n—a)

[ (6= syt o s)ds

1 t g d"
= 7F(n—04) /a (t—s) %(C)ds

Nous remarquons que
“D3(c) # Dg(c).

Remarque 2.21. 1) Par la Définition 2.19 et le Théoréme 2.5 on a
(zemer ) = (rzer) o
= (1)

- () o

(1270 = gy [ = 9

Notons que

existe pour presque tout t € [a,b] (Théoréme 2.2).
Et par (2.24), on déduit que

i L=t (0P onts = ot [l

pour presque tout t € [a, b].

Théoréme 2.22. [/ Sin—1<a<noin€N et acR. Alors

lim (CD3f<t>) _ o),

a—n

lim (CDZi‘f(t)> — FO(e) - 0 (a)

a—mn—1

Preuve. Par la relation (2.21),

L e
CDof(t) = / ( ds.

['(n—«) t—s)oti-n

Utilisant I'intégration par parties, on obtient

(t—a)"@
(n—a)

b
['(n—«)

Cpef(t) - [f@(a)

+ ! /t(t — 5)" e (5)ds
n—aoaJa 7

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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I1 résulte (moyennant la relation I'(n —a + 1) = (n — a)T'(n — «))

"Daf®) = r(n_laﬂ) [f W(a)(t —a)" + / (st - s)”_o‘ds]
Jm CDLF(0) = Jim [f<"><a><t e [ ) - Sywds]

L e(n) b rnt)
= lim f (a)+/af (s)ds

= "),
D’autre part,
1 t
: C no _ : (n) _ \n—«a (n+1) _ \n—a
Jim Daf<t>—aggllr(n_a+l)[f @)~y + [ F(6) ¢ — oo

—(t—a)f +/ FOD(s)(t — 5)ds,

par l'intégration par partie, on trouve

lim “D3f(t) = (t —a) f™(a) + f"(s)(t — a)

a—mn—1

Lo

= [ $s)ds = F0(0) - f0 D a).

Définition 2.23. [4] Soient [a,b] C R, E un espace de Banach et 0 < o < 1.
f i [a,b] — E telle que f € Li([a,b]). La dérivée fractionnaire de Caputo-Bochner

d’ordre o de f est donnée par

(“Der)) =11 @) (2.27)
: (D)) = s [ (¢ =) F (s)ds, Vi & [a,] (2.28)
“ I'l—a)/a ’ ’
1l est clair que
(“Duf)(t) = f(t) (2:29)

Proposition 2.24. [21] Soit m — 1 < o« < m,m = 1,2,.... alors la la transformée de
Laplace de Df(t) est

m—1

LID*f](s) = s"LLf](s) = > (DI f)(0)s™ 7. (2.30)

k=0
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Preuve. On utilise ’équation D* = D™I™™“ et la proposition 2.9, on a

LD f](s) = LID™ ™ f](s)

U CEICEH DR
:fcm@»—ERDWmanmwmlﬁ

Lemme 2.25. [22] Soit a > 0 et n = [a]. Supposons que “DEf et DO f existent alors

n=1 (k) (g
“pir0 = 0210 - ¥ -0y (2.31)

[
i K

Preuve. D’apres la Définition 2.13

n=1 ¢(k) (g i n n=1 ¢(k) (g k
D® f(t)—zf ()(t—a)]:dfna[f(t)— / (>(t—a)]

2k dn° =

_ i; /at (tr—( s)nol [f(s) B nz—:l f(k;!(a) (s _ a)k] s,

n—a)

en utilisant I'intégration par partie

O, L S @,
el - S 0 - )| = s e [0 - S (- o)

= K 'n—a) (n-—a) = k! o
1 t(t—s)[d d "= £ (a) k
— - — — d
* I'(n—a) /a (n — ) [dsf(s) ds = k! (S a) °
d =t k) (q) k
= I — | f(t) — t—a) |.
e - 50 - 0)
De la méme facon, par itération sur n, on a
n=1 ¢(k)(a) n [ n=1 ¢(k)(a)
n—o f( k _ tn—a+tn d f k
I’ lf(t)—kz_% i (t—a) | =1 %_f(t)_;;) I (t—a)
an T nl f(k)(a) .
=11 — | f(t) — t—
g | £ g%k,( a)

a k
Or Y075 [0 (t — a) est un pdélynome de degré n — 1, alors

k!
i n—1 f(k)(a) k onea dr
el =L S =)' - e
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Donc,
n—1 r(k)(a) n n
£t k d d
D f(t) — t— = —I"I"—f(t
0 -2 - )| = e g
dn
=1""—f(t
= “Dgf(t)
|
D’apres le Lemme précédent, on aura
Lemme 2.26. [22] Soient a > 0 et n = [a]. Supposons que f € LL([a,b]) telle que
CDef et D2 f existent. De plus, Supposons que f*)(a) =0 pour k =0,1,...,n —1 (c’est-

a-dire que nous supposons que f a un n-uplet nul en a). Alors,

Dy f = °Dgf.



CHAPITRE 3

PROBLEME AUX LIMITES

Soit E un espace de Banach séparable. On considere l'inclusion différentielle fraction-

naire suivante

Duf(t) € F(t,u(t), D> tu(t)), pp. tel,
(Pr)

o [ =T
IPu(t)] =0 = jim o T(B)

ou «a €]1,2], f € [0,2—a] sont des constantes, I = [0, 1], I" est la fonction de Gamma, D

u(s)ds = 0, (1) :/Olu(t)dt,

est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et F' : I x ' x E == E une multi-fonction
a valeurs non vides fermées [18].

Dans le cas a = 2, I'inclusion différentielle est du second ordre.

31
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Pour la démonstration de nos résultats, ou aura besoin du lemme suivant (qui découle

de la définition 2.13 et la remarque 2.18 dans le cas £ = R).

Lemme 3.1. Soit o > 0, la solution générale de l’équation différentielle fractionnaire

D%z(t) =0 est donnée par
o(t) = et et Pt (3.1)
telle que c; e R ;i =1,2,...,n et n=[a] + 1.

Remarque 3.2. Puisque D*I%x(t) = xz(t), pour tout x € Cg(I), on a

D*(I*D%x(t) — z(t)) =0 et par le Lemme 3.1, il vient que
z(t) = I°Dx(t) + ct® '+ ot 2 4 o+ et " (3.2)

ouc, e R, 1=1,2,....n.

Dans la suite, nous désignons par Wg' (I) I'espace de toutes les fonctions continues
dans Cg(]), dont que les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre (o —1) sont
continues et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o appartiennent a

LL(I), autrement dit,

Wil(I) = {f € Cu(I), D> f € Cp(I) et D°f € Li(I)}

Les solutions dans Wa'(I).

Le lemme suivant résume quelques propriétés de la fonction de Green.

Lemme 3.3. Soit G(-,-) : [ x I — R une fonction définie par

(=)ot (=8 —al=s9),  0<s<t<1

D) (a—1)T
G(t,s) = (3.3)
w19 —a(l=s)"),  0<t<s<L

Alors les assertions suivantes sont vérifiées
(i) G(-,-) satisfait 'estimation suivante

2a
|G(t,s)] < m = Me.
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(ii) Siu € W (I) avec TPu(t)|i—o = 0 et u(1) = [y u(t)dt alors
1
u(t) :/ G(t,s)D%u(s)ds, pour tout t € I.
0
(iii) Soit f € LL(I) et soit uy : I — E la fonction définie par

1
ug(t) :/0 G(t,s)f(s)ds, pour tout t € I.

1
Alors, Iug(t)]i=o = 0 et uy(1) = / us(t)dt. De plus, uy € Wy (I) et on a
0

D luy(t) = /Otf(s)derai /01 ((1—s)a—a(l—s)afl)f(s)ds, pour tout t € I
(3.4)

et
D%uys(t) = f(t), pp.tel. (3.5)

Preuve. On a

(i) Par la définition de G et pour tout s,¢ € [0,1] on a.

Sio<s<t<1:

(t _ 8)04—1 ta—l o N . o1
o]~ o=@ (L~ 9" —alt -7
1 a1 1 a a-1
<t e (el el -l
1 a1 1 o a-1
Siﬂﬁ“_ﬂ +FmMQ_D(H—s|+aH—ﬂ )
(1—s)>!
S la— D @i+l
B 2x
~(a-Dr()
Sio<t<s<1:
ta_l 1 a 1 a—1 < ’t|a_1 1 a—1 1
@ D@~ e =) S gy (4 ()
1
< @@ (““ -1+ '3‘>
1 o
= la— 1) (“ o 1) " (a= (o)
2x

= fa- 1l
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(ii) Soit y € E' et soit ¢ € I arbitraire. Par le théoréme 1.27 on a

<y, /01 G(t, s)Do‘u(s)ds> = /01 G(t,s)D*(y,u(s))ds

(=) te! —8) — ] — )t Yy, u(s))ds
= (T (0 9 = e =97 D

+ [ e ()7 — el =)D (s

t(t—s)*t
- /0 () D*(y, u(s))ds
b (= ) (1 = 9D s

b e (1=~ DR e

_ =) o1 ! .
= ) g D s + s [0 D g u(s)ds

Oéta_l

- e 0 D ety

a—1

_ o (Da@, u(t))) + ozof_l <]a+1D°‘<y, (1)) — I°D*(y, u(l))). (3.6)
En utilisant 'hypothese lim; o IPu(t) = 0, il résulte de (3.2) que

(y,u(t)) = I"D*(y, u(t)) + crt*™", (3.7)
pour certain ¢; € R. Nous aurons donc

(y,u(1)) = I"D*(y,u(1)) + c1, (3.8)

et sachant que u(1) = [y u(t)dt

reu() = (o [t} = [t ute)

-/ (1707 (g, u(t)) + ert )t

:/01 /Ot (t;(2;1D0<y,u(s)>dsdt+2.
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Alors

u(s))dtds —l— —

=4[5

_ F(L)/Ol Da<y,u(s)>/: (t — )" dids +

= aI’l(a) /01(1 —5)*D*(y, u(s))ds + %
— [ Dy, u(1)) + % (3.9)

Il résulte de (3.8) et (3.9) que

(1 D (y, u(1)) — 1°D*(y, u(1))] (3.10)

C1 =
a—1

Combinant (3.6), (3.7) et (3.10), nous obtenons

<y, /0 1 G(t,s)D"‘u(s)ds> — (y,u(t)).

Cette égalité est valable pour chaque y € E', nous aurons donc pour tout ¢t € T
1
u(t) = / G(t, s)D%u(s)ds.
0

1
(iii) Soit f € LE(I) et uy(t) = / G(t, s)f(s)ds, pour tout ¢t € I. Par la définition de
0
G(.,.) on a

up(t) = /01 G(t,s)f(s)ds

_ [ (t—s)*" e — )% —a(l—s)t s)ds
= (S e ) s

+/ ( (v _tal —s5)*—a(l - s)a‘1)> f(s)ds

= )1 o1 LY N 1 g -

N /0 Ty O+ l/{) oT(a) (L )" (s)ds - /0 Ty ) f(S)dS]
e e

— 1) + 4 i (14 (1) = 1 (1) (3.11)
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En utilisant le Lemme 2.3, il est clair que I*f € Cg(I) donc uy est continue sur I.

D’autre part, grace a (3.11), il s’ensuit que
o)
up(1) = 1°f (1) + —= (1" (1) = 174 (1))

= (1 22w S
1

::E;:TI[a10+1f(1)-1af(1ﬂ (3.12)

et

/01 up(t)dt = /01 I°f(t) + Zti_i [I“*lf(l) — I“f(l)}dt

mﬁ+/ ﬁlrmﬂn—ﬂﬂWﬁ

1 +1 «a
ﬁ@+<_ﬁﬂp F) = 1£(1)]

/’Fiu/t— alﬁm+l;iJF“7u)—rvuﬂ

fs) (1=

0o Na) « S+a—1

(1 F (1) = 1 f(1)]

(1—s9)* 1 atl o

Fa+1 JI F) =17 £(1)]
ZP“ﬂD+iJP“ﬂU—PﬂD}
:ailpwﬂﬂn—WﬂQ] (3.13)

Dot ug(1) = fy us(t)dt.
Maintenant, soit y € E' arbitraire et soit 3 € [0,2 — a] avec 1 < a < 2,
(y, Pus(t)) = I7{y, ug(t))
1
= Ply, [ G(ts)f(s)ds)
0
1
= ([ Gtt.9)w, 1(5)ds )
0

= (1t 00 ) + S5 () - 10 0 )

at®

= 1 ) + 7 (S (1 0) - 1710 )

(3.14)
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Alors

(y, Pus (1)) = 1°"P(y, f(1)) + (y, 1°F1F(1) = I F (1)) P

(o —1)

1 gt
It = T(ﬁ)/o (t — ) 1527 lds

= r(lm [ (1- i)ﬁ_l S

Utilisant le changement de variable v — s/t on trouve donc

a—1 __ t/B_l ! -1 ,0—1, a—1
1%t _F(ﬁ)/o (1 — )" o Ydo
_t5+a—1 1 oy
/gy Jy -0
_ P B(a, B)
a I'(B)
D’ou
_ Ja+ o a+1 « tﬁ+a_1F<a)
{y, Pug(t)) = 1"y, f (1)) + (= 1)<y,f f) -1 f(1)>w- (3.15)

Faisant tendre t — 07 dans (3.15), nous aurons lim;_,o+ <y, Iﬁuf(t)> = 0, pour tout
y € E' ceci montre que [Pus(t)|;—o = 0. Il reste a vérifier les égalités (3.4)-(3.5).
En effet, puisque la fonction f a une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’ordre v, pour tout v €]0, o], il en est de méme pour la fonction us(.) en utilisant

(3.11).

D’autre part, pour chaque y dans E et n = [y] 4 1 nous avons

(y, DVug(t)) = <y7 F(nl_’y)j; /Ot (t— 3)”*7*1 uf(s)d8>

- nnl—wi /ot (=) (y,up(s)) ds = D7 {y, us(t)

tafl

= D7(y. 1°F (1) + S (I () = 1° (1)

= DIy, f(t)) + (I““(y,f(l))—1“<y,f(1)>>D”(t“‘1)- (3.16)

a—1
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Puisque DY1*(y, f(t)) = I*"(y, f(t)) et on a d’aprés I'exemple 2.11

L) ja—y-1 <y <«
(a—) ’ v
¥ a—1\ __
DY (1) =
0, v = .

On déduit de (3.16) que pour tout ¢t € I et tout y € E

(y, Dy (1)) = DIy, £(8) + —— (Ia+1<y, F) =1y, f(D))D“‘l(t”“l)

P ) + (W@, 7)) — 1y, f<1>>)r<a>

—1

= [[stenas + 2 (1524 10) - 1ot ),

= (o [ opas s 2 (1030 ) - 120 1)) )
et
D0y (0) = D1 1) + - (10 £00) = 1 50 ) D
= (y, ft)) pptel
]

Remarque 3.4. D’aprés le Lemme 3.3, il est facile de voir que siug(t) = [3 G(t,s)f(s)ds,
pour f € LL(I), alors pour tout t € I,

lus Ol < Mallfle et |D*up(t)]| < Mel £ (3.17)

ot
2x

Mo = =Ty

En effet, soitt € 1

Just@)ll = [ Gt 5)5()ds

< [M166 )17 E)lds

< e M lds = Mgl s

@
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D’autre part,

| D1y = /Otf(s)ds + /01 (1= )" = a (1 -5 f(s)ds

1
(@ —=1)

(ail) /01 [(1 —5)" —a(l— s)a_l} f(s)ds

IN

/Otf(s)ds

_|_

IN

t a 1 1
Luseds + 5= [T156s) s

< (1+25%) [ s as

2¢
a—1

IN

1fllr = Mellf]-

Théoréme 3.5. Soit F' : I x E X E = ¢(E) une multi-application d valeurs fermées

satisfaisant les conditions suivantes
(Hy) F est L(I)® B(E) ® B(E)-mesurable.

(Hy) Il existe des fonctions positives ly,lo € Ly(I) avec Mg||ly + lo]|1 < 1 telles que

d(F(t, 21, y1), F(t, 22,12)) < Li(t)]|o1 — 22| + L (t)[ly1 — 12]l,

pour tous (t,x1,y1), (t, 2, y2) € [ X E X E.
(H3) La fonction t — sup{||z|| 1z € F(t,0, O)} est intégrable.

Alors le probléme (Px) admet au moins une solution dans W' (I).

Preuve. Nous considérons la multi-fonction suivante
S+ Lip(I) = e(Lp(I)),
définie par
500 = {1 € L4 /10) € Fit. 0. 07 u(0) po v€ 1},

h € LL(I), ou ¢(LL(I)) désigne I'ensemble de tous les sous-ensembles fermés non vides

de LL(I) et uy, € Wi (I) avec

wlt) = [ "Gt s)h(s)ds.

Il est clair que u(.) est une solution du probleme (Px) si et seulement si D%u(.) est un
point fixe de S. Nous montrerons que S est une contraction. La preuve sera en deux

étapes.
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Etape 1. 7S(h) est non vide et fermé pour chaque h € LL(I)"
Posons

K(t) ={z € F(,un(-), D* "u (), [|z(t)|] < d(0, F(t, un(t), D* "un(t)), p-p. t € I)}.

L’ensemble K (-) est a valeurs non vides (voir [7] théoreme II1.41). Montrons que K(-) est
mesurable, pour cela il suffit de montrer que son graphe est mesurable (Théoreme 1.21).

Nous avons
gh(5) = | (t.2) € T Ly(1). = € K(t)}

{
— {(t, 2y eI x Ly(I),2(t) € F(t,up(t), D”“luh(m}
{

(t,2) € I x Ly(I),]|z()]| < d(0, F(t,un(t), D* tuy(t))) p.p.}
= gph(F) (" gph(Br(0, M(t)))

ou

M(t) = d(0, F(t, up(t), D un(t)).

Notons que t — F(t,up(t), D tuy(t)) est mesurable donc gph(F) l'est aussi. D’autre
part, la fonction ¢t — d(0, F'(t, u(t), D uy(t))) est mesurable (Théoréme 1.18).

Montrons que ¢t — Bpg(0, M(t)) est mesurable. Soit (2,)n,eny une suite dense dans

Bg(0,1).

On pose
on(t) = 2, M(t)

Il est clair que o,(-) est mesurable car M (-) I'est aussi et
Bgr(0,M(t)) = M(t)Bg(0,1)

= M(t){zn,n € N}

={M(t)z,,n € N}

= {on(0)}-

D’apres le théoreme de représentation de Castaing (Théoreme 1.23), la multi-fonction

t — Bg(0,M(t)) est mesurable, donc son graphe est aussi mesurable.
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Par conséquent, K (-) est mesurable. Appliquant le Théoreme 1.20, il existe une sélec-

tion mesurable z(-) de K () i.e.,
z(t) € K(t), Vtel.

Donc,

2(t) € F(t,up(t), D" uy(t))
et (sachant (Hj) et la Remarque 3.4)
Izl < d(0, F(t, un(t), D*un(t)))

< d(0, F(t,0,0)) 4+ du(F(t,0,0), F(t,up(t), D* 'up(t))

< le]| + d(c, F(£,0,0)) + du(F(¢,0,0), F(t,up(t), D" uy(t))

< sup{|lel| : ¢ € F(£,0,0)} + du (F(t,0,0), F(t, un(t), D* un(t)))

< sup{|c|| : ¢ € F(£,0,0)} + () |un(t)|] + (&) D" un (1)]]

< supfl[c][ - c € F(£,0,0)} + L (t) Ma|[hl|y + 12 (t) M| 2]y

<supfl[e][ - c € F(£,0,0)} + Mg (la(t) + () [[ ][,
pour presque tout ¢ € I. Par (Hz), on déduit que z € LL(I). D’ou S(h) est non vide.

Etape 2. 'La multi-fonction S(-) est une contraction".

Pour montrer que S(-) est une contraction, on doit montrer qu’il existe k& € (0,1)

satisfaisant
du(S(h), S(9)) < kllh— glh-

Pour tout h, g € L} (I). Soient f € S(h) et € > 0. Par le Théoréme d’existence de sélection

mesurable, il existe une sélection Lebesgue-mesurable ® : [ — FE telle que
®(t) € F (t,uy(t), D Muy(t)) (3.18)
et par la caractérisation de la borne inférieure, on a

() = £ < d(£(2), F (g (1), D™y (1)) + =
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Comme f € S(h),
1£(8) = @)l < d(f (1), F(t,ug(t), D* My (1)) +
< d(f(), F(t, un(t), D*Hun(?)))
+ dir (F(t un(t), D un(8)), F(t g (), D* My (1)) + €
< dyg (F(t,un (), D up (1)), F(t ug(t), D" uy()) ) + &
< L(®)lug(t) = un(®)l] + L)1 ug(t) — D Hun(t)]| +

= 1 (8)llug (1) = un()]| + ()| D (ug — un ) ()| + £

D’apres la Remarque 3.4 on trouve pour tout ¢t € 1

1£(8) = @@l < Mallg = kIl (L () + 1o(1)) + .

Il s’ensuit que

I =@l = [ 11£() = @(t))dt

< Mallg = Al [ (b(®) +02(0)dt + <.

puisque [; et Iy dans Lk (1), alors

If = @[l < Mal||is +&||, llg = hll1 + <.
En vertue de la condition ¢ € S(g), on déduit que pour tout £ > 0
d(f7 S(Q)) < MGHll + Z2H1||g —hlli +¢

et par conséquent,

sup d(f,5(9)) < Me|lu + b lg = hlls + <
fesh)
€ étant arbitraire, on conclut que

f@;g)d(f,s(g)) < MGHll + Z2H1||9 — hlls

(3.19)
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inter-changeant h et g dans I'inégalité (3.19), on trouve

sup d(®, S(h)) < M|l +b| A= gl (3.20)

®€S(g)

Les relations (3.19) et (3.20) amenent a

Soit k = Mg||l1 + ls]|1. Par hypothese k < 1 et ceci prouve que S est une contraction. Une
application du Théoreme 1.38 sur la contraction S montre que S admet un point fixe i.e.,

il existe h € LL(I), telle que h € S(h). D’ot
u, € Wl(I) et D%y (t) = h(t) pp. t €1,
ce qui acheve la preuve du théoreme. [ |

Corollaire 3.6. Soit f : I x E x E — E wune application satisfaisant les conditions
sutvantes.

(H,) Pour tout (x,y) € E x E, la fonction f(-,x,y) est mesurable sur I.

(Hy) Pour toutt € I, f(t,-,-) est continue et il eviste deuz fonctions positives

l1,lo € LE(I) avec Mg||ly + lo]|1 < 1 telles que

[f(t 2, u1) — [t 22, 92)|] < L)z — 22| + L0)]yr — vell,

pour tous (t,x1,y1), (t,2,y2) € I X E X E.
(Hj) La fonction t — f(t,0,0) est Lebesque-intégrable sur I.

Alors équation différentielle fractionnaire

Du(t) = f(t,u(t), D* tu(t)) (321)
Pu(t)|i=o = 0,u(1) = fy u(t)dt,

admet une solution unique u € We' (I).

Preuve. Par le Théoréme 3.5, le probleme (3.21) admet une solution u € W' (I).

Soient wuy, uy deux solutions du probleme (3.21) dans W' (I). Pour chaque t € I on a

1D%u1 (t) — D*uz(t)]] = ||f (8, ua(t), D™ ua(t)) — £ (¢, ua(t), D Tua(t))|
< L®)][ua(t) = wa ()] + LD u(t) — D* ()] (3.22)
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D’autre part, d’apres le Lemme 3.3 on trouve

lua(£) = us (1) < Ma|| Dy = Dus|| ,

(3.23)

et
|0t (1) = D us ()| < M| D*ur — D (3.24)

En effet, soit ¢ € I, par le Lemme 3.3 (ii), on a

lua(t) — un()]| = H / "Gt 5)Duy (s)ds — | LGt 5) D us(s)ds

</ ’G (t,s ‘HD ui(s) — D%uqy(s ))Hds

/ "Gt 5) (Dus(s) — Dus(s)) ds

< M(;/O HDaul(s) — DO‘UQ(S))Hds

< ]\/[GHDaul - Dau2H1.
Par (iii) du Lemme 3.3.

ot -

/ D%y (s) — D%us(s)ds

t o /0 (1= 5" — a1t = 5)) (Dui(s) ~ D¥ua(s) ds

t
< [ 1D ui(s) = D*ua(s)] ds

1 (1—5)"—a(l—s)*"!

|1D%uy(s) — D%us(s)|| ds

! I1+a
< [0 s) — Dus(s)lds + 50 [M D% (s)  Dus(s) | ds

2

u — D%usll, = Mg || D% — D%us], -
Combinant entre (3.22), (3.23) et (3.24), on déduit que
1D = D*ually = [ 11D%us(t) = D ua()
< Mgl||D%uy — Dau2||1/lll(t) 4 ly(t)dt

< Mgl + lof[1[[ D%uy — D%ugl|1.

Donc

(1= Mallls + Lol ) [|Du1 = D*ualy < 0
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or M¢ (||ly + 2]]1) < 1, alors || DYy — D*usll; < 0.

D’ott D%y = D®uy. Par conséquent, de (3.23), u; = us. [ |
Théoréme 3.7. Soit F': [ x Ex E =2 be(E) une multi-fonction d valeurs fermées bornées
telles que les conditions (Hy) — (Hs) dans le Théoréme 3.5 sont vérifiées. Alors [’espace

des solutions dans W' (I), S, est un retract dans W' (I), ou W' (I) est muni de la

norme

lullyar = lulloe + 1D ulloe + [ D%ulls.
Preuve. Soit S : LL(I) — c(LL(I))
500 = {7 € LD /10 € (.0 ) v 1)

he LL(I), u, € Wl (I) et up(t) = Joy G(t,s)h(s)ds.

Il est clair d’apres le Théoreme 3.5 que S est une contraction a valeurs non vides,

fermées. Puisque F' est a valeurs bornées alors S ’est aussi.

On montre que S est a valeurs décomposable i.e., Vf,g € S(h), A € L(I) (partie
mesurable), f14+ glpa € S(h), Yh € Lp(I).

Soit A un sous ensemble mesurable de I,

f€S(h) < f(t) € F(t,uy(t), D 'uu(t)) pptel

g€ S(h) & g(t) € F(t,up(t), D* tuy(t)) pp.tel

f(t) site A
fLA() + glna(t) = € F(t,un(t), D* tup(t)) pptel
g(t) si te A

Donc S est a valeurs décomposable
Alors par le résultat de Bressan-Cellina-Fryszkowski (Théoreme 1.39),
Fixz(S)={h,h € S(h)}

est un retract dans L} (I). Donc il existe ¢ : LL(I) — Fiz(S) continue telle que h
W(h) = h, Vh € Fiz(S).

Pour chaque u € W' (I), notons

o(u)(t) = /01 G(t, s)(Du)(s)ds pour tout t € I.
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Par le Lemme 3.3 (iii), on a

B(u)(1) = /01 G(1, s)(Du)(s)ds

= (D) (s)ds

a—1

DY (w))(t) = /Otw(D“u)(s)ds L1 /O1 ((1 _ )% —a(l—s)*— 1)¢(Dau)(s)ds

et
D¥(®(u))(t) = (D) (t) p.p. tel, (3.26)

done

(D) € Fix(S) = D*®(u) € Fiz(5)

Alors ®(u) est une W' (I)-solution du probléme (??)-(2?) i.e., ®(u) € S (S 'ensemble
des solutions dans ngl([ )). Il reste a montrer que ® est une application continue de
We(I) dans S.

Soit u € W' (I) et soit € > 0, puisque 9 est continue de LL(I) dans Fiz(S). Alors

Vh € Lp(I), Ve > 0,36 > 0||h — D*ul|; < § = |[¢»(h) — Y(D*u)||; < e.

Considérons Byyer (u, 6) 1a boule ouverte de centre u et de rayon § > 0 dans (W' (1), ]].||w).

Donc pour tout v € ng,l(l)(u, d), on a |ju—vl||lw <9 ie.,
[lu = vllw = [lu = vl + [|D°"'u = D* 0|l + [|[ D% — D]y < 0.

Autrement dit || D% — D*v||; < 4.
D’ou

1D°®(u) — DB(w)[|s = [[(D*u) — (D)l < e

Par le Lemme 3.3, on a

[#(u)(0) ~ 201 = | [ Gt (60000~ D)0

< [M[609)[[oDu)(s) - (Do) (o) |ds

< Mgl[¢(D%u) — ¢ (D)||x

< eMg.
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Ceci implique que
1@ (u) = @) = Sup 1@ (u)(t) — @(v)(t)|| < Mg
D’autre part,

D> (u)(t) — D> (v)(t)]| = /Ot (#(Du)(s) = $(D*v)(s) ) ds

+ o i : /01 ((1 —s5)* —a(l - s)a—1> <¢(D°‘u)(8) — @/}(D%(S))dg
< [[¢(D%u) = H(D*)|1 + ;t?Hw(Dau) —p(D)||x

= azfl [ (D*u) — b (D™)]|s

< Mgl(a)e,

Or [[D*'®(u)(t) — D*'®(v)(t)]|oo < MaT'(a)e. Par conséquent
|®(u) — @(v)||w <&, Ve>0.

On déduit que ® est continue dans W' (I)
On montre que ®(u)(t) = u(t), Yu e S.

Soit u € S, on a D € Fix(S). D’ou ¥(Du) = D*u et

B(u) (t) = /0 LGt ) (D) (s)ds
/01 G(t, s)D%u(s)ds
u(t

).

Donc S est un retract. [ |



CONCLUSION

Le terme calcul fractionnaire a plus de 300 ans, c’est une généralisation du calcul

classique et par conséquent préserve beaucoup de propriétés de base.

En tant que zone de développement intensif du calcul au cours des deux dernieres
décennies, il offre de formidable nouvelles caractéristiques a la recherche et devient de

plus en plus utilisé dans diverses applications.

Dans ce mémoire, on a présenté les propriétés essentielles des dérivées fractionnaires

de Riemann-Liouville ainsi que celles de Caputo.

Une attention particuliere a été accordée a la fourniture des exemples illustratifs faciles
a suivre concernant le calcul fractionnaire ainsi que son application a la résolution d’une

inclusion différentielle d’ordre fractionnaire avec des conditions aux limites.
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