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Introduction

Introduction

Les suites dé�nies par une relation de récurrence se rencontrent dans des domaines divers :

Par exemple en analyse combinatoire dans les problèmes de dénombrement, en biologie dans

le cadre de la dynamique des populations, en informatique dans l�analyse des algorithmes, et

même en macroéconomie. Les plus célèbres nombres existaient depuis très longtemps et qui

sont récurrents d�ordre deux (à trois termes) à savoir les nombres de Fibonacci Fn; Lucas Ln;

Pell Pn; Pell-Lucas Qn; Jacobsthal Jn, Jacobsthal-Lucas jn; ::: etc. Fibonacci est une suite de

nombres entiers où chaque terme est la somme des deux termes qui le précédent. Elle commence

généralement par les termes 0 et 1( resp.1 et 1) et ses premiers termes sont 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... (

resp. 1,1,2,3,5,8,13,21,...). Les nombres de Fibonacci ont été introduit par Léonard de Pise l�italien

(surnommé Fibonacci) en 1202 dans son livre Liber Abaci qui porte sur les méthodes algébriques

des problèmes. Plusieurs auteurs ont étudié les nombres de Fibonacci par exemple Hoggatt

dans [43] et Vorobiov, dans [72], et récemment Marques dans [57] et Shattuck dans [66], pour

plus d�informations voir ([45]; [26]; [47]; [48]; [44]; [39]; [71]): Les fonctions génératrices des nombres

de Fibonacci et les polynômes de Chebyshev de deux espèces ont été déterminé par plusieurs

chercheurs, Par exemple : En 1962, Riordan [64] a déterminé la fonction génératrice des puissances

des nombres de Fibonacci: En 1994, D. Foata [41] a utilisé des techniques combinatoires pour

déterminer les fonctions génératrices des produits de nombres de Fibonacci
1P
n=0

F 2nt
n; ainsi que

les polynômes de Chebyshev de première et de deuxième espèces. Les séries

1X
n=0

FnUn (x) t
n;

1X
n=0

FnUn (x)Un (y) t
n;

1X
n=0

FnUn (x)Tn (y) t
n;

1X
n=0

FnTn (x) t
n; :::

3



Introduction

sont des exemples des séries obtenues. En 2004, A. Lascoux [52] a trouvé un autre résultat qui est

l�identité de Ramanujan par la méthode des di¤érences divisées. Dans ([3; 14; 17; 18; 19; 20; 23; 11])

Boussayoud et al, ont récupéré certaines fonctions génératrices présentées dans [41] et ils ont dé-

terminé des nouveaux résultats à l�aide des opérateurs symétriques �ka1a2 et �
�k
a1a2
: La formule

de Binet est également bien connue pour plusieurs de ces nombres . Par exemple dans [4] G.

Bilgici a obtenu les formules de Binet ainsi que les fonctions génératrices des suites des nombres

de Fibonacci et Lucas généralisées. Dans [31] P. Catarino et P. Vasco ont obtenu la formule de

Binet, la fonction génératrice et certaines propriétés pour les nombres k-Pell-Lucas. Dans [46]

Jhala et al, ont déterminé la formule de Binet pour les nombres k-Jacobsthal et à l�aide de cette

formule, ils ont obtenu certaines propriétés pour ces nombres.

Les nombres de Narayana, Padovan, Jacobsthal de troisième ordre et Jacobsthal-Lucas de

troisième ordre sont également parmi les nombres étudiés par de nombreux chercheurs. Par

exemples : Dans [67] Y. Soykan a présenté les formules de Binet et les fonctions génératrices des

nombres de Narayana, Narayana-Lucas et Narayana-Perrin. Ramírez et Sirvent dans [63] ont

dé�ni la séquence k-Narayana et ont étudié les relations de récurrence et certaines propriétés

combinatoires des ces nombres. Dans [34] Cook et Bacon ont déterminé les formules de Binet et

les fonctions génératrices des nombres de Jacobsthal de troisième ordre et Jacobsthal-Lucas de

troisième ordre.

Les applications des fonctions génératrices sont également nombreuses et variées, elles forment

un lien entre l�analyse mathématique des fonctions à valeurs réelles et les problèmes portant sur

les séquences ; en plus elles fournissent une expression explicite de certaines suites dé�nies par

une relation de récurrence, elles sont abondamment utilisées en théorie des probabilités. Notre

objectif dans cette thèse est d�obtenir de nouveaux résultats sur les fonctions génératrices des

produits de certains nombres et polynômes orthogonaux. En utilisant le concept des fonctions

symétriques.

Dans le premier chapitre, on présente des outils et préliminaires nécessaires à la compréhen-

sion des chapitres suivants. Nous donnons tout d�abord quelques rappels sur les relations des

récurrences, puis les polynômes orthogonaux, ensuite on dé�nit les fonctions génératrices. En�n

dans la dernière partie de ce chapitre nous introduisons les fonctions symétriques élémentaires

4



Introduction

et complètes ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons des nouveaux résultats sur les fonctions géné-

ratrices de produits des nombres k�Fibonacci Fk;n, k�Lucas Lk;n, k�Pell Pk;n , k�Pell-Lucas

Qk;n , k�Jaobsthal Jk;n, k�Jacobsthal-Luas jk;n ainsi que les polynômes de Chebyshev de deux

espèces et autres résultats concernant les nombres de Padovan, les nombres de Narayana, les

nombres de Jacobsthal de troisième ordre, les nombres de Jaconsthal-Lucas de troisième ordre

et les polynômes de Chebychev de troisième (resp quatrième) espèce. La �n de ce chapitre fait

l�objet des publications suivantes :

�Kh. boubellouta, A. Boussayoud, M. Kerada, Symmetric functions for k-Fibonacci num-

bers and orthogonal polynomials, Turkish Journal of Analysis and Number Theory, 6 (3)

2018, 98-102.

�Kh. boubellouta, M. Kerada, Some identities and generating functions for Padovan num-

bers, Tamap Journal of Mathematics and Statistics, 2019 ; (2019), 1-8. Article ID SI04.

� Kh. boubellouta, A. Boussayoud, Some identities and generating function of third-order

recurrence relations, Italian Journal of Pure and applied mathematics, 44, In press, October

2020.

Dans le troisième chapitre, on applique l�opérateur �kc1c2�
k
b1b2

sur la série inversibles g(b1c1) =
1P
n=0

Sn (A) b
n
1c
n
1 t
n; cela nous permet de donner des nouveaux résultats sur les fonctions génératrice

des produits des nombres de k�Fibonacci et les polynômes de Chebychev de première et de

deuxième espèces comme :

1X
n=0

F 2k;nTn (c1 � c2) tn;
1X
n=0

F 2k;nUn (c1 � c2) tn;
1X
n=0

Fk;nU (b1 � b2)T (c1 � c2) tn; :::

et de récupérer quelques fonctions génératrices des produits de nombres de Fibonacci et les

polynômes Chebyshev de deux espèces présentées dans [41]: La �n de ce chapitre fait l�objet de

la publication suivante :

�Kh. boubellouta, A. Boussayoud, S. Araci, M. Kerada, Some theorems on generating

functions and their applications, Advanced studies in contemporary mathematics, 30 (3)

(2020), 307 - 324.
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Le quatrième chapitre est composé de deux parties, dans la première, nous présentons des

nouveaux théorèmes a�n de déterminer des fonctions génératrices. Les théorèmes proposés sont

basés sur les fonctions symétriques. Dans la deuxième partie de ce chapitre on détermine les

fonctions génératrices des nombres de Jacobsthal et Jacobsthal Lucas d�indice pair et impair et

nous donnons des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres de Fibonacci, Pell

et Jacobsthal, par exemple :

1X
n=0

J3nt
n;

1X
n=0

J2nFnt
n;

1X
n=0

P 2nFnt
n;

1X
n=0

J2nPnt
n;

1X
n=0

P 3nt
n; :::

La �n de ce chapitre fait l�objet de la publication suivante :

� Kh. boubellouta, A. Boussayoud, M. Kerada, Symmetric functions for second-order

recurrence sequence. Tbilisi mathematical journal 13 (2) 2020, 225-237.

Une liste de références, une conclusion et perspectives sont données à la �n de cette thèse.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons toutes les dé�nitions et les notions de base ayant été

utilisées tout au long de cette thèse, tout d�abord nous commençons par dé�nir les relations

de récurrences, puis les polynômes orthogonaux. Ensuite nous rappelons la notion des fonctions

génératrices . Dans la dernière partie de ce chapitre nous introduisons les fonctions symétriques

ainsi que leurs propriétés.

1.1 Relations de récurrences

On a besoin de rappeler quelques dé�nitions de base concernant les relations de récurrences .

1.1.1 Relations de récurrences linéaires homogènes

Dé�nition 1 Une relation de récurrence est dite linéaire homogène d�ordre k à coe¢ cients

constants si elle est de la forme

an + c1an�1 + c2an�2 + :::+ ckan�k = 0; (1.1)

où c1; c2; :::; ck sont des nombres réels et ck 6= 0.

Remarque 1 Si ai = 0; 8i 2 [n� k; n] une solution de l�équation (1:1) ; elle s�appelle solution

triviale.

7



Chapitre 1. Notions préliminaires

Remarque 2 an = t
n est une solution de l�équation (1:1) avec an 6= 0; véri�e

tn + c1t
n�1 + c2t

n�2 + :::+ ckt
n�k = 0, tk + c1t

k�1 + c2t
k�2 + :::+ ck = 0:

Cette dernière équation est l�équation caractéristique de la relation de récurrence (1:1) :

Dé�nition 2 Soit an + c1an�1 + c2an�2 + ::: + ckan�k = 0; le polynôme caractéristique

correspondant est

P (t) = tk + c1t
k�1 + :::+ ck:

Théorème 1 [65] Soient c1; c2; :::; ck des nombres réels tels que ck est non nul . Supposons

que l�équation caractéristique

tk + c1t
k�1 + :::+ ck�1t+ ck = 0;

admet k racines distinctes t1; t2; :::; tk: Alors, une séquence an est une solution de la relation

de récurrence

an + c1an�1 + c2an�2 + :::+ ckan�k = 0;

si et seulement si :

an = �1t
n
1 + �2t

n
2 + :::+ �kt

n
k ;

avec �1; �2; :::; �k des constantes réelles.

Exemple 1 Soit la récurrence de la suite de Fibonacci, Fn = Fn�1 + Fn�2; pour n � 2 avec

F0 = 0 et F1 = 1: Son équation caractéristique est t2 � t � 1 = 0 qui a pour racines simples

t1 =
1+
p
5

2
et t2 = 1�

p
5

2
: La solution générale est donc de la forme Fn = �1tn1 + �2t

n
2 : Les valeurs

de �1 et �2 étant fournies par les conditions initiales : �1 = 1p
5
et �2 = �1p

5
: Finalement,

Fn =
1p
5

  
1 +

p
5

2

!n
�
 
1�

p
5

2

!n!
:

1.1.2 Relations de récurrences linéaires d�ordre 2

Fibonacci généralisée (Gn)n2N est dé�nie par la relation de récurrence suivante :

8



Chapitre 1. Notions préliminaires

8<: Gn = pGn�1 + qGn�2

G0 = �; G1 = �
; 8n � 2; (1.2)

avec p; q 2 C; �; � 2 C [62]:

Lemme 1 Soit t2 � pt� q = 0 l�équation caractéristique associée à (1:2) : Alors :

- Si l�équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes t1 et t2; la solution

générale de (1:2) est donnée par :

Gn =
�1t

n
1 � �2tn2
t1 � t2

; avec �1 = � � �t2 et �2 = � � �t1:

- Si l�équation caractéristique admet une solution double t dans R; la solution générale de

(1:2) est donnée par :

Gn = (c1 + c2n) t
n; avec c1 = � et c2 =

� � �t
t

:

Preuve. On a l�équation caractéristique associée à la relation (1:2) est

t2 � pt� q = 0:

1- Si t1 6= t2; les racines simples de cette équation, alors :

t1 =
p+

p
p2 + 4q

2
; t2 =

p�
p
p2 + 4q

2
:

Par conséquent, la solution générale est

Gn = c1t
n
1 + c2t

n
2 :

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme suit :8<: G0 = c1 + c2 = �

G1 = c1t1 + c2t2 = �:

9



Chapitre 1. Notions préliminaires

En résolvant ce système à deux équations et deux inconnues, on obtient :

8<: c1 =
���t2
t1�t2

c2 =
�t1��
t1�t2 :

La solution �nale est alors

Gn =
�1t

n
1 � �2tn2
t1 � t2

; avec �1 = � � �t2 et �2 = � � �t1:

2- Si l�équation caractéristique de la relation (1:2) admet une racine double t; alors

t =
1

2
p:

Par conséquent, la solution générale

Gn = (c1 + c2n) t
n:

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme suit :8<: G0 = c1 = �;

G1 = (c1 + c2) t = �:

En résolvant ce système à deux équations et deux inconnues, on obtient

8<: c1 = �;

c2 =
���t
t
:

La solution �nale est alors

Gn = (c1 + c2n) t
n; avec c1 = � et c2 =

� � �t
t

:

Les exemples ci-dessous sont des relations des récurrences associées à la relation (1:2).

Exemple 2

1- Pour p = k; � = 1 et q = 1; � = 0; nous obtenons la suite de k�Fibonacci [29]

10



Chapitre 1. Notions préliminaires

8>>><>>>:
Fk;n = kFk;n�1 + Fk;n�2

Fk;0 = 0; Fk;1 = 1

fFk;ng = f0; 1; k; k2 + 1; k3 + 2k; k4 + 3k + 1:::g

;8n � 2: (1.3)

La forme de Binet s�écrit :

Fk;n =
1p
k2 + 4

  
k +

p
k2 + 4

2

!n
�
 
k �

p
k2 + 4

2

!n!
: (1.4)

2- Pour p = � = k; q = 1 et � = 2; nous obtenons la suite de k�Lucas [36]8>>><>>>:
Lk;n = kLk;n�1 + Lk;n�2

Lk;0 = 2; Lk;1 = k

fLk;ng = f2; k; k2 + 2; k3 + 3k; k4 + 4k2 + 2; :::g

;8n � 2: (1.5)

La forme de Binet s�écrit :

Lk;n =

 
k +

p
k2 + 4

2

!n
+

 
�k �

p
k2 + 4

2

!�n
: (1.6)

3- Pour p = 2; � = 0, q = k et � = 1; nous obtenons la suite de k�Pell [28]8>>><>>>:
Pk;n = 2Pk;n�1 + kPk;n�2

Pk;0 = 0; Pk;1 = 1

fPk;ng = f0; 1; 2; k + 4; 4k + 8; k2 + 2k + 16; :::g

;8n � 2: (1.7)

La forme de Binet s�écrit :

Pk;n =
1

2
p
1 + k

��
1 +

p
1 + k

�n
�
�
1�

p
1 + k

�n�
: (1.8)

4- Pour p = � = � = 2 et q = k; nous obtenons la suite de k�Pell-Lucas [30]
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Chapitre 1. Notions préliminaires

8>>><>>>:
Qk;n = 2Qk;n�1 + kQk;n�2

Qk;0 = 2; Qk;1 = 2

fQk;ng = f2; 2; 2k + 4; 4k + 8; 2k2 + 16k + 16; :::g

;8n � 2: (1.9)

La forme de Binet s�écrit :

Qk;n =
�
1 +

p
1 + k

�n
+
�
1�

p
1 + k

�n
: (1.10)

5- Pour p = k; � = 0, q = 2 et � = 1; nous obtenons la suite de k�Jacobsthal [46]8>>><>>>:
Jk;n+1 = kJk;n + 2Jk;n�1

Jk;0 = 0; Jk;1 = 1

fJk;ng = f0; 1; k; k2 + 2; k3 + 4k; k4 + 6k2 + 4; :::g

;8n � 1: (1.11)

La forme de Binet s�écrit :

Jk;n =
1p
k2 + 8

  
k +

p
k2 + 8

2

!n
�
 
k �

p
k2 + 8

2

!n!
: (1.12)

6- Pour p = k; � = 2, q = 2 et � = k; nous obtenons la suite de k�Jacobstal-Lucas[27]8>>><>>>:
jk;n+1 = kjk;n + 2jk;n�1

jk;0 = 2; jk;1 = k

fjk;ng = f2; k; k2 + 4; k3 + 6k; k4 + 8k2 + 8; :::g

;8n � 1: (1.13)

La forme de Binet s�écrit :

jk;n =

 
k +

p
k2 + 8

2

!n
+

 
k �

p
k2 + 8

2

!n
: (1.14)

Posons k = 1 dans les relations (1:3) ; (1:5) ; (1:7) ; (1:9) ; (1:11) et (1:13) ; on obtient le tableau

suivant :
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Les suites Relations de recurrences

Fibonacci Fn

8<: Fn = Fn�1 + Fn�2

F0 = 0; F1 = 1
; 8n � 2

Lucas Ln

8<: Ln = Ln�1 + Ln�2

L0 = 2; L1 = 1
; 8n � 2

Pell Pn

8<: Pn = 2Pn�1 + Pn�2

P0 = 0; P1 = 1
; 8n � 2

Pell-Lucas Qn

8<: Qn = 2Qn�1 +Qn�2

Q0 = 2; Q1 = 2
; 8n � 2

Jacobsthal Jn

8<: Jn+1 = Jn + 2Jn�1

J0 = 0; J1 = 1
; 8n � 1

Jacobsthal-Lucas jn

8<: jn+1 = jn + 2jn�1

j0 = 2; j1 = 1
; 8n � 1

Table1 : Relations de récurrences de certains nombres.

Posons k = 1 dans les relations (1:4) ; (1:6) ; (1:8) ; (1:10) ; (1:12) et (1:14) on obtient le tableau

suivant :
Les suites Formes de Binet

Fibonacci Fn 1p
5

��
1+
p
5

2

�n
�
�
1�
p
5

2

�n�
Lucas Ln

�
1+
p
5

2

�n
+
�
�1�

p
5

2

��n
Pell Pn 1

2
p
2

��
1 +

p
2
�n � �1�p2�n�

Pell-Lucas Qn
�
1 +

p
2
�n
+
�
1�

p
2
�n

Jacobsthal Jn 1
3
(2n � (�1)n)

Jacobsthal-Lucas jn 2n + (�1)n

Table 2 : Formes de Binet.

Proposition 1 [24; 38] Pour tout entier naturel n on a

1) Fk;�n = (�1)n+1 Fk;n:

2) Lk;�n = (�1)n Lk;n:

13
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1.1.3 Relations de récurrences linéaires d�ordre 3 :

La suite de Fibonacci de troisième ordre généralisée (Wn)n2N est dé�nie par la relation de

récurrence suivante [68] :8<: Wn = aWn�1 + bWn�2 + cWn�3

W0 = �; W1 = �; W2 = 
;8n � 3; (1.15)

avec a; b; c 2 C et �; � et  2 C:

De la relation de récurrence (1:15) on obtient l�équation caractéristique t3� at2� bt� c = 0

qui admet pour solutions r1; r2 et r3 telles que :8>>><>>>:
r1 =

a
3
+ A+B;

r2 =
a
3
+ !A+ !2B

r3 =
a
3
+ !2A+ !B

;

avec

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

A =
�
a3

27
+ ab

6
+ c

2
+
p
�
� 1
3

B =
�
a3

27
+ ab

6
+ c

2
�
p
�
� 1
3

� = a3c
27
� a2b2

108
+ abc

6
� b3

27
+ c2

4

;

et ! = �1+i
p
3

2
:

La forme de Binet s�écrit :

Wn =
R

(r1 � r2) (r1 � r3)
rn1 +

S

(r2 � r1) (r2 � r3)
rn2 +

T

(r3 � r1) (r3 � r2)
rn3 ;

avec 8>>><>>>:
R =  � (r2 + r3) � + r2r3�

S =  � (r1 + r3) � + r1r3�

T =  � (r1 + r2) � + r1r2�

:

14



Chapitre 1. Notions préliminaires

Les exemples ci-dessous sont des relations des récurrences associées à la relation (1:15).

Exemple 3

1- Pour a = 0; b = c = 1 et � = � =  = 1, nous obtenons la suite de Padovan [74; 69]

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

P
(3)
n = P

(3)
n�2 + P

(3)
n�3

P
(3)
0 = P

(3)
1 = P

(3)
2 = 1

n
P
(3)
n

o
= f1; 1; 1; 2; 2; 3; 4; 5; 7; 9; 12; 16; 21; 28; 37; :::g

; n � 3:

La forme de Binet s�écrit [54] :

P (3)n =
(r2 � 1) (r3 � 1)
(r1 � r2) (r1 � r3)

rn1 +
(r1 � 1) (r3 � 1)
(r2 � r1) (r2 � r3)

rn2 +
(r1 � 1) (r2 � 1)
(r3 � r1) (r3 � r2)

rn3 ;

avec 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

r1 =
3

q
9+
p
69

18
+ 3

q
9�
p
69

18

r2 = !
3

q
9+
p
69

18
+ ! 3

q
9�
p
69

18

r3 = !
3

q
9+
p
69

18
+ ! 3

q
9�
p
69

18

;

avec ! = �1+i
p
3

2
:

2- Pour a = 1; b = 0; c = 1 et � = 0; � =  = 1; nous obtenons la suite de Narayana [63]

8>>><>>>:
Nn = Nn�1 +Nn�3

N0 = 0; N1 = N2 = 1

fNng = f0; 1; 1; 1; 2; 3; 4; 6; 9; 13; 19; 28; 41; :::g

; n � 3:

La forme de Binet s�écrit :

Nn =
1

(r1 � r2) (r1 � r3)
rn+11 +

1

(r2 � r1) (r2 � r3)
rn+12 � 1

(r3 � r1) (r3 � r2)
rn+13 ;

15
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avec 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

r1 =
1
3

�
1 + 3

q
2

29+3
p
93
+ 3

q
29+3

p
93

2

�

r2 =
1
3

�
1� ! 3

q
2

29+3
p
93
+ !2 3

q
29+3

p
93

2

�

r3 =
1
3

�
1 + !2 3

q
2

29+3
p
93
� ! 3

q
29+3

p
93

2

�
;

avec ! = 1+i
p
3

2
:

3- Pour a = b = 1; c = 2 et � = 0; � =  = 1, nous obtenons la suite de Jacobsthal de

troisième ordre [34]

8>>><>>>:
J
(3)
n+3 = J

(3)
n+2 + J

(3)
n+1 + 2J

(3)
n

J
(3)
0 = 0; J

(3)
1 = J

(3)
2 = 1n

J
(3)
n

o
= f0; 1; 1; 2; 5; 9; 18; 37; 73; 146; 293; :::g

; n � 0:

La forme de Binet s�écrit [60] :

j(3)n =
2

7
2n � 3 + 2i

p
3

21
!n1 �

3� 2i
p
3

21
!n2 ;

avec !1 = �1+i
p
3

2
et !2 = !1:

4- Pour a = b = 1; c = 2 et � = 2; � = 1;  = 5, nous obtenons la suite de Jacobsthal-Lucas

de troisième ordre [34]

8>>><>>>:
j
(3)
n+3 = j

(3)
n+2 + j

(3)
n+1 + 2j

(3)
n

j
(3)
0 = 2; j

(3)
1 = 1; j

(3)
2 = 5n

j
(3)
n

o
= f2; 1; 5; 10; 17; 37; 74; 145; 293; 586; :::g

; n � 0:

La forme de Binet s�écrit [60] :

j(3)n =
8

7
2n +

3 + 2i
p
3

7
!n1 +

3� 2i
p
3

7
!n2 ;

avec !1 = �1+i
p
3

2
et !2 = !1:
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1.1.4 Polynômes orthogonaux

Les polynômes orthogonaux constituent un lien de rencontre privilégié pour diverses disci-

plines de mathématiques pures et appliquées ainsi que d�autres domaines des sciences appliquées.

La première famille de ces polynômes porte le nom ��polynômes de Legendre�, ces polynômes ont

été découverts par Legendre en 1784 où il a établi plusieurs propriétés communes de ces familles.

Par la suite, d�autre familles des polynômes orthogonaux ont été introduites notamment celle de

Hermite qui est utilisé dans la théorie des approximations. En 1879 E. N. Laguerre a été intro-

duit une famille des polynômes qui portent son non aujourd�hui. Il a montré que ces polynômes

orthogonaux sont liés à l�aide des fractions continues. Au milieu du XIXème siècle, Jacobi intro-

duit une nouvelle famille qui généralisé les polynômes de Chebychev et de Legendre. A la �n du

XIXème siècle, le domaine des polynômes orthogonaux a été développé par Pafnouti Chebychev

à partir d�une étude sur les fractions continues et a été poursuivi par Andreï Markov et Tho-

mas Joannes Stieltjes. Gábor Szeg½o, Sergei Bernstein... Les polynômes de "Jacobi, Chebychev,

Legendre, Hermite, Laguerre,..�sont connus par �polynômes orthogonaux classiques�.

Dé�nition 3 Soit [a; b] un intervalle ( qui peut être �ni ou in�ni ) et ! (x) une fonction

strictement positive et intégrable sur cet intervelle. On appelle polynômes orthogonaux sur [a; b] ;

par rapport à la fonction ! (x) une suite de polynômes (Pn (x))n2N avec deg (Pn (x)) = n; tel que

hPn; Pmi =
bZ
a

Pn (x)Pm (x)! (x) dx = 0 si n 6= m:

Le nombre

hf; gi =
Z
f (x) g (x)! (x) dx

est souvent appelé «produit scalaire» de f par g; lorsqu il est nul, on dit que les fonctions f

et g sont «orthogonales» .

Théorème 2 [33] Toutes relations de récurrences des suites des polynômes (Pn (x))n2N de

deuxième ordre sont des polynômes orthogonaux.
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Théorème 3 [33] Soit (Pn (x))n2N une suite de polynômes normalisée c-à-d :

Pn (x) = x
n + an�1x

n�1 + an�2x
n�2 + an�3x

n�3 + :::

Alors, (Pn (x))n2N est une suite de polynômes orthogonaux normalisée si et seulement s�il

existe deux suites de nombres complexes (�n)n2N et (�n)n2Nvéri�ant la relation de récurrence

suivante : 8<: Pn+1 (x) = (x� �n)Pn (x)� �nPn�1 (x)

P�1 (x) = 0; P0 (x) = 1:
; n � 0:

Théorème 4 [33] Soit (Pn (x))n2N une suite de polynômes orthogonaux, alors les deux as-

sertions suivantes sont équivalentes :

1- Pn (�x) = (�1)n Pn (x) :

2- Pn+1 (x) = xPn (x)� �nPn�1 (x) ; P�1 (x) = 0; P0 (x) = 1; n � 0:

Dé�nition 4 Les polynômes de Chebyshev de première ( resp. deuxième) espèce sont dé�nis

respectivement par :

Tn (x) = cos(n (arccos x)); x 2 [�1; 1] ;

Un (x) =
sin((n+ 1) (arccos x))

sin(arccos x)
; x 2 [�1; 1] :

Ils véri�ent la relation de récurrence suivante :

wn+1 (x) = 2xwn (x)� wn�1 (x) ; n � 1: (1.16)

Les premières valeurs de ces polynômes sont :
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n Tn (x) Un (x)

0 1 1

1 x 2x

2 2x2 � 1 4x2 � 1

3 4x3 � 3x 8x3 � 4x

4 8x4 � 8x2 + 1 16x4 � 12x2 + 1

5 16x5 � 20x3 + 5x 32x5 � 32x3 + 6x

6 32x6 � 48x4 + 18x2 � 1 64x6 � 80x4 + 24x2 � 1

7 64x7 � 112x5 + 56x3 � 7x 128x7 � 192x5 + 80x3 � 8x

Dé�nition 5 Les polynômes de Chebyshev de troisième (resp. quatrième) espèce sont dé�nis

respectivement par :

Vn (x) =
cos
�
n+ 1

2

�
�

cos
�
1
2
�
� ; avec x = cos � et x 2 [�1; 1]

Wn (x) =
sin
�
n+ 1

2

�
�

sin
�
1
2
�
� ; avec x = cos � et x 2 [�1; 1]

Ils véri�ent la relation de récurrence suivante :

vn (x) = 2xvn�1 (x)� vn�2 (x) ; n � 2: (1.17)

Les premières valeurs de ces polynômes sont :

n Vn (x) Wn (z)

0 1 1

1 2x� 1 2x+ 1

2 4x2 � 2x� 1 4x2 + 2x� 1

3 8x3 � 4x2 � 2x+ 1 8x3 + 4x2 � 4x� 1

4 16x4 � 8x3 � 12x2 + 4x+ 1 16x4 + 8x3 � 12x2 � 4x+ 1

5 32x5 � 16x4 � 32x3 + 12x2 + 6x� 1 32x5 + 16x4 � 32x3 � 12x2 + 6x+ 1

6 64x6 � 32x5 � 80x4 + 32x3 + 24x2 � 6x� 1 64x6 + 32x5 � 80x4 � 32x3 + 24x2 + 6x� 1
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1.2 Fonctions génératrices.

Dans cette section nous introduisons les fonctions génératrices de certains nombres et poly-

nômes orthogonaux. En utilisant les suites dé�nies par les relations des récurrences (1:18) ; (1:20)

et (1:22) :

1.2.1 Séries formelles

Soit K un corps commutatif (K = R ou C) :

Dé�nition 6 Les éléments de l�ensemble K [[t]] =

( 1X
n=0

ant
n; an 2 K

)
s�appellent l�anneau

des séries formelles ( à une indéterminée) à coe¢ cients dans K: Pour n 2 N; tns�appelle le

monôme de degré n et an est son coe¢ cient.

On peut alors dé�nir deux lois de composition internes sur l�ensemble K [[t]] des séries

formelles.

Dé�nition 7 Si � (t) =
1X
n=0

ant
n et � (t) =

1X
n=0

bnt
n dans K [[t]] on pose :

� (t) + � (t) =
1X
n=0

(an + bn) t
n;

� (t) � (t) =
1X
n=0

 
nX
k=0

akbn�k

!
tn:

Cette seconde loi dé�nit le produit de convolution (ou produit de Cauchy) de deux séries

formelles.

Dé�nition 8 Deux séries formelles � (t) =
1X
n=0

ant
n et � (t) =

1X
n=0

bnt
n sont égales si et

seulement si pour tout n � 0; an = bn:

Dé�nition 9 On dit que la série
1X
n=0

bnt
n est l�inverse de la série

1X
n=0

ant
n si :

 1X
n=0

ant
n

! 1X
n=0

bnt
n

!
= 1:
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Exemple 4 Considérons la série formelle
1X
n=0

tn; alors cette série est inversible d�inverse 1� t :

(1� t)
 1X
n=0

tn

!
=

1X
n=0

tn � t
1X
n=0

tn

=

1X
n=0

tn �
1X
n=0

tn+1

=
1X
n=0

tn �
1X
n=1

tn

= 1 +
1X
n=1

tn �
1X
n=1

tn

= 1

Proposition 2 Une série formelle � (t) =
1X
n=0

ant
n est inversible si et seulement si a0 6= 0:

Preuve. Soient � (t) =
1X
n=0

ant
n et � (t) =

1X
n=0

bnt
n deux séries formelles tels que :

� (t) � (t) = 1:

Donc nécessairement a0b0 = 1 et 8 n 2 N�;
nX
k=0

akbn�kt
n = 0: Alors le coe¢ cient a0 6= 0:

Réciproquement, supposons que a0 6= 0; alors le système d�équations8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

a0b0 = 1

a1b0 + a0b1 = 0

a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0

:::

anb0 + an�1b1 + :::+ a0bn = 0

:::

a une unique solution.

Proposition 3 [10] Si � (t) et � (t) sont deux séries formelles non nulles, alors � (t) � (t) est

non nulle aussi.
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1.2.2 Fonctions génératrices ordinaires (FGO).

Dé�nition 10 La fonction génératrice ordinaire (FGO) de la suite :

(an)n2N = (a0; a1; a2; :::) ;

est dé�nie par :

G (t) =
1X
n=0

ant
n:

Exemple 5 La FGO de (1; 1; 1; :::) est :

1X
n=0

tn =
1

1� t :

De manière plus générale, la FGO de
�
1; �; �2; :::; �n; :::

�
est

1X
n=0

�ntn =
1

1� �t:

Théorème 5 [40] Soient A (t) la FGO de (an)n2N et B (t) la FGO de (bn)n2N : Alors :

1- A (t) +B (t) est la FGO de (an + bn)n2N :

2- t A (t) est la FGO de (0; a0; a1; a2; :::; an�1; :::) :

3- A0 (t) est la FGO de (a1; 2a2; 3a3; :::; (n+ 1) an+1; :::) :

4- A (t)B (t) est la FGO de (a0; a0b1 + a1b0; a0b2 + a1b1 + a2b0; :::) :

5- (1� t) A (t) est la FGO de (a0; a1 � a0; a2 � a1; :::; an � an�1; :::) :

Théorème 6 Soit la suite (Gn)n2N dé�nie par la relation de récurrence suivante :8<: Gn = p Gn�1 + q Gn�2

G0 = �; G1 = �
; n � 2; (1.18)

avec p; q 2 C et �; � 2 C. Alors la fonction génératrice associée à (Gn)n2N est donnée par :

G (t) =
�+ (� � p�) t
1� pt� qt2 : (1.19)
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Preuve. On a

G (t) =

1X
n=0

Gnt
n

= G0 +G1t+

1X
n=2

Gnt
n

= �+ �t+

1X
n=2

(pGn�1 + qGn�2) t
n

= �+ �t+ pt

1X
n=2

Gn�1t
n�1 +

1

qt2
X
n=2

Gn�2t
n�2

= �+ �t+ pt
1X
n=1

Gnt
n + qt2

1X
n=0

Gnt
n

= �+ �t+ pt

 1X
n=0

Gnt
n � �

!
+ qt2

1X
n=0

Gnt
n

= �+ (� � �p) t+ ptG (t) + qt2G (t) ;

alors

G (t)
�
1� pt� qt2

�
= �+ (� � p�) t:

D�où

G (t) =
�+ (� � p�) t
1� pt� qt2 :

D�après le théorème précédent nous déduisons le tableau suivant :

Valeurs de p; q; �; � Coe¢ cient de tn Fonctions génératrices

p = k; � = 1; q = 1; � = 0 Fk;n
t

1�kt�t2

p = � = k; q = 1; � = 2 Lk;n
2�kt

1�kt�t2

� = 0; p = 2; q = k; � = 1 Pk;n
t

1�2t�kt2

� = � = p = 2; q = k Qk;n
2�2t

1�2t�kt2

p = k; q = 2; � = 0; � = 1 Jk;n
t

1�kt�2t2

p = � = k; � = q = 2 jk;n
2�kt

1�kt�2t2

Table 3 : Tableau donne les constantes p; q; �; �:

23



Chapitre 1. Notions préliminaires

Pour k = 1; le tableau ci-dessus devient :

Valeurs de p; q; �; � Coe¢ cient de tn Fonctions génératrices

p = q = � = 1; � = 0 Fn
t

1�t�t2

� = 2; p = q = � = 1 Ln
2�t

1�t�t2

� = 0; p = 2; q = � = 1 Pn
t

1�2t�t2

q = 1; p = � = � = 2 Qn
2�2t

1�2t�t2

p = 1; q = 2; � = 0; � = 1 Jn
t

1�t�2t2

p = 1; q = 2; � = 2; � = 1 jn
2�t

1�t�2t2

Table 4 : Tableau donne les constantes p; q; �; �; k:

Théorème 7 Soit la suite (Wn)n2N dé�nie par la relation de récurrence suivante :8<: Wn = aWn�1 + bWn�2 + cWn�3

W0 = �; W1 = �; W2 = 
;8n � 3; (1.20)

avec a; b; c 2 C et �; ; � 2 C: Alors la fonction génératrice associée à (Wn)n2N est donnée

par :

G (t) =
�+ (� � �a) t+ ( � �a� b�) t2

1� at� bt2 � ct3 : (1.21)

Preuve. On a

G (t) =

1X
n=0

Wnt
n

= W0 +W1t+W2t
2 +

1X
n=3

(aWn�1 + bWn�2 + cWn�3) t
n

= �+ �t+ t2 + at

1X
n=3

Wn�1t
n�1 + bt2

1X
n=3

Wn�2t
n�2 + ct3

1X
n=3

Wn�3t
n�3

= �+ �t+ t2 + at

1X
n=2

Wnt
n + bt2

1X
n=1

Wnt
n + ct3

1X
n=0

Wnt
n

= �+ �t+ t2 + at

 1X
n=0

Wnt
n � �� �t

!
+ bt2

 1X
n=0

Wnt
n � �

!
+ ct3

1X
n=0

Wnt
n
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= �+ �t+ t2 + at

1X
n=0

Wnt
n � �at� a�t2 + bt2

1X
n=0

Wnt
n � �bt2 + ct3

1X
n=0

Wnt
n

= �+ �t+ t2 + atG (t)� �at� a�t2 + bt2G (t)� �bt2 + ct3G (t) :

Alors

G (t)
�
1� at� bt2 � ct3

�
= �+ (� � �a) t+ ( � �a� b�) t2:

D�où

G (t) =
�+ (� � �a) t+ ( � �a� b�) t2

1� at� bt2 � ct3 :

D�après le théorème précédent on déduit les corollaires suivants :

Corollaire 1 [73] La fonctions génératrice des nombres de Padovan est donnée par :

G (t) =
1 + t

1� t2 � t3 :

Corollaire 2 [63] La fonctions génératrice des nombres de Narayana est donnée par :

G (t) =
t

1� t� t3 :

Corollaire 3 [34] La fonctions génératrice des nombres de Jacobsthal de troisième ordre est

donnée par :

G (t) =
t

1� t� t2 � 2t3 :

Corollaire 4 [34] La fonctions génératrice des nombres de Jacobsthal-Lucas de troisième

ordre est donnée par :

G (t) =
2� t+ 2t2

1� t� t2 � 2t3 :

Théoréme 8 Soit la suite (Pn (x))n2N dé�nie par la relation de récurrence suivante :8<: Pn (x) = pxPn�1 (x) + qPn�2 (x)

P0 (x) = �; P1 (x) = �x+ 
; n � 2; (1.22)

avec �; �;  2 C et p; q 2 R�; alors la fonction génératrice associée à (Pn (x))n2N est donnée

25



Chapitre 1. Notions préliminaires

par :

G (t) =
�+ ((� � �p)x+ ) t

1� pxt� qt2 : (1.23)

Preuve. On a

G (t) =

1X
n=0

Pn (x) t
n

= P0 (x) + P1 (x) t+

1X
n=2

Pn (x) t
n

= �+ (�x+ ) t+ px

1X
n=2

Pn�1 (x) t
n + q

1X
n=2

Pn�2 (x) t
n

= �+ (�x+ ) t+ pxt
1X
n=2

Pn�1 (x) t
n�1 + qt2

1X
n=0

Pn (x) t
n

= �+ (�x+ ) t+ pxt

 1X
n=0

Pn (x) t
n � �

!
+ qt2

1X
n=0

Pn (x) t
n

= �+ (�x+ ) t+ pxt
1X
n=0

Pn (x) t
n � px�t+ qt2

1X
n=0

Pn (x) t
n

= �+ ((� � �p)x+ )t+ pxtG (t) + qt2G (t) ;

alors

G (t)
�
1� pxt� qt2

�
= �+ ((� � �p)x+ ) t:

Donc

G (t) =
�+ ((� � �p)x+ ) t

1� pxt� qt2 :

D�après le théorème précédent nous déduisons le tableau suivant [51] :

Valeurs de p; q; �; �;  Coe¢ cients de tn Fonctions génératrices

� = 1; � = 1;  = 0; p = 2; q = �1 Tn (x)
1�xt

1�2xt+t2

� = 1; � = 2;  = 0; p = 2; q = �1 Un (x)
1

1�2xt+t2

� = 1; � = 2;  = �1; p = 2; q = �1 Vn (x)
1�t

1�2xt+t2

� = 1; � = 2;  = 1; p = 2; q = �1 Wn (x)
1+t

1�2xt+t2

Table 5 : Tableau donne les constantes p; q; �; �; :
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1.3 Fonctions symétriques

Dé�nition 11 Une fonction f (x1; x2; :::xn) ; en n variables est symétriques si pour toutes

permutations de l�ensemble de l�indice f1; 2; :::; ng l�égalité suivante est véri�ée :

f (x1; x2; :::xn) = f
�
xs(1); xs(2); :::xs(n)

�
:

1.3.1 Fonctions symétriques élémentaires

Dé�nition 12 [58] On appelle k�ième fonctions symétriques élémentaires ek (�1; �2; :::�n)

la fonction dé�nie par :

e
(n)
k = ek (�1; �2; :::�n) =

X
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n ; 0 � k � n;

avec ik = 0 ou 1; pour 1 � k � n:

Exemple 6 Pour une équation de degré 2 ( n = 2; racines : �1 et �2); on a :8>>><>>>:
e0 = 1;

e1 = �1 + �2;

e2 = �1�2:

Proposition 4 [17] Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se dé�nir

comme coe¢ cients du développement en série formelle

E (t) =

1X
k=0

ekt
k =

nY
i=1

(1 + �it) ;

avec ek (�1; �2; :::; �n) s�annule pour k > n:

1.3.2 Fonctions symétriques complètes

Dé�nition 13 [58] On appelle k�ième fonctions symétriques complètes hk (�1; �2; :::�n) la

fonction dé�nie par :
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h
(n)
k = hk (�1; �2; :::�n) =

X
i1+i2+:::+in=k

�i11 �
i2
2 :::�

in
n ;

avec : i1; i2; :::; in � 0:

Exemple 7 Pour une équation de degré 2 ( n = 2; racines : �1 et �2); on a :8>>>>>><>>>>>>:

h0 = 1

h1 = �1 + �2

h2 = �
2
1 + �1�2 + �

2
2

...

:

Proposition 5 [17] On peut également dé�nir les k-ième fonctions symétriques complètes

comme coe¢ cients du développement en série formelle

H (t) =
X
k�0

hkt
k =

1Y
i�1
(1� �it)

:

Proposition 6 Soient E (t) et H (t) les fonctions génératrices associées aux fonctions

symétriques élémentaires et complètes respectivement alors :

E (�t)H (t) = 1:

Preuve. On a

E (t) =

1X
k=0

ekt
k =

nY
i=1

(1 + �it) ;

alors

E (�t) =
1X
k=0

ek (�t)k =
nY
i=1

(1� �it) ;

et comme

H (t) =
X
k�0

hkt
k =

1Y
i�1
(1� �it)

:

On a donc
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H (t)E (�t) =

 
nY
i=1

(1� �it)
!

1Y
i�1
(1� �it)

= 1:

1.3.3 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques :

Dé�nition 14 On appelle alphabet tout ensemble de caractère �ni.

Dé�nition 15 [17] Considérons l�alphabet A = fa1; a2g ; on dé�nit la fonction symétrique

Sn associée par :

Sn (A) = Sn (a1 + a2) =
an+11 � an+12

a1 � a2
;

avec

S0 (A) = h0 = 1;

S1 (A) = h1 = a1 + a2;

S2 (A) = h2 = a
2
1 + a1a2 + a

2
2:

Dé�nition 16 [2; 20] Soient A et B deux alphabets, on note Sn (A�B) les coe¢ cients de

la série rationnelle suivante : Y
b2B

(1� bt)Y
a2A

(1� at)
=

1X
n=0

Sn (A�B) tn; (1.24)

avec Sn (A�B) = 0; pour n < 0:

Remarque 3 [17] Si A = f0; 0; :::; 0g dans (1:24) ; alors

1X
n=0

Sn (�B) tn =
Y
b2B

(1� bt) : (1.25)

Proposition 7 [1; 2] Supposons que A = f0; 0; :::; 0g ou B = f0; 0; :::; 0g ; on obtient
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1X
n=0

Sn (A�B) tn =
1X
n=0

Sn (A) t
n:

1X
n=0

Sn (�B) tn: (1.26)

Remarque 4 Si A = B d�après les relations (1:24) et (1:26) on obtient

1X
n=0

Sn (A) t
n:

1X
n=0

Sn (�A) tn = 1;

c�est-à-dire
1X
n=0

Sn (A) t
n =

1
1X
n=0

Sn (�A) tn
;

avec
1X
n=0

Sn (�A) tn =
Y
a2A

(1� at) ;

et d�apès (1:26) on obtient

Sn (A�B) =
nX
k=0

Sn�k (A)Sk (�B) :

Lemme 2 [19; 21] Soient A et B deux alphabets, A est de cardinal 1; on a

Sn+k (x�B) = xkSn (x�B) ; k 2 N:

Proposition 8 Si A est de cardinal 1 (c�est -à-dire A = fxg); alors :

Y
b2B

(1� bt)

(1� xt) = 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tn
Sn (x�B)
(1� xt) :

Preuve. On a Y
b2B

(1� bt)

(1� xt) =
1X
n=0

Sn (x�B) tn; (1.27)
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alors

1X
n=0

Sn (x�B) tn = 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + Sn (x�B) tn + ::::

= 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tn (Sn (x�B) + Sn+1 (x�B) t+ ::::) ;

et d�après le lemme 2 on obtient

1X
n=0

Sn (x�B) tn

= 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tn (Sn (x�B) + xSn (x�B) t+ ::::)

= 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tnSn (x�B)
�
1 + xt+ x2t2 + ::::

�
= 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tn

Sn (x�B)
1� xt ;

d�après (1:27) on déduit

Y
b2B

(1� bt)

(1� xt) = 1 + S1 (x�B) t+ :::+ Sn�1 (x�B) tn�1 + tn
Sn (x�B)
1� xt :

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques rappels sur les relations des récurrences, poly-

nômes orthogonaux, fonctions génératrices et les fonctions symétriques ainsi que leurs propriétés.

De tels rappels sont indispensables à la bonne compréhension de cette thèse.
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Chapitre 2

Fonctions génératrices des produits de

certains nombres et polynômes

orthogonaux

Les fonctions génératrices sont un outil particulièrement utile dans l�étude de la combina-

toire elles nous permettent en particulier d�appliquer les techniques de l�analyse et de l�algèbre

au problème de combinatoire, en particulier dans le contexte de récurrence. Beaucoup de travaux

ont introduit les fonctions génératrices de certains nombres et polynômes orthogonaux (voir par

exemples [41]; [50]; [59]; [64]; [70]); et récemment on a les travaux de Boussayoud dans les articles

([13; 15; 16; 21; 22; 24; 25]). Dans ce chapitre, nous donnons des nouveaux résultats concer-

nant les fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes de Chebychev.

Nous rappelons tout d�abord quelques notions qui nous seront utiles dans les démonstrations de

nos résultats, puis nous présentons deux théorèmes de base sur les fonctions symétriques. Ensuit,

nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits des nombres de k�Fibonacci

, k�Lucas, k�Pell, k�Pell-Lucas, k�Jacobsthal et k�Jacobsthal-Lucas ainsi que les polynômes

de Chebychev des deux espèces. Et pour k = 1; nous récupérons certains résultats de Mezo [59].

En�n nous déterminons des nouvelles fonctions génératrices des produits de nombres de Padovan,

Narayana, Jacobsthal de troisième ordre, Jacobsthal-Lucas de troisième ordre et les polynômes

de Chebyshev de troisième (resp. quatrième) espèce.
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orthogonaux

2.1 Dé�nitions et notations :

Dé�nition 17 [2; 49] Soit f 2 Rn; on dé�nit la di¤érence divisée notée @aiai+1 par :

@aiai+1 (f) =
f (a1; a2; :::; ai; ai+1; :::; an)� f (a1; a2; :::ai�1; ai+1; ai; :::; an)

ai � ai+1
:

Dé�nition 18 [18] Nous dé�nissons l�operateur �ka1a2 appelé symétriseur par :

�ka1a2f (a1) =
ak1f (a1)� ak2f (a2)

a1 � a2
: (2.1)

Remarque 5 Si on pose f (a1) = a1 dans (2:1) : On obtient :

�ka1a2 (a1) =
ak+11 � ak+12

a1 � a2
= Sk (a1 + a2) :

2.2 Résultats principaux

Théorème 9 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2) t
n =

S1 (a1 + a2) t� a1a2S1 (b1 + b2) t2� 1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn2 tn
� : (2.2)

Preuve. Soient
P1

n=0 Sn(A)b
n
1 t
n et

P1
n=0 Sn(�A)bn1 tn deux séries telles que

1X
n=0

Sn(A)b
n
1 t
n =

1
1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
:

Soit f(b1) =
1P
n=0

Sn(A)b
n
1 t
n; alors le premier membre de la formule (2:2) s�écrit

@b1b2f (b1) = @b1b2

 1X
n=0

Sn (a1 + a2) b
n
1 t
n

!
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=

1X
n=0

Sn (a1 + a2)
bn1 � bn2
b1 � b2

tn

=
1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2) t
n:

Posons f (b1) = 1
1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
; alors le deuxième membre de la formule (2:2) s�écrit :

@b1b2f (b1) = @b1b2

0BB@ 1
1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn

1CCA

=
1

b1 � b2

0BB@ 1
1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn
� 1

1P
n=0

Sn (�A) bn2 tn

1CCA

=

1P
n=0

Sn (�A) bn2 tn �
1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn

(b1 � b2)
� 1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn2 tn
�

=

Q
a2A

(1� ab2t)�
Q
a2A

(1� ab1t)

(b1 � b2)
� 1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn2 tn
�

=
S1 (a1 + a2) t� a1a2S1 (b1 + b2) t2� 1P

n=0

Sn (�A) bn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn2 tn
� :

Théorème 10 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn (A)Sn+k (B) t
n =

+1P
n=0

Sn(�A)�k+1b1b2
(bn2 ) t

n�
+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
��

+1P
n=0

Sn(�A)bn2 tn
� ; k 2 N: (2.3)
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Preuve. L�action de l�opérateur �kb1b2 sur la série f (b1t) =
+1P
n=0

Sn(A)b
n+1
1 tn; nous donne le

membre gauche de l�égalité (2:3) ; alors

�kb1b2f (b1t) =

+1P
n=0

Sn(A)b
n+k+1
1 tn �

+1P
n=0

Sn(A)b
n+k+1
2 tn

a1 � a2

=
+1X
n=0

Sn(A)
bn+k+11 � bn+k+12

b1 � b2
tn

=

1X
n=0

Sn (A)Sn+k (B) t
n:

Posons
+1P
n=0

Sn(A)b
n+1
1 tn = b1Y

a2A

(1�ab1t)
; alors le deuxième membre de l�égalité (2:3) s�écrit :

�kb1b2f (b1t) = �kb1b2

0BB@ b1Y
a2A

(1� ab1t)

1CCA

=
1

b1 � b2

0BB@ bk+11Y
a2A

(1� ab1t)
� bk+12Y

a2A
(1� ab2t)

1CCA

=

bk+11

Y
a2A

(1� ab2t)� bk+12

Y
a2A

(1� ab1t)

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
:

Et d�après l�identité
+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn =
Y
a2A

(1� ab1t) ; on obtient

�kb1b2f (b1t) =

bk+11

+1P
n=0

Sn(�A)bn2 tn � bk+12

+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn

(b1 � b2)
�
+1P
n=0

Sn(�A)bn2 tn
��

+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
�
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=

+1P
n=0

Sn(�A) b
k+1
1 bn2�b

k+1
2 bn1

b1�b2 tn�
+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
��

+1P
n=0

Sn(�A)bn2 tn
�

=

+1P
n=0

Sn(�A)�k+1b1b2
(bn2 ) t

n�
+1P
n=0

Sn(�A)bn1 tn
��

+1P
n=0

Sn(�A)bn2 tn
� :

2.3 Applications

2.3.1 Applications du théorème 9

Dans cette section nous considérons la suite de Fibonacci dé�nie par Fn = Fn�1+Fn�2 avec

F0 = 0 et F1 = 1; Il y a deux cas.

Le premier cas A = fa1; a2g ; B = f1; 0g :

Lemme 3 [22] Etant donné un alphabet A = fa1; a2g ; alors

1X
n=0

Sn (A) t
n =

1

(1� a1t) (1� a2t)
: (2.4)

Lemme 4 [5] Etant donné un alphabet A = fa1; a2g ; alors

1X
n=0

Sn�1 (A) t
n =

t

(1� a1t) (1� a2t)
: (2.5)

En remplaçant a1 par 2a1 et a2 par (�2a2) ; et posons a1 � a2 = x et 4a1a2 = �1 dans les

formules (2:4) et (2:5) on obtient, respectivement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn (2a1 + [�2a2]) tn =
1

1� 2xt+ t2 ; (2.6)

1X
n=0

Sn�1 (2a1 + [�2a2]) tn =
t

1� 2xt+ t2 : (2.7)
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En soustrayant (2:7) de (2:6) on obtient la proposition suivante.

Proposition 9 [7] 8n 2 N; la fonction génératrice des polynômes de Chebyshev de troisième

espèce est donnée par :

1X
n=0

(Sn (2a1 + [�2a2])� Sn�1 (2a1 + [�2a2]))tn =
1� t

1� 2xt+ t2 : (2.8)

Corollaire 5 8n 2 N; on a

Vn (x) = Sn (2a1 + [�2a2])� Sn�1 (2a1 + [�2a2]) :

En additionnant (2:6) et (2:7) on obtient la proposition suivante.

Proposition 10 [7] 8n 2 N; la fonction génératrice des polynômes de Chebyshev de quatrième

espèce est donnée par :

1X
n=0

(Sn (2a1 + [�2a2]) + Sn�1 (2a1 + [�2a2]))tn =
1 + t

1� 2xt+ t2 : (2.9)

Corollaire 6 8n 2 N; on a

Wn (x) = Sn (2a1 + [�2a2]) + Sn�1 (2a1 + [�2a2]) :

Le deuxième cas A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g :

Théorème 11 [6] Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2) t
n =

t� a1a2b1b2t3� 1P
n=0

Sn (�A) bn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn2 tn
� : (2.10)

En remplaçant a2 par (�a2) et b2 par (�b2) dans le théorème 9 et 11 on obtient, respectivement

les relations suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
(a1 � a2) t+ a1a2 (b1 � b2) t2

(1� a1b1t) (1 + a2b1t) (1 + a1b2t) (1� a2b2t)
; (2.11)
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1X
n=0

Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t� a1a2b1b2t3

(1� a1b1t) (1 + a2b1t) (1 + a1b2t) (1� a2b2t)
:

(2.12)

D�après les formules (2:11) et (2:12) on obtient le tableau suivant [6] :

a1 � a2 a1a2 b1 � b2 b1b2 Coe¢ cients de tn Fonctions génératrices

k 1 2 k Fk;nPk;n
t�kt3

1�2kt�(k3+2k+4)t2�2k2t3+k2t4

k 1 2 k Fk;nQk;n
2t+2k2t2+2kt3

1�2kt�(k3+2k+4)t2�2k2t3+k2t4

2 k k 2 Pk;nJk;n
t�2kt3

1�2kt�(k3+4k+8)t2�4k2t3+4k2t4

k 1 k 1 Fk;nLk;n
(2k�1)t+2kt2+t3

1�k2t�(2k2+2)t2�k2t3+t4 ;

2 k 2 k Pk;nQk;n
2t+4kt2+2k2t3

1�4t�(2k2+8k)t2�4k2t3+k4t4

Table 6 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres.

Pour k = 1; le tableau ci-dessus devient [59; 6] :

a1 � a2 a1a2 b1 � b2 b1b2 Coe¢ cients de tn Fonctions génératrices

1 1 2 1 FnPn
t�t3

1�2t�7t2�2t3+t4

1 1 2 1 FnQn
2t+2t2+2t3

1�2t�7t2�2t3+t4

2 1 1 2 PnJn
t�2t3

1�2t�13t2�4t3+4t4

1 1 1 1 FnLn
t

1�3t+t2

2 1 2 1 PnQn
2t

1�6t+t2

Table 7 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres.

En remplaçant a1 par (2a1) ; a2 par (�2a2) et b2 par (�b2) dans le théorème 9 on obtient la

relation suivante :

1X
n=0

Sn (2a1 + [�2a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn

=
S1 (2a1 + [�2a2]) t+ 4a1a2S1 (b1 + [�b2]) t2

(1� 2a1b1t) (1 + 2a2b1t) (1 + 2a1b2t) (1� 2a2b2t)
: (2.13)
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D�après la relation précédente on obtient le tableau suivant [6] :

a1a2 b1b2 b1 � b2 coe¢ ciences de tn Fonctions génératices

�1
4

1 k Fk;nUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�kt2

1�2k(a1�a2)t�(4(a1�a2)2�k2�2)t2+2k(a1�a2)t3+t4

�1
4

k 2 Pk;nUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�2t2

1�4(a1�a2)t�(4k(a1�a2)2�2k�4)t2+4k(a1�a2)t3+k2t4

�1
4

2 k Jk;nUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�kt2

1�2k(a1�a2)t�(8(a1�a2)2�k2�4)t2+4k(a1�a2)t3+4t4

Table 8 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes.

Pour k = 1; le tableau ci-dessus devient [14; 6] :

a1a2 b1b2 b1 � b2 coe¢ ciences de tn Fonctions génératices

�1
4

1 1 FnUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�t2

1�2(a1�a2)t�(4(a1�a2)2�3)t2+2(a1�a2)t3+t4

�1
4

1 2 PnUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�2t2

1�4(a1�a2)t�(4(a1�a2)2�6)t2+4(a1�a2)t3+t4

�1
4

2 1 JnUn (a1 � a2) 2(a1�a2)t�t2

1�2(a1�a2)t�(8(a1�a2)2�5)t2+4(a1�a2)t3+4t4

Table 9 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes.

2.3.2 Applications du théorème 10

Dans cette section nous considérons la suite de Fibonacci dé�nie par Fn = Fn�1 + Fn�2;

F0 = 1 et F1 = 1. Il y a deux cas.

Le premier cas A = fa1; a2; a3g ; B = f1; 0g :

Lemme 5 [9] Etant donné un alphabet A = fa1; a2; a3g ; alors

1X
n=0

Sn (a1 + a2 + a3) t
n =

1Y
a2A

(1� at)
: (2.14)

D�après le lemme précédent on déduit les relations suivantes :
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1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2 + a3) t
n =

tY
a2A

(1� at)
; (2.15)

1X
n=0

Sn�2 (a1 + a2 + a3) t
n =

t2Y
a2A

(1� at)
; (2.16)

avec

Y
a2A

(1� at) = 1� (a1 + a2 + a3)t+ (a1a2 + a1a3 + a2a3)t2 � a1a2a3t3

= 1 + S1 (�A) t+ S2 (�A) t2 + S3 (�A) t3:

� De la spécialisation suivante

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1;

S2 (�A) = 0;

S3 (�A) = �1;

dans (2:15) on obtient la proposition

suivante.

Proposition 11 [32] 8n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Narayana est donnée

par :
1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2 + a3) t
n =

t

1� t� t3 :

Corollaire 7 8n 2 N; on a

Nn = Sn�1 (a1 + a2 + a3) :

� L�utilisation de la spécialisation suivante

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0;

S2 (�A) = �1;

S3 (�A) = �1;

dans les formules (2:14) et

(2:15) ; nous donne
1X
n=0

Sn (a1 + a2 + a3) t
n =

1

1� t2 � t3 : (2.17)

1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2 + a3) t
n =

t

1� t2 � t3 : (2.18)
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En additionnant les deux relations précédentes on obtient la proposition suivante.

Proposition 12 [9] 8n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Padovan est donnée par :

1X
n=0

(Sn (a1 + a2 + a3) + Sn�1 (a1 + a2 + a3)) t
n =

1 + t

1� t2 � t3 :

Corollaire 8 8n 2 N; on a

P (3)n = Sn (a1 + a2 + a3) + Sn�1 (a1 + a2 + a3) :

� De la spécialisation suivante

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1;

S2 (�A) = �1;

S3 (�A) = �2;

dans (2:15) on obtient la proposition sui-

vante :

Proposition 13 [32] 8n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal de troisième

ordre est donnée par :

1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2 + a3) t
n =

t

1� t� t2 � 2t3 : (2.19)

Corollaire 9 8n 2 N; on a

J (3)n = Sn�1 (a1 + a2 + a3) :

� De la spécialisation suivante

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1;

S2 (�A) = �1;

S3 (�A) = �2;

dans (2:14) et (2:16) on obtient, respecti-

vement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + a2 + a3) t
n =

1

1� t� t2 � 2t3 ; (2.20)

1X
n=0

Sn�2 (a1 + a2 + a3) t
n =

t2

1� t� t2 � 2t3 : (2.21)
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En multipliant (2:19) par (�1) ; (2:20) par 2 et (2:21) par 2; en additionnant les résultats on

obtient la proposition suivante.

Proposition 14 [32] 8n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal-Lucas de

troisième ordre est donnée par :

1X
n=0

(2Sn (a1 + a2 + a3)� Sn�1 (a1 + a2 + a3) + 2Sn�2 (a1 + a2 + a3)) tn =
2� t+ 2t2

1� t� t2 � 2t3 :

(2.22)

Corollaire 10 8n 2 N; on a

j(3)n = 2Sn (a1 + a2 + a3)� Sn�1 (a1 + a2 + a3) + 2Sn�2 (a1 + a2 + a3) :

Le deuxième cas A = fa1; a2; a3g ; B = fb1; b2g :

Posons k = 0; 1 dans le théorème 10 on obtient, respectivement les lemmes suivants.

Lemme 6 [24] Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn(A)Sn(B)t
n =

1� b1b2S2 (�A) t2 � b1b2(b1 + b2)S3 (�A) t3Q
a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1� ab2t)

: (2.23)

D�après le lemme ci-dessus on déduit :

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(B)t
n =

t� b1b2S2 (�A) t3 � b1b2(b1 + b2)S3 (�A) t4Q
a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1� ab2t)

: (2.24)

Lemme 7 [9] Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2; a3g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn(A)Sn+1(B)t
n =

(b1 + b2) + b1b2S1 (�A) t� b21b22S3 (�A) t3Q
a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1� ab2t)

: (2.25)

D�après la relation précédente on déduit :

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(B)t
n =

(b1 + b2)t+ b1b2S1 (�A) t2 � b21b22S3 (�A) t4Q
a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1� ab2t)

: (2.26)
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� En remplaçant b2 par (�b2) dans (2:23) ; (2:24) et (2:26) on obtient, respectivement les

relations suivantes :

1X
n=0

Sn(A)Sn(b1 + [�b2])tn =
1 + b1b2S2 (�A) t2 + b1b2(b1 � b2)S3 (�A) t3Q

a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1 + ab2t)

; (2.27)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(b1 + [�b2])tn =
t+ b1b2S2 (�A) t3 + b1b2(b1 � b2)S3 (�A) t4Q

a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1 + ab2t)

; (2.28)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(b1 + [�b2])tn =
(b1 � b2)t� b1b2S1 (�A) t2 � b21b22S3 (�A) t4Q

a2A
(1� ab1t)

Q
a2A
(1 + ab2t)

; (2.29)

avec

Y
a2A
(1� ab1t)

Y
a2A
(1 + ab2t) = 1� (b1 � b2) (a1 + a2 + a3) t

+((a1a2 + a1a3 + a2a3) (b1 � b)2 � b1b2((a1 + a2 + a3)2 � 2(a1a2 + a1a3 + a2a3)))t2

�(a1a2a3(b1 � b2)3 � b1b2 (b1 � b2) ((a1a2 + a1a3 + a2a3) (a1 + a2 + a3)� 3a1a2a3))t3

+(�b1b2(b1 � b2)2a1a2a3(a1 + a2 + a3) + b21b22((a1a2 + a1a3 + a2a3)
2

�2a1a2a3(a1 + a2 + a3)))t4 � a1a2a3b21b22 (b1 � b2) (a1a2 + a1a3 + a2a3) t5 � a21a22a23b31b32t6:

� En prenant les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0;

S2 (�A) = �1;

S3 (�A) = �1;

et

8<: b1 � b2 = k

b1b2 = 1
dans

(2:27) et (2:29) on obtient, respectivement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn(A)Sn(b1 + [�b2])tn =
1� t2 � kt3

1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6 ; (2.30)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(b1 + [�b2])tn =
kt+ t4

1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6 : (2.31)

En additionnant (2:30) et (2:31) on obtient la proposition suivante.

Proposition 15 [9] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k�Fibonacci

et les nombres de Padovan est donnée par :
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1X
n=0

Sn(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) tn =
1 + kt� t2 � kt3 + t4

1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6 : (2.32)

Corollaire 11 8n 2 N; on a

P (3)n Fk;n = Sn(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) :

Proposition 16 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et les

nombres de k-Fibonaci d�indice négatif est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Fk;�nt
n =

�1 + kt+ t2 � kt3 � t4
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6 : (2.33)

Preuve. On a

1X
n=0

P (3)n Fk;�nt
n =

1X
n=0

(�1)n+1 P (3)n Fk;nt
n

= �
1X
n=0

Sn(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) (�t)n

= �
1X
n=0

Sn(A)Sn(b1 + [�b2]) (�t)n �
1X
n=0

Sn�1(A)Sn(b1 + [�b2]) (�t)n

= � 1� t2 + kt3
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6

� �kt+ t4
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6

=
�1 + kt+ t2 � kt3 � t4

1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6 :

Posons k = 1 dans les relations (2:32) et (2:33) on obtient, respectivement les propositions

suivantes.

Proposition 17 [9] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Fibonacci et
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les nombres de Padovan est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Fnt
n =

1 + t� t2 � t3 + t4
1� 3t2 � 4t3 + t4 + t5 � t6 :

Proposition 18 [9] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et

les nombres de Fibonacci d�indice négatif est donnée par :

1X
n=0

P (3)n F�nt
n =

�1 + t+ t2 � t3 � t4
1� 3t2 + 4t3 + t4 � t5 � t6 :

Théorème 12 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et les

nombres de k-Lucas est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Lk;nt
n =

2 + kt� (2 + k2) t2 � k (2 + k2) t3 + (2 + k2) t4
1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6 : (2.34)

Preuve. On a

Lk;n =
�
2 + k2

�
Sn(b1 + [�b2])� kSn+1(b1 + [�b2]); ( voir [22]):

Alors

1X
n=0

P (3)n Lk;nt
n =

1X
n=0

�
(Sn(A) + Sn�1(A))� (

�
2 + k2

�
Sn(b1 + [�b2])� kSn+1(b1 + [�b2])

�
tn

=

1X
n=0

�
2 + k2

�
Sn(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) tn

�k
1X
n=0

Sn+1(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) tn

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

P (3)n Fk;nt
n � k

1X
n=0

Sn+1(b1 + [�b2])Sn(A)tn

�k
1X
n=0

Sn+1(b1 + [�b2])Sn�1(A)tn

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

P (3)n Fk;nt
n � k

1X
n=0

Sn(A)
bn+21 � (�b2)n+2

b1 + b2
tn
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�k
1X
n=0

Sn�1(A)
bn+21 � (�b2)n+2

b1 + b2
tn

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

P (3)n Fk;nt
n � k

b1 + b2

 
b21

1X
n=0

Sn(A)(b1t)
n � b22

1X
n=0

Sn(A)(�b2t)n
!

� k

b1 + b2

 
b21

1X
n=0

Sn�1(A)(b1t)
n � b22

1X
n=0

Sn�1(A)(�b2t)n
!

=
(2 + k2) (1 + kt� t2 � kt3 + t4)

1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6

� k2 + k (k2 + 1) t

1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6

=
2 + kt� (2 + k2) t2 � k (2 + k2) t3 + (2 + k2) t4
1� (2 + k2) t2 � (3k + k3) t3 + t4 + kt5 � t6 :

Proposition 19 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et les

nombres de k-Lucas d�indice négatif est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Lk;�nt
n =

2� kt� (2 + k2) t2 + k (2 + k2) t3 + (2 + k2) t4
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6 . (2.35)

Preuve. On a

1X
n=0

P (3)n Lk;�nt
n =

1X
n=0

(�1)n P (3)n Lk;�nt
n

=

1X
n=0

�
(Sn(A) + Sn�1(A))� (

�
2 + k2

�
Sn(b1 + [�b2])� kSn+1(b1 + [�b2])

�
(�t)n

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

Sn(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) (�t)n

�k
1X
n=0

Sn+1(b1 + [�b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) (�t)n

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

P (3)n Fk;n (�t)n � k
1X
n=0

Sn(A)Sn+1(b1 + [�b2]) (�t)n
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�k
1X
n=0

Sn�1(A)Sn+1(b1 + [�b2]) (�t)n

=
�
2 + k2

� 1X
n=0

P (3)n Fk;n(�t)n �
k

b1 + b2

 
b21

1X
n=0

Sn(A)(�b1t)n � b22
1X
n=0

Sn(A)(b2t)
n

!

� k

b1 + b2

 
b21

1X
n=0

Sn�1(A)(�b1t)n � b22
1X
n=0

Sn�1(A)(+b2t)
n

!

=
(2 + k2) (1� kt� t2 + kt3 + t4)

1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6

� k2 � k (k2 + 1) t
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6

=
2� kt� (2 + k2) t2 + k (2 + k2) t3 + (2 + k2) t4
1� (2 + k2) t2 + (3k + k3) t3 + t4 � kt5 � t6 :

Posons k = 1 dans (2:34) et (2:35) on déduit, respectivement les propositions suivantes.

Proposition 20 [9] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et

les nombres de Lucas est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Lnt
n =

2 + t� 3t2 � 3t3 + 3t4
1� 3t2 � 4t3 + t4 + t5 � t6 :

Proposition 21 [9] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et

les nombres de Lucas d�indice négatif est donnée par :

1X
n=0

P (3)n L�nt
n =

2� t� 3t2 + 3t3 + 3t4
1� 3t2 + 4t3 + t4 � t5 � t6 :

� En utilisant les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1;

S2 (�A) = 0;

S3 (�A) = �1;

et

8<: b1 � b2 = k

b1b2 = 1
dans (2:29) ;

on obtient la proposition suivante.

Proposition 22 [7] 8n 2 N, la fonction génératrice du produit des nombres de Narayana et

les nombres de k�Fibonacci est donnée par :
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1X
n=0

NnFk;nt
n =

kt+ t2 + t4

1� kt� t2 � (k3 + 3k)t3 � (k2 + 2)t4 � t6 : (2.36)

Corollaire 12 8n 2 N, on a

NnFk;n = Sn�1(A)Sn(b1 + [�b2]):

� En utilisant les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1;

S2 (�A) = �1;

S3 (�A) = �2;

et

8<: b1 � b2 = 2

b1b2 = k
dans (2:28) ;

on obtient la proposition suivante.

Propositions 23 [7] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal

de troisième ordre et les nombres de k�Pell est donnée par :

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(b1 + [�b2])tn

=
t� kt3 +�4kt4

1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 � (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6 : (2.37)

Corollaire 13 8 n 2 N; on a

J (3)n Pk;n = Sn�1(A)Sn�1(b1 + [�b2]): (2.38)

Théorème 13 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal-Lucas

de troisième ordre et les nombres de k�Pell est donnée par :

1X
n=0

j(3)n Pk;nt
n =

t+ 8t2 + (16 + 7k) t3 + 4kt4 + 4k2t5

1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 � (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6 : (2.39)

Preuve. On a

1X
n=0

j(3)n Pk;nt
n =

1X
n=0

((2Sn(A)� Sn�1(A) + 2Sn�2(A))Sn�1(b1 + [�b2])) tn
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= 2

1X
n=0

Sn(A)Sn�1(b1 + [�b2])tn �
1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(b1 + [�b2])tn

+2

1X
n=0

Sn�2(A)Sn�1(b1 + [�b2])tn

= 2
1X
n=0

Sn(A)
bn1 � (�b2)

n

b1 + b2
tn �

1X
n=0

J (3)n Pk;nt
n + 2

1X
n=0

Sn�2(A)
bn1 � (�b2)

n

b1 + b2
tn

=
2

b1 + b2

 1X
n=0

Sn(A)b
n
1 t
n �

1X
n=0

Sn(A) (�b2)n tn
!
�

1X
n=0

J (3)n Pk;nt
n

+
2

b1 + b2

 1X
n=0

Sn�2(A)b
n
1 t
n �

1X
n=0

Sn�2(A) (�b2)n tn
!
:

Et comme
1X
n=0

Sn (A) t
n =

1

1� t� t2 � 2t3 ;

1X
n=0

Sn�2 (A) t
n =

t2

1� t� t2 � 2t3 :

On a donc

1X
n=0

j(3)n Pk;nt
n =

2

b1 + b2

�
1

1� b1t� b21t2 � 2b31t3
� 1

1 + b2t� b22t2 + 2b32t3

�
�

1X
n=0

J (3)n Pk;nt
n

+
2

b1 + b2

�
b21t

2

1� b1t� b21t2 � 2b31t3
� b22t

2

1 + b2t� b22t2 + 2b32t3

�

=
2t+ 4t2 + 4 (4 + k) t3

1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 + (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6

� t� kt3 � 4kt4
1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 + (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6

+
4t2 + 2kt3 + 4k2t5

1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 + (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6

=
t+ 8t2 + (16 + 7k) t3 + 4kt4 + 4k2t5

1� 2t� (4 + 3k)t2 � (16 + 14k)t3 + (�8k � 3k2)t4 + 4k2t5 � 4k3t6 :
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En remplaçant b1 par (2b1) et b2 par (�2b2) dans les (2:23) ; (2:24) et (2:26) on obtient,

respectivement les relations suivantes :

1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn =
1 + 4b1b2S2 (�A) t2 + 8b1b2(b1 � b2)S3 (�A) t3Q

a2A
(1� 2ab1t)

Q
a2A
(1 + 2ab2t)

; (2.40)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn =
t+ 4b1b2S2 (�A) t3 + 8b1b2(b1 � b2)S3 (�A) t4Q

a2A
(1� 2ab1t)

Q
a2A
(1 + 2ab2t)

; (2.41)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn =
2 (b1 � b2) t� 4b1b2S1 (�A) t2 � 16b21b22S3 (�A) t4Q

a2A
(1� 2ab1t)

Q
a2A
(1 + 2ab2t)

; (2.42)

avec

Y
a2A
(1� 2ab1t)

Y
e2A
(1 + 2ab2t) = 1� 2 (b1 � b2) (a1 + a2 + a3) t+

((4(a1a2 + a1a3 + a2a3)(b1 � b2)2 � 4b1b2((a1 + a2 + a3)2 � 2(a1a2 + a1a3 + a2a3)))t2

�(8a1a2a3(b1 � b2)3 � 8b1b2(b1 � b2)((a1a2 + a1a3 + a2a3)(a1 + a2 + a3)� 3a1a2a3))t3

+(�16b1b2(b1 � b2)2a1a2a3(a1 + a2 + a3) + 16b21b22((a1a2 + a1a3 + a2a3)
2

�2a1a2a3(a1 + a2 + a3)))t4 � 32a1a2a3b21b22 (b1 � b2) (a1a2 + a1a3 + a2a3) t5 � 64a21a22a23b31b32t6:

� Les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (�A) = 0

S2 (�A) = �1

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = x

4b1b2 = �1
dans (2:40) et (2:42)

nous donnent, respectivement les relations suivantes

1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1; [�2b2])tn =
1 + t2 + 2xt3

1 + (�4x2 + 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6 ; (2.43)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1; [�2b2])tn =
2xt+ t4

1 + (�4x2 + 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6 : (2.44)

En additionnant (2:43) et (2:44) nous déduisons la proposition suivante :

Propostion 24 [9] 8 n 2 N; la fonctions génératrice du produit des nombres de Padovan et

les polynômes de Chebyshev de deuxième espèce est donnée par :
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1X
n=0

P (3)n Un (x) t
n =

1 + 2xt+ t2 + 2xt3 + t4

1 + (�4x2 + 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6 :

Corollaire 14 8 n 2 N; on a

P (3)n Un (x) = Sn(2b1 + [�2b2]) (Sn(a1 + a2 + a3) + Sn�1(a1 + a2 + a3)) :

Théorème 14 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Padovan et les

polynômes de Chebyshev de première espèce est donnée par :

1X
n=0

P (3)n Tn (x) t
n =

1 + xt+ (1� 2x2) t2 + 2x (1� 2x2) t3 + (1� 2x2)t4
1� (4x2 � 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6 :

Preuve. On a

Tn (x) = Sn(2b1 + [�2b2])� xSn�1(2b1 + [�2b2]); ( voir [14]).

Alors

1X
n=0

P (3)n Tn (x) t
n =

1X
n=0

(Sn(A) + Sn�1(A)) (Sn(2b1 + [�2b2])� xSn�1(2b1 + [�2b2])) tn

=
1X
n=0

Sn(2b1 + [�2b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) tn

�x
1X
n=0

Sn�1(2b1 + [�2b2]) (Sn(A) + Sn�1(A)) tn

=

1X
n=0

P (3)n Un (x) t
n � x

1X
n=0

Sn(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

�x
1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

=

1X
n=0

P (3)n Un (x) t
n � x

 1X
n=0

Sn(A)
(2b1)

n � (�2b2)n

2b1 + 2b2
tn

!
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�x
 1X
n=0

Sn�1(A)
(2b1)

n � (�2b2)n

2b1 + 2b2
tn

!

=
1X
n=0

P (3)n Un (x) t
n � x

2b1 + 2b2

 1X
n=0

Sn(A)(2b1t)
n �

1X
n=0

Sn(A)(�2b2t)n
!

� x

2b1 + 2b2

 1X
n=0

Sn�1(A)(2b1t)
n �

1X
n=0

Sn�1(A)(�2b2t)n
!

=
1 + 2xt+ t2 + 2xt3 + t4

1� (4x2 � 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6

� xt+ 2x2t2 + 4x3t3 + 2x2t4

1� (4x2 � 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6

=
1 + xt+ (1� 2x2) t2 + 2x (1� 2x2) t3 + (1� 2x2)t4
1� (4x2 � 2) t2 � (8x3 � 6x) t3 + t4 + 2xt5 + t6 :

� Les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (�A) = �1

S2 (�A) = 0

S3 (�A) = �1

et

8<: b1 � b2 = x

b1b2 =
�1
4

dans (2:41) et (2:42)

nous donnent, respectivement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn =
t+ 2xt4

1� 2xt+ t2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4 + t6 ; (2.45)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn =
2xt� t2 + t4

1� 2xt+ t2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4 + t6 : (2.46)

Théorème 15 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Narayana et les

polynômes de Chebyshev de troisième espèce est donnée par :

1X
n=0

NnVn (x) t
n =

(2x� 1) t� t2 + (1� 2x) t4
1� 2xt+ t2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4 + t6 :

Preuve. On a
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1X
n=0

NnVn (x) t
n =

1X
n=0

Sn�1(A) (Sn (2b1 + [�2b2])� Sn�1 (2b1 + [�2b2])) tn

=

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn �
1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1 (2b1 + [�2b2]) tn:

D�après les formules (2:45) et (2:46) ; on obtient

1X
n=0

NnVn (x) t
n =

2xt� t2 + t4
1� 2xt+ t2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4 + t6

� t+ 2xt4

1� 2xt+ t2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4t6

=
(2x� 1) t� t2 + (1� 2x) t4

1� 2xt+ z2 � (8x3 � 6x)t3 + (4x2 � 2)t4 + t6 :

� Les spécialisations suivantes

8>>><>>>:
S1 (A) = �1

S2 (A) = �1

S3 (A) = �2

et

8<: b1 � b2 = x

b1b2 =
�1
4

dans (3:41) et (3:42) ; nous

donnent, respectivement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

=
t+ t3 + 4xt4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 ; (2.47)

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn4

=
2xt� t2 + 2t4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 : (2.48)

Théorème 16 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal de

troisième ordre et les polynômes de Chebyshev de troisième espèce est donnée par :
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1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n =

(2x� 1) t� t2 � t3 + (2� 4x) t4
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 :

Preuve. On a

1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n =

1X
n=0

Sn�1(A)(Sn(2b1 + [�2b2])� Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

=

1X
n=0

Sn�1(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn �
1X
n=0

Sn�1(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn:

Et d�après les relations (2:47) et (2:48) on obtient

=
2xt� t2 + 2t4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

� t+ t3 + 4xt4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

=
(2x� 1) t� t2 � t3 + (2� 4x) t4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 :

Théorème 17 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal-Lucas

de troisième ordre et les polynômes de Chebyshev de troisième espèce est donnée par :

1X
n=0

j(3)n Vn (x) t
n =

2� (2x+ 1) t+ (1� 8x+ 8x2) t2 + (7 + 4x� 16x2) t3 + (4x� 4) t4 � 4t5
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 :

Preuve. On a

1X
n=0

j(3)n Vn (x) t
n

=
1X
n=0

(2Sn (A)� Sn�1(A) + 2Sn�2(A))(Sn(2b1 + [�2b2])� Sn�1(2b1 + [�2b2])) tn

=
1X
n=0

2Sn(A)(Sn(2b1 + [�2b2])� Sn�1(2b1 + [�2b2])tn �
1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n

54



Chapitre 2. Fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes
orthogonaux

+

1X
n=0

2Sn�2(A)(Sn(2b1 + [�2b2])� Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

= 2
1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn � 2
1X
n=0

Sn(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn �
1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n

+2
1X
n=0

Sn�2(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn � 2
1X
n=0

Sn�2(A)Sn�1(2b1 + [�2b2])tn

= 2

1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn � 2
1X
n=0

Sn(A)
(2b1)

n � (�2b2)n

2b1 + 2b2
tn �

1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n

+2
1X
n=0

Sn�2(A)
(2b1)

n+1 � (�2b2)n+1

2b1 + 2b2
tn � 2

1X
n=0

Sn�2(A)
(2b1)

n � (�2b2)n

2b1 + 2b2
tn

= 2
1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1 + [�2b2])zn �
1

b1 + b2

 1X
n=0

Sn(A) ((2b1)
n � (�2b2)n) tn

!

+
1

b1 + b2

 1X
n=0

Sn�2(A)
�
(2b1)

n+1 � (�2b2)n+1
�
tn

!
�

1X
n=0

J (3)n Vn (x) t
n

� 1

b1 + b2

 1X
n=0

Sn�2(A) ((2b1)
n � (�2b2)n) tn

!

= 2
1X
n=0

Sn(A)Sn(2b1 + [�2b2])tn �
1

b1 + b2

 1X
n=0

Sn(A) (2b1)
n tn �

1X
n=0

Sn(A) (�2b2)n tn
!

+
1

b1 + b2

 
2b1

1X
n=0

Sn�2(A) (2b1)
n tn + 2b2

1X
n=0

Sn�2(A) (�2b2)n tn
!
�

1X
n=0

J (3)n Vnt
n:

� 1

b1 + b2

 1X
n=0

Sn�2(A) (2b1)
n tn �

1X
n=0

Sn�2(A) (�2b2)n tn
!
:

Et comme

1X
n=0

Sn(a1 + a2 + a3)t
n =

1

1� t� t2 � 2t3 ;
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1X
n=0

Sn�2(a1 + a2 + a3)t
n =

t2

1� t� t2 � 2t3 ;

1X
n=0

Sn (A)Sn (2a1 + [�2a2]) tn

=
1 + t2 + 4xt3

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 :

On obtient

1X
n=0

j(3)n Vn (x) t
n =

2 + 2t2 + 8xt3

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

� 2t+ 4xt2 + 4 (4x2 � 1) t3
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

+
2(4x2 � 1)t2 � 4xt3 � 2t4

1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

� (2x� 1) t� t2 � t3 + (2� 4x) t4
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

� 4xt2 � 2t3 + 4t5
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6

=
2� (2x+ 1) t+ (1� 8x+ 8x2) t2 + (7 + 4x� 16x2) t3 + (4x� 4) t4 � 4t5
1� 2xt+ (�4x2 + 3) t2 � (16x3 � 14x)t3 + (8x2 � 3)t4 + 4xt5 + 4t6 :

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des nouveaux théorèmes basés sur les fonctions sy-

métriques pour déterminer les fonctions génératrices des produits des nombres de k�Fibonacci,

k�Lucas, k�Pell, k�Pell-Lucas, k�Jacobsthal et k�Jacobsthal-Lucas ainsi que les fonctions

génératrices des produits des nombres de Padovan, Narayana, Jacobsthal de troisième ordre et

les polynômes de Chebyshev. Et pour k = 1 nous avons récupéré certains résultats de Mezo [59].
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Quelques théorèmes sur les fonctions

génératrices et leurs applications

Dans [70] M. Tou�k, a déterminé les fonctions génératrices des puissances de nombres de

Fibonacci, Lucas, Pell et les polynômes de Chebychev de deuxième espèces. En utilisant des

combinaisons linéaires de la suite de Horadam. Falcon dans [37] a utilisé les techniques données

dans [39] pour déterminer les fonctions génératrices des puissances des nombres de Fibonacci et les

nombres de Pell. Dans ce chapitre nous montrons que l�actions de l�opérateur �c1c2�b1b2sur la série
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n; nous permet d�obtenir des nouvelles fonctions génératrices des puissances des

nombres de k�Fibonacci et k�Pell, ainsi que les fonctions génératrices des produits des nombres

k�Fibonacci, k�Pell et les polynômes de Chebyshev de première et de deuxième espèce. Et pour

k = 1; nous récupérons certains résultats présentés dans([41; 70; 37]) :

3.1 Dé�nitions et notations

Dé�nition 19 [5] Nous dé�nissons l�operateur �kc1c2�
k
b1b2

appelé symétriseur par :

�kc1c2�
k
b1b2

(f) =
bk1c

k
1f (b1c1)� bk1ck2f (b1c2)� bk2ck1f (b2c1) + bk2ck2f (b2c2)

(b1 � b2) (c1 � c2)
:

Remarque 6 8n 2 N; on a
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hn (a1; a2; a3; :::; an) = Sn(a1 + a2 + a3 + :::+ an):

3.2 Résultats principaux

Les théorèmes suivants sont basés essentiellement sur les fonctions symétriques.

Théorème 18 Etant donnés trois alphabets A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g et C = fc1; c2g ;

alors
1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2)hn (c1; c2) t
n (3.1)

=
b1b2
c1 � c2

�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+12 tn

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+11 tn

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:

Preuve. Soient
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n et

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn; deux séries telles que :

1X
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n =

1
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
:

Et soit g (b1; c1) =
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n; alors le premier membre de la formule (3:1) s�écrit :

�c1c2�b1b2g(b1; c1) = �c1c2�b1b2

 1X
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n

!

= �c1c2

0BB@
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n+1
1 cn1 t

n �
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n+1
2 cn1 t

n

b1 � b2

1CCA
= �c1c2

 1X
n=0

hn (a1; a2)
bn+11 � bn+12

b1 � b2
cn1 t

n

!
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= �c1c2

 1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n
1 t
n

!

=

1P
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n+1
1 tn �

1P
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n+1
2 tn

c1 � c2

=
1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2)hn(c1; c2)t
n:

Posons g (b1; c1) = 1
1P
n=0

(�1)nen(a1;a2)bn1 cn1 tn
; alors le deuxième membre de la formule (3:1) s�écrit de

la façon suivante :

�c1c2�b1b2g (b1; c1) = �c1c2�b1b2

0BB@ 1
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn

1CCA

= �c1c2

0BB@ b1b2

� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn�12 cn1 t
n �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn�11 cn1 t
n

�
(b1 � b2)

� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA

= �c1c2

0BB@ �b1b2
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn1 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA

=
b1b2
c1 � c2

0BB@
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+12 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

�

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+11 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA :
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D�après l�égalité
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn =
Q
a2A

(1� ab1c1t) ; on obtient :

�c1c2�b1b2g (b1; c1)

: =
b1b2
c1 � c2

�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+12 tn

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+11 tn

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:

Théorème 19 [8] Soient A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g et C = fc1; c2g trois alphabets , alors

1X
n=0

hn (a1; a2)hn�1 (b1; b2)hn�1 (c1; c2) t
n (3.2)

=
1

(c1 � c2)
�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�1 (b1; b2) cn2 tn

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�1 (b1; b2) cn1 tn

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:

Théorème 20 Etant donnés trois alphabets A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g et C = fc1; c2g ;

alors

1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2)hn�1 (c1; c2) t
n (3.3)

=
b1b2

(c1 � c2)
�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn2 tn

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn1 tn

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:
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Preuve. Soient
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n et

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn deux séries telles que :
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n = 1

1P
n=0

(�1)nen(a1;a2)bn1 cn1 tn
: Et soit g (b1; c1) =

1P
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n; alors le pre-

mier membre de la formule (3:3) s�écrit :

@c1c2�b1b2g(b1; c1) = @c1c2�b1b2

 1X
n=0

hn (a1; a2) b
n
1c
n
1 t
n

!

= @c1c2

0BB@
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n+1
1 cn1 t

n �
1P
n=0

hn (a1; a2) b
n+1
2 cn1 t

n

b1 � b2

1CCA
= @c1c2

 1X
n=0

hn (a1; a2)
bn+11 � bn+12

b1 � b2
cn1 t

n

!

= @c1c2

 1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n
1 t
n

!

=

1P
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n
1 t
n �

1P
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2) c
n
2 t
n

c1 � c2

=
1X
n=0

hn (a1; a2)hn (b1; b2)hn�1(c1; c2)t
n:

Posons g (b1; c1) = 1
1P
n=0

(�1)nen(a1;a2)bn1 cn1 tn
, le deuxième membre de la formule (3:3) s�écrit :

@c1c2�b1b2g (b1; c1) =

0BB@ 1
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn

1CCA

= @c1c2

0BB@ b1b2

� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn�12 cn1 t
n �

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn�11 cn1 t
n

�
(b1 � b2)

� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA
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= @c1c2

0BB@ �b1b2
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn1 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA

=
b1b2
c1 � c2

0BB@
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn2 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

�

1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn1 tn� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�
1CCA :

Et comme
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn =
Q
a2A

(1� ab1c1t) ; on a donc

@c1c2�b1b2g (b1; c1) =

b1b2
(c1 � c2)

�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn2 tn

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn1 tn

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:

3.3 Applications des théorèmes

Dans cette section nous considérons la suite de Fibonacci dé�nie par Fn = Fn�1+ Fn�2 avec

F0 = F1 = 1:

Proposition 25 (Th�eor�eme 3; [8]) Etant donnés trois alphabets A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g

et C = fc1; c2g ; alors
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1X
n=0

hn�1 (a1; a2)hn�1 (b1; b2)hn�1 (c1; c2) t
n (3.4)

=
b1b2
c1 � c2

�

0BB@
Q
a2A

(1� ab1c1t)
Q
a2A

(1� ab2c1t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+12 tn+1

�
Q
a2A

(1� ab1c2t)
Q
a2A

(1� ab2c2t)
1P
n=0

(�1)n en (a1; a2)hn�2 (b1; b2) cn+11 tn+1

1CCA
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn1 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn1 tn
�

�
� 1P
n=0

(�1)n en (a1; a2) bn1cn2 tn
�� 1P

n=0

(�1)n en (a1; a2) bn2cn2 tn
�

:

En remplaçant a2 par (�a2); b2 par (�b2); c2 par (�c2) ; et posons a1 � a2 = b1 � b2 =

c1 � c2 = k et a2a1 = b1b2 = c1c2 = 1 dans le théorème 18 on obtient le théorème suivant.

Théorème 21 [8] La fonction génératrice des cubes des nombres de k-Fibonacci est donnée

par :
1X
n=0

F 3k;nt
n =

NFk;nFk;nFk;n
DFk;nFk;nFk;n

; (3.5)

avec

NFk;nFk;nFk;n = 1�
�
3k2 + 3

�
t2 � 2k3t3 + (3k2 + 3)t4 � t6:

DFk;nFk;nFk;n = 1� k3t� (k4 + (2 + k2)(2k2 + 2))t2 � k3(3k2 + 5)t3 + (3k4 + 12k2

�k6 + 6)t4 + k3(3k2 + 5)t5 � (k4 + (2 + k2)(2k2 + 2))t6 + k3t7 + t8:

Posons k = 1 dans la relation (3:5) on obtient la fonction génératrice des cubes des nombres

de Fibonacci telle que [41] :

1X
n=0

F 3nt
n =

1� 2t� t2
1� 3t� 6t2 + 3t3 + t4 :

En remplaçant a1 par 2a1; a2 par (�2a2) ; b1 par 2b1; b2 par (�2b2) ; c1 par 2c1; c2 par (�2c2) ;

et posons 4a2a1 = 4b1b2 = 4c1c2 = �1 dans le théorème 18 on obtient la fonction génératrices

du produit des polynômes de Chebyshev de deuxième espèce [8] :
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1X
n=0

Un (a1 � a2)Un (b1 � b2)Un (c1 � c2) tn =
NUnUnUn
DUnUnUn

; (3.6)

avec

NUnUnUn = 1� (4 (a1 � a2)2 + 4 (b1 � b2)2 + 4 (c1 � c2)2 � 3)t2 + 16 (a1 � a2) (b1 � b2)

(c1 � c2) t3 � (4 (a1 � a2)2 + 4 (b1 � b2)2 + 4 (c1 � c2)2 � 3)t4 + t6:

DUnUnUn = 1� 8 (a1 � a2) (b1 � b2) (c1 � c2) t+ (16 (a1 � a2)2 (c1 � c2)2 + 16 (a1 � a2)2

(b1 � b2)2 + 16 (b1 � b2)2 (c1 � c2)2 � 8 (a1 � a2)2 � 8 (b1 � b2)2 � 8 (c1 � c2)2

+4)t2 � (32 (a1 � a2)3 (b1 � b2) (c1 � c2) + 32 (b1 � b2)3 (a1 � a2) (c1 � c2) + 32

(c1 � c2)3 (a1 � a2) (b1 � b2)� 40 (a1 � a2) (b1 � b2) (c1 � c2))t3 + (16 (a1 � a2)4

+16 (b1 � b2)4 + 16 (c1 � c2)4 � 16 (a1 � a2)2 � 16 (b1 � b2)2 � 16 (c1 � c2)2 + 64

(a1 � a2)2 (b1 � b2)2 (c1 � c2)2 + 6)t4 � (32 (a1 � a2)3 (b1 � b2) (c1 � c2) + 32

(b1 � b2)3 (a1 � a2) (c1 � c2) + 32 (c1 � c2)3 (a1 � a2) (b1 � b2)� 40 (a1 � a2)

(b1 � b2) (c1 � c2))t5 + (16 (a1 � a2)2 (b1 � b2)2 + 16 (a1 � a2)2 (c1 � c2)2 + 16

(b1 � b2)2 (c1 � c2)2 � 8 (a1 � a2)2 � 8 (b1 � b2)2 � 8 (c1 � c2)2 + 4)t6 � 8 (a1 � a2)

(b1 � b2) (c1 � c2) t7 + t8:

En remplaçant a2 par (�a2) ; b1 par (2b1) ; b2 par (�2b2) ; c1 par (2c1) ; c2 par (�2c2) ; a1�a2 =

k; a1a2 = 1 et 4b1b2 = 4c1c2 = �1 dans le théorème 18 on obtient le théorème suivant.

Théorème 22 8n 2 N; la fonction génératrice du produit de nombres de k�Fibonacci et les

polynômes de Chebyshev de deuxième espèce est donnée par [8] :

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)Un (c1 � c2) tn =
NFk;nUnUn
DFk;nUnUn

; (3.7)

avec

NFk;nUnUn = 1� (�4 (b1 � b2)2 � 4 (c1 � c2)2 + k2 + 3)t2 � 8k (b1 � b2) (c1 � c2) t3

+(�4 (b1 � b2)2 � 4 (c1 � c2)2 + k2 + 3)t4 � t6:
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DFk;nUnUn = 1� 4k (b1 � b2) (c1 � c2) t� (�4k2 (c1 � c2)2 + (�2 + 4 (b1 � b2)2)

(�k2 + 4 (c1 � c2)2 � 2))t2 � 4k (b1 � b2) (c1 � c2) (k2 � 4 (b1 � b2)2

�4 (c1 � c2)2 + 5)t3 + (16 (b1 � b2)4 + 16 (c1 � c2)4 � 16 (b1 � b2)2

�16 (c1 � c2)2 � 16k2 (b1 � b2)2 (c1 � c2)2 + k4 + 4k2 + 6)t4

+4k (b1 � b2) (c1 � c2) (k2 � 4 (b1 � b2)2 � 4 (c1 � c2)2 + 5)t5

�(�4k2 (c1 � c2)2 + (�2 + 4 (b1 � b2)2)(�k2 + 4 (c1 � c2)2 � 2))t6

+4k (b1 � b2) (c1 � c2) t7 + t8:

Posons k = 1 dans la relation (3:7) on obtient l�identité suivante [41]

1X
n=0

FnUn (b1 � b2)Un (c1 � c2) tn =
NFnUnUn
DFnUnUn

; (3.8)

avec

NFnUnUn = 1 + (4 (b1 � b2)2 + 4 (c1 � c2)2 � 4)t2 � 8 (b1 � b2) (c1 � c2) t3 � (4 (b1 � b2)2

+4 (c1 � c2)2 � 4)t4 � t6:

DFnUnUn = 1� 4 (b1 � b2) (c1 � c2) t+ (12 (b1 � b2)2 + 12 (c1 � c2)2 � 16 (b1 � b2)2

(c1 � c2)2 � 6)t2 � (24 (b1 � b2) (c1 � c2)� 16 (b1 � b2)3 (c1 � c2)� 16 (c1 � c2)3

(b1 � b2))t3 + (16 (b1 � b2)4 + 16 (c1 � c2)4 � 16 (b1 � b2)2 � 16 (c1 � c2)2

�16 (b1 � b2)2 (c1 � c2)2 + 11)t4 + (�16 (b1 � b2)3 (c1 � c2)� 16 (c1 � c2)3

(b1 � b2) + 24 (b1 � b2) (c1 � c2))t5 + (12 (b1 � b2)2 + 12 (c1 � c2)2 � 16 (b1 � b2)2

(c1 � c2)2 � 6)t6 + 4 (b1 � b2) (c1 � c2) t7 + t8;

qui représente la fonctions génératrice du produit des nombres de Fibonacci et les polynômes

de Chebyshev de deuxième espèce.

En remplaçant c1 par (2c1) ; c2 par (�2c2) ; b2 par (�b2) et a2 par (�a2) ; et posons 4c1c2 = �1;

b1b2 = a1a2 = 1 et b1 � b2 = a1 � a2 = k dans le théorème 18, on obtient le théorème suivant.

Théorème 23 [8] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k-Fibonacci et

65



Chapitre 3. Quelques théorèmes sur les fonctions génératrices et leurs applications

les polynômes de Chebyshev de deuxième espèce est donnée par :

1X
n=0

F 2k;nUn (c1 � c2) tn =
NF 2k;nUn

DF 2k;nUn

; (3.9)

avec

NF 2k;nUn = 1 + (2k2 � 4 (c1 � c2)2 + 3)t2 + 4k2 (c1 � c2) t3 + (2k2 � 4 (c1 � c2)2 + 3)t4 + t6:

DF 2k;nUn
= 1� 2k2 (c1 � c2) t� (4k2 (c1 � c2)2 +

�
2 + k2

�
(4 (c1 � c2)2 � k2 � 2))t2 � 2k2

(c1 � c2) (4 (c1 � c2)2 � 2k2 � 5)t3 + (2k4 + 16 (c1 � c2)4 � 16 (c1 � c2)2 + 8k2

+4k4 (c1 � c2)2 + 6)t4 � 2k2 (c1 � c2) (4 (c1 � c2)2 � 2k2 � 5)t5 � (4k2 (c1 � c2)2

+
�
k2 + 2

�
(4 (c1 � c2)2 � k2 � 2))t6 � 2k2 (c1 � c2) t7 + t8:

Posons k = 1 dans la relation (3:9) on obtient l�identité suivante [41]

1X
n=0

F 2nUn (c1 � c2) tn =
NF 2nUn
DF 2nUn

; (3.10)

avec

NF 2nUn = 1� 2 (c1 � c2) t+ 4t2 � 2 (c1 � c2) t3 + t4:

DF 2nUn
= (1 + 2 (c1 � c2) t+ t2)(1� 6 (c1 � c2) t+ (7 + 4 (c1 � c2)2)t2 � 6 (c1 � c2) t3 + t4);

qui représente la fonction génératrice du produit des nombres de Fibonacci et les polynômes de

Chebyshev de deuxième espèce.

Théorème 24 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k�Fibonacci et les

polynômes de Chebyshev de première espèce est donnée par :

1X
n=0

F 2k;nTn (c1 � c2) tn =
NF 2k;nTn

DF 2k;nTn

; (3.11)

avec

NF 2k;nTn = 1 + (1� 2(c1 � c2)
2k)t6 + k2(c1 � c2)t5 + (8(c1 � c2)4 � 8(c1 � c2)2 + 2k2 + 3)t4
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+(�4k2 (c1 � c2)3 + 4k2 (c1 � c2))t3 + (�4k2(c1 � c2)2 � 6(c1 � c2)2 + 2k2 + 3)t2

�k2(c1 � c2)t:

DF 2k;nTn
= DF 2k;nUn

:

Preuve. On a

1X
n=0

F 2k;nTn (c1 � c2) tn =

1X
n=0

F 2k;n (hn (2c1; [�2c2])� (c1 � c2)hn�1 (2c1; [�2c2])) tn

=

1X
n=0

F 2k;nhn(2c1; [�2c2])tn � (c1 � c2)
1X
n=0

F 2k;nhn�1 (2c1; [�22]) tn

=
1X
n=0

F 2k;nUn(c1 � c2)tn � (c1 � c2)
1X
n=0

F 2k;nhn�1 (2c1; [�2c2]) tn:

En remplaçant c1 par 2c1; c2 par (�2c2) ; b2 par (�b2) et a2 par (�a2) ; et posons 4c1c2 =

�1; b1b2 = a1a2 = 1 et b1 � b2 = a1 � a2 = k dans le théorème 20 on obtient

1X
n=0

F 2k;nhn�1 (2c1; [�2c2]) tn =

0@ k2t� 2(c1 � c2)(�2k2 � 1)t2 + 4k2(c1 � c2)2t3

�2(c1 � c2)(4 (c1 � c2)2 � 2)t4 � k2t5 + 2 (c1 � c2) t6

1A
DF 2k;nTn

;

avec

DF 2k;nTn
= DF 2k;nUn

:

Donc

1X
n=0

F 2k;nTn (c1 � c2) tn =
NF 2k;nUn

DF 2k;nUn

� (c1 � c2)�

0@ k2t� 2(c1 � c2)(�2k2 � 1)t2 + 4k2(c1 � c2)2t3

�2(c1 � c2)(4 (c1 � c2)2 � 2)t4 � k2t5 + 2 (c1 � c2) t6

1A
DF 2k;nTn

=
NF 2k;nTn

DF 2k;nUn

;
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avec

NF 2k;nTn = 1 + (1� 2(c1 � c2)2)t6 + k2(c1 � c2)t5 + (8(c1 � c2)4 � 8(c1 � c2)2 + 2k2 + 3)t4

+(�4k2(c1 � c2)3 + 4k2(c1 � c2))t3 + (2(c1 � c2)2(�2k2 � 1) + 2k2

�4(c1 � c2)2 + 3)t2 � k2(c1 � c2)t:

Posons k = 1 dans (3:11) on obtient l�identité suivante [41]

1X
n=0

F 2nTn (c1 � c2) tn =
NF 2nTn
DF 2nTn

; (3.12)

avec

NF 2nTn = 1� 3 (c1 � c2) t+ (4� 4 (c1 � c2)2)t2 + (4 (c1 � c2)3 � (c1 � c2))t3

+(1� 2 (c1 � c2)2)t4:

DF 2nTn
= DF 2nUn

;

qui représente la fonction génératrice du produit des nombres de Fibonacci et les polynômes

de Chebyshev de première espèce [41].

Théorème 25 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k�Fibonacci et

les polynômes de Chebyshev de première et de deuxième espèce est donnée par :

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)Tn (c1 � c2) tn =
NFk;nUnTn
DFk;nUnTn

; (3.13)

avec

NFk;nUnTn = 1 +
�
�1 + 2 (c1 � c2)2

�
t6 + 2k (c1 � c2) (b1 � b2) t5 + (�4 (b1 � b2)2 + 8 (c1 � c2)4

�8 (c1 � c2)2 + k2 + 3)t4 + (�8k (b1 � b2) (c1 � c2) + 8k (c1 � c2)3 (b1 � b2))t3

+(4 (b1 � b2)2 + 6 (c1 � c2)2 � 3� k2 � 8 (c1 � c2)2 (b1 � b2)2 + 2k2 (c1 � c2))t2

�2k (c1 � c2) (b1 � b2) t:

DFk;nUnTn = DFk;nUnUn :
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Preuve. On a

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)Tn (c1 � c2) tn

=

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2) (hn (2c1; [�2c2])� (c1 � c2)hn�1 (2c1; [�2c2])) tn

=

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)hn (2c1; [�2c2]) tn � (c1 � c2)
1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)hn�1 (2c1; [�2c2]) tn

=
1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)Un (c1 � c2) tn � (c1 � c2)
1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)hn�1 (2c1; [�2c2]) tn:

En remplaçant c1 par 2c1; c2 par (�2c2) ; b1 par 2b1; b2 par (�2b2) et a2 par (�a2) ; et posons

4c1c2 = 4b1b2 = �1; a1a2 = 1 et a1 � a2 = k dans le théorème 20 on obtient :

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)hn�1 (2c1; [�2c2]) tn =0@ 2k (b1 � b2) t� 2 (c1 � c2)
�
�4 (b1 � b2)2 + k2 + 1

�
t2 � 8k (c1 � c2)2 (b1 � b2) t3

+
�
�8 (c1 � c2)3 + 4 (c1 � c2)

�
t4 � 2k (b1 � b2) t5 � 2 (c1 � c2) t6

1A
DFk;nUnTn

;

avec

DFk;nUnTn = DFk;nUnUn ;

alors

1X
n=0

Fk;nUn (b1 � b2)T (c1 � c2) tn =
NFk;nUnUn
DFk;nUnUn

� (c1 � c2)�

0@ 2k (b1 � b2) t� 2 (c1 � c2) (�4 (b1 � b2)2 + k2 + 1)t2 � 8k (c1 � c2)2 (b1 � b2) t3

+(�8 (c1 � c2)3 + 4 (c1 � c2))t4 � 2k (b1 � b2) t5 � 2 (c1 � c2) t6

1A
DFk;nUnUn

=
NFk;nUnTn
DFk;nUnUn

;
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avec

NFk;nUnTn = 1 +
�
�1 + 2 (c1 � c2)2

�
t6 + 2k (c1 � c2) (b1 � b2) t5 + (�4 (b1 � b2)2 + 8 (c1 � c2)4

�8 (c1 � c2)2 + k2 + 3)t4 + (�8k (b1 � b2) (c1 � c2) + 8k (c1 � c2)3 (b1 � b2))t3

+(4 (b1 � b2)2 + 6 (c1 � c2)2 � 3� k2 � 8 (c1 � c2)2 (b1 � b2)2 + 2k2 (c1 � c2)2)t2

�2k (c1 � c2) (b1 � b2) t:

Posons k = 1 dans (3:13) on obtient l�identité suivante [41]

1X
n=0

FnUn (b1 � b2)Tn (c1 � c2) tn =
NFnUnTn
DFnUnTn

; (3.14)

avec

NFnUnTn = 1� 2 (b1 � b2) (c1 � c2) t+ (4 (b1 � b2)2 + 8 (c1 � c2)2 � 8 (c1 � c2)2 (b1 � b2)2 � 4)t2

+(�8 (c1 � c2) (b1 � b2) + 8 (c1 � c2)3 (b1 � b2))t3 + (8 (c1 � c2)4 � 8 (c1 � c2)2 �

4 (b1 � b2)2 + 4)t4 + 2 (c1 � c2) (b1 � b2) t5 + (2 (c1 � c2)2 � 1)t6:

DFnUnTn = DFnUnUn ;

qui représente la fonction génératrice du produit des nombres de Fibonacci et les polynômes

de Chebyshev de première et de deuxième espèce .

En remplaçant a2 par (�a2) ; b2 par (�b2) et c2 par (�c2) ; et posons a1a2 = 1; b1b2 = c1c2 = k

et a1 � a2 = k; b1 � b2 = c1 � c2 = 2 dans le théorème 19; on obtient le théorème suivant.

Théorème 26 [8] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k�Fibonacci

et les nombres de k-Pell est donnée par :

1X
n=0

Fk;nP
2
k;nt

n =
NFk;nP 2k;n
DFk;nP

2
k;n

; (3.15)

avec

NFk;nP 2k;n = kt+ 4t
2 � k3

�
2 + k2

�
t3 � 4k4t4 + k3

�
8k + k2

�
t5 � 4k4t6:
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DF 2k;nPk;n
= 1� 4kt�

�
4k3 + (2k + 4)

�
k3 + 2k + 4

��
t2 � 4k

�
k4 + 8k + 5k2

�
t3

+(32k2 + k8 + k2
�
4k4 + 32k � 16k2

�
+ 6k4)t4 + 4k3

�
k4 + 8k + 5k2

�
t5

�(4k7 + k4 (2k + 4)
�
k3: + 2k + 4

�
)t6 + 4k7t7 + k8t8:

En remplaçant a1 par 2a1 ; a2 par (�2a2) ; b2 par (�b2) et c2 par (�c2) ; et posons 4a1a2 =

�1; b1b2 = c1c2 = k et b1� b2 = c1� c2 = 2 dans le théorème 19 on obtient le théorème suivant :

Théorème 27 [8] 8 n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de k�Pell et les

polynômes de Chebyshev de deuxième espèce est donnée par :

1X
n=0

P 2k;nUn (a1 � a2) tn =
NP 2k;nUn

DP 2k;nUn

; (3.16)

avec

NP 2k;nUn = 2 (a1 � a2) t� 4t2 � 2k2 (a1 � a2) (4 (a1 � a2)2 � 2)t3 + 16k2 (a1 � a2)2 t4

+2k2 (a1 � a2) (8k + k2)t5 + 4k4t6:

DP 2k;nUn
= 1� 8 (a1 � a2) t� (16k (a1 � a2)2 + (2k + 4)(4k (a1 � a2)2 � 2k � 4))t2 � 8 (a1 � a2)

(4k2 (a1 � a2)2 � 8k � 5k2)t3 + (32k2 + 16k4 (a1 � a2)4 � k2(16k2 (a1 � a2)2 � 32k

�64 (a1 � a2)2) + 6k4)t4 � 8k2 (a1 � a2) (4k2 (a1 � a2)2 � 8k � 5k2)t5 � (16k5

(a1 � a2)2 + k4(2k + 4)(4k (a1 � a2)2 � 2k � 4))t6 � 8k6 (a1 � a2) t7 + k8t8:

Posons k = 1 dans la formule (3:16) ; on obtient la fonction génératrice du produit des nombres

de Pell et les polynômes de Chebyshev de deuxième espèce [8]

1X
n=0

P 2nUn (a1 � a2) tn =
NP 2nUn
DP 2nUn

;

avec

NP 2nUn = 2 (a1 � a2) t� 4t2 � 2 (a1 � a2) (�2 + 4 (a1 � a2)2)t3 + 16 (a1 � a2)2 t4

+18 (a1 � a2) t5 + 4t6:
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DP 2nUn
= 1� 8 (a1 � a2) t� (40 (a1 � a2)2 � 36)t2 � 8 (a1 � a2) (4 (a1 � a2)2 � 13)t3

+(70 + 16 (a1 � a2)4 + 48 (a1 � a2)2)t4 � 8 (a1 � a2) (4 (a1 � a2)2 � 13)t5

�(40 (a1 � a2)2 � 36)t6 � 8 (a1 � a2) tr7 + t8:

En remplaçant a2 par (�a2) ; b2 par (�b2) et c2 par (�c2) ; et posons a1a2 = b1b2 = c1c2 = k

et a1 � a2 = b1 � b2 = c1 � c2 = 2 dans la proposition 25 on obtient le théorème suivant :

Théorème 28 [8] 8n 2 N; la fonction génératrice des cubes des nombres de k�Pell est

donnée par :
1X
n=0

P 3k;nt
n =

NPk;nPk;nPk;n
DPk;nPk;nPk;n

; (3.17)

avec

NPk;nPk;nPk;n = t� (12k2 + 3k3)t3 � 16k3t4 + (12k5 + 3k6)t5 � k9t7:

DPk;nPk;nPk;n = 1� 8t� (16k + (2k + 4)(8k + 2k2))t2 � 8(12k2 + 5k3)t3 + (48k

+k3(48k2 � 64) + 6k6)t4 + 8k3(12k2 + 5k3)t5 � (16k7 + k6(2k + 4)

(8k + 2k2))t6 + 8k9t7 + k12t8:

Posons k = 1 dans l�identité (3:17) ; on obtient la fonction génératrice des cubes des nombres de

Pell [70] :
1X
n=0

P 3nt
n =

t (1� 4t� t2)
(1 + 2t� t2) (1� 14t� t2) : (3.18)

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé des nouvelles fonctions génératrices des produits des

nombres de k�Fibonacci et les polynômes de Chebyshev de première et de deuxième espèce. En

utilisant le concept des fonctions symétriques. Et nous avons récupéré certains résultats présentés

dans [41; 70; 37].
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En utilisant les deux formules suivantes :

1X
n=0

u2nt
n =

u0 + (u2 � u0 (p2 + 2q)) t
1� (p2 + 2q) t+ q2t2

et
1X
n=0

u2n+1t
n =

u1 + (u0pq � u1q) t
1� (p2 + 2q) t+ q2t2 :

Mez½o dans [59] a déterminé les fonctions génératrices des nombres de Fibonacci, Lucas, Pell,

Pell-Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal -Lucas d�indice pair et impair. Dans ce chapitre on uti-

lise le concept des fonctions symétriques pour déterminer de nouvelles fonctions génératrices

des produits de certains nombres et nous récupérons certains résultats présentés dans [59].

Dans la première partie nous proposons des nouveaux théorèmes a�n de déterminer des fonc-

tions génératrices. Dans la deuxième partie, nous donnons quelques applications de ces théo-

rèmes. Ces applications nous permettent d�obtenir des nouvelles fonctions génératrices comme :
1P
n=0

P 3nt
n;

1P
n=0

J3nt
n;

1P
n=0

F 2nPnt
n;

1P
n=0

F 2nJnt
n;

1P
n=0

P 2nJnt
n; ::::
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4.1 Résultats principaux

Théorème 29 Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn+k�1 (b1 + b2) t
n =

bk1 � bk2 � (a1 + a2)
�
bk1b2 � bk2b1

�
t� a1a2

�
bk2b

2
1 � bk1b22

�
t2

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
;

(4.1)

8k 2 N:

Preuve. L�action de l�opérateur �kb1b2 sur la série f(b1t) =
1P
n=0

Sn (a1 + a2) b
n
1 t
n nous donne

le membre gauche de l�égalité (4:1) ; alors

�kb1b2f(b1t) = �kb1b2

 1X
n=0

Sn (a1 + a2) b
n
1 t
n

!

=

1P
n=0

Sn (a1 + a2) b
n
1b
k
1t
n �

1P
n=0

Sn (a1 + a2) b
n
2b
k
2t
n

b1 � b2

=
1X
n=0

Sn (a1 + a2)

�
bn+k1 � bn+k2

b1 � b2

�
tn

=
1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn+k�1 (b1 + b2) t
n:

Posons f(b1t) = 1Y
a2A

(1�ab1t)
; alors le deuxième membre de l�égalité (4:1) s�écrit :

�kb1b2f(b1t) = �kb1b2

0BB@ 1Y
a2A

(1� ab1t)

1CCA

=
1

b1 � b2

0BB@ bk1Y
a2A

(1� ab1t)
� bk2Y

a2A
(1� ab2t)

1CCA
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=

bk1
Y
a2A

(1� ab2t)� bk2
Y
a2A

(1� ab1t)

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)

=
bk1 � bk2 � (a1 + a2)

�
bk1b2 � bk2b1

�
t� a1a2

�
bk2b

2
1 � bk1b22

�
t2

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
:

Théorème 30 Soient A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g et C = fc1; c2g ; trois alphabets alors

1X
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B)Sn+k�1 (C) t
n

=
bk1b

k
2

c1 � c2
�

0BB@
� 1P
n=0

Sn (�A) bn2cn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn1cn1 tn
� 1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn+k2 tn

�
� 1P
n=0

Sn (�A) bn2cn2 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn1cn2 tn
� 1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn+k1 tn

1CCA
Y
a2A

(1� ac1b1t)
Y
a2A

(1� ac1b2t)
Y
a2A

(1� ac2b1t)
Y
a2A

(1� ac2b2t)
:

(4.2)

8k 2 N et k < n:

Preuve. L�action de l�opérateur �kc1c2�
k
b1b2

sur la série f(b1c1t) =
1P
n=0

Sn (A) b
n
1c
n
1 t
n nous donne

le membre gauche de la formule (4:2)

�kc1c2�
k
b1b2
f(b1c1t) = �kc1c2�

k
b1b2

 1X
n=0

Sn (A) b
n
1c
n
1 t
n

!

= �kc1c2

0BB@
1P
n=0

Sn (A) b
n+k
1 cn1 t

n �
1P
n=0

Sn (A) b
n+k
2 cn1 t

n

b1 � b2

1CCA
= �kc1c2

 1X
n=0

Sn (A)
bn+k1 � bn+k2

b1 � b2
cn1 t

n

!

= �kc1c2

 1X
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B) c
n
1 t
n

!
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=

ck1
1P
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B) c
n
1 t
n � ck2

1P
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B) c
n
2 t
n

c1 � c2

=
1X
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B)
cn+k1 � cn+k2

(c1 � c2)
tn

=
1X
n=0

Sn (A)Sn+k�1 (B)Sn+k�1 (C) t
n:

Posons f(b1c1t) = 1Y
a2A

(1�ab1c1t)
; alors le deuxième membre de la formule (4:2) s�écrite

�kc1c2�
k
b1b2

f(b1c1t) = �kc1c2�
k
b1b2

0BB@ 1Y
a2A

(1� ab1c1t)

1CCA

= �kc1c2

0BB@ 1

b1 � b2

0BB@ bk1Y
a2A

(1� ab1c1t)
� bk2Y

a2A
(1� ab2c1t)

1CCA
1CCA

= �kc1c2

0BB@
bk1
Y
a2A

(1� ab2c1t)� bk2
Y

a2A
(1� ab1c1t)

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1c1t)
Y
a2A

(1� ab2c1t)

1CCA :

D�après l�égalité
1P
n=0

Sn (�A) bn1cn1 tn =
Y
a2A

(1� ab1c1t) ; on obtient

�kc1c2�
k
b1b2

f(b1c1t) = �kc1c2

0BB@b
k
1

1P
n=0

Sn (�A) bn2cn1 tn � bk2
1P
n=0

Sn (�A) bn1cn1 tn

(b1 � b2)
Y
a2A

(1� ab1c1t)
Y
a2A

(1� ab2c1t)

1CCA

= �kc1c2

0BB@�b
k
1b
k
2

1P
n=0

Sn (�A) b
n�k
1 �bn�k2

b1�b2 cn1 t
nY

a2A
(1� ab1c1t)

Y
a2A

(1� ab2c1t)

1CCA
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= �kc1c2

0BB@�b
k
1b
k
2

1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn1 tnY
a2A

(1� ab1c1t)
Y
a2A

(1� ab2c1t)

1CCA

=
1

c1 � c2

0BB@�c
k
1b
k
1b
k
2

1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn1 tnY
a2A

(1� ab1c1t)
Y
a2A

(1� ab2c1t)
+

ck2b
k
1b
k
2

1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn2 tnY
a2A

(1� ab1c2t)
Y
a2A

(1� ab2c2t)

1CCA

=
bk1b

k
2

c1 � c2
�

0BB@
� 1P
n=0

Sn (�A) bn2cn1 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn1cn1 tn
� 1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn+k2 tn

�
� 1P
n=0

Sn (�A) bn2cn2 tn
�� 1P

n=0

Sn (�A) bn1cn2 tn
� 1P
n=0

Sn (�A)Sn�k�1 (B) cn+k1 tn

1CCA
Y
a2A

(1� ac1b1t)
Y
a2A

(1� ac1b2t)
Y
a2A

(1� ac2b1t)
Y
a2A

(1� ac2b2t)
:

4.2 Applications

Dans cette section nous considérons la suite de Fibonacci avec les conditions initiales F0 = 0

et F1 = 1:

4.2.1 Applications du théorème 29

Posons k = 0; 1 dans le théorème 29 on obtient les théorèmes suivants :

Théorème 31 [5; 14] Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2) t
n =

(a1 + a2) t� a1a2 (b1 + b2) t2Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
: (4.3)

Théorème 32 [5; 20] Etant donnés deux alphabets A = fa1; a2g et B = fb1; b2g ; alors

1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn (b1 + b2) t
n =

1� a1a2b1b2t2Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
: (4.4)
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D�apès le théorème précédent on déduit la relation suivante :

1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2) t
n =

t� a1a2b1b2t3Y
a2A

(1� ab1t)
Y
a2A

(1� ab2t)
: (4.5)

En remplaçant a2 par (�a2) et b2 par (�b2) ; et posons a1� a2 = b1� b2 = 1 et a1a2 = b1b2 =

2 dans les formules (4:3) ; (4:4) et (4:5) on obtient, respectivement les fonctions génératrices

suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t+ 2t2

1� t� 12t2 � 4t3 + 16t4 ; (4.6)

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn (b1 + [�b2]) tn =
1� 4t2

1� t� 12t2 � 4t3 + 16t4 ; (4.7)

1X
n=0

Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t(1� 4t2)

1� t� 12t2 � 4t3 + 16t4 : (4.8)

En multipliant la relation (4:6) par 2 et la relation (4:8) par (�1), puis en additionnant les

deux résultats, on obtient la proposition suivante.

Proposition 26 [5] 8 n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal d�indice pair

est donnée par :
1X
n=0

J2nt
n =

t

1� 5t+ 4t2 : (4.9)

Corollaire 15 8 n 2 N; on a

J2n = Sn�1 (b1 + [�b2]) (2Sn (a1 + [�a2])� Sn�1 (a1 + [�a2])) :

En multipliant la relation (4:6) par 4 et en l�additionnant avec la relation (4:7) on obtient la

fonction génératrice suivante :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2]) (4Sn�1 (b1 + [�b2]) + Sn (b1 + [�b2])) tn =
1

1� 5t+ 4t2 : (4.10)

En multipliant la relation (4:9) par (�5) et la relation (4:10) par 2, puis en additionnant les
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deux résultats, on obtient la proposition suivante.

Proposition 27 [5] 8 n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal-Lucas d�indice

pair est donnée par :
1X
n=0

j2nt
n =

2� 5t
1� 5t+ 4t2 : (4.11)

Corollaire 16 8 n 2 N; on a

j2n = 2Sn (a1 + [�a2])Sn (b1 + [�b2])� 2Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])

+5Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1(b1 + [�b2]):

En multipliant la relation (4:9) par 2 et en la soustrayant de la relation (4:10) ; on obtient la

proposition suivante.

Proposition 28 [5] 8 n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal d�indice

impair est donnée par :
1X
n=0

J2n+1t
n =

1� 2t
1� 5t+ 4t2 : (4:12)

Corollaire 17 8 n 2 N; on a

J2n+1 = Sn (a1 + [�a2])Sn (b1 + [�b2]) + 2Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) :

En multipliant la relation (4:9) par 2 et en l�additionnant avec la relation (4:10) ; on obtient

la proposition suivante.

Proposition 29 [5] 8n 2 N; la fonction génératrice des nombres de Jacobsthal-Lucas d�indice

impair est donnée par :
1X
n=0

j2n+1t
n =

1 + 2t

1� 5t+ 4t2 : (4.13)

Corollaire 18 8 n 2 N; on a

j2n+1 = Sn (a1 + [�a2])Sn (b1 + [�b2]) + 8Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])

�2Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) :
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� En remplaçant a2 par (�a2) et b2 par (�b2) ; et posons a1 � a2 = b1 � b2 = 1 et a1a2 = 2

et b1b2 = 1 dans les formules (4:3) et (4:5) on obtient les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1 + 2t)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 ; (4:14)

1X
n=0

Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1� 2t2)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 : (4:15)

En multipliant la relation (4:14) par 2 et la relation (4:15) par (�1), puis en additionnant

les deux résultats, on obtient la proposition suivante.

Proposition 30 [5] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal-

Lucas et les nombres de Fibonacci est donnée par :

1X
n=0

Fnjnt
n =

t (1 + 4t+ 2t2)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 :

Corollaire 19 8 n 2 N; on a

Fnjn = Sn�1 (b1 + [�b2]) (2Sn (a1 + [�a2])� Sn�1 (a1 + [�a2])) :

En remplaçant a2 par (�a2) et b2 par (�b2) ; et posons a1 � a2 = b1 � b2 = 1 et a1a2 = 1 et

b1b2 = 2 dans (4:3) et (4:5) on obtient, respectivement les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1 + t)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 ; (4:16)

1X
n=0

Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1� 2t2)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 : (4:17)

En multipliant la relation (4:16) par 2 et la relation (4:17) par (�1), puis en additionnant les

deux résultats, on obtient la proposition suivante.

Proposition 31 [5] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal et

les nombres de Lucas est donnée par :
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1X
n=0

JnLnt
n =

t (1 + 2t+ 2t2)

1� t� 7t2 � 2t3 + 4t4 :

Corollaire 20 8 n 2 N; on a

JnLn = Sn�1 (b1 + [�b2]) (2Sn (a1 + [�a2])� Sn�1 (a1 + [�a2])) :

En remplaçant a2 par (�a2) et b2 par (�b2) ; et posons a1 � a2 = 1; b1 � b2 = 2 et a1a2 = 2

et b1b2 = 1 dans (4:3) et (4:5) on obtient, respectivement, les fonctions génératrices suivantes :

1X
n=0

Sn (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1 + 4t)

(1 + 2t� t2) (1� 4t� 4t2) ; (4:18)

1X
n=0

Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2]) tn =
t (1� 2t2)

(1 + 2t� t2) (1� 4t� 4t2) : (4:19)

En multipliant la relation (4:18) par 2 et la relation (4:19) par (�1), puis en additionnant les

deux résultats, on obtient la proposition suivante.

Proposition 32 [5] 8n 2 N; la fonction génératrice du produit des nombres de Jacobsthal-

Lucas et les nombres de Pell est donnée par :

1X
n=0

jnPnt
n =

t (1 + 8t+ 2t2)

(1 + 2t� t2) (1� 4t� 4t2) :

Corollaire 21 8 n 2 N; on a

jnPn = Sn�1 (b1 + [�b2]) (2Sn (a1 + [�a2])� Sn�1 (a1 + [�a2])) :

4.2.2 Applications du théorème 30

Posons k = 1 dans le théorème 30 on obtient la proposition suivante.

Proposition 33 (Th�eor�eme [5]) Etant donnés trois alphabets A = fa1; a2g ; B = fb1; b2g et

C = fc1; c2g ; alors
1X
n=0

Sn (a1 + a2)Sn (b1 + b2)Sn (c1 + c2) t
n =

N

D
; (4.20)
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avec

N = 1� (a1a2c1c2 (b1 + b2)2 + a1a2b1b2 (c1 + c2)2 + b1b2c1c2 (a1 + a2)2

�3b1b2a1a2c1c2)t2 + 2b1b2a1a2c1c2 (a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2) t3

�(b1b2a21a22c21c22 (b1 + b2)
2 + c1c2a

2
1a
2
2b
2
1b
2
2 (c1 + c2)

2 + a1a2c
2
1c
2
2b
2
1b
2
2

(a1 + a2)
2 � 3a21a22b21b22c21c22)t4 + a31a32c31c32p31p32t6:

D = 1� (a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2) t+ ( b1b2 (a1 + a2)2 (c1 + c2)2

+((b1 + b2)
2 � 2b1b2)((a1 + a2)2 c1c2 � 2a1a2c1c2 + a1a2 (c1 + c2)2)) t2

� (a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2) ( b1b2c1c2 (a1 + a2)2 + b1b2a1a2 (c1 + c2)2

+a1a2c1c2 (b1 + b2)
2 � 5b1b2a1a2c1c2)t3 + (a21a22c21c22 (b1 + b2)

4 + c21c
2
2

b21b
2
2 (a1 + a2)

4 + a21a
2
2b
2
1b
2
2 (c1 + c2)

4 � a1a2c1c2b1b2(4c1c2b1b2 (a1 + a2)2

+4a1a2c1c2 (b1 + b2)
2 + 4a1a2b1b2 (c1 + c2)

2 � (a1 + a2)2 (b1 + b2)2

(c1 + c2)
2) + 6a21a

2
2c
2
1c
2
2b
2
1b
2
2) t

4 � a1a2c1c2b1b2 (a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2)

(a1a2c1c2 (b1 + b2)
2 + c1c2b1b2 (a1 + a2)

2 + b1b2a1a2 (c1 + c2)
2 � 5a1a2

c1c2b1b2)t
5 + (a21a

2
2c
2
1c
2
2b
3
1
3
2 (a1 + a2)

2 (c1 + c2)
2 + a21a

2
2c
2
1c
2
2b
2
1b
2
2((b1 + b2)

2

�2b1b2)((a1 + a2)2 c1c2 � 2a1a2c1c2 + a1a2 (c1 + c2)2)) t6 � b31b32a31a32c31c32

(a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2) t
7 + b41b

4
2a
4
1a
4
2c
4
1c
4
2t
8:

D�après la relation (4:20) on obtient la relation suivante :

1X
n=0

Sn�1 (a1 + a2)Sn�1 (b1 + b2)Sn�1 (c1 + c2) z
n =

N1
D
; (4.21)

avec

N1 = t� (a1a2c1c2 (b1 + b2)2 + a1a2b1b2 (c1 + c2)2 + b1b2c1c2 (a1 + a2)2

�3b1b2a1a2c1c2)t3 + 2b1b2a1a2c1c2 (a1 + a2) (c1 + c2) (b1 + b2) t4
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�(b1b2a21a22c21c22 (b1 + b2)
2 + c1c2a

2
1a
2
2b
2
1b
2
2 (c1 + c2)

2 + a1a2c
2
1c
2
2b
2
1b
2
2 (a1 + a2)

2

�3a21a22b21b22c21c22)t5 + a31a32c31c32b31b32t7:

En remplaçant a2 par (�a2); b2 par (�b2) et c2 par (�c2) et posons � = a1� a2; � = b1� b2;

 = c1 � c2; � = a1a2; � = b1b2 et ! = c1c2 dans (4:21) on obtient le tableau suivant [5] :

� �  � � !
Coe¢ cients

de tn
Fonctions symétriques

1 1 1 1 1 1 F 3n Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

2 2 2 1 1 1 P 3n Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 1 1 2 2 2 J3n Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 1 2 1 1 1 F 2nPn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 1 1 1 1 2 F 2nJn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 2 2 1 1 1 P 2nFn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 1 1 1 2 2 J2nFn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

2 2 1 1 1 2 P 2nJn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

1 2 2 2 1 1 J2nPn Sn�1 (a1 + [�a2])Sn�1 (b1 + [�b2])Sn�1 (c1 + [�c2])

Table 10 : Fonctions symétriques des puissances de certains nombres.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des nouveaux théorèmes a�n de déterminer les fonctions

génératrices des nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas d�indice pair et impair ainsi que les

fonctions génératrices des puissances des nombres de Fibonacci, Pell et Jacobsthal.
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Conclusion et perspectives

Les fonctions symétriques se situent dans le domaine du combinatoire algébriques où la

motivation principale et le calcul de certaines identités issues des mathématiques discrètes ou

de la physique, à l�aide des objets combinatoires. Dans cette thèse, nous avons déterminé les

fonctions génératrices ordinaires des produits de certains nombres et polynômes orthogonaux.

En utilisant le concept des fonctions symétriques. Principalement nous avons obtenu des résul-

tats intéressants concernant les fonctions génératrices ordinaires. Comme premier résultat, nous

avons déterminé les fonctions génératrices des produits des nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-

Jacobsthal, k-Lucas, k-Jacobsthal-Lucas, Jacobsthal de troisième ordre, Narayana, Padovan et

les polynômes de Chebyshev . Comme deuxième résultat nous avons obtenu les fonctions gé-

nératrices des cubes des nombres de k-Fibonacci, k-Pell ainsi que le produit des polynômes de

Chebyshev de première et de deuxième espèces. Le dernier résultat de cette thèse est concernant

sur les fonctions génératrices des puissances des nombres de Fibonacci, Pell et Jacobsthal.

Parmi les questions et les travaux qui peuvent présenter des perspectives et qu�on souhaite

les aborder pour l�avenir on y trouve

- Les fonctions génératrices ordinaires des nombres hyper�bonacci F [r]n et les nombres hyper-

lucas L[r]n :

- Les fonctions génératrices ordinaires des polynômes d-orthogonaux de type Chebyshev.

- Les fonctions génératrices exponentielles des polynômes d-orthogonaux de type Hermite.

- Les fonctions génératrices exponentielles des certains nombres et polynômes orthogonaux.

Par exemple : Les nombres de Genocchi Gn et les polynômes de Bernoulli Bn:
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Résumé 

     Dans cette thèse nous proposons des nouveaux théorèmes afin de 

déterminer des fonctions génératrices de certains nombres et 

polynômes orthogonaux. Les théorèmes proposés sont basés sur les 

fonctions symétriques où l’utilisation d'opérateur symétrique 
1 2 1 2

k k

b b a a   

sur la série inversible   1 1

0

n n n

n

n

S A b c z




  nous permet d'obtenir les fonctions 

génératrices des puissances des nombres de k-Fibonacci, k-Pell, k-

Jacobsthal et les fonctions génératrices des produits des nombres de k-

Fibonacci, k-Pell et les polynômes de Chebyshev de premier et de 

deuxième espèce . 

 Abstract  

      In this thesis we propose new theorems in order to determine 

generating functions of some numbers and orthogonal polynomials. 

The proposed theorems are based on the symmetric functions where 

by making use the symmetrizing operator 
1 2 1 2

k k

b b a a   on the  series 
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  we gived the generating functions for the powers of k-

Fibonacci numbers,  k-Pell numbers,  k-Jacobsthal numbers and  the 

generating functions of the products of  k-Fibonacci numbers, k-Pell 

numbers and Chebyshev polynomials of  the first and the second kind. 

 الملخص

جدٍدج تؼتمد ػلي التواتغ التىاظرٍح وظرٍاخ اقتراح فٌ هري الأطرودح قمىا ت   

ػداد وكثَراخ الذدود المتؼامدج. دَث أن استؼماللك لذساب الدوال المولدج لثؼض الأوذ   

ٍسمخ لىا تذساب    1 1

0

n n n

n

n
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 ػلي السلسلح القاتلح  للقلة  
1 2 1 2

k k

b b a a  المؤثر   التىاظرً      

فَثوواتشٌ،  k- تال،   k-   والدوال المولدج  لتاكوتساج - k أػداد     لقوىالدوال المولدج        

تال وكثَراخ ددود تشَثَتشاف مه الىوع الأول والثاوٌ.             -kفَثوواشٌ، -kاءاخ أػداد  لجد     
 



 

 

 

 


