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Introduction

Le présent travail a pour but de présenter la notion de mesurabilité

pour les applications multivoques ainsi que quelques résultats concernant ce

concept. En fait, la notion de mesurabilité des multi-applications joue un rôle

important dans certaines branches de l'analyse appliquée :

Économie mathématique, modèles économiques à un continu de consomma-

teurs théorie des jeux etc, et notamment dans la théorie du contrôle optimum

et des tests statistiques.

Notons qu'en 1966, G. Debreu, inspiré d'un travail de R. J. Aumann qui

revient au 1965, a inauguré l'étude des multi-applications mesurables en se

plaçant dans des espaces mesurables abstraits. Dans [5] l'auteur se place dans

des espaces localement compacts, et présente une étude pour la mesurabilité

qui fournit des outils permettant de résoudre des problèmes relevant de la

pratique.

Ce mémoire est une initiation à l'étude des multi-applications mesu-

rables,à travers des notions réparties en trois chapitres.

le premier chapitre est consacré à des notations de base que nous avons utilisé

tout au long de ce travail. Dans le deuxième chapitre, nous étudions la mesu-

rabilité d'une classe d' applications multivoques à valeurs non vides fermées
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dans un espace de Banach séparable. Nous présentons quelques théorèmes

avec démonstrations très détaillées.

On ternire par un chapitre dans lequel nous domons un exemple d'un théo-

rème d'existence de solutions d'une inclusion di�érentielle dont la démonstra-

tions est basée sur la notion de mesurabilité. En e�et, lors de la construction

d'une suite qui converge vers une solution, on constate l'importance de la

mesurabilité.



Chapitre 1
Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, Nous résumons les notations et les concepts de base liés

à l'étude des multi-applications ainsi que des résultats que nous avons utilisé

dans ce mémoire.

1.1 Notations

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

• E espace de Banach réel.

• E ′ le dual topologique de l'espace E.

• ‖.‖ la norme de E.

• BE(a, r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.

• BE(a, r) la boule fermé de centre a et de rayon r.

5
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• BE la boule unité fermée de E.

• 0E l'élément neutre de (E,⊕)

• si A est un sous ensemble de E alors A est la fermeture de A.

• P(E) l'ensemble de tous les sous ensembles de E.

• B(E) la tribu de Borel sur l'espace E.

• C1([0, 1]) l'espace de Banach de toutes les applications continues

u : [0, 1] −→ E, muni de la norme ‖u‖C = sup
t∈[0,1]

‖u(t)‖

• C1
E([0, 1]) l'espace de Banach de toutes les applications continues ayant

une dérivée continue

u : [0, 1] −→ E, muni de la norme ‖u‖C1 = max

{
max
t∈[0,1]
‖u(t)‖,max

t∈[0,1]
‖u̇(t)‖

}
• e.v.n espace vectoriel normé.

• X\A Le complémentaire de L'ensemble A dans X.
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1.2 Espace métrique

Les notations de cette section ont été prises des références [8] et [11]

Dé�nition 1.1. Soit X un ensemble non vide quelconque. On appelle dis-

tance sur X une application d : X × X −→ R+ qui à (x, y) ∈ X × X fait

correspondre le nombre réel �ni positif d(x, y) appelé distance de x à y, et

satisfaisant aux trois conditions suivantes

(i) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0⇐⇒ x = y,

(ii) ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x) (relation de symétrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.2. On appelle espace métrique le couple (X, d) formé d'un

ensemble X et une distance d dé�nie sur X.

Dé�nition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique, soient x0 ∈ X et r>0. On

appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r, notée B(x0, r) l'ensemble

{x ∈ X/ d(x0, x) ≤ r}.

Dé�nition 1.4. Soient X un espace métrique, et A une partie non vide de

X. La distance d'un point x ∈ X à l'ensemble A est donnée par

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a).

Dé�nition 1.5. (L'adhérence)

On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de (X, d) dé�ni
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par

A = {x ∈ X, d(x,A) = 0}.

Corollaire 1.6. Soient A une partie non vide d'un espace métrique (X, d)

et x ∈ X. Alors,

x ∈ A⇔ d(x;A) = 0.

Dé�nition 1.7. Soit (E, d) un espace métrique et soit (xn)n ⊂ E. On dit

que (xn)n est de Cauchy si est seulement si

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, ∀ p, q ∈ N : p > q ≥ n0 ⇒ d(xp, xq) < ε.

Dé�nition 1.8. Soit (xn)n∈N une suite d'éléments de l'espace métrique (X, d),

Soit x ∈ X. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers x ∈ X si

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, ∀ n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ d(xn, x) < ε.

Dé�nition 1.9. Un espace métrique (E, d) est dit complet lorsque toute suite

de Cauchy d'éléments de E est convergente dans E.

1.3 Espace normé

Les notions de cette section ont été prises des références [8] et [11]

Dé�nition 1.10. Soit E un espace vectoriel sur le corps K

Soit

ϕ : E −→ R+

x 7−→ ϕ(x)

on dit que ϕ est une norme sur E si seulement si
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i) Pour tout x ∈ E ϕ(x) = 0⇔ x = 0E.

ii) Pour tout x ∈ E et tout λ ∈ K, on a ϕ(λ, x) = |λ|ϕ(x).

iii) Pour tout x, y ∈ E, on a ϕ(x+ y) ≤ ϕ(x) + ϕ(y).

Remarque (Distance associée à une norme)

Soit (E, ‖.‖) un espace normé. Pour tout x, y ∈ E,

on pose d(x, y) = ‖x − y‖. On véri�e facilement que d est une distance sur

E, appelée distance associée à la norme. La topologie correspondante

sera appelée topologie normique

Dé�nition 1.11. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé com-

plet.

1.4 Espace topologique

Les notions de cette section ont été prises des références [4] et [8].

Dé�nition 1.12. Soit X un ensemble non vide. Soit θ une famille de parties

de X (θ ⊂ P(X)). On dit que θ est une topologie sur X si est seulement si

1) ∅ ∈ θ,X ∈ θ.

2) ∀(Ai)i∈I ⊂ θ =⇒ ∪
i∈I
Ai ⊂ θ.

(stabilité par union quelconque).

3) ∀(Ai)i=1,..,n ⊂ θ =⇒ ∩ni=1(Ai) ∈ θ.

(stabilité par intersection �nie).
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Dé�nition 1.13. Soit θ une topologie sur X alors, (X, θX) est appelé un

espace topologique.

On appelle ensemble ouvert de X tout ensemble appartenant à θ, c'est-à-dire

A est ouvert dans X ⇐⇒ A ∈ θ.

Dé�nition 1.14. Soit (X, θ) un espaces topologique et B ⊂ X. On dit que

B est fermé si est seulement si CB
X est ouvert

B ferme⇐⇒ CB
X ouvert.

Dé�nition 1.15. Soit (X1, θ1) et (X2, θ2) deux espaces topologies et soit

X = X1 ×X2 = {(x1, x2)/x1 ∈ X1, x2 ∈ X2}.

1) On appelle ouvert premier tout ensemble

O = O1 ×O2/O1 ∈ θ1, O2 ∈ θ2.

2) on appelle ouvert de X tout union d'ouverts premier, i.e.

θ = {∪
k
(Ok

1 ×Ok
2)/Ok

1 ∈ θ1, O
k
2 ∈ θ2}.

est une topologie sur X appelée la topologie produit de θ1× θ2 le couple

(X, θ) est appelée l'espace topologique produit de (X1, θ1) et (X2, θ2).

Proposition 1.16. Tout espace vectoriel normé est un espace topologique.

Dé�nition 1.17. Soient (X, θ) un espace topologique. On dit que (X, θ) est

séparable s'il admet un sous ensemble dénombrable partout dense.

1.5 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats suivants sont pris de la référence [1]
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Dé�nition 1.18. Soient X un ensemble non vide et Σ une famille de sous

ensembles de X. Alors Σ est dite une tribu sur X si

1. ∅ ∈ X.

2. A ∈ Σ⇒ X \ A ∈ Σ.

3. An ∈ Σ, ∀n⇒
⋃
n
An ∈ Σ.

Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont

appelés ensembles mesurables.

Si la troisième relation est vraie pour les unions �nies seulement, on dit que

Σ est une algèbre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu de Borel sur X notée B(X) est la

plus petite tribu contenant la topologie de X.

Dé�nition 1.19. Soient (X1,Σ1) (X2,Σ2), deux espaces mesurables et g

une fonction dé�nie sur X1 à valeurs dans X2, on dit que g est (Σ1,Σ2)-

mesurable si pour tout A ∈ Σ2 , g−1(A) ∈ Σ1.

Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ,B(X))-mesurable est dite

fonction Borélienne.

Dé�nition 1.20. Soit (X,Σ) un espace mesurable etM un espace métrique.

On dit que la fonction f : X −→ M est Σ-étagée (resp. dénombrablement

Σ-étagée) si f est (Σ,B(M))- mesurable et f(X) �ni (resp. dénombrable).

Proposition 1.21. ([7]) Soient (T,Σ) un espace mesurable, f et g deux

applications de T dans R. L'application h = (f, g) : T −→ R2 est Σ−B(R2)

mesurable si seulement si f et g sont Σ− B(R) mesurables.

Proposition 1.22. Soient g1, ..., gn des fonctions Σ1−Σ2 mesurable, h une

fonction Σ1 − Σ3 mesurable, Alors la fonction f dé�nie par

f(t) = h(g1(t), ..., gn(t))
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est Σ2 − Σ3 mesurable.

Proposition 1.23. ([7]) Soient (X,Σ) un espace mesurable, (Y, T ) un es-

pace topologique, f1, f2 deux applications mesurable et Φ : R2 −→ (Y, T ) une

application continue. Alors l'application h : (X,Σ) −→ (Y, T ) dé�nie par

h(x) = Φ(f1(x), f2(x)) , pour tout x ∈ X

est mesurable. Autrement dit, une combinaison continue de deux application

mesurable est mesurable.

Théorème 1.24. ([10]). Soient fn : E −→ R des fonctions mesurables.

Alors, sur leur domaine de dé�nition, la fonction

inf
n∈N

fn

est mesurable.

Lemme 1.25. Sous les notations de la dé�nition (1.20), nous avons les

caractérisations suivantes :

- f est Bochner mesurable ;

- il existe une suite de fonctions Σ-étagées dé�nies sur X à valeurs dans

M , convergeant simplement vers f ;

- il existe une suite de fonctions dénombrablement Σ-étagées dé�nies sur

X à valeurs dans M , convergeant uniformément sur X vers f .

Dé�nition 1.26. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l'application

ν : Σ −→ R est une mesure sur X si

1. ν(∅) = 0 ;

2. ν(
⋃
n
An) =

∑
n
ν(An), pour toute suite dénombrable (An) d'éléments de

Σ deux à deux disjoints.

Le triplet (X; Σ; ν) est appelé espace mesuré.
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Si ν(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que ν est une mesure positive et

on note ν ≥ 0, ou que l'espace (X,Σ, ν) est positif.

Si ν(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que ν est une mesure �nie ou

que l'espace (X,Σ, ν) est �ni.

Si X est un espace topologique, la mesure ν : B(X) −→ R est appelée

mesure Borélienne.

Dé�nition 1.27. Soit X un espace topologique séparé et ν une mesure Bo-

rélienne. Alors ν est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il

existe un ouvert C et un fermé G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et ν(C\G) ≤ ε·

Une mesure Borélienne �nie et régulière est appelée mesure de Radon.

Dé�nition 1.28. Soit (X,Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0. Soit Z un

sous ensemble de X. On dit que Z est ν-négligeable ou négligeable (s'il n'y a

pas de risque de confusion), s'il existe A ∈ Σ tel que Z ⊂ A et ν(A) = 0.

On dit qu'une propriété sur X est vraie ν-presque partout (ν.p.p) si l'en-

semble où elle n'est pas véri�ée est ν-négligeable.

La tribu ν-complétée de Σ notée Σν est la tribu engendrée par Σ et les en-

sembles ν- négligeables, c'est à dire

Σν = {A ∪ Z/A ∈ Σ etZ ensemble ν − ngligeable}.

La tribu Σ est dite complète si Σ = Σν, c'est à dire, si tout ensemble ν-

négligeable appartient à Σ.

Dé�nition 1.29. Soit (X,Σ, ν) un espace mesuré avec ν �nie. Notons Σ∗ =

Σν et soit ν∗ : Σ∗ −→ R dé�nie par ν∗(A ∪ Z) = ν(A), pour tout A ∈ Σ et

tout Z ν-négligeable. Alors (X,Σ∗, ν∗) est un espace mesuré avec ν∗ �nie et

complète et on a ν∗ = ν sur Σ. (X,Σ∗, ν∗) est appelé l'extension de Lebesgue

de l'espace mesuré (X,Σ, ν).

Théorème 1.30. Soient X un espace topologique compact, Σ une algèbre

sur X et ν : Σ −→ R une fonction additive, régulière et bornée. Soit Σ̃ la
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plus petite tribu sur X contenant Σ. Alors il existe une mesure unique ν : Σ̃

régulière, bornée et qui prolonge ν à Σ̃.

Mesures de Borel et mesure de Lebesgue sur R

Soient t0, t1 deux réels tels que t0 < t1, J = [t0, t1] et Σ la famille des sous

ensembles de J de la forme {t0}=[t0; t1], ]t′; t′′], pour t0 ≤ t′ ≤ t′′ ≤ t1, et les

unions �nies de ces intervalles.

Il est clair que Σ est une algèbre sur J .

Dé�nissons ν : Σ −→ R par

ν({t0}) = 0, ν(]t′, t′′]) = t′′ − t′ et ν(
k⋃
j=1

Aj) =
k∑
j=1

ν(Aj),

avec k ∈ N et Aj des intervalles disjoints de la forme considérée.

La fonction ν est une mesure additive, régulière et bornée. Par le théorème

(1.30) elle admet une unique extension à Σ̃ qui est la plus petite tribu sur J

contenant Σ, et qui n'est autre que la tribu Borélienne B(J).

Cette extension notée ν̃ est appelée la mesure de Borel sur J .

Soit (J,Σ∗, ν∗) l'extension de Lebesgue de (J, Σ̃, ν̃). Alors les éléments de

Σ∗ sont appelés ensembles Lebesgue-mesurables de J et ν∗ est la mesure de

Lebesgue sur J .

Dans la suite de ce travail, pour tout ensemble compact I de R, on note par

- L(I) la tribu de Lebesgue sur I,

- µ ou dt la mesure de Lebesgue,

- W 1,1
E (I) l'espace des applications u ∈ CE(I) ayant une dérivée faible

dans L1
E(I).
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- W 2,1
E (I) l'espace des applications u ∈ CE(I) ayant une dérivée première

absolument continue et une dérivée seconde faible dans L1
E(I).

Dé�nition 1.31. Soit p ∈ [1,+∞], on dé�nit les espace Lp(E) par :

• Si p ∈ [1,+∞[, Lp(E) = {f ∈Mµ(E,Σ) :
∫
E

|f(x)|pdµx < +∞}.

• Si p = +∞, L+∞(E) = {f ∈Mµ(E,Σ), ∃c ≥ 0 : |f(x)| ≤ c µ p.p}.

Théorème 1.32. Soit p ∈ [1,+∞] et soit (fn) ⊂ Lp(E) une suite qui

converge vers f dans Lp(E) i.e ‖fn − f‖p −→
n→+∞

0

Alors on peut extraire de (fn) une suite (fnk)k qui converge p.p vers f .

1.6 Multi-applications et sélections

Pour plus de détails, on peut se référer [2].

Soit X, Y deux ensembles non vides.

Dé�nition 1.33. On appelle multi-application (application multivoque) toute

application F dé�nie de X à valeurs dans P(Y ). On notera F : X −→ P(Y )

ou F : X ⇒ Y (une application qui à chaque élément x ∈ X associée un

sous ensemble F (x) de Y .

Dé�nition 1.34. On appelle graphe de la multi-application F , l'ensemble

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

F est à graphe fermé si gph(F ) est fermé dans X × Y .

Dé�nition 1.35. On appelle l'image de F l'union des images F (x)

Im(F ) = ∪
x∈X

F (x)

et domaine de F l'ensemble

D(F ) =

{
x ∈ X/ F (x) 6= ∅

}
.
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Dé�nition 1.36. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On suppose que

D(F ) = X. On appelle sélection de F toute application f : X −→ Y telle

que

f(x) ∈ F (x) ; ∀x ∈ X.

Dé�nition 1.37. Soit X un sous-ensemble de Y et F : X ⇒ Y une multi-

application.

Alors

F−1(A) =

{
x ∈ X : F (x) ∩ A 6= ∅

}
.

1.7 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications on peut se

référer à [6].

Dé�nition 1.38. Soit (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique

séparable et Γ : T ⇒ X. On dit que Γ est (Σ,B(X))-mesurable si pour tout

ouvert V de X

Γ−1(V ) = {t ∈ T : Γ(t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.39. ([9]) Si Γ1 et Γ2 sont deux multi-applications mesurables,

alors la multi-application t 7−→ Γ1 ∩ Γ2 est mesurable.

Théorème 1.40. (Représentation de Castaing)

Soit (T,Σ) une espace mesurable, un espace métrique complet séparable et

soit F : T ⇒ X une multi-application à valeurs non vides fermé. Alors, F est

mesurable si seulement s'il existe une suite (fn)n∈N d'applications mesurables

fn : T → X ; ∀n ∈ N telle que

pour tout t ∈ T ; F (t) = {fn(t), n ∈ N}.

Théorème 1.41. Soient (T,Σ, µ) un espace mesuré avec µ− σ �nie et Σµ-

complète.
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X un espace métrique séparables et F : T ⇒ X une multi-application à

valeurs non vides fermées. Considérons les propriétés suivantes équivalents.

(i) F est mesurable.

(ii) gph(F ) ∈ Σ⊗ B(X).

(iii) F−1(B) ∈ Σ, pour tout ouvert B ∈ B(X).

(iii) F−1(C) ∈ Σ, pour tout fermé C de B(X).

Remarque 1.42. Toute multi-application constante est mesurable. En e�et,

soit F : T ⇒ X dé�nie par

F (t) = A, ∀t ∈ T.

Soit V un ouvert de X, alors

F−1(V ) = {t ∈ T ; F (t) ∩ V 6= ∅}

= {t ∈ T ; A ∩ V 6= ∅}

=

T si A ∩ V 6= ∅

∅ si A ∩ V = ∅.

T, ∅ ∈ Σ =⇒ F est mesurable.

Théorème 1.43. Soient (T,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach

séparable. Soient F : T×E ⇒ E une multi-application mesurable et u : T →

E une application Σ-mesurable. Alors la multi-application F (., u(.), u̇(.)) est

Σ-mesurable.

Démonstration. On pose H(.) = F (., u(.), u̇(.)).

Comme u est une application mesurable, alors u̇ est aussi mesurable, donc

d'après la Proposition (1.22), la fonction f : T → T × E × E dé�nie par

f(t) = (t, u(t), u̇(t)) est mesurable.
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Soit maintenant V un ouvert de E. Alors

H−1(V ) = {t ∈ T : F (t, u(t), u̇(t)) ∩ V 6= ∅}

= {t ∈ T : F (f(t)) ∩ V 6= ∅}

= {t ∈ T : f(t) ∈ F−1(V )}

= f−1(F−1(V )).

Comme F est mesurable on a F−1(V ) ∈ Σ ⊗ B(E) ⊗ B(E) et grâce à la

mesurabilité de f , on obtient f−1(F−1(V )) ∈ Σ, c'est à dire, H−1(V ) ∈ Σ.

Par conséquent F (., u(.), u̇(.)) est Σ-mesurable. �

Théorème 1.44. (Théorème d'existence de sélection mesurable)

Soient (T,Σ) un espace mesurable. X un espace métrique complet séparable

et F : T ⇒ X une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermés. Alors F

admet ou moins une sélection mesurable.

1.8 La distance de Hausdor�

Dans la suite on considère un espace métrique (X, d) et A,B,C ⊂ X.

Dé�nition 1.45. On appelle écart entre A et B la quantité notée e(A,B)

et dé�nie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)

)
.

Dé�nition 1.46. On appelle distance de Hausdor� entre A et B la quantité

H(A,B) dé�nie par

H(A,B) = max

(
e(A,B), e(B,A)

)
,

avec la convention

sup ∅ = 0 et inf ∅ = +∞.
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Propriétés

1. e(A, ∅) = +∞ si A 6= ∅ ;

2. e(∅, B) = 0 ;

3. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B ;

4. H(A,B) = 0⇔ A = B ;

5. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C) ;

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

Si on note par Pf(X), l'ensemble des parties fermées de X, alors Pf(X) muni

de la distance de Hausdor� H, est un espace métrique.



Chapitre 2
Théorèmes de mesurabilité dans le cas

multivoque

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la mesurabilité de certaines applications

multivoques ayant une certaine forme. Ces multi-applications apparaissent

dans la démonstration du Théorème principale dans le troisième chapitre.

On rappelle que la dé�nition d'une application multivoque mesurable est

la Dé�nition (1.38). Avant de donner quelques Théorèmes, on commence

par quelques Lemmes préparatoires. Pour les Théorèmes nous nous sommes

référés à [2].

20
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Lemme 2.1. Soient (E,⊕,�) un espace vectoriel normé sur R, a ∈ E et

r ∈ R∗+. Alors,

BE(a, r) = a⊕ r �BE(0E, 1).

Démonstration. Soit y ∈ a⊕ r�BE(0E, 1). Alors, il existe x ∈ BE(0E, 1)

tel que

y = a⊕ r � x.

Puisque x ∈ BE(0E, 1), alors ‖x‖ ≤ 1 et donc,

‖y ⊕ (−a)‖ = ‖a⊕ r � x⊕ (−a)‖ = ‖r � x‖ = |r|.‖x‖ = r.‖x‖ ≤ r.1 = r,

d'où

y ∈ BE(a, r).

Soit maintenant y ∈ BE(a, r). Donc ‖y − a‖ ≤ r. Il su�t de prendre

x =
1

r
� (y − a),

on aura

a⊕ r � x = y,

avec

‖x‖ =
1

r
‖y − a‖ ≤ (

1

r
)r = 1,

i.e

x ∈ BE(0E, 1),

On conclut que

y ∈ a⊕ r �BE(0E, 1). �

Lemme 2.2. Soient (E,⊕,�) un espace vectoriel normé sur R, A un sous-

ensemble de E, a ∈ E et r un nombre réel. Alors,

(i) r � A = r � A,
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(ii) a⊕ A = a⊕ A.

Démonstration. Montrons (i). Nous avons

y ∈ r � A⇔ y = r � x; x ∈ A

mais

x ∈ A⇔ ∃ (xn)n ⊂ A, telle que lim
n→+∞

xn = x dans E,

donc

y = r � lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

(r � xn),

on note par yn = r � xn.

Alors, ∃(yn)n ⊂ r � A telle que y = lim
n→+∞

yn

d'où

y ∈ r � A.

Montrons (ii).

y ∈ a⊕ A⇔ y = a⊕ x ; x ∈ A

mais

x ∈ A⇔ ∃ (xn)n ⊂ A, telle que lim
n→+∞

xn = x dans E

donc

y = a⊕ lim
n→+∞

xn

d'où

y = lim
n→+∞

(a⊕ xn).

On note par yn = a⊕ xn , alors

∃(yn)n ⊂ a⊕ A tel que lim lim
n→+∞

yn = y donc

y ∈ a⊕ A

d'où le résultat. �
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Lemme 2.3. Soit (E, d) un espace métrique, x ∈ E et A un sous-ensemble

non vide de E. Alors,

inf
y∈A

(d(x, y)) = inf
y∈A

(d(x, y))

Démonstration. Comme A ⊂ A, alors

{d(x, y), y ∈ A} ⊂ {d(x, y), y ∈ A}

d'où

inf
y∈A

d(x, y) ≤ inf
y∈A

d(x, y).

D'autre part, soit y∗ ∈ A. Alors, il existe une suite (xn) ∈ N ⊂ A telle que

d(y∗, xn) −→
n→∞

0

Nous avons

inf
y∈A

d(x, y) ≤ d(x, y), ∀y ∈ A

d'où

inf
y∈A

d(x, y) ≤ d(x, xn), ∀n ∈ N

donc

inf
y∈A

d(x, y) ≤ d(x, y∗) + d(y∗, xn), ∀n ∈ N

alors

inf
y∈A

d(x, y) ≤ lim
n→+∞

[d(x, y∗) + d(y∗, xn)] = d(x, y∗).

On conclut que

inf
y∈A

d(x, y) ≤ d(x, y), ∀y ∈ A

et donc

inf
y∈A

d(x, y) ≤ inf
y∈A

d(x, y),

d'où l'égalité. �
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Théorème 2.4. Soient (T,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach

séparable, f : T −→ E une application Σ-mesurable et ρ : T −→ [0,+∞[

une fonction Σ-mesurable. Alors, la multi-application

F : T ⇒ E

t 7→ F (t) = BE(f(t), ρ(t))

est Σ-mesurable.

Démonstration. Puisque E est un espace métrique séparable, alors

BE(0E, 1) = {xn(t), n ∈ N}. Pour tout t ∈ T , par les Lemmes (2.1), (2.2) on

conclut que

F (t) = f(t) + ρ(t)BE(0E, 1)

= f(t) + ρ(t){xn, n ∈ N}

= {f(t) + ρ(t)xn, n ∈ N}

= {hn(t), n ∈ N}

telle que pour tout n ∈ N,

hn : T −→ E

t 7−→ hn(t) = f(t) + ρ(t)xn.

D'après le Théorème de représentation de Castaing (1.40), pour montrer

que F est Σ-mesurable, il su�t de montrer que chaque application hn est

Σ-mesurable. Pour tout n ∈ N

(hn est Σ−mesurable) ⇔ (∀ V ouvert dans E, h−1
n (V ) ∈ Σ)

Soit V un ouvert dans E.

h−1
n (V ) = {t ∈ T : hn(t) ∈ V }

= {t ∈ T : f(t) + ρ(t).xn ∈ V }.
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Soit

Wn = {(x, r) ∈ E × R+ : x+ rxn ∈ V },

alors

h−1
n (V ) = {t ∈ T ; (f(t), ρ(t)) ∈ Wn},

et si on note par

g : T → E × R+

t 7→ g(t) = (f(t), ρ(t))

alors

h−1
n (V ) = {t ∈ T ; g(t) ∈ Wn} = g−1(Wn)

L'application g est Σ-mesurable car f et ρ le sont d'après Proposition (1.21),

par conséquent il su�t de montrer que Wn est un ouvert de E × R+, i.e.

que CWn

E×R+
est fermé dans E × R+. Soit (xk, rk)k∈N ⊂ CWn

E×R+
une suite

convergente dans E × R+ vers (x′, r′). Pour tout k ∈ N,

(xk, rk) ∈ CWn

E×R+
⇒ (xk, rk) /∈ Wn

⇒ xk + rk.xn /∈ V

⇒ xk + rk.xn ∈ CV
E

donc la suite (xk + rk.xn)k∈N ⊂ CV
E , et comme CV

E et fermé dans E, alors

lim
k→+∞

(xk + rk.xn) ∈ CV
E ,

or

lim
k→+∞

(xk + rk.xn) = x′ + r′.xn

donc

x′ + r′.xn ∈ CV
E

D'où
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x′ + r′.xn /∈ V

i.e.

(x′, r′) /∈ Wn

et donc

(x′, r′) ∈ CWn

E×R+
. �

Théorème 2.5. Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré positif avec Σ µ-complète

et µ − σ �nie. Soient E un espace de Banach séparable, Γ : T ⇒ E une

multi-application mesurable à valeurs non vides fermées, et f : T → E une

application mesurable. On suppose que la multi-application

H : T ⇒ E

t 7→ H(t) = {x ∈ Γ(t); d(f(t), x) = d(f(t),Γ(t))}

est à valeurs non vides. Alors, H est Σ-mesurable.

Démonstration. Notons par

ρ : T −→ R+

t 7−→ ρ(t) = d(f(t),Γ(t)) = inf{d(f(t), y) ; y ∈ Γ(t)},

cette fonction est à valeurs �nies positives et elle est mesurable.

En e�et, Soit t ∈ T . Comme Γ(t) 6= ∅, alors il existe y0 ∈ Γ(t).

y0 ∈ Γ(t)⇒ d(f(t), y0) ∈ {d(f(t), y) ; y ∈ Γ(t)}

⇒ {d(f(t), y) ; y ∈ Γ(t)} 6= ∅

⇒ inf{d(f(t), y) ; y ∈ Γ(t)} < +∞

d'où ρ(t) est �nie. D'autre part, nous avons

d(f(t), y); ∀y ∈ Γ(t)
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d'où

inf{d(f(t), y) ; y ∈ Γ(t)} ≥ 0

i.e ρ(t) ≥ 0. Nous allons montrer que la fonction ρ est mesurable. Comme

Γ est mesurable, à valeurs non vides fermées, d'après le Théorème(1.40), il

existe une suite (fn)n d'applications fn : T −→ E mesurables telles que pour

tout t ∈ T

Γ(t) = {fn(t), n ∈ N}

Par conséquent

ρ(t) = inf{d(f(t), y) ; y ∈ {fn(t), n ∈ N}}

et grâce au Lemme (2.3)

ρ(t) = inf{d(f(t), y) ; y ∈ fn(t), n ∈ N}

= inf{d(f(t), fn(t)); n ∈ N}

= inf{hn(t); n ∈ N}

avec t 7−→ hn(t) = d(f(t), fn(t)). La fonction hn est mesurable car fn,f et

l'application distance sont toutes mesurables d'après Proposition (1.23) .

On conclut d'après Théorème (1.24) ρ est mesurable

Considérons la multi-application

F̃ : T ⇒ E

t 7→ F̃ (t) = BE(f(t), ρ(t)).

D'après le Théorème (2.4), F̃ est mesurable. Comme F̃ est à valeurs non

vides fermée, alors d'après le Théorème (1.41), gph(F̃ ) ∈ Σ⊗ B(E).

Mais, H = Γ ∩ F̃ , car pour tout t ∈ T ,

H(t) = {x ∈ Γ(t)/ d(f(t), x) = ρ(t)}

Or, (
x ∈ Γ(t) et d(f(t), x) = ρ(t)

)
⇔
(
x ∈ Γ(t) et d(f(t), x) ≤ ρ(t)

)
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En e�et, la premier implication est évidente. Pour la deuxième, on suppose

que x ∈ Γ(t) et que d(f(t), x) ≤ ρ(t).

Nous avons

ρ(t) = inf
y∈Γ(t)

(d(f(t), y)) ≤ d(f(t), y), y ∈ Γ(t)

et comme x ∈ Γ(t)

ρ(t) ≤ d(f(t), x),

on conclut l'égalité ρ(t) = d(f(t), x).

Par conséquent

H(t) = {x ∈ Γ(t)/ d(f(t), x) = ρ(t)}

= {x ∈ Γ(t)/ d(f(t), x) ≤ ρ(t)}

= {x ∈ Γ(t)/ x ∈ BE(f(t), ρ(t))}

= {x ∈ Γ(t)/ x ∈ F̃ (t)}

= Γ(t) ∩ F̃ (t)

= (Γ ∩ F̃ )(t).

Donc H = Γ∩ F̃ . D'une part, on conclut que H est à valeurs fermées puisque

Γ et F̃ le sont. Dans ce cas, comme elle est à valeurs non vides, d'après le

Théorème (1.41) pour qu'elle soit Σ-mesurable il su�t que son graphe

gph(H) ∈ Σ⊗ B(E). D'autre part, on conclut que

gph(H) = {(t, x) : x ∈ H(x)}

= {(t, x), x ∈ Γ(t) et ‖f(t)− x‖ ≤ d(f(t),Γ(t)}

= {(t, x) : x ∈ Γ(t)} ∩ {(t, x) : x ∈ F̃ (t)}

= gph(Γ) ∩ gph(F̃ ) ∈ Σ⊗ B(E)

Donc d'après le Théorème (1.41), la multi-application H est mesurable. �

Théorème 2.6. Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré positif telle que Σ est µ-

complète et µ est σ �nie. Soient E un espace de Banach séparable, A un
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sous-ensemble compact de E, f : T → E une application mesurable. Alors,

la multi-application

H : T ⇒ E

t 7→ H(t) = {x ∈ A / ‖f(t)− x‖ = d(f(t), A)}

est mesurable.

Démonstration. H est à valeurs non vides. En e�et, soit t ∈ T . H(t) 6= ∅?

On sait que

d(f(t), A) = inf{‖f(t)− y‖ ; y ∈ A},

soit ε > 0. Alors, il existe yε ∈ A tel que ‖f(t)− yε‖ < d(f(t), A) + ε,

donc (pour ε = 1
n),

∀n ∈ N∗,∃yn ∈ A; ‖f(t)− yn‖ < d(f(t), A) +
1

n
.

Comme (yn)n∈N∗ ⊂ A et A est compact, alors on peut en extraire une sous

suite (ynk)k∈N∗ qui converge vers un élément y0 ∈ A. Est ce que y0 ∈ H(t)?

c.à.d est ce que ‖f(t)− y0‖ = d(f(t), A) ?

Nous avons, pour tout k,

‖f(t)− ynk‖ < d(f(t), A) +
1

nk

d où

lim
k→+∞

‖f(t)− ynk‖ ≤ lim
k→+∞

(d(f(t), A) +
1

nk
)

alors

‖f(t)− y0‖ ≤ d(f(t), A)

mais,

d(f(t), A) = inf{‖f(t)− y‖; y ∈ A} ≤ ‖f(t)− y‖ ; ∀y ∈ A,

en particulier pour y = y0 (car y0 ∈ A)

d(f(t), A) ≤ ‖f(t)− y0‖
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d'où

‖f(t)− y0‖ = d(f(t), A)

donc

y0 ∈ H(t).

Pour la mesurabilité de H, on applique les mêmes étapes de démonstration

du Théorème (2.5) en prenant

Γ : T ⇒ E

t 7→ Γ(t) = A.

Il est claire que Γ est à valeurs non vides, fermées et elle est mesurable d'après

la Remarque (1.42). �

Théorème 2.7. Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré positif avec Σ µ-complète

et µ − σ �nie. Soient E un espace de Banach séparable, Γ : T ⇒ E une

multi-application mesurable à valeurs non vides fermées, f : T → E une

application mesurable et α′ > 1 un réel. Alors, la multi-application

H : T ⇒ E

t 7−→ H(t) =
{
x ∈ Γ(t) / d(f(t), x) ≤ α′d(f(t),Γ(t))

}
est à valeurs non vides, fermées et elle est mesurable.

Démonstration. H est à valeurs non vides. En e�et, soit t ∈ T . Puisque

α′ > 1 alors ∃ε > 0 tel que α′ = 1 + ε.

Soit ε′ = ε.ρ(t) avec ρ(t) = d(f(t),Γ(t)).

Comme

ρ(t) = inf
y∈Γ(t)

d(f(t), y)
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alors, il existe yε ∈ Γ(t) tel que

‖f(t)− yε‖ < ρ(t) + ε′

= ρ(t) + ερ(t)

= (1 + ε)ρ(t)

c.à.d.

∃yε ∈ Γ(t) ; ‖f(t)− yε‖ < α′d(f(t),Γ(t))

donc

yε ∈ H(t)

d'où

H(t) 6= ∅.

On applique les mêmes étapes de démonstration du Théorème (2.5) en pre-

nant t 7→ ρα(t) = α′ρ(t) = α′d(f(t),Γ(t)). On conclut que H est à valeurs

fermées et qu'elle est mesurable. �



Chapitre 3
Application à la résolution d'une inclusion

di�érentielle

Dans ce chapitre, on s'intéresse à l'étude de l'existence de solution pour une

inclusion di�érentielle du seconde ordre avec des conditions aux limites de la

forme

(P)

ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), p.p t ∈ [0.1]

u(0) = 0, u(θ) = u(1).

Le but est de donner un exemple clair qui montre l'utilité des multi-applications

mesurables, et comment elles apparaissent en cours de la recherche de solu-

tions des inclusions di�érentielles.

Notons que le théorème principale de ce chapitre est pris de la référence [3],

que nous avons consulté et détaille la démonstration.

32
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Lemme 3.1. ([3]) Soient E un espace de Banach séparable, θ ∈]0, 1[. Soit

G : [0.1]× [0, 1] −→ R la fonction dé�nie par

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s ≤ t,

−t si t < s ≤ θ,

t(s− 1)/(1− θ) si θ < s 6 1

si 0 ≤ t < θ et

G(t, s) =


−s si 0 ≤ s < θ,

(θ(s− t) + s(t− 1))/(1− θ) si θ ≤ s ≤ t,

t(s− 1)/(1− θ) si t < s ≤ 1

si θ ≤ t ≤ 1. Alors on a les résultas suivants.

1. Si u ∈ W 2,1
E ([0, 1]) avec u(0) = 0 et u(θ) = 1 alors

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s).ü(s)ds,∀t ∈ [0, 1].

2. G(., s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s ∈ [0, 1], c'est à dire que

G(., s) est dérivable à gauche sur ]0, 1] et sa dérivée est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ t,

−1 si t < s ≤ θ,

(s− 1)/(1− θ) si θ < s ≤ 1,

si 0 ≤ t < θ et

∂G

∂t
(t, s) =


0 si 0 ≤ s ≤ t,

(s− θ)/(1− θ) si θ ≤ s ≤ t,

(s− 1)/(1− θ) si t < s ≤ 1,

si θ ≤ t ≤ 1.
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3. G(., .) et ∂G
∂t (., .) véri�ent

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 1, sup
t,s∈[0,1]

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (3.1)

4. Soit f ∈ L1
E([0, 1]) et soit uf : [0, 1] −→ E l'application dé�nie par

uf(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [0, 1] (3.2)

alors

uf(0) = 0, uf(θ) = uf(1).

De plus, la fonction uf est dérivable et sa dérivée u̇f véri�e

u̇f(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds (3.3)

pour tout t ∈ [0, 1]. Par conséquent u̇f est une fonction continue sur

[0, 1] à valeurs dans E.

5. La fonction u̇f est scalairement dérivable, i.e., pour tout x′ ∈ E ′, la

fonction scalaire < x′, u̇f(t) > et dérivable et sa dérivée faible üf est

égale à f presque partout.

üf = f p.p. (3.4)

Théorème 3.2. ([3]) Soit E un espace de Banach séparable et soit

F : [0, 1] × E × E ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs fermées

non vides.

Soit g ∈ L1
E([0, 1]) et soit ug : [0, 1]→ E l'application dé�nie par

ug(t) =

∫ 1

0

G(t, s).g(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Supposons que pour un r ∈]0,+∞[ et

Xr =

{
(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E : ‖x− ug(t)‖ < r; ‖y − u̇g(t)‖ < r

}
les conditions suivantes sont véri�ées
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(1) il existe deux fonctions k1, k2 ∈ L1
R([0, 1]) avec k1(t) ≥ 0 et k2(t) ≥ 0

véri�ant

‖k1 + k2‖L1
R
< 1 telles que

H(F (t, x1, y1), F (t, x2, y2)) ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ Xr,

(2) il existe une fonction η ∈ L1
R([0, 1]) véri�ant ‖η‖L1

R
< [1−‖k1+k2‖L1

R
]r,

telle que

d

(
g(t), F (t, ug(t), u̇g(t))

)
≤ η(t), ∀t ∈ [0, 1].

Alors, l'inclusion di�érentielle (P) admet au mois une solution u ∈

W 2,1
E ([0, 1]).

Démonstration.

Etape1.

Montrons qu'il existe un réel α1 > 0, tel que

(1 + α1)‖k1 + k2‖L1
R
< 1 < 1.

Nous avons ‖k1 + k2‖L1
R
< 1

donc

1 <
1

‖k1 + k2‖
(‖k1 + k2‖ 6= 0 car k1, k2 ≥ 0)

⇒ 0 <
1

‖k1 + k2‖
− 1

⇒ ∃ α1 ∈ R ; 0 < α1 <
1

‖k1 + k2‖
− 1

mais

α1 <
1

‖k1 + k2‖
− 1⇔ α1 + 1 <

1

‖k1 + k2‖
⇔ (α1 + 1)‖k1 + k2‖ < 1.
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il existe aussi un réel α2 > 0 tel que

(1 + α2)‖η‖ < [1− (1 + α2)‖k1 + k2‖]r

Nous avons, ‖η‖L1
R
< [1− ‖k1 + k2‖L1

R
]r

donc

‖η‖+ ‖k1 + k2‖r < r

=⇒ 1 <
r

‖η‖+ ‖k1 + k2‖r

=⇒ 0 <
r

‖η‖+ ‖k1 + k2‖r
− 1

=⇒ ∃α2 ∈ R; 0 < α2 <
r

‖η‖+ ‖k1 + k2‖r
− 1

mais

α2 <
r

‖η‖+ ‖k1 + k2‖r
− 1

⇐⇒ (1 + α2)‖η‖+ (1 + α2)‖k1 + k2‖r < r

⇐⇒ (1 + α2)‖η‖ < (1− (1 + α2)‖k1 + k2‖)r

Soit α = min(α1, α2) et α′ = α + 1.

Soit g : [0, 1]→ E d'après le Lemme (3.1)

u̇g(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)g(s)ds,

et

üg(t) = g(t) p.p t ∈ [0, 1].

Nous allons construire par récurrence deux suites
(
fn(.)

)
n
et
(
ufn(.)

)
n
véri-

�ent pour tout n ∈ N les relations suivantes

fn ∈ L1
E([0, 1]) et fn(t) ∈ F

(
t, ufn−1

(t), u̇fn−1
(t)
)
p.p t ∈ [0, 1] (3.5)

‖fn(t)− fn−1(t)‖ ≤ α′d

(
fn−1(t), F (t, ufn−1

(t), u̇fn−1
(t))

)
(3.6)

gph
(
ufn(.), u̇fn(.)

)
=

{(
t, ufn(t), u̇fn(t)

)
; t ∈ [0, 1]

}
⊂ Xr. (3.7)
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Notons par f0 = g et considérons la multi-application H0 : [0, 1]⇒ E dé�nie

par

H0(t) =

{
v ∈ F

(
t, uf0(t), u̇f0(t)

)
; ‖v−f0(t)‖ ≤ α′d

(
f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))

)}
.

Notons par

Γ : [0, 1]⇒ E

t 7→ Γ(t) = F (t, uf0(t), u̇f0(t))

Alors,

H0(t) =

{
v ∈ Γ(t); ‖v − f0(t)‖ ≤ α′d

(
f0(t),Γ(t)

)}
.

d(f0(t), F (t, uf0(t), u̇f0(t))) = inf{d(f0(t), y); y ∈ F (t, uf0(t), u̇f0(t))}

= inf
y∈Γ(t)

d(f0(t), y)

On a Γ est à valeurs non vides et fermées car F l'est. et F est une multi-

application mesurable, donc d'après le Théorème (1.43) la multi-application

Γ est mesurable, d'où par le Théorème (2.7) H0 est mesurable et elle est à

valeurs fermées non vides.

Le Théorème d'existence de sélection mesurable (1.44), assure l'existence

d'une application mesurable f1 : [0, 1] −→ E telle que pour tout t ∈

[0, 1] f1(t) ∈ H0(t). C'est à dire pour tout t ∈ [0, 1]

f1(t) ∈ F
(
t, uf0(t), u̇f0(t)

)
et

‖f1(t)− f0(t)‖ ≤ α′d

(
f0(t), F

(
t, uf0(t), u̇f0(t)

))
,

d'où, par l'hypothèse (2) du Théorème,

‖f1(t)− f0(t)‖ ≤ α′η(t),
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donc

‖f1(t)‖ ≤ ‖f1(t)− f0(t)‖+ ‖f0(t)‖

≤ α′η(t) + ‖f0(t)‖.

Comme η ∈ L1
R([0, 1]) et f0 ∈ L1

E([0, 1]), la dernière inégalité montre que

‖f1(.)‖ ∈ L1
R([0, 1]) et donc f1 ∈ L1

E([0, 1]), par suite, on peut dé�nir l'ap-

plication uf1 : [0, 1] −→ E par

uf1(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et par (3.3) du Lemme (3.1)

u̇f1(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

D'autre part, pour tout t ∈ [0, 1], par les propriétés de l'intégrale et grâce à

la relation (3.1) du Lemme (3.1)

‖uf1(t)− uf0(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)f1(s)ds−
∫ 1

0

G(t, s)f0(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

G(t, s)(f1(s)− f0(s))ds‖

≤
∫ 1

0

|G(t, s)|‖f1(s)− f0(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖f1(s)− f0(s)‖ds

≤ α′
∫ 1

0

η(s)ds

= α′‖η‖L1
R

< [1− α′‖k1 + k2‖L1
R
]r

< r
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De la même façon nous avons, pour tout t ∈ [0, 1]

‖u̇f1(t)− u̇f0(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f1(s)ds−

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f0(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)(f1(s)− f0(s))ds‖

≤
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)|‖(f1(s)− f0(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖(f1(s)− f0(s)‖ds

< r.

On conclut que gph
(
uf1(.), u̇f1(.)

)
⊂ Xr.

Supposons que pour un n ∈ N, on a pu dé�nir une application fn qui véri�e

les relations (3.5),(3.6) et (3.7). Alors, considérons la multi-application Hn :

[0, 1]⇒ E dé�nie par

Hn(t) =

{
v ∈ F

(
t, ufn(t), u̇fn(t)

)
; ‖v−fn(t)‖ ≤ α′d

(
f(t), F (t, ufn, u̇fn(t)

)}
Hn est à valeurs non vides fermées, et elle est mesurable (la même chose

que H0). Par conséquent, d'après le Théorème d'existence de sélection mesu-

rable Hn admet une sélection mesurable fn+1, c.à.d, il existe une application

mesurable fn+1 : [0, 1] −→ E telle que pour tout t ∈ [0, 1]

fn+1(t) ∈ F (t, ufn(t), u̇fn(t))

et

‖fn+1(t)− fn(t)‖ ≤ α′d(fn(t), F (t, ufn(t), u̇fn(t))).

Donc grâce à l'hypothèse (1), nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

‖fn+1(t)− fn(t)‖ ≤ α′d(fn(t), F (t, ufn(t), u̇fn(t)))

≤ α′H
(
F (t, ufn−1

(t), u̇fn−1
(t)), F (t, ufn(t), u̇fn(t))

)
≤ α′

[
k1(t)‖ufn(t)− ufn−1

(t)‖+ k2(t)‖u̇fn(t)− u̇fn−1
(t)‖

]
.

(3.8)
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D'autre part, pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn(t)− ufn−1
(t)‖ = ‖

∫ 1

0

G(t, s)fn(s)ds−
∫ 1

0

G(t, s)fn−1(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

G(t, s)(fn(s)− fn−1(s))ds‖

≤
∫ 1

0

|G(t, s)| ‖fn(s)− fn−1(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖fn(s)− fn−1(s)‖ds

= ‖fn − fn−1‖L1
E

(3.9)

de même

‖u̇fn(t)− u̇fn−1
(t)‖ = ‖

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds−

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn−1(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
fn(s)− fn−1(s)

)
ds‖

≤
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)| ‖fn(s)− fn−1(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖fn(s)− fn−1(s)‖ds

= ‖fn − fn−1‖L1
E

(3.10)

On conclut par ces relations (3.9) et (3.10) que

‖fn+1(t)− fn(t)‖ ≤ α′
(
k1(t) + k2(t)

)
‖fn − fn−1‖L1

E
(3.11)

donc pour tout t ∈ [0, 1]

‖fn+1(t)‖ ≤ ‖fn+1(t)− fn(t)‖+ ‖fn(t)‖

≤ α′(k1(t) + k2(t))‖fn − fn−1‖L1
E

+ ‖fn(t)‖

Puisque k1,k2 ∈ L1
R([0, 1]) et fn,fn−1 ∈ L1

E([0, 1]), donc fn+1 ∈ L1
E([0, 1]).

Par suite, on peut dé�nir l'application ufn+1
: [0, 1] −→ E par

ufn+1
(t) =

∫ 1

0

G(t, s)fn+1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]
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et par (3.3) du Lemme (3.1)

u̇fn+1
(t) =

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn+1(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

Par intégration de la relation (3.11)∫ 1

0

‖fn+1(t)− fn(t)‖dt ≤ α′
∫ 1

0

(
k1 + k2

)
‖fn − fn−1‖L1

E
dt

c.à.d

‖fn+1 − fn‖L1
E([0,1]) ≤ α′‖k1 + k2‖L1

R+
‖fn − fn−1‖L1

E

Dans la suite, nous allons montrer que

gph
(
ufn(.), ufn+1

(.)
)
⊂ Xr.

gph
(
ufn(.), ufn+1

(.)
)

=

{
(t, x, y) ∈ [0, 1]×E×E : (x, y) ∈

(
ufn(t), ufn+1

(t)
)}

Posons γ = α′‖k1 + k2‖L1
R
, alors d'après la dernière inégalité

‖fn+1 − fn‖L1
E([0,1]) ≤ γ‖fn − fn−1‖L1

E([0,1])

en utilisant cette relation successivement, on obtient

‖fn+1 − fn‖L1
E
≤ γn‖f1 − f0‖L1

E
≤ γnα′‖η‖L1

R
(3.12)
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En e�et,

‖fn+1 − fn‖ ≤ γ‖fn − fn−1‖

≤ γ(γ‖fn−1 − fn−2‖)

= γ2‖fn−1 − fn−2‖

≤ γ2(γ‖fn−2 − fn−3‖)

= γ3‖fn−2 − fn−3‖

.

.

≤ γn‖fn−(n−1) − fn−n‖

= γn‖f1 − f0‖.

‖ufn+1
− ufn‖c1 = max

(
sup
t∈[0,1]

‖ufn+1
(t)− ufn(t)‖, sup

t∈[0,1]

‖u̇fn+1
(t)− u̇fn(t)‖

)
on en déduit que

‖ufn+1
− ufn‖c1 ≤ γnα′‖η‖L1

R
(3.13)

Nous avons

‖ufn+1
(t)− uf0(t)‖ ≤ ‖ufn+1

(t)− ufn(t)‖+ ‖ufn(t)− uf0‖

≤ γnα′‖η‖L1
R

+ ‖ufn − uf0‖

en utilisant successivement cette relation, et par (3.13) on obtient

‖ufn+1
(t)− uf0(t)‖ < r.
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En e�et,

‖ufn+1
(t)− uf0(t)‖ = ‖ufn+1

(t)− ufn(t) + ufn(t)− uf0(t)‖

≤ ‖ufn+1
(t)− ufn(t)‖+ ‖ufn(t)− uf0(t)‖

≤ γnα′‖η‖L1
R

+ ‖ufn(t)− uf0‖

≤ γnα′‖η‖L1
R

+ ‖ufn(t)− ufn−1
(t)‖+ ‖ufn−1

(t)− uf0(t)‖

≤ γnα′‖η‖L1
R

+ γn−1α′‖η‖L1
R

+ ‖ufn−1
(t)− uf0(t)‖

= (γn + γn−1)α′‖η‖L1
R

+ ‖ufn−1
(t)− uf0(t)‖

≤ (γn + γn−1)α′‖η‖L1
R

+ ‖ufn−1
(t)− ufn−2

(t)‖+ ‖ufn−2
(t)− uf0(t)‖

≤ (γn + γn−1)α′‖η‖L1
R

+ γn−2α′‖η‖L1
R

+ ‖ufn−2
(t)− uf0(t)‖

≤ (γn + γn−1 + ...+ γ0)α′‖η‖L1
R

= (
n∑
p=0

γp)α′‖η‖L1
R

≤ 1

1− γ
α′‖η‖L1

R.

<
1

1− γ
[1− α′‖k1 + k2‖LR1

]r

=
1

[1− α′‖k1 + k2‖L1
R
]
[1− α′‖k1 + k2‖LR1]r

= r

De même, nous avons

‖u̇fn+1
(t)− u̇f0(t)‖ ≤ ‖u̇fn+1

(t)− u̇fn(t)‖ − ‖u̇fn(t) + u̇f0(t)‖

≤ γnα′‖η‖+ ‖u̇fn(t)− u̇f0(t)‖

d'où

‖u̇fn+1
(t)− u̇f0(t)‖ < r.

Ainsi, les deux suites (fn)n et (ufn)n véri�ent bien les relation (3.5),(3.6) et

(3.7).
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Étape 2

Comme γ < 1, on conclut d'après la relation (3.12) que (fn)n et une suite de

Cauchy dans l'espace L1
E([0, 1]) qui est complet. Par conséquent, elle converge

vers une application f ∈ L1
E([0, 1]). De même, on conclut d'après (3.13) que

(ufn)n est une suite de Cauchy dans C1
E([0, 1]), qui est complet, donc elle

converge vers une application u ∈ C1
E([0, 1]). Or,

u = uf

avec

uf(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

En e�et, pour tout n ∈ N∗, nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

‖ufn(t)− uf(t)‖ = ‖
∫ 1

0

G(t, s)fn(s)ds−
∫ 1

0

G(t, s)f(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

G(t, s)
(
fn(s)− f(s)

)
ds‖

≤
∫ 1

0

|G(t, s)| ‖fn(s)− f(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖fn(s)− f(s)‖ds

= ‖fn − f‖L1
E

et

‖u̇fn(t)− u̇f(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds−

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds‖

= ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)

(
fn(s)− f(s)

)
ds‖

≤
∫ 1

0

|∂G
∂t

(t, s)| ‖fn(s)− f(s)‖ds

≤
∫ 1

0

‖(fn(s)− f(s))‖ds

= ‖fn − f‖L1
E
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donc

‖ufn − uf‖c1 = max

(
sup
t∈[0,1]

‖ufn(t)− uf(t)‖L1
E
, sup
t∈[0,1]

‖u̇fn(t)− u̇f(t)‖L1
E

)
≤ ‖fn − f‖L1

E

d'où

‖ufn − uf‖C1 −→
n−→+∞

0

c'est à dire la suite (ufn)n converge vers uf dans (C1, ‖.‖C1). On conclut que

uf = u, car la limite dans cet espace est unique.

D'autre part par (4) du Lemme précédant uf(0) = 0, uf(θ) = uf(1).

et par (5) du même Lemme üf = f p.p. sur [0, 1].

Étape 3

Dans le reste de la démonstration, nous montrons que ü(t) ∈ F
(
t, u(t), u̇(t)

)
,

p.p. t ∈ [0, 1], le graphe de la multi-application Ft, i.e. gph(Ft) est relative-

ment fermé dans Xr(t)× E avec

Xr(t) = {(x, y) ∈ E × E; (t, x, y) ∈ Xr}

et

Ft(x, y) = F (t, x, y),∀(x, y) ∈ E × E.

gph(Ft) = {(x, y, z) : z ∈ Ft(x, y)}

Maintenant, puisque la suite (fn)n converge vers f dans L1
E([0, 1]) alors on

peut en extraire une sous-suite, notée encore (fn)n qui converge vers f presque

partout sur [0, 1] par Théorème (1.32), c'est à dire presque pour tout t ∈ [0, 1]

lim
n→+∞

‖fn(t)− f(t)‖ = 0.

donc p.p. t ∈ [0, 1]

lim
n→+∞

(ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t)) = (uf(t), u̇f(t), f(t))
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c.à.d. la suite (ufn(t), u̇f(t), fn+1(t))n converge vers (uf(t), u̇f(t), f(t)) dans

E × E × E.

Mais pour tout t ∈ [0, 1], (ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t))n ⊂ gph(Ft) (par la relation

(3.5)), d'autre part, sa limite (uf(t), u̇f(t), f(t)) ∈ Xr(t)×E (par la relation

(3.7)). En e�et,

(3.5) =⇒ fn+1(t) ∈ F (t, ufn(t), u̇fn(t)), ∀n ∈ N

=⇒ fn+1(t) ∈ Ft(ufn(t), u̇fn(t)), ∀n ∈ N

=⇒ (ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t)) ∈ gph(Ft), ∀n ∈ N

=⇒
(
(ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t)

)
n∈N ⊂ gph(Ft)

et pour tout t ∈ [0, 1],

(3.7) =⇒ (t, ufn(t), u̇fn(t)) ∈ Xr, ∀n ∈ N

=⇒ (ufn(t), u̇fn(t)) ∈ Xr(t), ∀n ∈ N

=⇒ (ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t)) ∈ Xr(t)× E, ∀n ∈ N

=⇒
(
(ufn(t), u̇fn(t), fn+1(t)

)
n∈N ⊂ Xr(t)× E.

On conclut que la limite

(uf(t), u̇f(t), f(t)) ∈ gph(Ft)

Alors p.p. t ∈ [0, 1], (
uf(t), u̇f(t), f(t)

)
∈ gph(Ft).

d'où

f(t) ∈ Ft
(
uf(t), u̇f(t)

)
i.e

f(t) ∈ F (t, uf(t), u̇f(t)),

c.à.d

üf(t) ∈ F (t, uf(t), u̇f(t)) p.p. t ∈ [0, 1],
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avec

uf(0) = 0, uf(0) = uf(1).

La démonstration est terminée. �



Conclusion

Les multi-applications mesurables sont importantes dans le do-

maine des inclusions di�érentielles autant que les applications

mesurables sont importantes dans le domaine des équations dif-

férentielles.
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