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Introduction

Les équations et les inclusions différentielles trouvent leur importance dans beaucoup de
problemes de mathématiques, de physique et d’économétrie et méme de biologie. Diverses
axes de recherche concernant leur résolution ont été élaborés, vu leurs multiples applica-
tions dans les domaines su-cités.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux résultats
préliminaires et outils de base utilisés pour les démonstrations de nos théoremes princi-
paux.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons le concept du sous-différentiel généralisé de
Clarke et le sous-différentiel de Fréchet, ainsi que quelques définitions et propriétés des
ensembles sous-lisses. Le but du dernier chapitre est d’établir un résultat d’existence d’une
solution pour le processus de rafle du premier ordre avec une perturbation multivoque,

de la forme suivante

(

u(t) € NC(t,u(t)) (u(t)) + G(t,u(t)) pp. t €1

u(t) €C(tult) Vel

uw(0) =wup € C(0,up).

\

Ou C(t,z) est un ensemble non vide convexe fermé de H, N, (0 le cone normale

tu(t)
de Fréchet a C(t,xz) et G : I x H == H est une multi-application a valeurs non vides
convexe fermées. Nous détaillons un résultat da a4 T. Haddad, J. Noel, et Thibault [8].
Les premiers travaux concernant le processus de la rafle convexe sans perturbation (G' = 0)
ot C'(t) est un ensemble non vide convexe fermé, Ny (u(t)) est le cone normal & C(t) en
u(t) au sens de 'analyse convexe, ont été entrepris dans les années 70 par J. J-Moreau,
pour la modélisation d’un certain nombre de situations pratiques en mécanique comme
I’écoulement d’eau dans une cavité, eu dynamique des systemes avec contrainte unilatérale,

eu plasticité et en évolution des systémes élastoplastiques. L’ensemble C(t) dérive de la

loi de plasticité du systeme.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous seront
tres utiles tout au long de ce mémoire : notions de I'analyse convexe, aussi de 1’analyse
multivoque, des théoremes principaux concerant la convergence et la compacité, nécessaire

a I’étude de nos problemes.



1.1. NOTATIONS GENERALES

1.1 Notations générales

e R = [~00,+0c]  La droite achevée.

e R, L’ensemble des nombres réels positifs.

o N L’ensemble des entiers naturels.

o R” Ensemble des vecteurs de dimension n (n € N).
o I Espace vectoriel normé muni de la norme ||.||g.
o I Le dual topologique de E.

o F Le bidual topologique de FE.

o H Un espace de Hilbert réel.

o (.,.) Le produit scalaire de H.

o || La norme de H.

e (X,d) Un espace métrique.

o By La boule unité fermée de H.

e By(x,r) La boule ouverte de centre = et de rayon r > 0.
e By(x,r) La boule fermée de centre = et de rayon r > 0.

e[ =10,T], T >0 Un intervalle fermé borné de R.

ep.p. Presque partout.

o, I La suite (), converge faiblement vers x.

o, =T La suite (z,), converge fortement vers x.

o \A Complémentaire de A dans I.

o A L’adhérence de A.

e F(X,Y) L’espace de toutes les applications f: X — Y.

o Cy(I) L’espace de Banach des applications continues définies

sur I & valeurs dans H muni de la norme de la conver-

gence uniforme

1£Olle = supll £ ()]

o f(t) = %L(t) La dérivée de f au point ¢.



1.2. CONTINUITE ET SEMI CONTINUITE DES APPLICATIONS

e

e [P(I),1 <p<oo Lespace des applications p™ intégrables 1 < p < oo

définies sur I a valeurs dans H muni de la norme

T ( / ||f(t)H”dt> “vf e (.

® XA La fonction caractéristique de A définie par
1 sixzeA,
Xa(z) =
0 sixzé¢ A

1.2 Continuité et semi continuité des applications

Soient (X, d), (Y,d’) deux espaces métriques.

1.2.1 Continuité

Définition 1.1. (Application continue).

Soit f:(X,d) — (Y,d'). On dit que f est continue au point xy € X si et seulement si
Ve >0, 36>0,Ve e X :d(z,z0) <d=d (f(x), f(x0)) <e.
f est continue sur X si et seulement si elle est continue en tout point x € X.

Définition 1.2. (Equi-continuité).

Un sous-ensemble K de F(X,Y) est dit équi-continu au point x € X si

Ve>0, 3n>0,Va' € X, Vfe K:d(x,2')<n=d(f(zx)— f(a)) <e.
o K est dit équi-continu sur X s’il est équi-continu en tout point v € X.

Considérons dans la suite un espace vectoriel normé (E, ||.||g)

Définition 1.3. (Applications absolument continue).
Une fonction f : [a,b] C R — E est dit absolument continue si et seulement si pour tout
e >0, il existe § > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l'intervalle [a,b] par des

intervalles disjoints |ag, bg| vérifiant, > (by — ax) < on a
k
>l e) = fla)le <<
k

8



1.2. CONTINUITE ET SEMI CONTINUITE DES APPLICATIONS

Théoréeme 1.4.
Une fonction [ : [a,b] — E est absolument continue, si et seulement si, il existe une

fonction intégrable v : [a,b] — R telle que pour tout t € [a,b]

dans ce cas [ est dérivable presque partout et sa dérivée f = p.p.

Toute application absolument continue et continue, par contre la réciproque n’est pas

vraie.

Définition 1.5. (Fonction Lipschitzienne).

Soit f: H — R. On dite que f est Lipschitzienne de rapport | > 0 si et seulement si

Ve,y e | f(z) = Fy)ll <o —yl.

Définition 1.6. (Fonction localement Lipschitzienne).
Soit f : H — R une fonction. f est dite Lipschitzienne de rapport | > 0 au voisinage de

xo si pour un certain § > 0, f est Lipschitzienne sur l’ensemble By(xg, ).

1.2.2 Application semi-continue
On se place dans un espace métrique (X, d) et soit f: X — R.

Définition 1.7. (Semi-continuité inférieure(s.c.i)).
On dit que f est s.c.i au point xo € X, si et seulement si pour tout A\ € R tel que
A < f(wo), il existe un voisinage Vg, de xo tel que X < f(x), pour tout x € V.

f est s.c.i sur X si et seulement si f est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.8. (Semi-continuité supérieure(s.c.s)).
On dit que f est s.c.s au point xo € X, si et seulement si pour tout A € R, tel que
A > f(xg), il existe un voisinage Vy, de xq tel que X > f(x), pour tout x € V.

f est s.c.s sur X si et seulement si f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.9.

f est s.c.i au point vy <= liminf f(z) > f(xo),

T—rx0

f est s.c.s au point xy <= limsup f(z) < f(xo).

T—XQ



1.3. QUELQUES NOTIONS DE L’ANALYSE CONVEXE

Définition 1.10.

f est continue au point xy si et seulement si f est s.c.i et s.c.s au point xo € X.

1.3 Quelques notions de ’analyse convexe

Les résultats de cette partie sont pris des référence [7] et [11].

Définition 1.11. (Ensemble convexe).
Soient E un espace vectoriel, K un sous-ensemble de E. On dit que K est conveze si et
seulement si
Vu,v € K, YA€ [0,1]: du+ (1 — MNv € K.
Autrement dit, pour tous u,v € K, le segment de droite

[, v] = {)\u+(1—)\)v:)\€ [0,1]} C K.

Définition 1.12. (Simplexe).

On appelle simplexe de R", I’ensemble A,, défini par

An = {()\1,)\2,...,)\n> eR": )\z > O, Vi = 1,...,TL et Z)\Z = 1}
i=1

Définition 1.13.
Soit E un espace vectoriel et soient x1,xs,...,x, € E. On appelle combinaison conveze

des éléments x1, s, ..., x, tout élément x =Y  Nx; tel que (A, g, ..., A\p) € A,,.

Définition 1.14.
Soit E un espace vectoriel et soit K C E. Alors K est convexe si et seulement si, il

contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.15. (Enveloppe conveze).
Soit E un espace vectoriel et soit K C E. On appelle enveloppe convexe de K qu’on note
co(K), lintersection de tous les sous-ensembles convezxes, de E qui contiennent K. En

fait co(K) est le plus petit convexe de E qui contient K.

Définition 1.16. (Enveloppe convexe fermeé).
Soit E est un espace vectoriel topologique et soit K C E. On appelle enveloppe conveze

fermeé de K qu’on note co(K), le plus petit convezxe fermé de E qui contient K.

10



1.3. QUELQUES NOTIONS DE L’ANALYSE CONVEXE

Définition 1.17.

Soit H un espace vectoriel et soit f : H — R. On dit que f est propre si
(f : H—] —00,+00]) et f # +oo(f # oo <= Jxg € H, f(x0) # +00),

1.e.,

(f : H—] — o0, +0]) et dom(f) ={z € H, f(x) < 400} # 0.

Définition 1.18.
Soit H un espace vectoriel et soit f: H — R. On dit que f est convexe si et seulement
i

Ve, y € dom(f),YA € [0,1]: f(Ax 4+ (1 — Ny) < Af(z) + (1 —N) f(y).

Définition 1.19. (Fonction d’appui).
Soit K un sous-ensemble de H, o(., K) représente la fonction d’appui de K, c’est a dire
pour tout ¥’ € H

o(a', K) = sup(a’,y).
yeK

Théoréme 1.20.

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble non vide K C E
co(K) = {:1: EE: (2 z)<o(d,K) Ve E’}.

Définition 1.21.
On appelle norme sur un espace vectoriel H réel ou complexe, de dimension finie ou

infinie, toute application x — ||z|| de E dans R, vérifiant les conditions suivante
1.VxeFE :|z]|=0<=2=0,
2. Vx € E, YA €R : || Az|| = |A|.||z],
3. Ve,y € B -z +yll < [lzfl + lyll-

Définition 1.22. (Fonction distance).

Soit K un sous-ensemble non vide de E et x ¢ K, on appelle la fonction distance de K

et donnée par

dic(@) = d(w, K) = inf ly  a].

11



1.4. TOPOLOGIE FAIBLE ET FAIBLE*

Proposition 1.23.
Pour tout sous-ensemble fermé K de H, et f: H —] — 0o, +00| une fonction Lipschit-
zienne de rapport [ > 0 sur un ensemble ouvert convexre £ contenant K, tout minimum

global x de f sur K est un minimum global de la fonction f + ldx sur tout l'espace H.

1.4 Topologie faible et faible*

Les résultats suivants sont pris des référence [2] et [3].

1.4.1 Topologie faible

Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé. On note E’ son dual topologique, c’est a

dire, I’espace des formes linéaires continues sur £, muni de la norme

1f1ler = sup | (f(z))].

z€BE

Définition 1.24.
Soit f € E' et soit
o E— R
z— @f(x) = fz) = (f, ).
La topologie faible sur E notée o(E, E') est la topologie la moins fine rendant continues
les applications ¢(f € E').

Proposition 1.25.

La topologie faible o(E, E') est séparée.

1.4.2 Topologie faible*

Soit E un espace vectoriel normé, E’ son dual et E” le bidual de E (E” le dual de E')

muni de la norme

1617 = sup [{4, f)-
EB 5y
Soit x € F fixé, on considérons 'application

J, B — R

fr—= Je(f) = (o, ) = ([, )

12



1.5. ESPACE MESURE

une forme linéaire continue sur E’, et donc c¢’est un élément de E”.
Sur 'espace E’ sont définies déja deux topologies :

La topologie forte associée a la norme de E’ (||fHE/ = sup|(f, x}\)
La topologie faible o(E’, E"). o

On définit une troisieme topologie sur £’ :

Définition 1.26.
La topologie faible* sur E' est la topologie la moins fine sur E' qui rende continues toutes

les applications J,(x € E). On la note o(E', E).

Proposition 1.27.

La topologie faible* o(E', E) est séparée.
Proposition 1.28.
Soit(x,), une suite de points de E. Alors

1. (zp)n converge vers x pour o(E,E') (ou faiblement), si et seulement si ((f,x,))n

converge vers (f,x) pour tout f € E'

2. 8i (xn)n converge faiblement vers x, alors (||x,||g) est bornée et nous avons

|z||g < liminf||x,| £
n—-ao0

1.5 Espace mesuré

Les résultats de cette section sont pris de la référence [2].

Définition 1.29.
Sotent X un ensemble non vide, ¥ une famille de sous-ensembles de X, alors ¥ est dite

une tribu sur X st
1. heX.
2. Aex = X\AeX.
3. A, e, VneN=J A, €X.

Le couple (X, ) est appelé espace mesurable et les éléments de 3 sont appelés ensembles

mesurables.

13



1.6. QUELQUES RESULTATS DE COMPACITE

Définition 1.30.
Soient (X1,%1) et (Xo,%9) deuz espaces mesurables. Une application f : (X1,%1) —
(X5, %) est dite mesurable si f~1(A) € 3y, pour tout A € 3.

Définition 1.31.
Soit (X,%) un espace mesurable. Une mesure sur (X,3) est une application p : ¥ —
[0, +-00] vérifiant

1. (@) =0.

2. Pour toute famille (Ay)n,n € N d’éléments de ¥ deuz o deux disjoints (c’est a dire,

que A, (A = 0 lorsque n # m), on a la propriété d’additivité dénombrable

p(|J4) =3 nlAn).

Le triplet (X, %, 1) est un espace mesuré.

Si w(X) < oo, on dit que la mesure u est finie.

e Un ensemble A est dit u-négligeable s’il existe B € ¥ tel que A C B et u(B) = 0.

e On dit qu’une propriété sur X est vraie p-presque partout (p-p.p) si ’ensemble ot elle

n’est pas vérifiée est p-négligeable.

1.6 Quelques résultats de compacité

Les résultats de cette section sont pris de la référence [3].

Définition 1.32. (Espace réflerifs).

\

Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est réflexif si J(E) = E", ou

J:E — E"
x— J(z) = J.(f)

Dans ce cas, J est un isomorphisme isométrique de E dans E". Lorsque E est réflexif,

on identifiera souvent implicitement E et E" (a l'aide de l'isomorphisme J ).

Définition 1.33. (Boule-compact).
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble K C E est boule-compact si,
son intersection avec toute boule fermée de E est compacte, et K est relativement boule-

compact si son intersection avec toute boule fermée est relativement compacte.

14



1.7. QUELQUES RESULTATS DE CONVERGENCE

Théoréme 1.34.
Soient X un espace métrique et K un sous-ensemble de X, K est compact, si de toute

suite dans K on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Remarque 1.35.

1l est claire que tout boule-compact K est fermé.

En effet, (K est fermé) <— (Y(z,), C K, 2, — v =z € K).
Soit (z,) une suite de K qui converge vers x, on montre que x € K. On a (x,) converge
dans K, en particulier, elle est bornée, i.e., il existe r > 0 tel que pour tout n € N,
z, € K N By(0,7), qui est compact, donc on peut extraire une sous-suite (r,, ) qui
converge vers y € K N By(0, 7). Par I'unicité de la limite, y = x et donc z € K. Par suite

K est fermé.

Théoréme 1.36. (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaksi).
Soit E un espace de Banach, alors la boule unité fermée de E' est compacte pour la

topologie faible* o(E', F).

Théoreme 1.37.
Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,), une suite bornée dans E. Alors il eziste

une sous-suite extraite (T, ), qui converge pour la topologie o(E, E').

Théoréme 1.38. (Arzela-Ascoli).
Soit (I,d) un espace métrique compact, (Y,d') un espace métrique complet, on dit qu’une
partie K de Cy (1) est relativement compact si et seulement si les deux conditions suivantes

sont satisfaites :
1. La partie K est équi-continue sur 1.

2. L’ensemble K(x) = {f(x) : f € K} est relativement compact pour tout x € I.

1.7 Quelques résultats de convergence

Théoreme 1.39. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit (I,%, 1) un espace mesuré et H un espace de Hilbert, soit 1 < p < oo et soit

(fu)n C LY (I). On suppose que

15



1.8. PROJECTION

1. (fn)n converge presque partout vers une fonction f sur I,

2. il existe une fonction positive g(.) € LE(I) telle que pour tout n € N
1fa(t)] < g(t) pptel
Alors f(.) € LY (1) et la suite (f,,), converge vers f dans L¥,(I).

Théoréme 1.40. (Réciproque du théoréme de Lebesgue).

Soit (I,%, u) un espace mesuré, H un espace de Hilbert et soit 1 < p < oo. Si (f,) € L% (I)
et f e LE(I) telle que || fn — fllo» — 0. Alors il existe une sous suite extraite (f,,) de
(fn), et une fonction positive g(.) € L& (I) telle que :

1. fu,(z) converge presque partout vers f sur I,

2. pour tout k € N, |f,, (z)| < g(x) p.p. sur 1.

Théoréme 1.41. (Banach-Mazur).
Soit E un espace de Banach et soit (x,,), une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x, alors il existe une suite (zx )y dans E telle que chaque zy, est un combinaison convexe

finie d’éléments de la suite (x,), et (zx)r converge fortement vers .

1.8 Projection

Pour plus de détails, consulter la référence [11].

Définition 1.42.

Soit K un sous-ensemble non vide de H et x ¢ K. On définit Proj(z, K) la projection de
x sur K (ou l’ensemble des points les plus proches de K d x) comme l’ensemble de tous
les éléments y € K dont la distance a x est minimale, c’est a dire, ||z — y|| = d(z, K),
i.e.,

Proj(z, K) = {y €K :dx K)=|z— y\l}.

Théoreme 1.43. (Projection sur un ensemble convexe fermé).
Soit K un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x € H, il existe

un unique élément y € K tel que
—y|| = inf ||z — a|| = d(z, K).
Iz~ yl = inf 2 — al| = d(z, K)

16



1.8. PROJECTION

De plus, y est caractérisé par la propriété

y €K,

(x —y,a—y) <0, Va € K.
Dans ce cas, on note y = proj(z, K).

Remarque 1.44.

Dans le cas ot K boule-compact, Proj(xz, K) # ().

En effet, soit = ¢ K, on a d(z, K) = iIllf(HJ? —a.
ac

D’apres la caractérisation de la bornne inférieure, on obtient
Ve > 0,da. € K,d(z,K) < ||z —a.|| <d(z,K) +¢
pour
1 1
€= E’Vk >0,3 ap € K,d(z, K) < ||z — ag]| < d(z,K) + z (1.1)

et

1
lax ]l <zl + d(z, K) + &

<|lz|]| +d(z, K)+1= M,

c’est a dire (ax)r C K N MBp, cet ensemble est relativement compact, donc il existe une

sous-suite (a,))x telle que a, ) — a lorsque k — oco. De (1.1) on a
d(z, K) < lim [lo = aypl| < d(z, K)
k— o0
d’ou
|lx — al| = d(z, K), ie., a € Proj(xz, K)

Proposition 1.45.
Soient K un ensemble fermé non vide de H, v € H et x € K. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. z € Proj(v, K),

2. (v—uz,z—1x) < 5|z —x|?Vz e K.

17



1.9. VALEUR D’ADHERENCE

1.9 Valeur d’adhérence

Définition 1.46.
Soit (X, d) un espace métrique et soit (x,,), C X. On dit que x est une valeur d’adhérence

pour (x,), si et seulement si
Ve > 0,3Ny C N, Vn € Ny :d(x,,x) <e.

Théoréeme 1.47.

Soit (x,,), une suite d’éléments de X. Posons
K, ={x, :p>n}={x,, xpns1,...}.

Soit K l'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (x,),. Alors K = (K, et donc

K est fermé.

Proposition 1.48.

Soit (xy,)n une suite d’éléments de X . Si x,, —> x alors x est une valeur d’adhérence pour

Proposition 1.49.

Soit K un sous-ensemble non vide de H, on a [’équivalence
dz,K)=0<= € K.

Proposition 1.50.

Soit K un sous-ensemble non vide de H on a

K est fermé — K = K.

1.10 Les multi-applications
Voir [2] et [6].

Définition 1.51.
Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application ou fonction multi-
voque définie sur X a valeurs dans 'Y, toute application F' définie sur X a valeurs dans

P(Y)etonnote F: X - P(Y)ouF:X=3Y.
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1.11. DISTANCE DE HAUSDORFF

1. On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(F), le sous-ensemble de X
défini par
D(F) = {t €X:F(t)# (ZJ}.

2. On appelle tmage de F, qu’on note R(F), le sous-ensemble de Y défini par

R(F) = {y €eY:3teDF), ye F(t)} = U Fo.

teD(F)

3. On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F), le sous-ensemble de X x'Y défini par
Gr(F) = {(m,y) EDF)xY :ye€ F(x)}
4. Considérons la multi-application inverse F~' Y = X définie par
t e F Y x) <=z € F(t).

Ona (F1)"' = F, D(F-') = R(F) et R(F~') = D(F).

1.11 Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique.
Définition 1.52.

Soient A et B deuz sous-ensembles de X, l’écart entre A et B est défini par

e(A, B) = supd(a, B),

a€A

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par
H(A, B) =sup(e(A, B),e(B, A)).

Proposition 1.53.

Pour tous sous-ensembles A, B,C de X. Nous avons les propriétés suivantes
1. e(A0) =00 si A#0D,
2. e(0,B) =0,
3. e¢(A,B)=0+= AC B,
4. H(A,B) =0<+= A =B,
5. e(A,C) <e(A, B)+e(B,C),
6. H(A,C) <H(A,B)+H(B,C),

7. |d(x, A) — d(z, B)| < H(A, B),Vz € X.

19



1.11. DISTANCE DE HAUSDORFF

1.11.1 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris des références [4] et [1].

Définition 1.54. (Semi-continuité supérieure).

Soit X, Y deux espaces topologiques et soit F': X =Y une multi-application

1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point ro € X si et
seulement si pour tout ouvert U de Y contenant F(xq) (F(xo) C U) il existe un
voisinage Q de xqg tel que F(Q) C U, i.e., F(z) e U, Vz € Q.

2. Si F est s.c.s en tout point x de X on dit que F' est s.c.s sur X, ou tout stmplement

S.C.S.

Définition 1.55.
Soit X, Y deux espaces vectoriels normés et € C X non vide, et soit F': QQ =Y, on dit

que F' est s.c.s au point xo si pour toute suite (x,) C Q, ACY fermé, x, — xo € Q et

F(x,)NA#0,Vn > 1, alors F(zo) N A # 0.

Théoréme 1.56.

Soit ' un espace vectoriel normé et F' : E = E une multi-application a valeurs non
vides. Soit xyg € E on suppose que F(xg) est conveze et faiblement compact. Alors, F
est faiblement semi-continue supérieurement au point xo si et seulement si la fonction

o(x', F(.)) est semi-continue supérieurement au point x.
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Chapitre 2

Sous-différentiel et les ensemble

sous-lisse

L’objectif de ce chapitre est de donner des notations sur le sous-différentiel et le cone
au sens de Clarke, Fréchet et proximal. Une partie de ce chapitre sera consacrée aux

ensembles sous-lisses.

2.1 Sous-différentiel de Clarke

Voir [5].
Définition 2.1.
Soit f: H — R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x € H et soit h
un vecteur dans H.

La dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point x dans la direction h notée

f%x, h), est défini par

£z h) = limsupd T = @),

T—T t
t10

ou h est un vecteur de H et t un scalaire positif.

Définition 2.2.
Soit f : H — R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x € H. Alors le

sous-différentielle de Clarke de f au point x, est défini par
o 1(a) = {e e H6h) < Pl ne
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2.2. SOUS-DIFFERENTIEL DE FRECHET

Notons qu’il existe une définition plus généralisée du sous différentiel au sens de Clarke

donnée dans le cas ou f est une fonction propre semi-continue inférieurement.

Définition 2.3.
Soit f: H — RU{+oc} une fonction propre semi-continue inférieurement et soit x un
point de H ou f est finie.

Le sous-différentielle au sens de Clarke de f au point x, est défini par

o f(a) = e (M < flamne )
ou fT(x,h) est la dérivée directionnelle généralisée de Rockaffellar donnée par

fT(m, h) = limsup inf fla' +th) - f(xl)

F@')—f(z) W —h t
tl0

Définition 2.4.
Soient H un espace de Hilbert, f: H — RU {400} conveze et zy € dom(f).
On appelle sous-différentiel de f au point xo (au sens de l'analyse convexe) noté 0f(xq),

I’ensemble défini par

Of (xg) = {x' € H, f(x) > f(xo) + (', 2 — x) Vx € H}.

Un point ' € Of(xg) est dit sous-gradient de f au point xo. On dit que f est sous-
différentiable au point xy si Of (xg) # 0.

Théoreme 2.5.
Soient H un espace de Hilbert, f : H — R U {400} une fonction propre convezxe et

continue au point x € H, alors Of (x) est non vide et faiblement compact dans H.

Proposition 2.6.
Soit H un espace de Hilbert séparable et soit f : H — R une fonction localement

Lipschitzienne. Alors Of est une multi-application semi-continue supérieurement sur H.

2.2 Sous-différentiel de Fréchet
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2.2. SOUS-DIFFERENTIEL DE FRECHET

Définition 2.7.
Soit f : H — R une fonction propre et s.c.i sur H. On appelle sous-différentiel de Fréchet

de f au point z, qu’on note OF f(x) 'ensemble défini par
oF f(z) = {5 € H:Ve>0,30 >0,VT € By(x,0),{(,,T—x) < f(T) — f(z)+e||T — x||}.

Proposition 2.8.

Si f: H— R est Lipschitzienne alors
oF f(x) c 0% f(x),Vo € H.

Démonstration.

Soit

v’ € OF f(x) <= Ve > 0,35 > 0 tel que (2/,7 — 2) < f(T) — f(x) +¢||T — 2|, VT € By(z,?),

= Ve > 0,30 > 0 tel que

= Ve > 0,30 > 0 tel que inf — > —¢,
T€By (2.,0) |7 — ||
TH#T
comme
- = L e
Ve s 0. Sup( i L@ @) - T $>> > g L@ @) - @T $>’v5>0’
520 \ZEBx (2,0) |7 — | TEBy (2,0) [
alors,
- =
Ve > 0,sup( inf /(@) f(f) (v, x>> > —¢,
520 \ 7By (x9) |7 — ]
— _ _ / [— _
T2 |7 — ]

soit v € H\{0} et t > 0, alors pour T = z + tv, on a

[z +tv) = flz) = (&, tv) flx+tv) = flz) (2 v)

lim inf > (0 = liminf >0, Yve H\{0}
10 o] 10 tloll o]
/ —
[ v]] 40 tvl
— (2/,v) <liminf flw+tv) = /(@)
t10 t
= (2/,v) < limsup fle+tv) = fz)
) t
! t _ /
= (2/,v) < limsupf(y +tv) — 1) = fz,v)
y'— t

10
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2.3. CONCEPTS DES CONES NORMAUX

c’est a dire,
x' € 0% f(x).
D’ou,

O f(x) c 9°f(x), VY € H. O

2.3 Concepts des cones normaux

Définition 2.9. (Céne).

Soit K un sous-ensemble de H. On dit que K est un cone si
Ve e K,VA>0,\x € K,

c’est a dire

VA>0,AK C K.

Remarque 2.10.

Un cone est donc une réunion de demi-droites fermées issues de origine.
Théoreme 2.11.
Soit K un cone, alors les trois relations suivantes sont équivalentes :

1. K est conveze

2. Va > 0,V8 > 0,aK + K C K,

3. K+ KCK.

Définition 2.12. (Céne normal prorimal).
Sotent K un sous-ensemble non vide et fermé de H, x € K. On définit le cone normal

proximal (ot le cone proximal) de K au point x de la maniére suivante
NP (x) = {v €eH:3t>0,z¢ Proj(x—l—tv,K)}.

Proposition 2.13.
Soient K un ensemble fermé non vide de H, v € H et v € H. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. v € N2 (x).
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2.3. CONCEPTS DES CONES NORMAUX

2. 30 >0 tel queVz € K, (v, 2 — x) < ||z — x|

Définition 2.14. (Céne tangent de Clarke).
Soit K un ensemble fermé de H, on appelle cone tangent de Clarke de K en x, qu’on

note TS (z) ou T(K,x), l'ensemble défini par
TC (z) = {v e HVt, | 0,Vz, —Tetx, € K,Jv, — v t.qu,+t,v, € K Vn € N}

Définition 2.15. (Céne normal de Clarke).
Soit K un ensemble fermé de H, on appelle cone normal de Clarke de K au point x,

qu’on note N¢(z) ou NY(K, ), 'ensemble défini par

N&(z) = {g € H:(v)<0,Wwe TK(:(;)}.

Définition 2.16. (Céne normal de Fréchet).
Soit K un sous-ensemble fermé de H, on appelle cone normal de Fréchet de K au point

z, qu’on note NE(x) ou N¥(K,x), l'ensemble défini par
NE(z) = {f €H:Ve>0,30 >0, y—x) <e|ly—z|,Yy € Bu(x,0) HK}.

Proposition 2.17.
Sotent K un sous ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et x un point dans K, On

a toujours les inclusions suivantes
NP (x) € Nf(z) € NS(w).

e Pour tout sous-ensemble K non vide, fermé, conveze et tout point x € K, tous les cones

coincident avec NS (z).

Proposition 2.18.

Pour tout sous-ensemble fermé K de H et tout x € K, nous avons
OFd(r) = NF(K,z) N By.

Démonstration.

e Montrons que 0¥ dg () € NENBy.

Soit & € OFdy (x), alors par la Définition 2.7, pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que pour
tout y € By(z, )

(& y— ) <dg(y) —dg(z) +elly — |,

25



2.3. CONCEPTS DES CONES NORMAUX

d’ou
&,y —x) <elly — z||, pour tout y € By(z,d) N K,
ceci implique que £ € NE(z), mais comme 97 dy (x) C By, on obtient
OFdy(x) C NE(x) NBy. (2.1)
e Montrons maintenant que N (z) N By C 0¥ dg(x). Nous avons
€ NE(x)NBy <= £ € NL(2) et £ € By
=& € Ng(z) et &)l < 1.

Soit € > 0. Fixons 0 < &’ < §, alors, par la définition du cone normal de Fréchet, il existe

0 > 0 tel que pour tout y € By (z,0) N K

(&y—a) <ely—=l. (2:2)

Comme la fonction y — —(§, y—x) +¢’|ly — z|| est Lipschitzienne de rapport [ = ||¢]|+¢’,
par la relation (2.2), yo = = est un minimum global pour la fonction f(y) = —({,y — x) +

g'lly — x| sur By(z, g) N K qui est fermé de H, donc par la Propositionl.23, yo = = est

un minimum global sur H de la fonction f + (||¢]|| + 5’)d§H($,g)nK, donc pour tout y € H

(&y—x) <y =zl + ([|El + €)dpy 2.5)nr (y)
< élly — 2|l + |€lldBy eo)nx W) + €'dBy @50k (Y)
<y — 2| + dpy@onx(y) +€lly — 2|l

< 2|y — =l + dpy @onk (y):
Fixons r > 0 tel que 0 < 2r < g. On peut facilement vérifier que pour tout y € By(z, )
dKﬁBH(:v,2r) (y) = dK(y)
En effet
di(y) = ir€1£||y —z|| <= Ve > 0,3z, € K tel que ||y — z|| < dx(y) + ¢, (2.3)

comme z € K, on a dg(y) < |ly —z| <r Yy € Bu(z,r)
donc on peut trouver § > 0 assez petit tel que dg(y) < r—0, en prenant dans (2.3) € = 9,

on obtient 'existence de z5 € K tel que
ly —zl| <r—0+d0=r
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2.3. CONCEPTS DES CONES NORMAUX

ceci implique que
lo =zl <l =yl +lly =zl <r+r=2r
—> 25 € By(x,2r),

ie., z5s € By(x,2r)N K alors, dp,onnk(y) < ||y — 2| < di(y)+0

d’ot, dp,, (z2mnk (Y) < di(y) + 6, en faisant tendre 6 vers 0, il vient que

dBy (z2rnk () < di(y). (2.4)
D’autre part, By(z,2r) N K C K alors

dr(y) < dpy@2rnk(Y). (2.5)
De (2.4) et (2.5) on obtient

Ay (2 2r)nk (Y) = di(Y).
Donc, pour tout € > 0 tel que pour tout y € By(x,r)

&y —x) <elly —zl + dr(y) — dr(2).

Par conséquent, & € 0Fdg(x), d’ott

NENBy c 0Fdg (). (2.6)

De (2.6) et (2.1), on a

Proposition 2.19.

Une autre propriété importante est la suivante
x € Proj(v, K) = v —x € NE(2) = v — 2 € N$(z).
En effet, soit x € Proj(v, K), d’aprés la proposition 1.45 on a
1 2
(v—mz,z—1x) < §||z—x|| Vze K

alors 36 =4 > 0,Vz€ K(v—z,z — ) < 0|z — =
Par la proposition 2.13,

v—x € Np(x).
Comme N% C NE(x), alorsv —z € NE(z).

Aussi, NE C NE(z) et donc v —x € N¢(x).
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2.4. ENSEMBLES SOUS-LISSES

2.4 Ensembles sous-lisses

Voir [8], [9] et [10].
Dans cette partie nous allons introduire la définition et quelques propriétés des ensembles

sous-lisse.

Définition 2.20.
On dit qu’un sous-ensemble non vide et fermé K de H est sous-lisse au point vy € K,
si pour chaque € > 0, il existe & > 0, tel que pour tous x1,x9 € By(xg,0) N K et tous

n; € N¢(2) "By (i = 1,2) nous avons
(M — M2, 21 — T2) > —¢||lz1 — 22| (2.7)

L’ensemble K est sous-lisse, s’il est sous-lisse en tout point de K. Nous disons en outre
que K est équi-uniformément sous-lisse, si pour toute > 0, il existe § > 0, tel que (2.7) est
vérifiée pour tous x1, 1o € K satisfaisant ||z, —z2|| < et pour tous n; € NG (z;) "By (i =

1,2).

Proposition 2.21.
Soit K un sous-ensemble fermé de H et vy € K. Si K est sous-lisse au point xq, alors il

est normalement Fréchet réqulier en xo, c’est a dire
Ni(wo) = N (o), (2.8)

en particulier,

8CdK(l’0) == aFdK(l‘o)

Démonstration.

e Montrons que N (zg) = N¢(x) :

On a l'inclusion N%(z¢) € N$ (), donc il suffit de montre que N¢(xg) C NE(zo). Soit
€ € N{(xg) et soit € > 0, comme K est sous-lisse au point xg, par la Définition 2.20 il
existe > 0 tel que pour tous x1,73 € By(w0,0) N K et tout n; € N¢(z;) NBy(i = 1,2),
nous avons

(M — Mo, k1 — T2) > —¢l|z1 — 22|
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2.4. ENSEMBLES SOUS-LISSES

En prenant, n; = 0, no = &, 1 = v et x9 = xy, ceci implique, pour tout v € K avec

v — z0|| < J et tout & € NS (z0)
(=& v —wo) = —elv — |-
Par conséquent
(&, v —x0) < ellv— x| pour tout v € By(xg,d) N K.

Cette derniere inégalité implique que £ € NE (). Done, N (zo) C NE(xg).
Par conséquent, N (z¢) = N (o).
e Montrons que 9%dy (o) = 0F dy (o) :
Soit 6 € aCdK(.CEo) < 5 € Ng(l'o) NBy.

Alors, [|€]] < 1 et &€ € NS (wp), par la relation (2.8), on a & € NE(z0)

- é € NI};(Z'()) ﬂBH

e f < 8FdK($0)
par conséquent, 9 dg (2¢) = OF dy (20). O

Proposition 2.22.

Soit K un sous-ensemble sous-lisse alors OF dg(x) est convexe fermé.

Dans tout ce qui suit, pour un ensemble sous-lisse K, nous allons adopter les notations

Nk (.) et Odg pour le cone et le sous-différentiel de Fréchet (de Clarke).

Définition 2.23.

Soit (K(q))qeq une famille d’ensembles fermés de H avec parameétre q € Q). Cette famille
est dite équi-uniformément sous-lisse, st pour chaque € > 0, il existe & > 0, tel que
pour chaque q € Q, l'inégalité (2.1) est vérifiée pour tous x1,x2 € K(q) satisfaisant

|21 — 22| <0, et pour tout n € Ngq(x;) "By, i =1,2.

Proposition 2.24.

Soit {C(t,x) : (t,x) € I x H} une famille d’ensembles fermés non vides de H, qui est
équi-uniformément sous-lisse et soit un réelle n > 0. Supposons qu’il existe une constante
réelle L > 0 et une fonction continue g : I — R tel que, pour tous x,z’,y,y € H et

s,tel
d(y, C(t,z) —d(y',C(s,2")| < ly — /|| + |9(t) — g(s)| + L||z — 2.
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2.4. ENSEMBLES SOUS-LISSES

Alors
1. Pour tout (s,x,y) € Gr(C) nous avons n0dc(sz)(y) C nBg.

2. Pour toute suite (s,,), de I convergeant vers s, toute suite (x,,), convergeant vers x,
toute suite (yy,), convergeant vers y € C(s,z) avec y, € C(sy,Ty), et tout X € H,

nous avons

lim sup U<)‘7 nadC(sn,xn) (yn) < O-()‘v nadC(s,x) (y))

n—+oo
Proposition 2.25.

Tout ensemble convexe d’un espace normé est uniformément sous-lisse.
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Chapitre 3

Existence d’une solution de
I’inclusion différentielle gouvernée
par le processus de la rafle avec

perturbation

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’établir un résultat d’existence de solutions pour un
processus de rafle du premier ordre avec perturbation multivoque dans un espace de

Hilbert de la forme suivante :

(

u(t) € NC(t,u(t)) (u(t)) + G(t,u(t)) pp. t €1
u(t) €C(tult) Vtel

w(0) = wug € C(0,up),

\

ou C(t,x) est un ensemble non vide sous-lisse, N
¢ ()

C(t,x) et G: 1 x H= H est une multi-application a valeurs non vides convexe fermées.

) le cone normale de Fréchet a
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3.2. RESULTAT PRINCIPAL

3.2 Résultat principal

Nous commencgons par formuler les hypotheses nécessaires a 1’établissement de notre
résultat principal.
(H1) G est une multi-application scalairement sémi-continue supérieurement sur H x H
(c’est a dire, pour chaque ¢ € H, la fonction d’appui (t,z) — o(§,G(t,z)) est sémi-

continue supérieurement sur H x H) et pour certains réel a > 0
d(O,G(t,x)) <« pourtoutteletxreH.

(Hs) Pour tout (t,z) € I x H, l'ensemble C(t,x) est a valeurs non vides et équi-
uniformément sous-lisse.
(Hs) 1l existe des constante réelles Ly > 0, Ly € [0, 1] tel que pour tous t,s € [ et

x,x',y,y' €cH
’d(yv C(ta l’) - d(y,7 O(S, I’l))l < ||y - y,H + L1|t - 8’ + LQHx - ZL',H

(H4) Pour tout sous-ensemble borné A C H, 'ensemble C(I x A) est relativement boule-

compact.

Théoreme 3.1.
Supposons que les hypothéses (H1), (Ha), (Hs) et (Ha) sont satisfaites alors, pour tout
ug € H avec uy € C(0,up), il existe une solution continue Lipschitzienne u: I — H de

I'inclusion différentielle

(p) u(t) € _NC’(t,u(t)

u(t) € C(tu(t)) Ve e I,u(0) = u,

)(u(t)) +G(t,u(t)) pp. tel

avec l'estimation suivante ||u(t)]| < % pptel.

Démonstration.

Pour chaque k£ = 0,1,...,n, n > 1, considérons une partition de l'intervalle I avec les
points t}} = k%, pour k=0, =0, ..., k=n,t) =T.

Pour chaque (t,x) € I x H, désignons par g(t,z) ’élément de norme minimale de 1’en-

semble convexe fermé G(t,x) de H, i.e.,

g(t,z) = projeu. (0) = d(0,G(t, z)) < o (3.1)
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3.2. RESULTAT PRINCIPAL

On pose
xy = ug € C(t5, up). (3.2)

Cette démonstration est répartie en quatre étapes :
Etape 1 : Construction de la suite (2})x—0_ n-1

Comme C(t}, zf) est boule-compact d’apré la Remarque 1.44, il existe
S Pro]C(t’f,xZ}) Ty + Eg( O,xo)
et alors par le Théoreme 1.42 on a
1 € C(t, ap)
en utilisant la Proposition 2.19, on déduit que
n T n n n n
Ty + Eg(t()»xo) — Ty € NC(t’f,x(;)(%)‘
D’autre part,on a ||z} — 25| < £(Ly 4 2a). En effet

[} — a5l =

Ty — Ty — E9< 075”0) +_9( 07%)

n T
Ty — $0+n9 05 o) g(ty, zg)||

comme x} € C(t},xy), par 'hypothese (H3) nous avons

<

ot — gl <a (o + Zoteg ), C(ea) ) + | Lo

T T T
< (ot + o). C3. ) ) + |+ ot at) — (a8 + ot aD) |

T
Ll = 6+ Dallt - b + | ottt

et par (3.2) on a

n

n T n n
Ty + Eg(tmxo) — Iy

n T n n n n
d <=750 + 59(150,530%0( oﬁo)) =

ot

comme ¢} —¢§ =L — 0 =L et par la relation (3.1) on a

T

T
n_an < 9| Zg(t. 2 L. —
ot - ol <2 | Lot apy| + 2.1

T T
<2—a+ L1—
n n

T
= (L1 + 20[)—
n
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3.2. RESULTAT PRINCIPAL

alors

n n T
ot = o]l < (L1 +20)-—. (33)

Maintenant, supposons que pour k£ = 0,1,...,n — 1 avec K < n — 1 les points zg, =7, ...,
x; ont été construits de telle sort que les propriétés suivantes vraies.

Puisque C(t}, ,, #}) est boule-compact alors, nous pouvons trouver

Tpy1 € Projogp, , an) (mz + %9( 2,372))
et
Tiy1 € Oy, 21)- (3.4)
de plus par la Proposition 2.19, on a
o + (il 7l) — 2l € Notar ap) (7). (35

Par la Définition 1.22, et I'hypothese (H3) et les relations (3.4) et (3.1), on a

|2y — 2kl = |25y — o + 9( ko Th) — 9( ey
n n T
S|y — (T T e (ty>xr) (th>zy)
n T n n
<d $k+g9(k7$k):c k1> T1) (te, )
<d|xp+ EQ( v ), C(ty, o) | + ||zx + 9( k> TR) — | T + 59( s T
n n n n T n n
+ Laltiy — tg| + Lollg — x4 || + EQ( )
T T n n
< 2045 + ng + Lo||xy — x|
alors
s — afll < 200 + Ly + Lollaf — x| (3.6)
La suite finie zf,27, ..., 2] satisfaisant les relations (3.4), (3.5) et (3.6) est, construit par
récurrence.
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Pour tout £ =1,2,...,n — 1, nous observons que

T T
iy = ofl < 2= + Lo+ Lollo — 2|

T T T T
<2a—+ L1— + Lo (204— + Li— + Loy, — $Z—2||)
n n n n

T T T T
< 2045 (1 + Lz) + Llﬁ (1 + Lz) + L3 (2@5 + ng + Lo||xy_o — 372—3”)

T T
= 2“5(1 L +L3) +L1g(1 + Ly +L§) + L3l — il

T T
< 20— (1 + Lo+ L2+ .. + L’;—l) + L~ (1 + Lo+ L2+ .. + L’;—1> + L[|t — ||

T
— E(2a+ L1> (1 + Lo+ L3+ + Lg—l) + L[| — 22|

et de la relation (3.3) on trouve
n n T 2 k—1 k T
o = 2kl < = (2004 Lo ) (1 Lo+ L5 o L571 ) o LE(La + 20)
T
— (2a—|—L1)(1 L4 L2 4+ LA +L’§)E,

comme 14 Ly + L3 + ... + L5~ + L% une suite géométrique de terme initial L) = 1 et de
raison 0 < Ly < 1.donc 1+ Ly + L3+ ...+ L5~ + L <

alors
@3y — 2l € —F—— (3.7)
et cette derniere inégalité est toujours vraie pour k = 0 selon (3.3).
e Montrons que ||z} || < §, / une constante.
Pour £ =0,1,...,n — 1,
gl = ok — 2y + 2y —afy +aiy — - — @) + 27 — a5 + 2|

< wjn = 2l + g = 2| + 4 [l = 2]+ (gl

20[+L1T
< ———(k+1
< ol + S+ )
20[+L1
< — T =
< lholl + T2 = 5
donc
ol < 5. (3.8)
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Etape 2 : Construction de la suite approximate u,(.).

Pour tout ¢ € [t}, 17 ] avec k =0,1,...,n — 1, on pose

tno, —t t—tp
k41— Uk k1~ Uk
Donc, pour presque tout t €]t t1, ],
: Ty, Thi
Un(t) = _tn — tn —tn
k1 "l e Tl
et comme
T
noo_q4n_ 7 3.9
Ba- = (3.9
0 na
. n
int) =~ (af — ).

Par la relation (3.4), et comme u,,(t}) = 7} et u, (¢}, ;) = ], on obtient

un( Z—i-l) S C(tZ+1aun(tZ>)' (3'10)
Comme 1, (t) = —%Z(z} — 2},,), et par la relation (3.5) il vient que
n n n n n n n n
f(f’?k - $k+1) € NC(tQH,xg)(l"kH) —g(ty, ) p-p. t € [ty, k:+1[
donc
—tn(t) €Ny oy (Un(ti)) — g (87, un(t})) DDt € [B 2040 [- (3.11)
o, un))

Par la relation (3.7), on a l'estimation suivante

. n n n
()] = Zll2k = 25
L1 + 2«
< ATy
— 11— 1L,
donc
|| i () || < M. (3.12)

Dans la suite, définissons les fonctions étagées 9,6, : I — I par

noosio el

th_, st t="1T,
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et

tpr st tE Rt
0. (1) + +
T si t=T.
Observons que pour chaque t € I, ot peut choisir k telle que t € [t}, ¢}, [ sit < T et
k=n—1sit=T, par (3.9) on trouve

10n(t) — t] = [t} —t| < [ty —thl =T,
T
|0n(t) — t| < — — 0 lorsque n — 400,
n
et similairement,
0,(t) —> t lorsque n — +o0. (3.13)

Finalement par la définition de d,,(.) et 6,(.) est les relations (3.10) et (3.11) on trouve :

un (6,(1)) € C(Gn(t),un (5n(t))> pour tout ¢ € I (3.14)

—,(t) € Nc(en@),un (5.0)) (un(Qn(t))) — g(5n(t), Uy, (5n(t))) pp.tel. (3.15)
Etape 3 : Convergence de suite (u,).
e Montrons que u, converge uniformément vers u sur I.
e Montrons que {u,(t),n € N} est relativement compact.
Pour tout ¢ € I, considérons pour un sous-ensemble infini N C N la suite (u,(%))nen-
Par la relation (3.8) on trouve

un(0,(t)) € BBy (3.16)

donc, par les relations (3.14) et (3.16), on a

n (6n(1)) € C(@n(t),un (5n(t))) A BBy (3.17)

ce qui implique que u,(6,(t)) € C(I x By) N By. Par I'hypothese (H4) la suite
(un(6,(1))) est relativement compact, et on conclut alors, il existe un sous-ensemble infini
Ny C N telle que (un(en(t))n€N0> converge vers [(t) € H.

On pose hy,(t) = u,(0,(t)) — u,(t) pour tout n € Ny, par (3.12) et (3.13), on trouve

On(t)
Ven ()] = 16 (6u(8)) — ta(8)]) = H [ intspas
On(t)

< [ hits)las

< M|0,(t) — t| — 0 lorsque n — +o0.
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Donc, (un(t))nen, converge vers [(t), alors 'ensemble {u,(t) : n € N} est relativement
compact dans H. D’autre part, par la relation (3.12) la suite (u,)nen est équi-continue

car nous avons pour tous 0 < s <t < T et pour tout n € N

/St Up(T)dT

et d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli (Théoreme 1.38), 'ensemble {u,,,n € N} est rela-

fialt) = (5] | < [ Nin(rlar < Mit - 5|,

tivement compact dans Cy (). Donc on peut extraire une sous-suite notée aussi (u,)nen

qui converge uniformément vers une application continue u sur I, i.e.,
|un, — ullc — 0 lorsque n — oc.

eMontrons que (1,) converge faiblement dans L% ().

Par la relation (3.12) la suite (i,) est bornée dans L%(I), utilisant le Théoréme 1.37
on peut extraire une sous-suite de (#,,),en converge faiblement vers une application w €
Ly(I) avec [|w(t)|| < M p.p. t €I

Pour,telet &€ H

(u(t) = u(0),§) = lim (un(t) —u(0),&)

n—»aoo

= lim </0t U (s)ds, €)

n—> 00
T

= lim [ (Expu(s), ia(s))ds

n—aoo 0

— /OT(w(s),€X[o,t}(5)>d5
= [ twis). .

c’est a dire, pour tout ¢t € I, u(t) — u(0) = /tw(s)ds alors u(t) = ug + /tw(s)ds.

Par conséquent u est absolument continue etou = w p.p sur [ (voir Théoréome 1.4) et alors
(11,,) converge faiblement vers o dans L3(I).

Etape 4 : Existence de solution.

e Montrons que u(t) € C(t,u(t)).
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Par I'hypothese (Hs) et les relation (3.12) et (3.14), pour tout ¢ € I

(0. €000 ) < ) = 0 0a(0)] + 20 (02(0), O 1 u01)
~ nlt) = )] + |2 (000 C 10
= {10 (60(0). O (0010, 10(3000) )

t
<)
O (t)

< Mt = 0n(8)] + Lat = On(8)] + Laflu(t) = un ()] + Lallun(t) = un(dn ()]

Un(8)ds|| 4 La|t = On(t)] + Lollu(t) = un(t) + un(t) = un(0n(t))]]

< (M + L)t = 0n(8)] + Laflu(t) — ua(t)]

+ Ly M|d,(t) — t| — 0 lorsque n — 0.

Donc, d(u(t),C(t,u(t))) = 0 alors par la Proposition 1.49, u(t) € C(t, u(t)), comme
I'ensemble C(t,u(t)) est fermé donc, u(t) € C(t,u(t)), vVt € I.

Posons z,(t) = g(d,(t), u,(5,(t))), pour tout t € I, et par la relation (3.1) et I'hypothese
(H1) o na

[zn ()]l = [19(6n(t), un(04(1)))]| < v, pour tout n € Net t € I,

on peut supposer que la suite (z,(.)) converge faiblement dans L% (I) vers une application
z(.) € L% (I) avec ||z(t)|| < ap.p. t €.
De plus,

[in(t) = 2 ()] < [lan (@] + [[za @) < M + =7 pp.
= Up(t) — 2,(t) € 7By (3.18)
Par la relation (3.15), on obtient que
~Un(t) + 2n(t) € N C (61 () un (5(1))) (un(6n()))

et par la relation (3.18), on a

— 1, (t) + 20 (1) € Nc(en@),un(an(m) (un(6(1))) [ ) 1B,

grace a la Proposition 2.18, pour presque tout ¢ €  on a

—t(t) + 2, (t) € 70d, (0n (O (5n(2)) (un(Ba(t))), (3.19)
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et par (3.1), on trouve
2n(t) € G(6,(1), un(0,(1))). (3.20)

Comme la suite (=1, + 2,)n (resp (z,),) converge faiblement dans L% (I) vers (—t + 2)
(resp vers z), par le théoreme de Mazur (Théoréme 1.41), il existe une suite (&,) (resp

(Cn)) tel que pour chaque ¢ € N

&n € co{ — Uy + 2459 > n} (3.21)

< resp ¢, € co{z,;q > n}) (3.22)

et (&,)n (resp (Cu)n) converge fortement dans L% (I) vers (—iu + z) (resp (z)). Par le
Théoreme 1.40, il existe une sous-suite de (£,(.)), (resp (¢u(.))n) converge presque partout
vers (—u(.)+2(.)) (resp (2(.)) ), c’est a dire, il existe un ensemble négligeable de Lebesgue
D c I tel que pour chaque t € I\D, (§,(t)) — —u(t) + z(t) (resp (Cu(t)) — 2(t))

fortement dans H, c’est a dire —u(t) + z(t) est une point d’adhérence de (&,(t)). Alors

i)+ +(0) € G0 = () &0, k2]

neN

<) co{ — (1) + 24(t), ¢ > n}

neN

= @{ —g(t) + 2(t), ¢ > n}

neN

donc
—a(t) + 2(t) € O@{ — Gg(t) + z4(t) 1 ¢ > n}
( resp z(t) € ﬂ@{zq(t),q > n})

n

Par les relations (3.19) et (3.20) et Théoreme 1.20, on obtient

=0+ 200) £ 0 (100, 0 (0GO)) B2
et
(y, zn(t)) < a(y,G(én(t),un((Sn(t)))) (3.24)

De plus, pour chaque n € N et t € I\D, de (3.21) et (3.22) nous avons

(y, &x(1)) < sup(y, —ty(t) 4 z,(t)) pour tout k > n

q=>n
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et

(y, Gi(t)) < sup(y, z,(t)) pour tout k > n,

q>

et en prenant la limite dans les deux inégalités (3.23) et (3.24) lorsque K — oo on a

(y, —u(t) + 2(t)) < sup (y, —i,y(t) + 2,(t)) pour tout k >n

q=>n

= supo (y’ 108 0yt e) (PO (D) )>

q=>n

et
(1esp (31 2(0) < sup (1 54(0) < sup (1. G300, 5,) ).

c’est a dire

(i) +20) msupo (100, (@) 329
et
(y, 2(t)) < lim sup o (y G(6a(t), un(dn(t))) : (3.26)

Observons que par 'hypothese (H3) et la Proposition 2.24 que la multi-application
Gr (C) > (t,z,2") — Odeqr)(z)

prend des valeurs convexes faiblement compactes et semi-continue supérieurement de
Gr(C) dans (H,w (H, H)), d’ou pour chaque y € H la restriction a Gr(C') de la fonction

a valeur réelle
(ta x, 1'/) — U(ya VadC(t,z) (37,))
est semi-continue supérieurement sur Gr(C'). De plus, la fonction (t,x) — o(y, G(t,x))

est aussi semi-continue supérieurement sur I x H grace ’hypothese (#H,).

Comme

(0n(t), un(6,(t)), un(0,(t))) € Gr(C) pour tout n,

0,.(t) converge vers t sur I et u,(t) converge vers u(t) € C(t,u(t)), alors

limsup o (y, 0d,, (60010060 (2) (un(0,(1)) )) <o (y, 0d,, (o) (u(t)))

n—>- —+00
donc, pour chaque t € I\D et chaque y € H, et les deux inégalités (3.25) et (3.26), il

vient que

. =itt) +2(0) < o (201, ) (00))
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et
(v, 2(1)) < a(y,a<t,u<t>>),

ce qui implique que —1(t) +z(t) € YOdc(tu)) (u(t)) et z(t) € G(t,u(t)), et par conséquent

u(t) € —NC( )(u(t)) + 2(t) p.p.

tu(t)
2(t) € G(t, u(t)) p.p.
[a(t) — z(8)]] <.

La preuve est alors complete. O
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Conclusion

Nous nos sommes intéressés dans ce mémoire a mettre en lumiere le concept principal de
sous différentiel, les cones normaux et les ensembles sous-lisses.

Enfin, nous avons présenté I’étude, dans un espace de Hilbert H, du processus de la
rafle du premier ordre dépendant du temps et de I’état. Nous avons établi 1'existence de

solutions du probleme perturbé par une application multivoque.
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