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Introduction

Dans ce mémoire, nous présentons le théorème des accroissements finis p-adique, et

quelques applications de ce théorème.

Le théorème des accroissements finis réel est un théorème trés important dans l’ana-

lyse mathématique, eu égard au nombre de simplifications techniques qu’il permet. Il est

utilisé pour démontrer de nombreuses théorèmes, par exemple : théorème de Schwarz,

théorème de l’inverse locale,...etc. Ce théorème n’est pas valable toujours dans le cas

p-adique, la condition |h|p ≤ rp = p−
1
p−1 limite le domaine de validité de la version

p-adique du théorème des accroissements finis. Donc on doit modifier les conditions sur

la fonction en question pour avoir une inégalité ressemble a celle dans le cas réel.

Le théorème des accroissements finis p-adique à été obtenu en 1991 par Alain Ro-

bert dans l’article "A note on the numerators of the Bernoulli numbers" [16], puis il a

détaillé ce théorème en 1995 dans le deuxième article "le théorème des accroissements

finis p-adique" [18] et dans son livre "A course in p-adic analysis" [15] éditer en 2000.

En 1992, Maxime Zuber a utilisé dans sa thèse de doctorat [22], le théorème des

accroissements finis p-adique établit par Robert pour démontrer des résultats concer-

nant les polynômes de Bernoulli, Euler et Chebyshev,...etc.

En 2003, dans sa thèse de doctorat [10], Alexandre Junod a fait aussi des dé-

monstrations de congruence en utilisant le théorème des accroissements finis p-adique.

En 2014, Bertin Diara et Djeidi Sylla [7], ont généralisé le travail de Maxime

Zuber [22] sur les polynômes de Chebyshev Tq, avec q = pν telle que ν ≥ 1 et p > 2.

Ce mémoire autour de trois chapitres précède par une introduction, qui sont orga-

nisés comme suit :
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Introduction 6

Dans le premier chapitre, on va rappeler les outils nécessaire de base pour l’ana-

lyse p-adique dont on aura besoin. Nous commençons par la construction du corps des

nombres p-adique Qp, qui est la complétion de Q par rapport à la norme p-adique |.|p.
Nous terminons par la construction du corps des nombres complexe p-adiques Cp, qui

est la complétion de la clôture algébrique de Qp muni de la norme p-adique.

Le deuxième chapitre, commence par l’étude des propriétés de convergence des suites

et des séries dans Qp, ensuite l’étude des sériers entières et des fonctions p-adiques (conti-

nuité, différentiabilité,...). En termine le chapitre par les définitions et les propriétés de

la fonction exponentielle et logarithme p-adique, puis quelques définitions de l’analyse

dans Cp.

Dans le dernier chapitre, nous rappelons le théorème des accroissements finis dans

un espace vectoriel normé, puis nous présentons ce théorème dans le cas p-adique. Dans

la dernière partie du chapitre, on donne la façon d’utiliser le théorème des accroisse-

ments finis p-adique pour démontrer, le théorème du point fixe p-adique, le théorème

de Wolstenholme, les propriétés des polynômes connus, et pour établir des congruences

sur les coefficients binomiaux.

Enfin, nous finissons ce mémoire par une liste des références approuvé dans ce travail.



Notations

Nous utilisons les notations suivantes :

K : Un corps.

E,F : Deux espaces vectoriels normés.

‖.‖K : La norme sur un corps K.

p : Un nombre premier, p = 2, 3, 5, 7, ...

Z : L’ensemble des entiers relatifs réels.

Z∗ : L’ensemble des entiers relatifs réels non nuls.

R : L’ensemble des nombres réels.

N : L’ensemble des entiers naturels.

N∗ : L’ensemble des entiers naturels non nuls.

Q : L’ensemble des nombres rationnels.

Q∗ : L’ensemble des nombres rationnels non nuls.

Qp : L’ensemble des nombres p-adiques.

Q∗p : L’ensemble des nombres p-adiques non nuls.

Qp : La clôture algébrique du corps Qp.

Zp : L’ensemble des entiers p-adique.

Z×p : L’ensemble des éléments inversibles dans Zp.

Cp : L’ensemble des nombres complexes p-adiques.

(a, b) = 1 : a et b sont premiers entre eux.

vp(x) : La valuation p-adique de x.

|.|p : La norme p-adique.

K[.] : L’ensemble des polynômes sur le corps K.

K[[.]] : L’ensemble des séries entières sur le corps K.

B≤1(Cp) : La boule fermé de centre 0 et de rayon 1 sur Cp.
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K{.} : L’ensemble des séries formelles restreintes sur K.

L(E,F ) : L’ensemble des applications linéaires continues de E dans F .

rf : Le rayon de convergence d’une série entière p-adique.

rp : Le rayon de convergence de l’exponentielle p-adique.

[x] : La partie entière réel de x.

‖.‖ : La norme de Gauss d’une série entière.



CHAPITRE 1

Préliminaires sur les nombres

p-adiques

Le but de ce chapitre est de présenter la base du domaine p-adique. Nous commençons

par quelques définitions et propriétés concernant la valuation et la norme p-adique, en-

suite nous présentons la construction du corps des nombres p-adique et le développement

de Hensel. Enfin, nous donnons quelques définitions sur le corps Cp.

1.1 Norme p-adique sur Q

Définition 1.1. Soit K un corps. On appelle norme sur K une application ‖.‖K de K

dans R+ vérifiant les conditions suivantes :

1) ‖x‖K = 0⇔ x = 0.

2) ‖xy‖K = ‖x‖K.‖y‖K ∀x, y ∈ K.

3) ‖x+ y‖K ≤ ‖x‖K + ‖y‖K ∀x, y ∈ K (inégalité triangulaire).

On dit que K est un corps non-archimédien et la norme ‖.‖K est non-archimédienne si

en peut remplacé la troisième condition par l’inégalité triangulaire forte, i.e.,

‖x+ y‖K ≤ max(‖x‖K, ‖y‖K) ∀x, y ∈ K.

9



1.1. Norme p-adique sur Q 10

Définition 1.2 (Valuation p-adique).

Soit p un nombre premier et α ∈ Z. La valuation p-adique de α, notée vp(α) ; est le plus

grand entier n ∈ N tel que pn divise α, i.e., α = pnn1 avec p ne divise pas n1.

De plus, pour x ∈ Q tel que x =
a

b
où a ∈ Z, b ∈ Z∗, on a

vp(x) = vp

(a
b

)
= vp(a)− vp(b).

Par convention, on a vp(0) = +∞.

Exemple 1.3.

1) vp(1) = 0, ∀p ≥ 2.

2) Soit α = 1 + 2p+ 2p2, ∀p > 2, alors vp(α) = 0.

3) Si 24 = 2.3 + 2.32, alors v3(24) = 1.

Proposition 1.4. Pour tout a, b ∈ Q, on a

1) vp(a) = +∞⇔ a = 0.

2) vp(ab) = vp(a) + vp(b).

3) vp(a+ b) ≥ min(vp(a), vp(b)).

Démonstration.

1) Par définition, on a

vp(a) = +∞⇔ vp(a) = vp(0)⇔ a = 0.

2) Soient a, b ∈ Z∗ tel que : a = pαn1, b = pβn2 et (n1, p) = 1, (n2, p) = 1, alors

vp(a) = α et vp(b) = β

On a

ab = pαpβn1n2 = pα+βn1n2

Comme p ne divise pas n1n2, alors

vp(ab) = α + β = vp(a) + vp(b).
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I Dans le cas a, b ∈ Q∗, soit a = a1
a2
, b = b1

b2
où a1, a2, b1, b2 ∈ Z∗, on a

vp(ab) = vp

(
a1b1
a2b2

)
= vp(a1b1)− vp(a2b2)

= vp(a1) + vp(b1)− vp(a2)− vp(b2)

= vp

(
a1
a2

)
+ vp

(
b1
b2

)
= vp(a) + vp(b).

3) Soient a, b ∈ Z∗ tel que : a = pαn1, b = pβn2 et (n1, p) = 1, (n2, p) = 1.

• Si α ≤ β, on a

a+ b = pαn1 + pβn2 = pα(n1 + pβ−αn2)

Comme (n′1, p) = 1 tel que n′1 = (n1 + pβ−αn2), alors

vp(a+ b) = α = min(vp(a), vp(b)).

• Si α ≥ β, on a

a+ b = pαn1 + pβn2 = pβ(n1p
α−β + n2)

Comme (n′2, p) = 1 tel que n′2 = (n1p
α−β + n2), alors

vp(a+ b) = β = min(vp(a), vp(b)).

I Dans le cas a, b ∈ Q∗, soit a = a1
a2
, b = b1

b2
où a1, a2, b1, b2 ∈ Z∗, on a

vp(a+ b) = vp

(
a1
a2

+
b1
b2

)
= vp

(
a1b2 + a2b1

a2b2

)
= vp(a1b2 + a2b1)− vp(a2)− vp(b2)

≥ min (vp(a1b2), vp(a2b1))− vp(a2)− vp(b2)

= min (vp(a1) + vp(b2)− vp(a2)− vp(b2), vp(a2) + vp(b1)− vp(a2)− vp(b2))

= min(vp(a), vp(b))

�
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Remarque. Pour tout a, b ∈ Q, on a

vp(a) 6= vp(b)⇒ vp(a+ b) = min(vp(a), vp(b)).

Définition 1.5. On définit la norme p-adique |.|p sur Q comme suit :

|x|p =

p
−vp(x) si x 6= 0

0 si x = 0

Proposition 1.6. L’application |.|p définit une norme non archimédienne sur Q.

Démonstration.

1) |x|p = 0⇔ x = 0

On a |x|p = 0, alors

p−vp(x) = 0⇒ vp(x) = +∞⇒ x = 0

On a x = 0, alors |0|p = 0 (par définition).

2) |xy|p = |x|p|y|p ∀x, y ∈ Q

Pour tout x, y ∈ Q, on a

|xy|p = p−vp(xy)

D’après la proposition 1.4, nous avons

vp(xy) = vp(x) + vp(y)

−vp(xy) = −vp(x)− vp(y)

Donc

|xy|p = p−vp(x)−vp(y) = p−vp(x)p−vp(y) = |x|p|y|p.

3) |x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p) ∀x, y ∈ Q

Pour tout x, y ∈ Q, on a

|x+ y|p = p−vp(x+y)

On sait que

vp(x+ y) ≥ min(vp(x), vp(y))

−vp(x+ y) ≤ −min(vp(x), vp(y))
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Alors

p−vp(x+y) ≤ p−min(vp(x),vp(y)

= pmax(−vp(x),−vp(y)

= max(p−vp(x), p−vp(y))

= max(|x|p, |y|p)

D’où

|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p).

�

Remarque. Les valeurs de la norme p-adique sont donnée par l’ensemble suivant :

{pn, n ∈ Z} ∪ {0}.

Proposition 1.7. Soit x, y ∈ Q. Si |x|p 6= |y|p, alors |x+ y|p = max{|x|p, |y|p}.

Démonstration. On pose |x|p < |y|p, alors

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p} = |y|p (1.1)

Et d’autre part

|y|p = |y + x− x|p ≤ max{|x+ y|p, |x|p} = |x+ y|p

Donc

max{|x|p, |y|p} ≤ |x+ y|p (1.2)

De (1.1) et (1.2), on a

|x+ y|p = max{|x|p, |y|p}

(De la même manière pour |x|p > |y|p). �

Proposition 1.8. Si a, b ∈ Z, alors

a ≡ b (mod pn)⇔ |a− b|p ≤ p−n, ∀n ≥ 0.
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Démonstration. Soient a, b ∈ Z et n ∈ N.

⇒) Montrons que |a− b|p ≤ p−n, ∀n ≥ 0

Si a ≡ b (mod pn), ∀n ≥ 0, alors

∃k ∈ Z tel que a− b = kpn

D’où

|a− b|p = |k|p|pn|p

≤ p−n, ∀n

⇐) Montrons que a ≡ b (mod pn)

Si |a− b|p ≤ p−n, ∀n, alors

|a− b|p ≤ p−n ⇔ p−vp(a−b) ≤ p−n

⇔ n ≤ vp(a− b)

⇔ vp(a− b)− n ≥ 0

Par définition, on a

a− b = pvp(a−b).n1, où (n1, p) = 1, n1 ∈ N

= pvp(a−b)pnp−n.n1

= pvp(a−b)−npn.n1

= kpn, tel que k = pvp(a−b)−n.n1 ∈ N

Alors

a ≡ b (mod pn).

�

1.2 Construction du corps des nombres p-adiques

Il est bien connu que le corps Q n’est pas complet par rapport à la valeur absolue

usuelle |.|, on complète ce corps par la méthode de complétion connu dans la topologie on

trouve le corps des nombres réels R associée à la valeur absolue usuelle |.|. En appliquant

le même théorème sur le corpsQmais par rapport à la norme p-adique |.|p, nous obtenons
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le corps des nombres p-adiques associée à la norme p-adique |.|p on le note Qp.

Dans l’exemple suivant on va démontrer que le corps Q n’est pas complet par rapport

à la norme p-adique |.|p.

Exemple 1.9.

Soit y ∈ Q et 1 ≤ y < p, soit la suite de terme général αn = yp
n.

D’après le théorème de Fermat-Euler, on a

yp
n(p−1) − 1 ≡ 0(mod pn)

Alors

|αn+1 − αn|p = |ypn(yp
n(p−1) − 1)|p

= |ypn|p|(yp
n(p−1) − 1)|p

≤ p−n

Donc

lim
n→+∞

|αn+1 − αn|p = 0

Donc la suite (αn)n est de Cauchy dans Q muni de la norme |.|p.

Pour montrer que le corps Q n’est pas complet par rapport à la valeur absolue p-adique

|.|p, il suffit de montrer que la suite (αn)n n’est pas converge dans Q.

On suppose que αn converge vers α ∈ Q, c’est-à-dire

α = lim
n→+∞

αn = lim
n→+∞

αn+1

= lim
n→+∞

(αn)p

= αp

Alors

α− αp = 0⇒ α(αp−1 − 1) = 0

⇒ αp−1 = 1

Cela signifie que α est une (p− 1)ieme racine de l’unité dans Q, donc égale à 1.

D’autre part, on a

|α− y|p = |α− ypn + yp
n − y|p

≤ max(|α− ypn|p, |yp
n − y|p)

≤ |ypn−1 − 1|p < 1
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Alors p−vp(α−y) < 1, d’où vp(α− y) ≥ 1, ainsi p divise α− y, cela signifie que α = y.

Si y 6= 1 on aura une contradiction, donc α /∈ Q.

Alors le corps Q n’est pas complet par rapport à la valeur absolue p-adique |.|p.

Proposition 1.10. (Qp,+, .) est un corps.

Démonstration.

Pour montrons que Qp est un corps, il suffit de montrer que (Qp,+, .) est un anneau

commutatif et pour tout α ∈ Qp non nul admet un inverse dans Qp.

1. Il est clair que (Qp,+, .) est un anneau commutatif.

2. Soit (αn) ∈ Q une suite de Cauchy de limite α alors :

lim
n→+∞

|αn|p = |α|p 6= 0

Donc |αn|p est aussi non nul pour n assez grand. Pour N ∈ N, on définit une

suite γn d’élément de Q par :

γn =

0 si n < N

1
αn

si n ≥ N

Pour tout n,m ≥ N , on a

|γn − γm|p =
|αn − αm|p
|αn|p|αm|p

On a la suite (αn) est de cauchy dans Q, donc |αn− αm|p → 0, quand n→ +∞

Alors |γn − γm|p → 0, quand n→ +∞.

C’est-à-dire γn est une suite de Cauchy dans Q, donc elle converge vers γ ∈ Qp,

et comme αnγn = 1, alors αγ = 1.

Donc pour tout α ∈ Qp non nul admet un inverse dans Qp.

�

Remarque. Comme |.|p est une norme non-archimédienne sur Q, alors Qp est un corps

complet non-archimédienne.

Définition 1.11. L’ensemble des entiers p-adiques est le disque unitaire suivant :

Zp = {a ∈ Qp : |a|p ≤ 1}.
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Définition 1.12. On peut aussi définir le corps des nombres p-adique Qp par :

Qp =
{a
b

; a ∈ Zp et b ∈ Z∗p
}
.

Définition 1.13. L’ensemble Z×p des éléments inversibles dans Zp est défini par :

Z×p = {a ∈ Zp : |a|p = 1}.

Les éléments de Z×p s’appelant les unités, et Z×p est le groupe des unités.

Définition 1.14. Soit x ∈ Qp. On définit pnZp par l’ensemble suivant :

pnZp = {x ∈ Qp : x = pna; a ∈ Zp}

=

{
x ∈ Qp : |x|p ≤

1

pn

}
.

Proposition 1.15. Soit x ∈ Q, |x|p ≤ 1, alors

∀i ≥ 1,∃α ∈ Z tel que 0 ≤ α ≤ pi − 1 et |x− α|p ≤ p−i.

Démonstration. Soit x ∈ Q tel que x = a
b
et a ∈ Z, b ∈ Z∗, (a, b) = 1.

Nous avons

|x− α|p = |x− am+ am− α|p

≤ max(|x− am|p, |am− α|p)

On a

|x|p ≤ 1⇒ |a|p
|b|p
≤ 1

⇒ pvp(b)

pvp(a)
≤ 1

D’où (b, p) = 1, alors vp(b) = 0.

Donc

(b, pi) = 1, ∀i ≥ 1

Alors, d’après le théorème de Bézout il existe m,n ∈ Z tel que mb+ npi = 1, ∀i ≥ 1.

Donc

|x− am|p =
∣∣∣a
b
− am

∣∣∣
p

=
∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|1−mb|p ≤ |pi|p (1.3)
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D’autre part, par division euclidienne, on a : am = α + kpi avec 0 ≤ α ≤ pi − 1 et

|am− α|p = |pi|p|k|p ≤ p−i (1.4)

De (1.3) et (1.4), on a

∀i ≥ 1,∃α ∈ Z tel que 0 ≤ α ≤ pi − 1 et |x− α|p ≤ p−i.

�

Proposition 1.16. [11] Soit x ∈ Zp tel que |x|p = p−n, n ∈ Z, on peut écrire x sous la

forme

x = pnu , où u ∈ Z×p .

Puisque si on pose u = p−vp(x)x alors |u|p = 1 et on a x = pvp(x)u.

Proposition 1.17. Tout a ∈ Qp \ {0} admet une unique représentation a = pnu où

n ∈ Z, u ∈ Z×p et vp(u) = 0.

Démonstration.

a) Existence de la représentation :

Soit a ∈ Qp \ {0} alors a = x
y
où x ∈ Zp, y ∈ Z∗p.

On sait que x = x0p
n et y = y0p

m où x0, y0 des unités dans Zp, alors n = vp(x)

et m = vp(y), d’où

a =
x0p

n

y0pm
=
x0
y0
pn−m

On met u = x0
y0
, on a |u|p = 1, donc vp(u) = 0.

b) Unicité de la représentation :

Supposons que a ∈ Q∗p admet deux représentation a = upn = wpm avec u,w des

unités dans Zp et n,m ∈ Z, alors

upn = wpm ⇒ uw−1 = pm−n ⇒ vp(uw
−1) = vp(p

m−n) = m− n

Et on a uw−1 est une unité, alors vp(uw−1) = 0⇒ n = m.

�
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1.3 Développement de Hensel

On va démontrer dans cette section que chaque élément dans Qp s’écrit sous forme

ďune série.

Proposition 1.18. Soit a ∈ Qp et j0 = vp(a) ∈ Z. Il existe une unique suite (an)n∈Z,

avec 0 ≤ an ≤ p− 1, pour tout n ≥ j0 tel que la série
∑
n≥j0

anp
n converge vers a.

Démonstration.

• Soit a ∈ Qp, a 6= 0 ; posons b = p−vp(a)a, alors vp(b) = 0, i.e., |b|p = 1.

Comme Q est dense dans Qp, il existe r ∈ Q tel que |b − r|p ≤ |p|p. On déduit de la

proposition(1.15) qu’ il existe a0 ∈ Z tel que

0 < a0 ≤ p− 1 et |r − a0| ≤ |p|p

Ainsi |b− a0|p ≤ |p|p et b− a0 = pn1b1, avec n1 ≥ 1 et |b1|p = 1.

De même, il existe a1, 0 < a1 ≤ p− 1 tel que

b1 − a1 = pn
′
2b2, n

′
2 ≥ 1, |b2|p = 1

Ainsi

b = a0 + a1p
n1 + pn1+n′2b2 = a0 + a1p

n1 + pn2b2

où n2 = n1 + n′2 > n1.

Supposons par hypothèse de récurrence, avoir déterminer a0, a1, ..., ak et n1, n2..., nk

tel que 0 < aj ≤ p− 1, 1 ≤ j ≤ k, n1 < n2 < ... < nk.

Et

b = a0 + a1p
n1 + ...+ ak−1p

k−1 + pnkbk, avec |bk|p = 1;

alors, il existe ak, 0 < ak ≤ p− 1 et n′k ≥ 1 tel que

bk − ak = pn
′
kbk+1, |bk+1| = 1

Posons nk + n′k = nk+1, on obtient

b = a0 + a1p
n1 + ...+ akp

k + pnk+1bk+1

Comme la suite (nk)k≥1 est strictement croissante, on a lim
k→+∞

nk = +∞ et

lim
k→+∞

|pnk+1bk+1|p = 0
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D’où

lim
k→+∞

(
a0 +

k∑
j=1

ajp
nj

)
=
∑
n≥0

anp
n

où l’on a posé an = 0 lorsque n /∈ {0, nj, j ≥ 1}.

• Si l’on a pour |a|p = 1, un autre développement de forme

a =
∑
n≥0

a′np
n, 0 ≤ a′n ≤ p− 1, alors |a′0 − a0|p ≤ |p|p

Ainsi, a0 ≡ a′0 (mod p) comme ces deux entiers sont compris entre 0 et p − 1, ils sont

égaux.

On voit alors de proche en proche que an = a′n, ∀n ≥ 0.

Sachant que tout a ∈ Qp tel que a = pvp(a)b = pj0b, |b|p = 1, on a le développement en

série

a =
∑
n≥j0

αnp
n, où αn = an−j0 , n ≥ j0.

�

Définition 1.19. Soit a ∈ Qp, on appel "développement de Hensel" de "a" la série

suivante :

a =
∑
n≥n0

anp
n

où n0 ∈ Z et 0 ≤ an ≤ p− 1, ∀n ≥ n0, en particulier an0 6= 0 et vp(a) = n0.

Définition 1.20. Soit a ∈ Zp, son développement de Hensel est donné par :

a =
∑
n≥0

anp
n où 0 ≤ an ≤ p− 1

1.4 Construction du corps des nombres complexes p-

adiques

Définition 1.21. Une extension d’un corps commutatif K est un corps E qui contient

K comme sous-corps.

Définition 1.22. On dit qu’un corps K est algébriquement clôs si chaque polynôme p(x)

dans K [x] de degré n admet n racines dans K.
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Définition 1.23. Soit E une extension de K. On dit que E est une extension algébrique

de K lorsque tout élément de E est algébrique sur K.

Définition 1.24. Soit E une extension de K. On dit que E est une clôture algébrique

de K si E est une extension algébrique de K qui est algébriquement clôs.

On veut construire une extension complète algébriquement clôs de Qp. Comme le

corps Qp n’est pas algébriquement clôs (voir l’exemple 1.25), alors on peut considérer

une clôture algébrique Qp de Qp et qui n’est pas complet.

Dans l’exemple suivant on va démontrer que le corps Qp n’est pas algébriquement clôs.

Exemple 1.25. On considère le polynôme P (x) = x2 − p3 ∈ Qp [x].

Supposons que les racines de P (x) sont dans Qp, donc

P (x) = 0⇔ x2 = p3

⇔ |x2|p = |p3|p

⇔ |x|2p = p−3

⇒ |x|p = p−
3
2

c’est-à-dire que vp(x) = 3
2
/∈ Z, contradiction avec vp(x) ∈ Z, pour tout x ∈ Qp.

Donc les racines de P (x) ne sont pas dans Qp. Alors Qp n’est pas algébriquement clôs.

Définition 1.26. La complétion de la clôture algébrique Qp est appelé le corps des

nombres complexes p-adique et est noté Cp.

Définition 1.27. Soit x ∈ C∗p. On définit la norme p-adique dans C∗p comme suit :

|x|p =
1

pα
, α ∈ Q.



CHAPITRE 2

Analyse élémentaire p-adique

Nous commençons ce chapitre par les définitions et les propriétés de la convergence

des suites et des séries dans Qp, ensuite nous étudions les séries entières et ses proprié-

tés, puis les fonctions élémentaires p-adiques (exponentielle et logarithme). Enfin, nous

redéfinissons quelques propriétés dans Cp.

2.1 Suites et séries p-adiques

Théorème 2.1. Soit (an)n≥0 une suite dans Qp. Alors (an)n≥0 est de Cauchy et donc

convergente si et seulement si

lim
n→∞

|an+1 − an|p = 0.

Démonstration. ⇒) Supposons que (an)n≥0 est une suite de Cauchy, i.e.,

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ∈ N, m > n ≥ N ⇒ |am − an|p < ε

En particulier, pour m = n+ 1, on a

lim
n→∞

|an+1 − an|p = 0.

22
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⇐) Supposons que lim
n→∞

|an+1−an|p = 0 et montrons que (an)n≥0 est une suite de Cauchy.

On a

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N ⇒ |an+1 − an|p < ε

Pour tout m > n ≥ N , on a

|am − an|p = |am − am−1 + am−1 − am−2 + ...− an|p

≤ max(|am − am−1|p, ..., |an+1 − an|p) < ε.

�

Lemme 2.2. Soit (an)n≥0 une suite dans Qp, et lim
n→∞

an = a ∈ Q∗p, alors

∃N ∈ N, ∀n ≥ N : |an|p = |a|p.

Définition 2.3. Soit
∑
n≥0

un une série dans Qp. On définit la somme partielle de cette

série par la suite (SN)N≥0 tel que

SN = u0 + u1 + ...+ uN =
N∑
n=0

un.

Définition 2.4. Soit
∞∑
n=0

un une série dans Qp. On dit que cette série converge si

la suite des sommes partielles converge dans Qp,i.e.,(d’après le théorème 2.1)

lim
N→∞

|SN+1 − SN |p = 0 avec SN =
N∑
n=0

un.

Proposition 2.5. La série
∞∑
n=0

un converge dans Qp si et seulement si lim
n→∞

un = 0,

de plus, on a ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n
|un|p.

Démonstration. On a d’après la définition 2.4 : La série
∞∑
n=0

un converge si et seulement

si la suite des sommes partielles Sn =
n∑
i=0

ui converge.

Soit un = Sn−Sn−1, alors d’après le théorème 2.1 la série
∞∑
n=0

un converge si et seulement

si un tend vers 0.
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Maintenant, supposons que
∞∑
n=0

un converge. Si
∞∑
n=0

un = 0 la preuve est triviale. Sinon,

d’après le lemme 2.2, il existe N ∈ N et pour tout n ≥ N , on a∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

un

∣∣∣∣∣
p

≤ max
0≤n≤N

|un|p ≤ max
n
|un|p.

�

2.2 Séries entières p-adiques

Définition 2.6. Soit (an)n ⊂ Qp et X une indéterminé. On définit une série entière

formelle dans Qp sous la forme :

f(X) =
∞∑
n=0

anX
n.

On note Qp[[X]] l’ensemble des séries entières formelles sur Qp.

Remarque. En cas de convergence pour x ∈ Qp, on écrit

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, tel que f ∈ Qp[[x]].

Définition 2.7. On définit l’ensemble des séries formelles restreintes dans Qp par :

Qp{X} =

{
f(X) =

∞∑
n=0

anX
n ∈ Qp[[X]], lim

n→+∞
an = 0

}
.

Définition 2.8. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp{x}. On définit la norme de Gauss de f

par :

‖f‖ = sup
|x|p≤1

|f(x)|p = max
n≥0
|an|p.

Proposition 2.9. Soit f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ Qp{x}. Si |s|p ≤ 1 et |t|p ≤ 1, on a

‖f(s)− f(t)‖ ≤ |s− t|p.‖f‖.

Démonstration. On a

f(s)− f(t) =
∑
n≥0

ans
n −

∑
n≥0

ant
n

=
∑
n≥0

an(sn − tn)

= (s− t)
∑
n≥1

an(sn−1 + sn−2t+ ...+ tn−1)
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Pour |s|p ≤ 1 et |t|p ≤ 1, on a

|sn−1 + sn−2t+ ...+ tn−1|p ≤ max
1≤i≤n

|sn−iti−1|p ≤ 1

D’où

‖f(s)− f(t)‖ ≤ |s− t|p.‖f‖ .

�

Remarque. On peut réecrire l’inégalité de la proposition précédente sous la forme équi-

valente :

|f(t+ h)− f(t)|p ≤ |h|p.‖f‖ tel que |h|p ≤ 1.

Proposition 2.10. Soit x ∈ Qp et r ≥ 0 tel que |an|prn → 0 donc la série
∞∑
n=0

anx
n

converge si |x|p ≤ r.

Démonstration.

Pour montrer que
∞∑
n=0

anx
n converge, il suffit de montrer que |anxn|p → 0 quand n →

+∞.

On a

|anxn|p = |an|p|x|np ≤ |an|prn → 0

D’où

|anxn|p → 0, quand n→ +∞.

�

Définition 2.11. Le rayon de convergence d’une série entière f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]]

est le nombre réel 0 ≤ rf ≤ ∞ définie par :

rf = sup{r ≥ 0 : |an|prn → 0}.

Remarque. Pour calculer rf , on applique par exemple le critère de Hadamard ,i.e.,

rf =
1

lim sup |an|
1
n
p

.

Proposition 2.12. Soit x ∈ Qp, alors la série
∑
n≥0

anx
n converge si |x|p < rf et diverge

si |x|p > rf .
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Démonstration. Si |x|p > rf (cela ne peut arriver que si rf <∞), on a

lim
n→∞

sup
k≥n
|x|p|ak|

1
k
p = |x|p lim

n→∞
sup
k≥n
|ak|

1
k
p

= |x|p
1

rf
> 1

Donc pour tout k ≥ 0, on a |ak|p|x|kp > 1. À savoir, le terme général akxk de la série ne

tend pas vers 0, alors la série
∑
akx

k diverge.

Inversement, si |x|p < rf (cela ne peut arriver que si rf > 0).

On peut choisir : |x|p < r < rf , on a

lim
n→∞

sup
k≥n

r|ak|
1
k
p = r lim

n→∞
sup
k≥n
|ak|

1
k
p < 1

Nous en déduisons que pour certain grand N

sup
k≥N

r|ak|
1
k
p < 1

Par conséquent, |ak|prk < 1 pour tous k ≥ N , et

|akxk|p = |ak|prk
(
|x|p
r

)k
<
|x|kp
rk
→ 0 (k →∞)

Cela montre que le terme général de la série
∑
akx

k tend vers zéro, et la série converge.

�

Proposition 2.13. Le domaine de convergence d’une série entière p-adique

f(x) ∈ Qp[[x]] est la boule fermée

Bf (0, R) = {x ∈ Qp : |x|p ≤ R}

Pour R ∈ {pk : k ∈ Z}
⋃
{0}

⋃
{∞}.

Démonstration. Soit rf le rayon de convergence de f(x). On sait que f(x) converge

dans la boule ouvert {|x|p < rf}.

Dans la frontière (i.e |x|p = rf ) cette série converge si et seulement si |anxn|p → 0, ce

qui ne dépend que de la norme |x|p, et pas de sa valeur exacte de x.

Donc si la série converge en tout points x tel que |x|p = rf alors R = rf , et si la série

diverge en tous points tels que |x|p = rf alors R = p−1rf . �
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Exemple 2.14. Soit la série
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
∈ Qp[[x]], on a

|an|p = pvp(n) et lim
n→∞

|an|
1
n
p = 1

La série converge pour |x|p < 1 et diverge pour |x|p > 1.

Si |x|p = 1, on a

|anxn|p = pvp(n) ≥ 1

Par conséquent la série diverge pour tous x, et le domaine de convergence de cette série

est

{x ∈ Qp : |x|p ≤ p−1}.

Proposition 2.15. f(x) ∈ Zp[[x]] converge dans {x ∈ Qp : |x|p < 1}.

Démonstration. Soit |x|p < 1 et f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, où an ∈ Zp.

Pour tout n ≥ 0, |an|p ≤ 1, on a

|anxn|p ≤ |x|np → 0 quand n→∞

D’où la série converge. �

Exemple 2.16. Soit f(x) =
∞∑
n=0

pnxn ∈ Zp[[x]]. En utilisant le critère de Cauchy, on a

lim
n→+∞

n

√
|pnxn|p < 1⇒ lim

n→+∞
|px|p < 1

⇒ |px|p < 1

⇒ |p|p|x|p < 1

⇒ |x|p < p = rf

• Si |x|p = p

lim
n→+∞

|p|np |x|np = lim
n→+∞

|p|nppn = lim
n→+∞

p−npn = 1 6= 0

Alors

R = rfp
−1 = pp−1 = 1

Donc le domaine de convergence de cette série est :

{x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}.
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Définition 2.17. Soit f : Qp → Qp, et x0 ∈ Qp. La fonction f est dite continue en

x0 si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ Qp : |x− x0|p < δ ⇒ |f(x)− f(x0)|p < ε.

Proposition 2.18. Soit f(x) =
∑
n≥0

anx
n, an ∈ Qp, une série entière dont le domaine

de convergence est D ⊂ Qp.

Alors f : D −→ Qp est une fonction continue sur D.

Démonstration. On a f continue sur D ⇔ f continue en x0, ∀x0 ∈ D.

i) Si x0 = 0

f continue en 0⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D : |x|p < δ ⇒ |f(x)− f(0)|p < ε

|f(x)− f(0)|p =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n − a0

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anx
n

∣∣∣∣∣
p

= |x|p

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anx
n−1

∣∣∣∣∣
p

≤ |x|p.max{|an|p|xn−1|p , n ≥ 1}

On a max{|an|p|xn−1|p , n ≥ 1} existe car

|an|p|xn−1|p −→ 0

On pose M = max{|an|p|xn−1|p , n ≥ 1}, donc

|f(x)− f(0)|p ≤ |x|pM < δM < ε

On prend

δ =
ε

M
.

ii) Si x0 6= 0

f continue en x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D : |x−x0|p < δ ⇒ |f(x)−f(x0)|p < ε

Soit δ < |x0|p, on a

|x− x0|p < δ < |x0|p ⇒ |x|p = |x0|p (triangle isocèle)
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On a

|f(x)− f(x0)|p =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(anx
n − anxn0 )

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n∈N

(|anxn − anxn0 )|p)

= max
n∈N

(
|an|p|x− x0|p|xn−1 + xn−2x0 + ...+ xn−ixi−10 + ...+ xn−10 |p

)
Comme

|xn−1 + xn−2x0 + ...+ xn−ixi−10 + ...+ xn−10 |p ≤ max
1≤i≤n

(|xn−ixi−10 |p)

= max
1≤i≤n

(|x|n−ip |x0|i−1p ) = |x0|n−1p

D’où

|f(x)− f(x0)|p ≤ max
n∈N

(|an|p|x0|n−1p )δ

=
δ

|x0|p
max
n∈N

(|an|p|x0|np )

Comme la série converge en x0, on a anx
n
0 → 0 dans Qp.

Alors (anx
n
0 )n∈N bornée, donc

∃M ≥ 0, tel que |an|p|xn0 |p ≤M

D’où

|f(x)− f(x0)|p ≤
δ

|x0|p
M < ε

Donc il suffit de prendre

δ = min

(
|x0|p ,

|x0|p.ε
M

)
.

�

Définition 2.19 (Différentiabilité des fonctions dans le corps Qp).

Soit D ⊂ Qp et a ∈ D. Une fonction f : D → Qp est différentiable en a si la dérivée

f ′(a) de f en a existe et fini, tel que

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
.



2.2. Séries entières p-adiques 30

Remarque.

1) f est différentiable sur D ⇔ f différentiable en x, ∀x ∈ D.

2) La dérivée d’un polynôme p(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ Qp[x] est

p′(x) =
n∑
i=1

iaix
i−1.

Définition 2.20. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]]. On définit la dérivée de f sous la

forme suivante :

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1.

Définition 2.21. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]]. On note ”Dk” l’opérateur de dériva-

tion d’ordre k de f , i.e.,

Dkf(x) = f (k)(x) , k ≥ 1

Définition 2.22. Soit f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]]. On définit la formule de Taylor sous

la forme :

f(x+ h) = f(x) +
∑
k≥1

hk
Dkf(x)

k!
.

Proposition 2.23. La série entière f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Qp[[x]] et sa dérivée

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 ont le même rayon de convergence, i.e.,

rf = rf ′ .

Démonstration. On a |n|p ≤ 1 pour tout n ∈ N, alors

r−1f ′ = lim sup
n→∞

|nan|
1

n−1
p = lim sup

n→∞
|nan|

1
n
p

= lim sup
n→∞

|an|
1
n
p = r−1f .

�

Exemple 2.24. Soit f(x) =
∞∑
n=0

xp
n, an = 1, ∀n ∈ N.

On a

r−1p = lim sup
n→∞

|an|
1
pn

p = lim sup
n→∞

|1|
1
pn

p = lim sup
n→∞

1 = 1

Alors

rf = 1
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i) f est diverge si |x|p = 1 car

∣∣xpn∣∣
p

= 1 9 0 quand n→∞.

ii) f ′(x) =
∞∑
n=1

pnxp
n−1 converge si |x|p = 1 car

|pnxpn−1|p = |pn|p|xp
n−1|p = |pn|p = p−n −→ 0 quand n→∞.

2.3 Exponentielle et logarithme p-adique

Dans cette section, on donne les définitions de l’exponentielle p-adique et du loga-

rithme p-adique, qu’on aurra besoin dans le chapitre 3.

Définition 2.25. Soit rp > 0 et Dp = B(0, rp) = {x ∈ Qp : |x|p < rp}. La fonction

exponentielle dans le corps Qp, notée ”expp” ; est définie de Dp dans Qp par :

expp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Pour déterminer le rayon de convergence de ”expp”, nous avons besoin de connaître

la norme p-adique de n!, pour cela on a la définition et le lemme suivants :

Définition 2.26. Soit n ∈ N∗. La somme des coefficients de n dans la base p, notée

”Sp(n)” ; définie comme suit :

Sp(n) =
t∑
i=1

αi , tel que : n = α0 + α1p+ α2p
2 + ...+ αtp

t.

Lemme 2.27. Soit n ≥ 1. La valuation p-adique de n! est donnée par :

vp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
.

Démonstration. Soit j ∈ N∗, le développement de Hensel de j est :

j = αkp
k + αk+1p

k+1 + ...+ αsp
s, où 0 ≤ αi ≤ p− 1

i) Montrons que j − 1 = (p− 1)
k−1∑̀
=0

p` + (αk − 1)pk +
s∑

`=k+1

α`p
`
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On a

(p− 1)
k−1∑
`=0

p` + (αk − 1)pk +
s∑

`=k+1

α`p
` = (p− 1)

1− pk

1− p
+ αkp

k − pk +
s∑

`=k+1

α`p
`

= −(1− pk) + αkp
k − pk +

s∑
`=k+1

α`p
`

=
s∑
`=k

α`p
` − 1 = j − 1.

ii) Montrons que Sp(j − 1) = k(p− 1) + Sp(j)− 1

D’après i), on a

Sp(j − 1) = Sp

(
(p− 1)

k−1∑
`=0

p` + (αk − 1)pk +
s∑

`=k+1

α`p
`

)

= Sp

(
(p− 1)

k−1∑
`=0

p`

)
+ Sp

(
αkp

k − pk +
s∑

`=k+1

α`p
`

)

= k(p− 1) + Sp

(
s∑
`=k

α`p
`

)
− Sp(pk)

= k(p− 1) + Sp(j)− 1.

iii) D’après ii), on a Sp(n− 1) = vp(n)(p− 1) + Sp(n)− 1, alors

vp(n) =
Sp(n− 1)− Sp(n) + 1

p− 1

D’autre part, on a

vp(n!) = vp (n(n− 1)(n− 2)...1) = vp(n) + vp(n− 1) + ...+ vp(1)

Alors

vp(n!) =
Sp(n− 1)− Sp(n) + 1

p− 1
+
Sp(n− 2)− Sp(n− 1) + 1

p− 1
+ ....+

Sp(1)− Sp(2) + 1

p− 1

=
−Sp(n) + 1 + 1 + ...+ 1

p− 1

=
n− Sp(n)

p− 1

D’où

vp(n!) =
n− Sp(n)

p− 1
.

�
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Lemme 2.28. [11] Pour tout n ∈ N ;
Sp(n)

n
−→ 0 quand n→∞.

Dans le théorème suivant on donne la valeur du rayon de convergence de l’exponen-

tielle p-adique et bien sûr son disque de convergence.

Théorème 2.29. L’exponentiel p-adique converge dans le disque

Dp = {x ∈ Zp ; |x|p < p
−1
p−1}

et diverge si |x|p > p
−1
p−1 .

Démonstration. Nous avons

r−1p = lim sup
n→∞

|an|
1
n
p = lim sup

n→∞

∣∣∣∣ 1

n!

∣∣∣∣ 1n
p

Alors d’après le lemme 2.27

r−1p = lim sup
n→∞

(
p
n−Sp(n)
p−1

) 1
n

= lim sup
n→∞

(
p

1
p−1

(1−Sp(n)
n

)
)

= p
1
p−1

D’où

rp = p
−1
p−1 .

�

Propriétés 2.30. [11] Si x, y ∈ Dp, alors x+ y ∈ Dp et

expp(x+ y) = expp(x) expp(y).

Définition 2.31. Soit B = B(1, 1) = {x ∈ Zp : |x − 1|p < 1} = 1 + pZp. La fonction

logarithme dans le corps Qp, notée ”lnp” ; est définie de B dans Qp par :

lnp(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n
.

Proposition 2.32. Le logarithme p-adique converge sur

1 + pZp = {x ∈ Zp; |x− 1|p < 1}.

Démonstration. On a

r−1p = lim sup
n→∞

|an|
1
n
p
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Donc

r−1p = lim sup
n→∞

∣∣∣∣(−1)n+1

n

∣∣∣∣ 1n
p

= lim sup
n→∞

∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣ 1n
p

= 1

D’où

rp = 1.

�

Propriétés 2.33. [11] Si x, y ∈ 1 + pZp, alors xy ∈ 1 + pZp et

lnp(x) + lnp(y) = lnp(xy).

Proposition 2.34.

1) La fonction expp est différentiable sur Dp et exp′p(x) = expp(x).

2) La fonction lnp est différentiable sur 1 + pZp et ln′p(x) =
1

x
.

Démonstration. 1) Pour tout x ∈ Dp, on a

exp′p(x) =

(
∞∑
n=0

xn

n!

)′
=
∞∑
n=0

(
xn

n!

)′
=
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= expp(x).

2) Pour tout x ∈ 1 + pZp, on a

ln′p(x) =

(
∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n

)′

=
∞∑
n=1

n(−1)n+1 (x− 1)n−1

n

=
∞∑
n=0

(−1)n(x− 1)n =
1

1 + (x− 1)
=

1

x
.

�

Lemme 2.35. Pour tout 0 < |x|p < rp et n ≥ 2, on a∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣
p

< |x|p < rp.
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Démonstration. On a vp(n) ≤ vp(n!), alors

|n|p ≥ |n!|p

Et comme |x|p > 0, donc ∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣
p

D’autre part, on a

|xn|p
|n!|p

= |xn|p.p
n−Sp(n)
p−1

≤ |xn|p.p
n−1
p−1 =

(
|x|p.p

1
p−1

)n−1
.|x|p

Comme |x|p < p
−1
p−1 c’est-à-dire |x|p.p

1
p−1 < 1, donc(

|x|p.p
1
p−1

)n−1
< 1 , ∀n ≥ 2

Alors
|xn|p
|n!|p

< |x|p < rp

D’où ∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣
p

< |x|p < rp.

�

Proposition 2.36. Pour x ∈ Dp, on a

1) | expp(x)− 1|p = |x|p.

2) | lnp(1 + x)|p = |x|p.

Démonstration. 1) On a

expp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

Donc

expp(x)− 1 = x+
∞∑
n=2

xn

n!

Et comme ∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

xn

n!

∣∣∣∣∣
p

≤ sup
n≥2

|xn|p
|n!|p

= max
n≥2

|xn|p
|n!|p

< |x|p

Alors

| expp(x)− 1|p =

∣∣∣∣∣x+
∞∑
n=2

xn

n!

∣∣∣∣∣
p

= |x|p.
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2) On a

lnp(1 + x) = x+
∞∑
n=2

(−1)n−1
xn

n

Donc

| lnp(1 + x)|p =

∣∣∣∣∣x+
∞∑
n=2

(−1)n−1
xn

n

∣∣∣∣∣
p

= |x|p.

�

2.4 Analyse dans Cp

La plupart des propriétés analytique sont valables lorsque nous remplaçons le corps

Qp par le corps des nombres complexes p-adiques Cp. Par exemple, on peut citer les

propriétés suivantes :

i) Une suite (an)n≥0 dans Cp est de Cauchy si et seulement si

lim
n→∞

|an+1 − an|p = 0.

ii) Une série
∑
n≥0

un dans Cp converge si et seulement si son terme général tend vers

zéro.

iii) Une série entière dans Cp est donnée par :

f(x) =
∑
n≥0

anx
n où x ∈ Cp

On note Cp[[x]] l’ensemble des séries entières sur Cp.

iv) La série f(x) =
∑
n≥0

anx
n ∈ Cp[[x]] possède un rayon de convergence rf , qui est

donné par :

0 ≤ rf = sup{r ≥ 0 : |an|prn → 0} ≤ ∞.

Par exemple, le rayon de convergence de :

• La série du logarithme p-adique

lnp(1 + x) =
∑
n≥1

(−1)n+1

n
xn

est égal à 1.

• La série de l’exponentielle p-adique

expp(x) =
∑
n≥0

xn

n!

est égal à p−
1
p−1 .
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v) Une série entière restreinte sur Cp est donnée par :

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n ∈ Cp[[x]] avec lim

n→+∞
an = 0.



CHAPITRE 3

Théorème des accroissements finis

(TAF)

Dans ce chapitre, on va présenter le théorème des accroissements finis dans des espaces

vectoriels normés et comme cas particulier dans R, puis on présente la version p-adique

de ce théorème. On insistant sur le cas p-adique, nous donnons des applications sur le

théorème du point fixe, le théorème de Wolstenholme, et les congruences des coefficients

binomiaux, et des polynômes connus comme le polynôme de Chebyshev, le polynôme

de Bernoulli.

3.1 Rappel sur le théorème des accroissements finis

dans un espace vectoriel normé

Dans cette section, E et F deux espaces vectoriels normés (e.v.n).

Définition 3.1. Soit a, b ∈ E

• Le segment [a,b] est le sous-ensemble de E défini par :

[a, b] = {x ∈ E ; ∃t ∈ [0, 1] tel que x = a+ t(b− a)}.

38
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• Un sous-ensemble U ⊂ E est dit convexe si pour tout a, b ∈ U le segment

[a, b] ⊂ U .

Théorème 3.2. [21] (Inégalité de TAF dans le cas général)

Soient E et F deux e.v.n, U un ouvert de E et f une application de U dans F diffé-

rentiable sur U . Soient a, b ∈ U tels que le segment [a, b] ⊂ U . On suppose qu’il existe

M ≥ 0 telle que ‖da+t(b−a)f‖L(E,F ) ≤M pour tout t ∈]0, 1[.

Alors on a :

‖f(b)− f(a)‖F ≤ ‖b− a‖E sup
x∈[a,b]

‖dxf‖L(E,F )

Dans le cas réel, le théorème précédent est écrite comme suit :

Théorème 3.3. [21] Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] à valeurs dans

R, dérivable sur ]a, b[. Soit M ≥ 0 telle que |f ′(x)| ≤M , pour tout x ∈ [a, b], alors

|f(y)− f(x)| ≤M |y − x| pour tout x, y ∈ [a, b].

Applications
Théorème 3.4. Soient E et F deux e.v.n et U un ouvert convexe de E.

Tout application définie de U dans F , différentiable sur U et dont la différentielle sur

U est identiquement nulle, est constante.

Démonstration. Soient a, b deux points de U . Puisque U est convexe, le segment [a, b]

est contenu dans U , et d’après le TAF, on a

‖f(b)− f(a)‖F ≤ ‖b− a‖E sup
x∈[a,b]

‖dxf‖L(E,F )

Puisque dxf est identiquement nulle sur U , on a

sup
x∈[a,b]

‖dxf‖L(E,F ) = 0

Il en résulte que

‖f(b)− f(a)‖F = 0

D’où le résultat. �

Définition 3.5. Soient E et F deux e.v.n, et k ≥ 0. Une application f : U −→ F est

dit k-lipschitzienne si pour tout x, y ∈ U , on a

‖f(x)− f(y)‖F ≤ k‖x− y‖E.
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Corollaire 3.6. Soient E et F deux e.v.n, U ouvert convexe de E.

Soit f : E −→ F une application différentiable, on suppose qu’il existe k ≥ 0, tel que

‖dxf‖L(E,F ) ≤ k, ∀x ∈ U . Alors f est k-lipschitzienne.

3.2 Théorème des accroissements finis p-adique

La forme du théorème des accroissements finis définie dans la section précédente

est valable pour les fonctions différentiables avec des conditions sur l’ouvert. Mais, ce

théorème n’est pas toujours valable pour des fonctions p-adique. Il y a des fonctions non

constantes dont les dérivées sont identiquement nulles.

Dans l’exemple suivant on va démentrer que ce théorème n’est pas valable dans le cas

p-adique.

Exemple 3.7. Soit la fonction f(t) = tp.

Nous avons f ′(t) = p tp−1, donc ‖f ′‖ = |p|p = p−1 < 1, on applique le TAF dans le cas

d’un e.v.n sur f pour a = 0 et h = b− a = 1, on trouve

1 = |f(1)− f(0)|p ≤ |h|p.‖f
′‖ = p−1

Donc nous ne pouvons pas appliquer le TAF dans ce cas.

• On montre ci-dessons que le théorème des accroissements finis soit valable pour

|h| ≤ rp < 1, avec rp = |p|
1
p−1
p .

Dans le but d’avoir

|f(h)− f(0)|p ≤ |h|p.‖f
′‖

On a

|h|pp ≤ |h|p.‖f
′‖ = |h|p|p|p

D’où

|h|p ≤ |p|
1
p−1
p tel que rp = |p|

1
p−1
p .

Comme on a dit dans l’introduction, le théorème des accroissements finis p-adique

à été obtenu en 1991 par Alain Robert, il a démontré ce théorème pour un espace de

Banach ultramétrique, tandis que dans notre travail nous avons utilisé le cas particulier

de l’espace Cp.
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3.2.1 Théorème des accroissements finis d’ordre 1

Théorème 3.8. Soit f(t) =
∑
n≥0

ant
n ∈ Cp{t}. Pour tout t, h ∈ Cp, avec |t|p ≤ 1 et

|h|p ≤ rp = p−
1
p−1 , on a

|f(t+ h)− f(t)|p ≤ |h|p‖f
′‖.

Démonstration. i) En utilisant la formule de Taylor qui permet de calculer la

différence f(t+ h)− f(t) comme

f(t+ h)− f(t) =
∑
k≥1

hk.
Dkf(t)

k!

= h
∑
k≥1

hk−1

k!
.Dk−1f

′
(t)

avec f ′(t) =
∑
k≥1

nant
n−1.

La condition |t|p ≤ 1 implique que

|f(t+ h)− f(t)|p ≤ |h|p sup
k≥1

∣∣∣∣hk−1k!

∣∣∣∣
p

‖Dk−1f
′‖

D’autre part, on a

‖Df‖ = ‖f ′‖ = sup
k≥1
|kak|p ≤ sup

k≥0
|ak|p = ‖f‖

Il est facile de montrer par récurrence que

‖Dk−1f
′‖ ≤ ‖f ′‖, ∀k ≥ 1

Le résultat sera prouvé si nous pouvons montrer que
∣∣∣hk−1

k!

∣∣∣
p
≤ 1, (k ≥ 1).

La condition |h|p ≤ rp = |p|
1
p−1
p implique que

|h|k−1p ≤ |p|
k−1
p−1
p ≤ |k!|p

Puisque

vp(k!) =
k − Sp(k)

p− 1
≤ k − 1

p− 1
.

ii) Considérons maintenant le cas général d’une série restreinte f(t) =
∑
k≥0

akt
k. Sans

perte de généralité, on peut supposer |f(t + h) − f(t)|p 6= 0, donc f n’est pas

constant.



3.2. Théorème des accroissements finis p-adique 42

Considérons les polynômes fn(t) =
∑
k≤n

akt
k. On a

‖f − fn‖ = sup
k>n
|ak|p −→ 0

Aussi bien que

‖fn‖ = sup
k≤n
|ak|p = ‖f‖

Et

‖f ′n‖ = sup
k≤n
|kak|p = ‖f ′‖

Pour n assez grand, prenons t et h comme dans la première partie. La convergence

fn(t+ h)− fn(t) −→ f(t+ h)− f(t) 6= 0, quand n→ +∞

Implique

|fn(t+ h)− fn(t)|p = |f(t+ h)− f(t)|p pour n assez grand.

Par conséquent, en utilisant une valeur assez grand de l’entier n, et en utilisant

le résultat précédent pour les polynômes, on a

|f(t+ h)− f(t)|p = |fn(t+ h)− fn(t)|p

≤ |h|p.‖f
′

n‖

= |h|p.‖f
′‖

�

Exemple 3.9. L’application du TAF à la fonction f(t) = tp, en t = 1, montre que

|(1 + h)p − 1|p ≤ |h|p.|p|p tel que |h|p ≤ rp

Mais cette inégalité doit être remplacée par :

|(1 + h)p − 1|p ≤ |h|pp lorsque rp < |h|p ≤ 1 (avec égalité si p = 2)

En effet,

• Si p 6= 2, il existe q(h) ∈ Zp[h] tel que

(1 + h)p = 1 + hp + phq(h)
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Donc pour rp < |h|p ≤ 1, on a

|(1 + h)p − 1|p = max{|h|pp, |p|p|q(h)|p} ≤ max{|h|pp, |p|p|} = |h|pp

• Si p = 2, il existe q(h) = 1 ∈ Z2[h] tel que

(1 + h)2 = 1 + h2 + 2h

Donc pour r2 < |h|2 ≤ 1, on a

|(1 + h)2 − 1|2 = max{|h|22, |2|2} = |h|22.

Remarque. Le théorème des accroissements finis p-adique est plus fort que la proposi-

tion 2.9 puisque on a ‖f ′‖ ≤ ‖f‖.

3.2.2 Théorème des accroissements finis d’ordre 2

Théorème 3.10. Soit f(t) =
∑
n≥0

ant
n ∈ Cp{t}, on a

|f(t+ h)− f(t)− f ′(t)h|p ≤
∣∣∣∣h22
∣∣∣∣
p

.‖f ′′‖

pour tout t, h ∈ Cp, avec |t|p ≤ 1 et |h|p ≤ |p|
1
p−2
p si p ≥ 3, |h|2 ≤

∣∣√2
∣∣
2

si p = 2.

Démonstration. On écrit la formule de Taylor de f au point t comme suit :

f(t+ h) = f(t) +
∑
k≥1

hk
Dkf(t)

k!
= f(t) + f ′(t)h+

∑
k≥2

hk
Dkf(t)

k!

Alors

f(t+ h)− f(t)− f ′(t)h =
∑
k≥2

hk
Dkf(t)

k!

= h2

(∑
k≥2

hk−2

k!
Dk−2f ′′(t)

)

= h2

(∑
k≥2

hk−2

k(k − 1)
· D

k−2f ′′(t)

(k − 2)!

)

Comme dans la démonstration du théorème précédent, on a par récurrence :∥∥∥∥Dk−2f ′′(t)

(k − 2)!

∥∥∥∥ ≤ ‖f ′′‖ (k ≥ 2).
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• Pour p 6= 2, il reste à vérifier ∣∣∣∣ hk−2

k(k − 1)

∣∣∣∣
p

≤ 1 (k ≥ 2) (3.1)

La formule (3.1) est satisfaite :

Si u = vp(k) ≥ 1. On a k ≥ pu et vp(k − 1) = 0, d’où∣∣∣∣ hk−2

k(k − 1)

∣∣∣∣
p

≤
|h|pu−2p

|p|up
≤ |p|ep

avec

e =
pu − 2

p− 2
− u ≥ pu − 1

p− 1
− u ≥ 0

Si vp(k) = 0 et u = vp(k − 1) ≥ 1, on a k ≥ pu + 1 et les estimations précédentes sont

satisfaites.

Finalement, si vp(k − 1) = vp(k) = 0, on a

|k(k − 1)|p = 1

Et la démonstration est terminée.

• Pour p = 2, il reste à montrer ∣∣∣∣ hk−2

k(k − 1)/2

∣∣∣∣
2

≤ 1 (3.2)

La formule (3.2) est satisfaite :

Si k pair : u = v2(k) ≥ 1, alors k ≥ 2u et v2(k − 1) = 0, donc∣∣∣∣k(k − 1)

2

∣∣∣∣
2

≥ |2|u−12

D’où ∣∣∣∣ hk−2

k(k − 1)/2

∣∣∣∣
2

≤ |h|
2u−2
2

|2|u−12

≤ |2|2
u−1−1−(u−1)

2 = |2|e2

avec e = 2u−1 − u ≥ 0.

La même maniére pour k impair : u = v2(k − 1) ≥ 1 et v2(k) = 0.

�
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3.3 Applications du théorème des accroissements finis

p-adique

3.3.1 Coefficients binomiaux

Proposition 3.11. Soit n, k ∈ N. Les coefficients binomiaux satisfont les congruences

suivantes :(
np

kp

)
≡
(
n

k

)
mod npZp, et

(
np

k

)
≡ 0 mod npZp si p ne divise pas k.

Démonstration. On considère le polynôme (1 + x)p = 1 + p.g(x) + xp.

On suppose f(T ) = (1 + T.g(x) + xp)n, alors

f(p) = (1 + p.g(x) + xp)n = (1 + x)pn, f(0) = (1 + xp)n

Donc

f(p)− f(0) = (1 + x)pn − (1 + xp)n =

pn∑
k=0

(
np

k

)
xk −

n∑
k=0

(
n

k

)
xpk

On applique le TAF sur f , on obtient

|f(p)− f(0)|p ≤ |p|p‖f ′‖ ≤ |pn|p

On déduit que (
np

kp

)
≡
(
n

k

)
mod npZp

D’autre part, quand k ne divise pas p, le coefficient de xk satisfait(
np

k

)
≡ 0 mod npZp.

�

Corollaire 3.12. Soit n ∈ N, on a

(1 + x)n ≡ 1 + nx(mod pnxZp)

tel que x ∈ 2pZp.

Démonstration. On considère f(x) = (1 + x)n, donc

f ′′(x) = n(n− 1)(1 + x)n−2
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Alors

‖f ′′‖ = |n(n− 1)|p , ∀n ≥ 2

• Pour |x|p ≤ |p|
1
p−2
p si p 6= 2, on applique le TAF d’ordre 2 à f(x), on trouve

|(1 + x)n − 1− nx|p ≤
∣∣∣∣x22
∣∣∣∣
p

.‖f ′′‖

=

∣∣∣∣x22
∣∣∣∣
p

|n(n− 1)|p

≤
∣∣∣∣x22
∣∣∣∣
p

|n|p

≤ |nx|p
∣∣∣x
2

∣∣∣
p

Et comme x ∈ 2pZp, donc
∣∣x
2

∣∣
p
≤ |p|p. Alors

|(1 + x)n − 1− nx|p ≤ |nx|p|p|p = |nxp|p

D’où

(1 + x)n ≡ 1 + nx(mod pnxZp)

• Pour |x|2 ≤ |
√

2|2 si p = 2, on applique le TAF d’ordre 2 à f(x), on trouve

|(1 + x)n − 1− nx|2 ≤
∣∣∣∣x22
∣∣∣∣
2

.‖f ′′‖ ≤
∣∣∣∣x22
∣∣∣∣
2

|n|2 ≤ |nx|2
∣∣∣x
2

∣∣∣
2

Et comme x ∈ 2.2Z2, donc
∣∣x
2

∣∣
2
≤ |2|2. Alors

|(1 + x)n − 1− nx|2 ≤ |nx|2|2|2 = |2nx|2

D’où

(1 + x)n ≡ 1 + nx(mod 2nxZ2).

�

3.3.2 Théorème du point fixe p- adique

Théorème 3.13. Soit f(x) ∈ Cp{x} avec ‖f‖ ≤ 1. Alors f définit une application

continue sur la boule unité B = B≤1(Cp). De plus, si

‖f ′‖ < 1 et inf ‖f(x)− x‖ ≤ rp = |p|
1

(p−1)
p

f possède un point fixe.
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Démonstration. Par continuité de f sur la boule unité B, on peut trouver x0 ∈ B tel

que |f(x0)− x0|p ≤ rp.

On pose x1 = f(x0), x2 = f(x1), ...., xn+1 = f(xn) pour tout n ≥ 0.

En utilisant le TAF, on trouve

|xn+1 − xn|p = |f(xn)− f(xn−1)|p

≤ |xn − xn−1|p‖f ′‖

< |xn − xn−1|p ≤ rp

La suite |xn+1 − xn|p est strictement décroissante et |xn+1 − xn|p → 0, alors elle est de

Cauchy. Donc la limite de cette suite est un point fixe de f . �

3.3.3 Théorème de Wolstenholme

Définition 3.14. On définit les nombres harmoniques par :

hn = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
=

n∑
k=1

1

k
.

Théorème 3.15. Soit p ≥ 5 un nombre premier, alors le numérateur de hp−1 est

divisible par p2.

Démonstration. On va montrer que hp−1 ∈ p2Zp.

On considère le polynôme :

f(t) = (t− 1)(t− 2)...(t− (p− 1)) ≡ tp−1 − 1(mod pZp[t])

Soit f(t) = f(p− t), alors f ′(t) = −f(p− t).

D’où

f ′(0) = −f ′(p)

D’autre part,

ln f(t) = ln(t− 1) + ln(t− 2) + ...+ ln(t− (p− 1))

En dérivant l’expression précédente, on obtient

f ′

f
(t) =

1

t− 1
+

1

t− 2
+ ...+

1

t− (p− 1)
=

p−1∑
k=1

1

t− k
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On pose g(t) =
p−1∑
k=1

1
t−k , de sorte que

g(0) =

p−1∑
k=1

−1

k

Alors

−g(0) =

p−1∑
k=1

1

k
= hp−1

D’autre part, on a

g(p) =

p−1∑
k=1

1

p− k
= hp−1

Alors

−g(p) = g(0)

Donc

|hp−1|p =

∣∣∣∣f ′f (0)

∣∣∣∣
p

= |f ′(0)|p = |2f ′(0)|p = |f ′(p)− f ′(0)|p

On applique le TAF d’ordre 2, on obtient

|f ′(p)− f ′(0)− pf ′′(0)|p ≤ |p2|p.‖f ′′′‖

≤ |p2|p

Comme f(t) ≡ tp−1 − 1(mod pZp[t]), alors

f ′′(t) ≡ (p− 1)(p− 2)tp−3(mod pZp[t])

D’où

f ′′(0) ≡ 0(mod pZp)

Pour tout p ≥ 5, on a

f ′(p)− f ′(0)− pf ′′(0) ≡ f ′(p)− f ′(0)

Alors

f ′(p)− f ′(0) ≡ 0(mod p2Zp)

D’où ce qu’on veut. �

Exemple 3.16.

h4 =
25

12
, h6 =

49

20
, h10 =

7381

2520
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3.3.4 Polynômes de Chebyshev

Définition 3.17. On définit les polynômes de Chebyshev Tn du premier espèce de degré

n par la formule suivante :

Tn(x) = cosnθ (n ≥ 0)

avec x = cos θ tel que x ∈ [−1, 1] et θ ∈ [0, π].

Exemple 3.18.

T0(x) = 1 , T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T1(x) = x , T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

T2(x) = 2x2 − 1 , T6(x) = 36x6 − 48x4 + 18x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3 , T7(x = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x

Définition 3.19. On définit les polynômes de Chebyshev Un du deuxième espèce de

degré n par la formule suivante :

Un(x) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
(n ≥ 0)

avec x = cos θ tel que x ∈ [−1, 1] et θ ∈ [0, π].

Exemple 3.20.

U0(x) = 1

U1(x) = 2x

U2(x) = 4x2 − 1

U3(x) = 8x3 − 4x...

Propriétés 3.21. [22] La suite des polynômes de Chebyshev du premier espèce satisfait

les propriétés suivantes :

1) Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), (n ≥ 1).

2) Tn ◦ Tm = Tnm = Tm ◦ Tn, (n,m ≥ 0).

3) T ′n(x) = nUn−1(x), (n ≥ 1).

Définition 3.22 (Pseudo-puissances). On dit qu’un polynôme f(x) ∈ Zp[x] est une

pseudo-puissance n si sa dérivée f ′(x) ∈ nZp[x].
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Exemple 3.23.

• g(x) = xn alors g′(x) = nxn−1 ∈ nZp[x].

• g(x) = h(n)n tel que h(x) ∈ Zp[x] alors g′(x) = nh′(x)h(x)n−1 ∈ nZp[x].

• g(x) = Tn(cos θ) alors T ′n(cos θ) = n sinnθ
sin θ
∈ nZp[x].

Dans la proposition suivante on va utiliser le TAF pour démontrer des congruences

pour des polynômes.

Proposition 3.24. Soit f ∈ Zp[x], si f est une pseudo-puissance n, alors

a ≡ b(mod pZp)⇒ f(a) ≡ f(b)(mod pnZp).

Démonstration. Pour montrer que f(a) ≡ f(b)(mod pnZp), il suffit de montrer que

|f(a)− f(b)|p ≤ |pn|p

En effet, on a

|f(a)− f(b)|p = |f(b+ (a− b))− f(b)|p

Avec a, b ∈ Zp tel que |b|p ≤ 1 et |a− b|p ≤ |p|p ≤ |p|
1
p−1
p .

Les conditions du TAF sont vérifiées, donc on applique ce théorème, on obtient

|f(b+ (a− b))− f(b)|p ≤ |a− b|p.‖f ′‖

≤ |p|p.|n|p = |pn|p

D’où

|f(a)− f(b)|p ≤ |pn|p.

�

Proposition 3.25. Soit (fn)n≥1 une suite de polynômes vérifiant les congruences

fnp(x) ≡ fn(xp)(mod pnZp[x]), (n ≥ 1)

Alors fn(x) est une pseudo-puissance n, ∀n ≥ 1.

Démonstration. On va montrer que f ′n(x) ∈ nZp[x].

On peut écrit n = mpk tel que k ≥ 1 et (p,m) = 1, alors

fmpk(x) ≡ fmpk−1(xp)(modmpkZp[x])
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Après dérivation de la congruence, on a

f ′mpk(x) ≡ pf ′mpk−1(x
p).xp−1(modmpkZp[x])

Par hypothèse, on a

f ′mpk−1(x) ∈ mpk−1Zp[x]

i.e.,

f ′mpk−1(x) ≡ 0(modmpk−1Zp[x])

Alors

pf ′mpk−1(x) ≡ 0(modmpkZp[x])

Donc

f ′mpk(x) ≡ 0(modmpkZp[x]).

�

Lemme 3.26. Les polynômes de Chebyshev de premier espèce vérifient la congruence :

Tp(x) ≡ xp(mod pZp[x]), (n ≥ 0).

Démonstration. Soit Tn(cos θ) = cosnθ.

On a cos θ = eiθ+e−iθ

2
, alors

Tn

(
eiθ + e−iθ

2

)
=
einθ + e−inθ

2

On utilisant le changement de variable t = eiθ, donc

Tn

(
t+ t−1

2

)
=
tn + t−n

2

On pose n = p impair et on effectue le changement de variable x = t+t−1

2
, on obtient

Tp

(
t+ t−1

2

)
=
tp + t−p

2
≡
(
t+ t−1

2

)p
(mod pZp[x])

D’où

Tp(x) ≡ xp(mod pZp[x]).

�

Théorème 3.27. Les polynômes de Chebyshev du premier espèce vérifient la congruence :

Tnp(x) ≡ Tn(xp) (mod npZp[x]), (n ≥ 0).
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Démonstration. Nous montrons que |Tnp(x)− Tn(xp)|p ≤ |np|p.

On pose n = mpk, avec k ≥ 0 et (m, p) = 1, alors

|Tnp(x)− Tn(xp)|p = |Tmpk+1(x)− Tmpk(xp)|p

= |Tmpk(Tp(x))− Tmpk(xp)|p

= |Tmpk(xp + pr(x))− Tmpk(xp)|p

avec |x|pp ≤ 1 et r(x) ∈ Zp[x], alors |pr(x)|p ≤ |p|p ≤ |p|
1
p−1
p .

Les conditions du TAF sont vérifiées, donc on applique ce théorème, on obtient

|Tmpk(xp + pr(x))− Tmpk(xp)|p ≤ |pr(x)|p.‖T ′mpk‖

≤ |p|p.|mpk|p = |mpkp|p

(car ‖T ′
mpk
‖ = |mpk|p.‖Umpk−1‖ ≤ |mpk| )

Alors

|Tmpk+1(x)− Tmpk(xp)|p ≤ |mpkp|p

D’où

|Tnp(x)− Tn(xp)|p ≤ |np|p.

�

Définition 3.28. Pour tout n ≥ 0, le n-ème polynôme de Chebyshev est défini comme

suit :

Tn(x) =

[n
2
]∑

k=0

(−1)k
n

n− k

(
n− k
k

)
2n−2k−1xn−2k.

Lemme 3.29. Dans l’anneau des polynômes Zp[x], on a la congruence

Tq(x) ≡ xq (mod pZp[x]), tel que q = pν , ν ≥ 1 et p > 2.

Démonstration. D’après la formule des polynômes de Chebychev, on a

Tq(x) =

[ q
2
]∑

k=0

(−1)k
q

q − k

(
q − k
k

)
2q−2k−1xq−2k

= 2q−1xq +

[ q
2
]∑

k=1

(−1)k
q

q − k

(
q − k
k

)
2q−2k−1xq−2k
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Pour 1 ≤ k ≤ [ q
2
] < q, on a vp(k) < vp(q) = ν.

Donc

vp

(
q

q − k

)
= vp(q)− vp(q − k) = ν − vp(k) > 0

Alors ∣∣∣∣(−1)k2q−2k−1
q

q − k

(
q − k
k

)∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣ q

q − k

∣∣∣∣
p

= |p|ν−vp(k)p < 1

D’où

(−1)k2q−2k−1
q

q − k

(
q − k
k

)
≡ 0(mod p) (3.3)

D’autre part, d’après le théoème de Fermat, on a

2q−1 ≡ 1(mod p) (3.4)

De (3.3) et (3.4), on sorte que

Tq(x) ≡ xq (mod pZp[x]).

�

Proposition 3.30. Soit q = pν, ν ≥ 1 et Lq = {a ∈ Cp : |a|p ≤ 1 et |aq − a|p ≤ |p|
1
p−1
p }.

Soit m > 0, pour tout a ∈ Lq la suite (Tmqk(a))k≥0 converge dans Cp.

Démonstration. Pour montrer que (Tmqk(a))k≥0 définit une suite converge dans Cp, il

suffit de montrer que

|Tmqk+1(a)− Tmqk(a)|p → 0 quand k → +∞

On a Tq(x) ≡ xq (mod pZp[x]) donc Tq(x) = xq + prq(x), avec rq(x) ∈ Zp[x].

Donc pour tout x ∈ Lq tel que |x|p ≤ 1, on a |rq(x)|p ≤ 1, et |prq(x)|p ≤ |p|p ≤ |p|
1
p−1
p .

On applique le TAF, on obtient

|Tmqk+1(x)− Tmqk(xq)|p = |Tmqk(xq + prq(x))− Tmpk(xq)|p

≤ |prq(x)|p.‖T ′mqk‖

≤ |p|p.|q|kp

D’autre part, pour a ∈ Lq, alors on applique le TAF de nouveau, on trouve

|Tmqk(aq)− Tmqk(a)|p = |Tmqk(a+ (aq − a))− Tmqk(a)|p

≤ |aq − a|p.‖T ′mqk‖
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on sait que |aq − a|p ≤ |p|
1
p−1
p , alors

|Tmqk(aq)− Tmqk(a)|p ≤ |p|
1
p−1
p |q|kp

Donc pour tout a ∈ Lq, on a

|Tmqk+1(a)− Tmqk(a)|p = |Tmqk(aq + pr(a))− Tmqk(aq) + Tmqk(a
q)− Tmqk(a)|p

≤ max(|Tmqk(aq + pr(a))− Tmqk(aq)|p, |Tmqk(aq)− Tmqk(a)|p)

≤ max(|p|p, |p|
1
p−1
p )|q|kp = |p|

1
p−1
p |q|kp

D’où pour tout élément a ∈ Lq, on a |Tmqk+1(a) − Tmqk(a)|p → 0 quand k → ∞, et

(Tmqk(a))k≥0 est une suite de Cauchy, alors elle converge dans Cp. �

3.3.5 Nombres et polynômes de Bernoulli

M. Zuber dans sa thèse [22], a utilisé le TAF pour donner des nouvelles démons-

trations des résultats connu sur les nombres et les polynômes de Bernoulli.

Définition 3.31. On définit les polynômes de Bernoulli Bk(x) par le développement en

série
text

et − 1
=
∑
k≥0

Bk(x)
tk

k!
.

Exemple 3.32.

B0(x) = 1 , B3(x) = x3 − 3
2
x2 + 1

2
x

B1(x) = x− 1
2

, B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1
30

B2(x) = x2 − x+ 1
6

, B5(x) = x5 − 5
2
x4 + 5

3
x3 − 1

6
x

Définition 3.33. On définit les nombres de Bernoulli bk par le développement en série

t

et − 1
=
∑
k≥0

bk
tk

k!
.

Remarque. Les nombres de Bernoulli ne sont que les termes constants des polynômes

de Bernoulli, i.e., bk = Bk(0).

Exemple 3.34. On peut calculer facilement les premières valeurs des nombres de Ber-

noulli :

b0 = 1, b1 = −1

2
, b2 =

1

6
, b3 = 0, b4 = − 1

30
, ...
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Définition 3.35. Soient k, n ∈ N∗. On définit les sommes de Bernoulli comme suit :

Sk(n) =
n−1∑
i=1

ik.

Propriétés 3.36. [22] Les nombres et polynômes de Bernoulli vérifient les propriétés

suivantes :

1) b2k+1 = 0, (k ≥ 1).

2) Bk(x) =
k∑
i=0

(
k
i

)
bk−ix

i, (k ≥ 0).

3) B′n(x) = nBn−1(x).

4) Sk(n) =
∑

0≤i<n
ik = Bk+1(n)−bk+1

k+1
, (n ≥ 1).

Théorème 3.37. Les nombres de Bernoulli ont les propriétés suivantes :

1) Si p− 1 ne divise pas k ≥ 1, alors il existe rk ∈ Zp tel que

bk = k · rk .

2) Si p est impair et si p− 1 divise k ≥ 1, alors il existe rk ∈ Zp, tel que

bk =
p− 1

p
+ k · rk .

Démonstration. D’après la définition (3.35), nous avons

Sk(p) =

p−1∑
i=1

ik, (k ≥ 1)

Soit µp−1 = {ζ ∈ Cp, ζ
p−1 = 1} ⊂ Zp, nous remplaçons dans la somme précédente

chaque entier i par la racine de l’unité ζi ∈ µp−1 qui lui est congrue modulo p

i ≡ ζi (mod pZp)

Donc

Sk(p) ≡
p−1∑
i=1

ζki =
∑

ζ∈µp−1

ζk (mod kpZp).

En effet,

pour démontrer cette congruence en appliquant le TAF à f(x) = xk au voisinage de

x = i, nous avons

|ζki − ik|p ≤ |ζi − i|p ‖f ′‖ ≤ |p|p ‖f ′‖ ≤ |pk|p
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Donc

ik ≡ ζki (mod pk)

D’où

Sk(p) =
∑

ζ∈µp−1

ζk + pk · u avec u ∈ Zp. (3.5)

D’autre part, on a

Sk(n) =
Bk+1(n)− bk+1

k + 1

D’après de propriétés 3.36, on trouve

Sk(n) =
1

k + 1

k+1∑
i=1

(
k + 1

i

)
nibk+1−i

=
k+1∑
i=1

1

i

(
k

i− 1

)
nibk+1−i

= nbk +
k+1∑
i=2

1

i

(
k

i− 1

)
nibk+1−i

Nous remplaçons dans l’expression précédente n par p > 2, on obtient

Sk(p) = pbk +
k+1∑
i=2

1

i

(
k

i− 1

)
pibk+1−i

= pbk + pk

(
k+1∑
i=2

1

i(i− 1)

(
k − 1

i− 2

)
pi−2 pbk+1−i

)
ou encore

Sk(p) = pbk + pk

(
k+1∑
i=2

(k − 1)!

(k − i+ 1)!
· p

i−2

i!
pbk+1−i

)
Le terme (k−1)!

(k−i+1)!
est entier et le terme pi−2

i!
∈ Zp, pour p 6= 2.

En effet,

vp

(
pi−2

i!

)
= vp

(
pi−2

)
− vp(i!) = i− 2−

(
i− Sp(i)
p− 1

)
> −1

D’où

Sk(p) = pbk + pk.v avec v ∈ Zp. (3.6)
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De (3.5) et (3.6), on a

Sk(p) =


∑

ζ∈µp−1

ζk + pk.u

pbk + pk.v

on trouve

pbk =
∑

ζ∈µp−1

ζk + pk.rk où rk = u− v ∈ Zp

• Si k n’est pas multiple de p− 1, alors bk = k · rk avec rk ∈ Zp.

• Si p− 1 divise k, alors

bk =
p− 1

p
+ k · rk avec rk ∈ Zp (p 6= 2).

En effet, on considère le polynôme f(x) = Bk+1(x)

k+1
∈ Qp[x].

Donc

f ′(x) = Bk(x) et f ′′(x) = kBk−1(x)

D’après le TAF d’ordre 2, on peut écrire∣∣∣∣Bk+1(p)− bk+1

k + 1
− pbk

∣∣∣∣
p

= |f(p)− f(0)− pf ′(0)|p

≤
∣∣∣∣p22
∣∣∣∣
p

.‖f ′′‖

=

∣∣∣∣kp2
∣∣∣∣
p

.‖pBk−1(x)‖

≤ |kp|p

Alors

pbk ≡
Bk+1(p)− bk+1

k + 1
(mod kpZp)

avec
Bk+1(p)− bk+1

k + 1
=

p−1∑
i=1

ik

I Si (p− 1) ne divise pas k, alors

p−1∑
i=1

ik ≡
p−1∑
i=1

ζki =

p−2∑
i=0

(ζk)i =
1− ζk(p−1)

1− ζk
≡ 0(mod p)

Puisque

ζp−1 ≡ 1(mod p) et ζk 6≡ 1(mod p).
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I Si (p− 1) divise k, alors

Pour 1 ≤ i ≤ p− 1, d’aprés le théorème de Fermat, on a

ik ≡ 1(mod p)

Donc
p−1∑
i=1

ik ≡
p−1∑
i=1

1 ≡ p− 1(mod p).

�
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