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INTRODUCTION

L’étude de problèmes de mathématiques ou de physique conduit souvent à la ré-
solution d’équations et d’inclusions différentielles, d’où l’importance de cette branche en
mathématiques.

Objectif du mémoire

Dans ce mémoire on s’intéresse à étudier l’existence de solutions pour certaines classes
d’inclusions différentielles du premier ordre de la forme

(PF )

 ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p sur [0, 1]
x(0) = x0,

et pour l’inclusion différentielle convexifiée suivante

(PcoF )


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p sur [0, 1]

x(0) = x0,

où F : T × bB ⇒ E est une multi-application à valeurs fermées non bornées vérifiant
certaines conditions, et à l’établissement de la relation entre les solutions de ces deux
dernières inclusions. Aussi on s’intéresse à l’existence de solutions pour certaines classes
d’inclusions différentielles du seconde ordre de la forme

(P ′F )

 ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)) p.p sur [0, 1]
ẋ(0) = 0, x(1) = 0,

où F : T ×bB×bB ⇒ E est une multi-application à valeurs fermées non bornées vérifiant
certaines conditions.

iii
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C’est quoi une inclusion différentielle ? (voir [11], [2] et [15])

Un grand élan pour étudier les inclusions différentielles est venu du développement de
la théorie du contrôle, à savoir des systèmes dynamiques.

L’étude des phénomènes physiques, économiques, techniques, biologiques et en sciences
médicales conduit souvent à la résolution des équations différentielles dépendant de quelques
paramètres et se représentant sous la forme

(Pf )

 ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), p.p sur [0, 1]
x(0) = x0,

contrôlées par les paramètres u(t) ∈ U , où U est l’ensemble des contrôles et f : T×E×U →
E est une application univoque.

Par exemple pour contrôler

1. l’électricité ; U = {0, 1} où 0 pour éteindre et 1 pour allumer,

2. le mouvement d’une voiture ; U sera l’ensemble composé du volent (direction),
l’accélérateur (accélération) et le freins (freinage), les deux dernières contraintes se
présentent sous forme de fonctions discontinues.

En général, le problème (Pf ) n’admet pas de solutions au sens classique. Pour trouver
une solution, l’idée était d’élargir le second membre, pour cela, a été considéré la multi-
application F : [0, 1]× E ⇒ E définie par

F (t, x) = {f(t, x, u), u ∈ U}

= ∪
u∈U

f(t, x, u),

et l’inclusion différentielle (PF ), alors les solutions de l’équation différentielle (Pf ) sont
des solutions de l’inclusion différentielle (PF ) dans lequel les contrôles n’apparaissent pas
explicitement.

L’équivalence entre (Pf ) et (PF ) est l’idée centrale utilisée pour prouver les théorèmes
d’existence dans la théorie du contrôle optimale.

L’inclusion différentielle est une généralisation de la notion d’équation différentielle
ordinaire. Par conséquent, tous les problèmes envisagés pour les équations différentielles, à
savoir l’existence de solutions, la continuation de solutions, la dépendance à des conditions
et paramètres initiaux, sont présents dans la théorie des inclusions différentielles.

Puisqu’une inclusion différentielle comporte généralement de nombreuses solutions à
partir d’un point donné, de nouveaux problèmes apparaissent, tels que l’investigation des
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propriétés topologiques de l’ensemble de solutions, la sélection de solutions à propriétés
données, la relation entre l’ensemble de solutions du problème originale avec l’ensemble
des solutions du problème convexifié, etc. Pour résoudre les problèmes ci-dessus, des tech-
niques mathématiques spéciales ont été développées.

Ainsi, les inclusions différentielles ne sont pas seulement des modèles pour de nom-
breux processus dynamiques mais ils fournissent également un outil puissant pour diverses
branches de l’analyse mathématique.

Méthodes topologiques

La littérature est cependant beaucoup moins volumineuse pour les inclusions diffé-
rentielles et l’est encore moins pour les problèmes d’ordre supérieur voir par exemple
[2].

Parmi les méthodes topologiques qui permettent d’obtenir l’existence de solution des
inclusions différentielles de la forme

y′(t) ∈ F (t, y(t)) p.pt ∈ T, y ∈ B,

et de la forme
y′′(t) ∈ F (t, y(t), y′(t)) p.p t ∈ T, y ∈ B,

où T est un intervalle compacte, F est une multi-application à valeurs non vides fer-
mées où compactes et parfois convexes, et B désigne une condition initiale, périodique
ou aux limites, on cite le théorème du point fixe de Kakutani, Shauder, Nadler, des
méthodes de continuation, des théorème de sélection, d’approximation ou par méthode de
construction, il est cependant important de mentionner que les arguments de preuve utili-
sés varient beaucoup suivant les hypothèses de continuités imposées à la multi-application
F . Les trois plus fréquentes sont la semi-continuité supérieure, la semi-continuité inférieure
et une condition de Lipshitz.

On prend comme exemple le mémoire de Nesrine Bouhali et Radia Bouabdalah

sur inclusion différentielle avec perturbation non bornée : théorème d’existence

et de relaxation, elles ont utilisées des hypothèses de mesurabilités et de continuités
plus précisément la semi-continuités inférieure en raison de cela le principe d’existence de
solution repose sur le théorème du point fixe de Shauder.

Alors que dans le présent mémoire, on va utilisée une autre méthode topologique pour
assurer l’existence de solution de certaines classes d’inclusions différentielles du premier
ordre et de second ordre : la méthode de construction.
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Présentation du travail

On présente le travail de Tolstonogov [21], où il donne des théorèmes d’existence
de solutions du problèmes (PF ) et (PcoF ). Ainsi qu’une approximation des solutions de
l’inclusion convexifiée (PcoF ) par les solutions de l’inclusion (PF ).

Pour le cas où les valeurs de la multi-application F sont des ensembles non vides
fermées et non bornées, nous avons une inclusion différentielle non bornées. Si les valeurs
de F sont des ensembles fermés bornés, nous traitons une inclusion différentielle bornée.

Tolstonogov, dans son papier [21], s’est intéressé à l’existence de solutions des inclu-
sions différentielles non bornées (PF ) et (PcoF ), ainsi que l’approximation des solutions de
(PcoF ) par les solutions de (PF ). Cette propriété est généralement appelée la relaxation
des solutions. L’existence pour les inclusions différentielles non bornées et la relaxation
pour les inclusions différentielles bornées en dimension finie sont soigneusement étudiés
à partir de l’article classique de Filippov [9]. L’hypothèse de base, à la fois dans [9] et
dans la majorité des articles traitant la relaxation en dimension finie, est la condition de
Lipschitz de F par rapport à la deuxième variable, c’est à dire

haus(F (t, x), F (t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ (1)

t ∈ [0, 1], (x, y) ∈ Rn×Rn où haus est la distance de Hausdorff sur l’espace des ensembles
non vides et fermés et k(·) est une fonction intégrable sur [0, 1].

Les premières preuves des théorèmes d’existence et de relaxation pour des solutions
d’inclusions différentielles bornées dans les espaces de Banach dans le cas où (1) est
vérifiée figurent dans [13]. Cette inégalité est parfaitement acceptable quand les valeurs
de F sont des ensembles fermés bornés, mais elle devient inadmissiblement forte lorsque
les valeurs de F sont des ensembles non bornés. Au même temps, la non bornétude des
valeurs des multi-applications est une propriété très naturelle des inclusions différentielles
apparaissant dans la théorie du contrôle optimal (voir [14] ).

Organisation du mémoire

Ce mémoire se compose de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux résultats préliminaires et outils de base utilisés
pour la démonstration de nos théorèmes principaux.

Dans le chapitre 2, on présente une étude sur l’existence de solutions globales et locales
de l’inclusion différentielle (PF ), ainsi que l’existence de solutions pour l’inclusion (PcoF ).
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Dans le chapitre 3, nous donnons la preuve d’un théorème de relaxation associé à
l’inclusion (PF ).

Le chapitre 4, comporte un exemple d’une multi-application F à valeurs fermées non
vides pour laquelle l’inclusion (PcoF ) admet une solution.

Les résultats de ces trois derniers chapitres sont pris de [21].

Finalement, dans Le cinquième chapitre, nous essayons de démontrer un théorème
d’existence de solutions de l’inclusion différentielle (P ′F ).



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-
pelons certains définitions, propositions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de
ce mémoire.

1.1 Notations générales

On note

- T = [0, 1] l’intervalle unité de R.

- E un espace vectoriel.

- X un ensemble non vide.

- (X, τ) un espace topologique.

- (X, d) un espace métrique.

- (X,Σ) un espace mesurable.

- (X,Σ, µ) un espace mesuré.

- L(T ) la tribu sur T des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas
µ est la mesure de Lebesgue.
Soit X un espace topologique. On note

1
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- B(X) la tribu Borélienne sur X.

- Pcl(X) l’ensemble des parties fermées de X.

- X\A le complémentaire de A dans X.

Soit E un espace de Banach, E ′ sont dual topologique, 〈·, ·〉 leur produit de dualité, ‖ · ‖
la norme de E et ‖ · ‖∗ la norme de E ′. On note par

- C(T,E) l’espace de Banach de toutes les applications continues définies sur T à
valeurs dans E muni de la norme ‖f(·)‖C = sup

t∈T
‖f(t)‖.

- C1(T,E) l’espace de Banach des applications continument différentiables muni de
la norme ‖f(·)‖C1 = max{f(·), f ′(·)}.

- L1(T,E) l’espace de Banach de toutes les applications intégrables au sens de Boch-
ner définies sur T à valeurs dans E muni de la norme ‖f(·)‖ =

∫
T ‖f(s)‖ds.

- co(A) l’enveloppe convexe de A ⊂ E.

- co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

- AC1.1(T,E) l’espace des applications absolument continues et dérivables f : T → E

ayant une dérivée dans L1(T,E) presque partout.

- S(F ) l’ensemble de toutes les sélections mesurables de la multi-application F :
T ⇒ E.

- B la boule unité ouverte de E.

- B la boule unité fermée de E.

- B(x, r) = x+ rB la boule ouverte de E de centre x et de rayon r.

- B(x, r) = x+ rB la boule fermée de E de centre x et de rayon r.

1.2 Quelques notions sur la mesurabilité

Les résultats suivants sont pris de la références [3].

Définition 1.1 (La tribu borélienne).
Soit (X, τ) un espace topologique. On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par τ , on
la note B(X).
Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.2. Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application
définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout
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A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite applica-
tion Borélienne ou Σ1-mesurable.

Proposition 1.1. Soient X1, X2 deux espaces topologiques et f : X1 → X2. Si f est
continue alors f : (X1,B(X1))→ (X2,B(X2)) est mesurable.

Définition 1.3. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ→ R est une
mesure si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note
µ ≥ 0, ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) → R est appelée mesure Boré-
lienne.

Définition 1.4. Soit X un espace topologique séparé et µ une mesure Borélienne. Alors
µ est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un ouvert C et un fermé
G de X, tels que G ⊂ A ⊂ C et µ(C\G) ≤ ε.
Une mesure borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.5. Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré et A un sous ensemble de X tel que
A ∈ Σ. On dit que A est µ-négligeable ou négligeable, si B ⊂ X tel que A ⊂ B et
µ(B) = 0.

• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble
où elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

• La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z; A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.
• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.
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Définition 1.6 (Tribu de Lebesgue).
La tribu de Lebesgue sur R notée L(R) est la tribu complétée de la tribu borélienne B(R)
pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.7 (Fonction simple).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach et f : X → E. On dit que f
est une application simple si elle est de la forme

f(x) =
n∑
i=1

1IEi(x)yi,

où les Ei = f−1(yi), i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les
yi, i ∈ {1, · · · , n}, sont des éléments distincts de E.
Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Proposition 1.2. Soient (X,Σ) un espace mesurable et {fn}n≥1 une suite d’application
mesurables définies sur X à valeurs dans R. Si {fn}n≥1 converge simplement vers f alors
f est mesurable.

Théorème 1.1. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable.
Si f : X → E est mesurable, alors il existe une suite {fn}n≥1 d’application simples telles
que fn → f µ-p.p, et pour µ-presque tout x ∈ E , ‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N∗.

1.3 Fonction intégrable au sens de Bochner

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [18].
Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et (E, ‖.‖) un espace de Banach .

Définition 1.8. Une application mesurable f : X → E est dite intégrable au sens
de Bochner, s’il existe une suite d’application simples (fn)n telle que fn → f µ p.p,
‖fn − f‖ est intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
X

‖fn − f‖dµ = 0,

où

‖f‖ : X → R

x 7→ ‖f‖(x) = ‖f(x)‖.
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On pose alors ∫
X
fdµ = lim

n→∞

∫
X

fndµ.

Dans ce cas
∫
A fdµ est défini pour tout A ∈ Σ par

∫
A
fdµ = lim

n→∞

∫
A
fndµ.

Théorème 1.2. Une application mesurable f : X → E est intégrable au sens de Bochner
si et seulement si ∫

X

‖f‖dµ <∞.

Corollaire 1.1. Si f : X → E est une application intégrable au sens de Bochner et
A ∈ Σ, alors

‖
∫
A

f(x)dµ‖ 6
∫
A

‖f(x)‖dµ.

Corollaire 1.2. Si f, g : X → E sont deux applications intégrables au sens de Bochner
telles que pour tout A ∈ Σ,

∫
A
fdµ =

∫
A
gdµ, alors

f(x) = g(x) pour µ− presque tout x ∈ X.

Théorème 1.3. Soit f : X → E une application intégrable au sens de Bochner et soit
G : E → F un opérateur linéaire continu, où F est un espace de Banach. Alors Gf est
une application intégrable au sens de Bochner à valeurs dans F , et on a

G(
∫
X

f(x)dµ) =
∫
X

Gf(x)dµ.

En particulier, si x′ ∈ E ′ et f : X → E est une application intégrable au sens de Bochner,
alors x 7→ 〈f(x), x′〉 est intégrable et

〈
∫
X

f(x)dµ, x′〉 =
∫
X

〈f(x), x′〉dµ.

Théorème 1.4 (Théorème de la convergence dominée).
Soit f : X → E une application mesurable, et (fn)n≥1 une suite d’applications mesurables
de X dans E vérifiant

fn(x)→ f(x) µ-presque partout sur X.

S’il existe h : X → R+ Lebesgue intégrable telle que

‖fn(x)‖ ≤ h(x), µ-presque partout sur X, pour tout n ∈ N∗,

alors, fn, n ≥ 1 et f sont Bochner intégrables et∫
X
f(x)dµ = lim

n→∞

∫
X
fn(x)dµ.
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On note L 1(X,E) l’ensemble des applications mesurable f telle que ‖f‖ est intégrable
au sens de Lebesgue.
Si on note N l’ensemble des fonctions mesurables f : X → E telles que f(x) = 0 µ-p.p sur
X, l’espace des classes d’équivalence L 1(X,E)\N est noté par L1(X,E) c’est un espace
de Banach muni de la norme ‖f‖1 =

∫
X ‖f(x)‖dµ.

Proposition 1.3. Si (fn)n est une suite de Cauchy de L1(T,Rn), alors il existe une sous
suite (fnk)k qui converge presque partout vers une fonction f ∈ L1(T,Rn).

Théorème 1.5. Soit ϕ une fonction à valeurs réelles sur Vs× (E\A) où Vs est un voisi-
nage d’un point s ∈ R, E un espace de Banach séparable, (E,Σ, µ) un espace mesuré fini
et A ⊂ E est un sous ensemble µ-négligeable.
Si pour chaque t ∈ Vs, la fonction x 7→ ϕ(t, x) est intégrable sur E et si de plus, sur
Vs × (E\A) la fonction ϕ admet une dérivée partielle par rapport à t vérifiant l’in-
égalité |∂ϕ

∂t
(t, x)| ≤ g(x), où g est µ-intégrable et indépendante de t, alors la fonction

t 7→
∫
E ϕ(t, x)dµ est dérivable au point s et l’on a

∂

∂t

∫
E
ϕ(s, x)dµ =

∫
E

∂ϕ

∂t
(s, x)dµ.

1.4 Ensembles convexes

Ces résultats sont pris des références [4] et [8].

Définition 1.9. Soit E un espace vectoriel et soient a, b ∈ E.
• On appelle segment fermé d’extrémités a et b (ou tout simplement segment) que l’on
note [a, b], l’ensemble {λa+ (1− λ)b tel que λ ∈ [0, 1]}.
• On appelle segment ouvert que l’on note ]a, b[ l’ensemble {λa+(1−λ)b tel que λ ∈ ]0.1[}.
De la même manière on définit les segments ]a, b] et [a, b[.

Définition 1.10. Une partie A de l’espace vectoriel E, est dite convexe si toutes les fois
que deux points a, b appartient à A le segment [a, b] est contenue dans A, i.e,
λA+ (1− λ)A ⊂ A, ∀λ ∈ [0, 1], ou encore ∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.
On appelle simplexe de Rn le sous ensemble ∆n, tel que

∆n = {(λ1, ..., λn) ∈ Rn, λi ≥ 0 , i = 1...n,
n∑
i=1

λi = 1}.

Définition 1.11. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle
combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x qui s’écrit comme
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suit
x =

n∑
i=1

λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n .

Proposition 1.4. Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. Alors A est convexe si et
seulement si n’importe quelle combinaison convexe des vecteurs de A est un vecteur de A.

Définition 1.12. Soit A un sous ensemble de l’espace vectoriel E. On appelle enveloppe
convexe de A, qu’on note co(A), l’intersection de tous les convexes de E contenant A.
C’est en fait le plus petit convexe de E contenant A.
Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de A
qu’on note co(A), le plus petit convexe fermé de E contenant A.

Proposition 1.5. Soient E un espace vectoriel, A,B ⊂ E et α ∈ R.

1. co(α.A) = αco(A).

2. co(A+B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique, alors

3. Si A est un sous ensemble convexe de E alors A et
◦
A le sont aussi.

4. co(A) = co(A).

5. co(αA) = αco(A).

Définition 1.13. Soient E un espace normé et J : E → E ′′. On dit que E est réflexif
si J(E) = E ′′, c’est à dire, si J est bijective (on identifie alors E à E ′′ à l’aide de
l’isomorphisme J).

Proposition 1.6. Soient E un espace de Banach réflexif, A ⊂ E un convexe non vide
fermé et φ : A→]−∞,+∞] une fonction convexe, s.c.i., φ 6≡ +∞ telle que

lim
‖x‖→∞

φ(x) = +∞.

Alors φ atteint son minimum sur A, i.e., il existe x0 ∈ A tel que φ(x0) = min
A

φ.

1.5 Fonctions absolument continues

Les résultats suivants sont pris des références [5], [22] et [10].

Définition 1.14. Une application f définie sur T à valeur dans un espace vectoriel normé
(E, ‖ · ‖) est dite absolument continue si pour tout ε > 0 il existe ζ > 0 tel que pour
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toute famille finie d’intervalles ouverts deux à deux disjoints de T ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n}, nous
avons

n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑
i=1
‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε .

Définition 1.15. Soit E un espace de Banach. On définit
AC1,1(T,E) = {f : T → E : f est absolument continue, dérivable presque partout avec
f ′ ∈ L1(T,E)}.

Proposition 1.7. Soient E un espace de Banach et f : T → E. S’il existe une application
g ∈ L1(T,E) telle que

f(t) = f(0) +
t∫

0

g(s)ds, ∀ t ∈ T.

Alors, f ∈ AC1.1(T,E) et ḟ(t) = g(t) p.p sur T .

Proposition 1.8. Soit ϕ : T → R une fonction absolument continue, et E = {t ∈ T :
ϕ(t) = 0}. Alors mes({t ∈ T : ϕ̇(t) 6= 0}) = 0, i.e., ϕ̇(t) = 0 p.p sur E.

1.6 Multi-applications

Dans cette section nous donnons quelques définitions et résultats qui concernent les
multi-applications. Ces résultats sont pris des références [5], [12] et [20].

1.6.1 Multi-applications et sélections

Définitions 1.1. Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à chaque élément x ∈ X associe
un sous ensemble F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y ou F : Y → P(Y ).

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le
sous ensemble de Y défini par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X; F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note gph(F ), le sous ensemble de X × Y défini
par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y ; y ∈ F (x)}.

• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par

Im(F ) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}.
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• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y
défini par F (A) = ∪

x∈A
F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y ; ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• On définit la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x).

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque large de F , le sous ensemble
défini par

F−1(V ) = {x ∈ X; F (x) ∩ V 6= ∅}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque étroite de F , le sous ensemble
défini par

F−1
+ (V ) = {x ∈ X; F (x) ⊆ V }.

Définition 1.16. Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f : dom(F )→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀ x ∈ dom(F ).

1.6.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.17. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et
F : X ⇒ Y une multi-application .

1. On dit que F est Σ-mesurable où mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

2. On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé W de Y

F−1(W ) = {x ∈ X : F (x) ∩W 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.9. Si F : X ⇒ Y est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.10. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et soit F : X ⇒ Y une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) F est Σ-mesurable.

(ii) Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : X → R définie par dy(x) = d(y, F (x)) est
Σ-mesurable.
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Proposition 1.11. Si F : X ⇒ Y est mesurable ou fortement mesurable, alors dom(F )
est mesurable.

Proposition 1.12. Soient X un espace topologique et Y un espace métrique séparable,
alors la multi-application F : X ⇒ Y est mesurable si et seulement si F : X ⇒ Y est
mesurable.

Théorème 1.6. Soient (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach et soient
F : X × E ⇒ E une multi-application mesurable et u : X → E une application Σ-
mesurable. Alors, la multi-application x 7→ F (x, u(x)) est mesurable.

Définition 1.18. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X et Y deux espaces métriques et
soit f : T ×X → Y une application.
On dit que f est de Carathéodory si elle est mesurable par rapport à t et continue par
rapport à x, c’est à dire pour tout x ∈ X fixé l’application

fx :T → Y

t 7→ fx(t) = f(t, x)

est Σ-mesurable, et pour tout t ∈ T fixé l’application

ft :X → Y

x 7→ ft(x) = f(t, x)

est continue.
On dit aussi que f est séparément mesurable, séparément continue.

Proposition 1.13. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable
et Y un espace métrique et soit f : T ×X → Y une application de Carathéodory. Alors f
est mesurable.

Lemme 1.1. Soit (X,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et F :
X ⇒ Y une multi-application mesurable à valeurs fermées. Alors le graphe de F appartient
à Σ⊗ B(Y ).

Lemme 1.2. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ est µ-complète.
Soient Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs
fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(a) F est Σ-mesurable.

(b) gphF ∈ Σ⊗ B(Y ).
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(c) F est fortement mesurable.

Théorème 1.7 (Théorème d’existence de sélections mesurables).
Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X ⇒ Y

une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins
une sélection mesurable.

Théorème 1.8. Soient X un espace mesurable avec Σ µ-complète et µσ-finie. Soit E un
espace de Banach séparable et soient f : X → E une application mesurable et ρ : X → R+

une fonction mesurable. Alors, x 7→ BE(f(x), ρ(x)) est une multi-application mesurable.

Preuve. Soit (yn) une suite fixée, dense dans la boule unité de E (le choix d’une telle
suite est possible grâce à la séparabilité de l’espace E).
Posons, pour tout n ∈ N, σn(x) = f(x) + ρ(x)yn.
L’application σn(·) est mesurable (grâce à la mesurabilité de f(·) et ρ(·)) etBE(f(x), ρ(x)) =
f(x) + ρ(x)BE(0, 1) = {f(x) + ρ(x)yn} = {σn(x) ; n ∈ N}. Par suite {σn(x)}n est une re-
présentation de Castaing deBE(f(x), ρ(x)). Par conséquent, l’application x 7→ BE(f(x), ρ(x))
est mesurable.

Théorème 1.9. Soient X un espace mesuré complet, E un espace de Banach, Y un
espace métrique, f : X × E → Y de Caratéodory, et B un sous ensemble fermé de Y .
Alors t 7→ F (t) = {x ∈ E : f(t, x) ∈ B} définie une multi-application mesurable. En
particulier, si f est à valeurs réels, alors

t 7→ {x ∈ E : f(t, x) ≥ λ}, t 7→ {x ∈ E : f(t, x) ≤ λ}, t 7→ {x ∈ E : f(t, x) = λ}

sont des multi-applications mesurables.

Théorème 1.10. Soient X un espace mesuré complet, E un espace de Banach, et soit
F : X ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs fermées . Alors la multi-application
FrF : T ⇒ E, définie par t 7→ Fr(F (t)), est mesurable.

Définition 1.19. Soit F : T ⇒ E une multi-application mesurable. Alors on dit que F
est intégrablement bornée si pour tout t ∈ T tel que F (t) ⊂ α(t)B on a

sup{‖v‖, v ∈ F (t)} ≤ α(t), avec α(·) ∈ L1(T,R+).

Théorème 1.11. Soit F : T ⇒ E une multi-application mesurable et integrablement
bornée, alors pour toute u ∈ S(coF ) et ε ≥ 0, il existe v ∈ S(F ) telle que

‖u− v‖w < ε.
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Dans l’espace L1(T,E) on considère la norme "faible"

‖x‖ω = max
0≤a≤b≤1

‖
∫ b

a
x(s)ds‖, (1.1)

cette norme est équivalente à la norme

‖|x‖| = max
0≤t≤1

‖
∫ t

0
x(s)ds‖. (1.2)

En effet, pour tout t ∈ T , et en prenant a = 0 et b = t,

‖
∫ t

0
x(s)ds‖ ≤ max

0≤a≤b≤b
‖
∫ b

a
x(s)ds‖ = ‖x‖ω.

D’où,
|‖x‖| ≤ ‖x‖ω. (1.3)

D’autre part, pour tout a, b ∈ T , a ≤ b,

‖
∫ b

a
x(s)ds‖ = ‖

∫ b

0
x(s)ds−

∫ a

0
x(s)ds‖

≤ ‖
∫ b

0
x(s)ds‖+ ‖

∫ a

0
x(s)ds‖

≤ 2|‖x‖|.

D’où,
‖x‖ω ≤ 2|‖x‖|. (1.4)

De (1.3) et (1.4), on déduit que ‖.‖ω et |‖.‖| sont équivalentes.
On note par L1

ω(T,E) l’espace L1(T,E) muni de la norme faible.

1.7 Distance de Hausdorff

Nous allons donner dans cette section quelques résultats sur la distance de Hausdorff
qui sont pris des références [5], [1] et [6].

Définitions 1.2. Soient A, B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d).
• On a d(x,A) = inf

y∈A
d(x, y).

• On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

• On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note haus(A,B) la
quantité définie par

haus(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.
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Remarquons que haus(A,B) = haus(B,A).

Proposition 1.14. Soient A, B, C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅.

2. e(∅, B) = 0.

3. e(A,B) = 0⇐⇒ A ⊂ B.

4. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C).

5. haus(A,B) = 0⇐⇒ A = B.

6. haus(A,C) ≤ haus(A,B) + haus(C,B).

7. | d(x,A)− d(x,B) |≤ haus(A,B), ∀x ∈ X.

Rappelons les propriétés suivantes.
• (Pcl(X), haus) est un espace métrique.
• Si (X, d) est un espace métrique complet, alors (Pcl(X), haus) est complet.
• Si X est séparable, (Pk(X), haus) est aussi séparable.
Soit E un espace vectoriel normé.

Soit C ⊂ E. On note Cρ = C ∩ ρB, ρ ≥ 0.

Définition 1.20. Soit ρ > 0. L’application hausρ : E × E → R+ est définie par

hausρ(C,D) = max{e(Cρ, D), e(Dρ, C)}, ∀C,D ∈ E.

Proposition 1.15. Soient C,D ⊂ E non vides.

1. hausρ(C,D) 6= +∞, pour tout ρ ≥ 0.

2. Si C et D sont non vides et fermés, alors hausρ(C,D) = 0 pour tout ρ > 0 si et
seulement si C = D.

Remarque 1.1. L’application hausρ(·, ·), pour ρ ≥ 0, n’est pas une distance car elle ne
vérifie pas l’inégalité triangulaire.

Définition 1.21. Soit E un espace de Banach, Q ⊂ T × E , F : Q ⇒ E une multi-
application et (t, x) ∈ Q. On dit que la multi-application F est intégrablement (ρ − H)-
lipschitzienne sur Q s’il existe β > 0 et k(.) ∈ L1(I,R+) telles que

hausρ(F (t, x), F (t, y)) 6 (k(t) + βρ)‖x− y‖, (1.5)

pour tous (t, x), (t, y) ∈ Q et pour tout ρ > 0. Si (1.5) est une inégalité stricte pour x 6= y

alors F est appelée strictement intégrablement (ρ−H)-lipschitzienne.
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Lemme 1.3. Soit E un espace vectoriel normé et C un ensemble convexe fermé tel que
Cρ0 6= ∅ pour certain ρ0 ≥ 0. Alors pour tout ρ > ρ0 et η ≥ 0 on a

haus(Cρ+η, Cρ) 6 [(ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0)]η,

ce qui implique que l’application η → haus(Cρ+η, Cρ) est lipschitzienne sur R+.

Proposition 1.16. Soient C,D ⊂ E deux sous ensembles fermés convexes tels que
Cρ0 , Dρ0 sont non vides pour un certain ρ0 > 0. Alors pour tout ρ > ρ0,

haus(Cρ, Dρ) ≤
2ρ

ρ− ρ0
hausρ(C,D). (1.6)

Preuve. On a
e(Dρ, Cρ) 6 e(Dρ, Cρ+η) + e(Cρ+η, Cρ)

et
e(Cρ, Dρ) 6 e(Cρ, Dρ+η) + e(Dρ+η, Dρ),

cela implique que

haus(Cρ, Dρ) = max{e(Dρ, Cρ), e(Cρ, Dρ)}
6 max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}+ max{e(Cρ+η, Cρ), e(Dρ+η, Dρ)},

c’est à dire
haus(Cρ, Dρ) 6 β1 + β2,

avec, pour tout η > 0
β1 = max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}

et
β2 = max{e(Cρ+η, Cρ), e(Dρ+η, Dρ)}.

On va montrer que β2 6
ρ+ρ0
ρ−ρ0

η.

On a
e(Cρ+η, Cρ) 6 haus(Cρ+η, Cρ)

6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η,

et

e(Dρ+η, Dρ) 6 haus(Dρ+η, Dρ)
6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η.
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Alors

β2 6 max{haus(Cρ+η, Cρ), haus(Dρ+η, Dρ)}

6 ((ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0))η. (1.7)

Maintenant on va prouver que β1 = hausρ(C,D).
En posant η = hausρ(C,D) on trouve,

e(Dρ, Cρ+η) = e(Dρ, C) et e(Cρ, Dρ+η) = e(Cρ, D).

En effet, pour tout y ∈ Dρ, on a d(y, C) ≤ e(Dρ, C) ≤ η. D’où d(0, C) ≤ ‖y‖+ d(y, C) ≤
ρ + η. C’est à dire C ⊂ (ρ + η)B, donc, C = Cρ+η et e(Dρ, C) = e(Dρ, Cρ+η) et de la
même façon, e(Cρ, D) = e(Cρ, Dρ+η).
D’où

β1 = max{e(Dρ, Cρ+η), e(Cρ, Dρ+η)}
= max{e(Dρ, C), e(Cρ, D)}
= hausρ(C,D).

(1.8)

De (1.7) et (1.8) on a

β1 + β2 6 ((ρ+ ρ)/(ρ− ρ))hausρ(C,D) + hausρ(C,D)
6 (2ρ/(ρ− ρ0))hausρ(C,D),

cela implique que
haus(Cρ, Dρ) 6 (2ρ/(ρ− ρ0))hausρ(C,D).

Proposition 1.17. Soit E un espace de Banach et soit φ ∈ E ′\{0},

D = {x ∈ E;φ(x) ≤ b}, b ∈ R

et soit x0 ∈ E\D. Alors
d(x0, D) = φ(x0)− b

‖φ‖∗
.



CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UNE
INCLUSION DIFFÉRENTIELLE DU

PREMIER ORDRE

Ce chapitre est consacré à l’étude d’existence de solutions de l’inclusions différentielle
du premier ordre suivante

(PF )


ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p,

x(0) = x0,

et de l’inclusion différentielle convexifiée suivante

(PcoF )


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), p.p,

x(0) = x0,

dans un espace de Banach séparable, où F : T × bB ⇒ E avec b > 0 est une multi-
application à valeurs non vides fermées.
Soit y ∈ C(T,E) et b > 0. On pose

Q = {(t, x) ∈ T × E : ‖x− y(t)‖ ≤ b}.

On prend ‖x0 − y(0)‖ ≤ δ < b et I = [0, d] avec 0 < d ≤ 1.

16
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Définition 2.1. Une application x(·) ∈ AC1,1(I, E) avec x(0) = x0 et ‖x(t) − y(t)‖ ≤ b

pour t ∈ I est appelée solution du problème (PF ) si ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) presque partout sur
I.

De même, on définit une solution du problème (PcoF ). De plus, si 0 < d < 1, la solution
x est dite locale. Si d = 1 la solution x est dite globale.

Considérons l’équation différentielle suivante
ṙ(t) = a(t) + k(t)r(t), p.p t ∈ T

r(0) = r0 ≥ 0,
(2.1)

où
a(·), k(·) ∈ L1(T,R+), k(t) > 0, ∀t ∈ T. (2.2)

On résout ce système pour trouver la solution r : T → R (voir [7]).
L’équation homogène associée est

ṙ(t)− k(t)r(t) = 0.

Cela implique que
rh(t) = c exp(

∫ t

0
k(s)ds), c ∈ R.

En utilisant la méthode de variation des constantes, on trouve la solution particulière de
la forme

rp(t) = c(t) exp(
∫ t

0
k(s)ds),

avec c est une fonction dérivable. En dérivant rp on obtient

ṙp(t) = ċ(t) exp(
∫ t

0
k(s)ds) + c(t)k(t) exp(

∫ t

0
k(s)ds).

En remplaçant dans l’équation (2.1) on obtient

ċ(t) exp(
∫ t

0
k(s)ds) = a(t).

D’où
ċ(t) = a(t) exp(−

∫ t

0
k(s)ds).

En intégrant ċ(t) entre 0 et t, on trouve

c(t) =
∫ t

0
a(s) exp(−

∫ s

0
k(τ)dτ)ds+ c1, c1 ∈ R.

Donc
rp(t) = c1 expm(t) +

∫ t

0
exp(m(t)−m(s))a(s)ds,
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Où m(t) =
∫ t

0 k(s)ds pour tout t ∈ T , alors la solution générale de l’équation (2.1) est

r(t) = rp(t) + rh(t)

D’où
r(t) = c2 expm(t) +

∫ t

0
exp(m(t)−m(s))a(s)ds, c2 ∈ R.

En utilisant la condition initiale, r(0) = r0 = c2, il s’ensuit que

r(t) = r0 expm(t) +
∫ t

0
exp(m(t)−m(s))a(s)ds. (2.3)

Pour F : T × bB ⇒ E une multi-application à valeurs non vides fermées avec b > 0,
faisons des hypothèses suivantes.

Hypothèses (H(F)).

1. La multi-application t 7→ F (t, x(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. Pour tout t ∈ T

d(0, F (t, x)) < a(t) + k(t)‖x‖ pour tout x ∈ E, ‖x‖ ≤ b, (2.4)

et d(0,F(t,0))=0 pour a(t)=0.

3. Pour presque tout t ∈ T

hausρ(F (t, x), F (t, y)) < k(t)‖x− y‖, ‖x‖ ≤ b, ‖y‖ ≤ b, x 6= y, (2.5)

avec 0 ≤ ρ ≤ ṙ(t), où r est la solution de l’équation (2.1).

Considérons l’inclusion différentielle
ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p

x(0) = x0, ‖x0‖ < b.
(2.6)

Théorème 2.1. Supposons que les Hypothèses H(F ) sont vérifiées et ‖x0‖ ≤ r0 < b. Si
r(t) ≤ b, ∀t ∈ T, alors il existe une solution globale x du problème (2.6) telle que

‖x(t)‖ ≤ r(t) pour tout t ∈ T, ‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur T. (2.7)

Sinon, il existe une solution locale x définit sur [0, d] telle que ‖x(t)‖ ≤ r(t) ∀t ∈ [0, d],
‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur [0, d] où d est définie par l’égalité r(d) = b.
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Preuve. Il résulte de (2.3) que la fonction t 7→ r(t) est strictement croissante .
Puisque ‖x0‖ ≤ r0 < b, soit r(t) ≤ b pour tout t ∈ T et r(0) = r0 < b, ou bien il
existe c ∈]0, 1] tel que r(c) > b. D’où r(0) < b < r(c), donc par le Théorème des valeurs
intermédiaires, il existe un point unique d ∈]0, c], tel que r(d) = b. Alors d ∈]0, 1] et
r(t) > b pour tout t ∈]d, 1].
On pose I = [0, d], et supposons que I est le domaine de t.
Etape 1.

Montrons que

1. F (t, x) ∩ ṙ(t)B 6= ∅ p.p., pour ‖x‖ ≤ r(t),

2. F (t, x) ∩ ṙ(t)B ⊂ F (t, y) + k(t)‖x− y‖B p.p sur I.

1. D’après (2.4) on a, pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ b

d(0, F (t, x)) = inf
v∈F (t,x)

‖v‖ < a(t) + k(t)‖x‖, pour tout t ∈ T.

Soit t ∈ I tel que (2.1) soit vérifiée et soit x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ r(t). Alors, il existe
ε > 0 tel que

d(0, F (t, x)) ≤ a(t) + k(t)‖x‖ − ε,

et il existe vε ∈ F (t, x) tel que

‖vε‖ < inf
v∈F (t,x)

‖v‖+ ε ≤ a(t) + k(t)‖x‖ − ε+ ε,

Donc
‖vε‖ ≤ a(t) + k(t)‖x‖.

Il s’ensuit de (2.1) que
‖vε‖ ≤ ṙ(t).

Alors
vε ∈ F (t, x) ∩ ṙ(t)B 6= ∅.

Par conséquent

F (t, x) ∩ ṙ(t)B 6= ∅ p.p. pour ‖x‖ ≤ r(t).

2. Soit t ∈ I tel que (2.5) soit vérifiée et soit ρ = ṙ(t). Soit x, y ∈ E tels que ‖x‖ ≤ r(t)
et ‖y‖ ≤ r(t). On a

hausρ(F (t, x), F (t, y)) = max{e(Fρ(t, x), F (t, y)), e(Fρ(t, y), F (t, x))}.
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Soit v ∈ F (t, x) ∩ ρB = Fρ(t, x), D’après (2.5) on a

d(v, F (t, y)) ≤ e(F (t, x)ρ, F (t, y))

≤ hausρ(F (t, x), F (t, y))

< k(t)‖x− y‖.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(v, F (t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ − ε,

et il existe wε ∈ F (t, y) tel que

‖v − wε‖ < d(v, F (t, y)) + ε

≤ k(t)‖x− y‖.

Cela implique que
v − wε ∈ k(t)‖x− y‖B.

Alors
v ∈ wε + k(t)‖x− y‖B ⊂ F (t, y) + k(t)‖x− y‖B,

Donc
F (t, x) ∩ ṙ(t)B ⊂ F (t, y) + k(t)‖x− y‖B.

On obtient

F (t, x) ∩ ṙ(t)B ⊂ F (t, y) + k(t)‖x− y‖B p.p sur I, (2.8)

pour ‖x‖ ≤ r(t) et ‖y‖ ≤ r(t) tel que x 6= y.

Etape 2.

Par récurrence, on va construire la suite (xi)i∈N comme suit

x0(t) = 0, xi+1(t) = x0 +
∫ t

0
vi(s)ds, i = 0, 1, 2, ..., pour tout t ∈ I, (2.9)

où vi ∈ L1(I, E),
ẋi+1(t) = vi(t) ∈ F (t, xi(t)) p.p sur I, (2.10)

‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤ k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖ p.p sur I, (2.11)

‖ẋi+1(t)‖ = ‖vi(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I ‖xi(t)‖ ≤ r(t), pour tout t ∈ I, (2.12)

‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤ k(t)
(
r0

(m(t))i−1

(i− 1)! +
∫ t

0

(m(t)−m(s))i−1

(i− 1)! a(s)ds
)

p.p sur I, (2.13)
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‖xi+1(t)− xi(t)‖ ≤ r0
(m(t))i
i! +

∫ t

0

(m(t)−m(s))i
i! a(s)ds pour tout t ∈ I. (2.14)

On pose I0 = {t ∈ I : a(t) = 0}. D’après (2.4) et puisque x0 ≡ 0 on a

d(0, F (t, x0(t)) < a(t) pour tout t ∈ I\I0. (2.15)

On définit la multi-application K : I ⇒ E par K(t) = F (t, x0(t)) et on définit la fonction
α0 : I\I0 → R par α0(t) = d(0, K(t)). Montrons que

1. α0 est mesurable sur l’ensemble mesurable I\I0.

2. La multi-application G : I\I0 ⇒ E définie par G(t) = K(t) ∩ α0(t)+a(t)
2 B est

mesurable sur I\I0 à valeurs fermées non vides.

1. On a que x0 : I\I0 → E est une application continue. Alors par l’Hypothèse
H(F)(1), la multi-application K est mesurable. Donc par la Proposition 1.10 on
obtient la mesurabilité de la fonction distance d(x,K(·)), ∀x ∈ E, par conséquent
d(0, K(·)) et mesurable.
De plus on a

I0 = {t ∈ I : a(t) = 0}

= {t ∈ I : t ∈ a−1({0})}

= a−1({0})

Nous avons a(·) ∈ L1(I,R) donc elle est mesurable, et comme {0} est un fermé,
{0} ∈ B(R) alors a−1({0}) ∈ L(I), i.e, I0 est mesurable. D’autre part on a que la
tribu L(I) et stable par complémentarité d’où I\I0 est mesurable.
Donc la fonction α0(·) est mesurable sur l’ensemble mesurable I\I0, et par (2.15),
α0(t) < α0(t)+a(t)

2 < a(t) sur I\I0.

2. Considérons la multi-application G : I\I0 ⇒ E définie par

G(t) = K(t) ∩ α0(t) + a(t)
2 B.

=
{
x ∈ K(t) : ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)

2

}
, t ∈ I\I0.

Comme K est à valeurs fermées, on voit que G est à valeurs fermées.
Soit t ∈ I\I0. On a

α0(t) = d(0, F (t, x0(t))) = inf
v∈F (t,x0(t))

‖v‖ < α0(t) + a(t)
2 .
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Donc, il existe ε > 0 tel que

d(0, F (t, x0(t))) ≤ α0(t) + a(t)
2 − ε,

et il existe vε ∈ F (t, x0(t)) tel que

‖vε‖ < d(0, F (t, x0(t))) + ε

≤ α0(t) + a(t)
2 .

Donc
vε ∈ F (t, x0(t)) ∩ α0(t) + a(t)

2 B = G(t).

D’où G(t) 6= ∅, c’est à dire que G est à valeurs non vides.
De plus, nous avons

gph(G) = {(t, x) : x ∈ G(t)}

=
{

(t, x) : x ∈ K(t) et ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)
2

}

= {(t, x) : x ∈ K(t)} ∩
{

(t, x) : ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)
2

}

= {(t, x) : x ∈ K(t)} ∩
{

(t, x) : x ∈ B
(

0, α0(t) + a(t)
2

)}

= gph(K) ∩ gph(B(0, ρ(·))),

où ρ(t) = α0(t)+a(t)
2 .

Puisque K est mesurable à valeurs non vides fermées dans E, par le Lemme 1.1,
gph(K) est mesurable.
De plus on a d’après (2.15) que ρ : T → R+ est mesurable, donc d’après le Théo-
rème 1.8, on conclut que gph(B(0, ρ(·))) ∈ L(I\I0) ⊗ B(E) et donc gph(G) ∈
L(I\I0)⊗ B(E), c’est à dire G est mesurable (voir le Lemme 1.2).

Par conséquent d’après le théorème d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.7),
il existe une application mesurable v∗ : I\I0 → E telle que v∗(t) ∈ G(t) = F (t, x0(t)) ∩
α0(t)+a(t)

2 B pour tout t ∈ I\I0.
On pose v0(t) = v∗(t), si t ∈ I\I0 et v0(t) = 0, si t ∈ I0.
Montrons que

• ‖v0(t)‖ ≤ a(t) sur I,

• v0(t) ∈ F (t, x0(t)) sur I.
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On a
v0(t) = v∗(t) ∈ F (t, x0(t)) ∩ α0(t) + a(t)

2 B sur I\I0.

Cela implique que

v0(t) ∈ F (t, x0(t)) sur I\I0 et v0(t) ∈ α0(t) + a(t)
2 B sur I\I0.

D’où
‖v0(t)‖ ≤ α0(t) + a(t)

2 < a(t) sur I\I0.

D’autre part pour, t ∈ I0 on a v0(t) = a(t) = 0, alors, par l’hypothèse H(F)(2).

‖v0(t)‖ ≤ a(t) sur I, (2.16)

v0(t) ∈ F (t, x0(t)) sur I. (2.17)

Posons, pour tout t ∈ I,
x1(t) = x0 +

∫ t

0
v0(s)ds. (2.18)

Montrons que

• ‖ẋ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ p.p sur I,

• ‖ẋ1(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I,

• ‖x1(t)‖ ≤ r(t) ∀ t ∈ T,

• d(ẋ1(t), F (t, x1(t)) < k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I.

D’après (2.18), on trouve que

ẋ1(t) = v0(t) p.p sur I,

alors
‖ẋ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ p.p sur I. (2.19)

D’après (2.16)
‖ẋ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ ≤ a(t) p.p sur I,

et de (2.1) on obtient
‖ẋ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I. (2.20)

D’autre part d’après (2.18) on a pour tout t ∈ T

‖x1(t)‖ = ‖x0 +
∫ t

0
v0(s)ds‖

≤ ‖x0‖+ ‖
∫ t

0
v0(s)ds‖

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
‖v0(s)‖ds

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
ṙ(s)ds

≤ r0 + r(t)− r0 = r(t).
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D’où
‖x1(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ T. (2.21)

De (2.20) on’a ẋ1(t) ∈ ṙ(t)B p.p sur I, et comme ẋ1(t) = v0(t) p.p sur I, en utilisant
(2.17) on trouve que ẋ1(t) ∈ F (t, x0(t)) p.p sur I. Cela implique que

ẋ1(t) ∈ F (t, x0(t)) ∩ ṙ(t)B p.p sur I,

Alors d’après (2.8), et puisque ‖x0(t)‖ = 0 ≤ r(t) pour tout t ∈ I, on a

ẋ1(t) ∈ F (t, y) + k(t)‖x0(t)− y‖B p.p sur I, ‖y‖ ≤ r(t), y 6= x0(t). (2.22)

En particulier pour t ∈ I vérifiant (2.22) et x1(t) 6= 0 et pour y = x1(t), on a

ẋ1(t) ∈ F (t, x1(t)) + k(t)‖x0(t)− x1(t)‖B.

Donc, il existe z ∈ F (t, x1(t)) tel que

ẋ1(t) ∈ z + k(t)‖x0(t)− x1(t)‖B.

Cela implique que
ẋ1(t)− z ∈ k(t)‖x0(t)− x1(t)‖B.

D’oú
‖ẋ1(t)− z‖ < k(t)‖x0(t)− x1(t)‖.

Par conséquent
d(ẋ1(t), F (t, x1(t)) < k(t)‖x0(t)− x1(t)‖.

Comme x0 ≡ 0. On conclut que

d(ẋ1(t), F (t, x1(t)) < k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I, (2.23)

avec ‖x1(t)‖ 6= 0
On pose I1 = {t ∈ I : ‖x1(t)‖ = 0} et N1 l’ensemble négligeable tel que (2.23) n’est pas
vérifiée.
Montrons que

1. α1 : I\(I1 ∪ N1) → R définie par α1(t) = d(ẋ1(t), F (t, x1(t)) est mesurable sur
l’ensemble mesurable t ∈ I\(I1 ∪N1),

2. la multi-application t 7→ F (t, x1(t)) ∩
(
ẋ1(t) + α1(t)+k(t)‖x1(t)‖

2 B
)
, t ∈ I\(I1 ∪N1)

est mesurable à valeurs fermées non vides.
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1. On a pour tout t ∈ I\(I1 ∪N1)

α1(t) < α1(t) + k(t)‖x1(t)‖
2 < k(t)‖x1(t)‖. (2.24)

D’après l’hypothèse H(F)(1) et la Proposition 1.10, t 7→ d(ẋ1(t), F (t, x1(t)) est une
fonction mesurable.

2. Puisque I1 ∪N1 est un sous ensemble mesurable de I, la multi-application

t 7→ F (t, x1(t)) ∩
(
ẋ1(t) + α1(t) + k(t)‖x1(t)‖

2 B

)
t ∈ I\(I1 ∪N1)

est mesurable à valeurs fermées non vides.

Alors, d’après le théorème d’existence de sélection mesurable, il existe une application
mesurable v∗1 : I\I1 → E telle que v∗1 ∈ F (t, x1(t))∩

(
ẋ1(t) + α1(t)+k(t)‖x1(t)‖

2 B
)
p.p sur I\I1.

On définit l’application v1 : I → E par v1(t) = v∗1(t) pour tout t ∈ I\I1 et v1(t) = ẋ1(t)
pour tout t ∈ I1

On va montrer que

1. v1(t) ∈ F (t, x1(t)) p.p sur I,

2. ‖ẋ1(t)− v1(t)‖ ≤ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I,

3. ‖v1(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I

1. Pour presque tout t ∈ I\I1, on a

v∗1(t) = v1(t) ∈ F (t, x1(t)) ∩
(
ẋ1(t) + α1(t) + k(t)‖x1(t)‖

2 B

)
.

Cela implique que

v1(t) ∈ F (t, x1(t)) pour presque tout t ∈ I\I1.

D’autre part, on définit l’application ϕ : I → E par ϕ(t) = ‖x1(t)‖, alors ϕ est une
application absolument continue. Donc, d’après la Proposition 1.8 on trouve que

ẋ1(t) = 0 p.p. sur I1 et 0 ∈ F (t, 0) p.p. sur I1.

D’où
v1(t) ∈ F (t, x1(t)) p.p sur I. (2.25)

2. Pour presque tout t ∈ I\I1, on a

v1(t) = v∗1(t) ∈ F (t, x1(t)) ∩
(
ẋ1(t) + α1(t) + k(t)‖x1(t)‖

2 B

)
.
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Alors

v1(t) ∈ ẋ1(t) + α1(t) + k(t)‖x1(t)‖
2 B.

Cela implique que

v1(t)− ẋ1(t) ∈ α1(t) + k(t)‖x1(t)‖
2 B.

Donc

‖ẋ1(t)− v1(t)‖ ≤ α1(t) + k(t)‖x1(t)‖
2 .

De (2.24), on conclut que

‖ẋ1(t)− v1(t)‖ < k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I\I1.

D’autre part, en utilisant la Proposition 1.8, ẋ1(t) = 0 p.p sur I1, et ẋ1(t) = v1(t)
pour t ∈ I1. D’où ‖ẋ1(t)− v1(t)‖ = k(t)‖x1(t)‖ = 0. On obtient que

‖ẋ1(t)− v1(t)‖ ≤ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I. (2.26)

3. De (2.26), on trouve

‖ẋ1(t)‖ − ‖v1(t)‖| ≤ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I,

Alors

‖v1(t)‖ ≤ ‖ẋ1(t)‖+ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I,

De (2.16), (2.21) et (2.19) on obtient

‖v1(t)‖ ≤ ‖v0(t)‖+ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I,

d’où
‖v1(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t) = ṙ(t) p.p sur I, (2.27)

On pose, pour tout t ∈ I
x2(t) = x0 +

∫ t

0
v1(s)ds. (2.28)

Montrons que

• ‖ẋ2(t)‖ = ‖v1(t)‖ p.p sur I,

• ‖ẋ2(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I,

• ‖x2(t)‖ ≤ r(t) ∀t ∈ T.
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D’après (2.28), on trouve que

ẋ2(t) = v1(t) p.p sur I,

alors
‖ẋ2(t)‖ = ‖v1(t)‖ p.p sur I. (2.29)

D’après (2.27)

‖ẋ2(t)‖ = ‖v1(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t) p.p sur I.

Donc
‖ẋ2(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I, (2.30)

et d’après (2.28) on a, pour tout t ∈ I

‖x2(t)‖ = ‖x0 +
∫ t

0
v1(s)ds‖

≤ ‖x0‖+ ‖
∫ t

0
v1(s)ds‖

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
‖v1(s)‖ds

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
ṙ(s)ds

≤ r0 + r(t)− r0 = r(t).

D’où
‖x2(t)‖ ≤ r(t). (2.31)

Montrons maintenant que

• ‖ẋ2(t)− ẋ1(t)‖ ≤ k(t)
(
r0 +

∫ t
0 a(s)ds

)
p.p sur I.

• ‖x2(t)− x1(t)‖ ≤ r0m(t) +
∫ t

0(m(t)−m(s))a(s)ds.

De (2.28) on a ẋ2(t) = v1(t) p.p., et de (2.26), (2.18) on obtient

‖ẋ2(t)− ẋ1(t)‖ ≤ k(t)‖x1(t)‖ p.p sur I,

≤ k(t)‖x0 +
∫ t

0
v0(s)ds‖ p.p sur I,

≤ k(t)
(
‖x0‖+ ‖

∫ t

0
v0(s)ds‖

)
p.p sur I,

≤ k(t)
(
r0 +

∫ t

0
‖v0(s)‖ds

)
p.p sur I,

De (2.16) on trouve

‖ẋ2(t)− ẋ1(t)‖ ≤ k(t)
(
r0 +

∫ t

0
a(s)ds

)
p.p sur I. (2.32)
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De (2.18) et (2.28) on obtient

‖x2(t)− x1(t)‖ = ‖
∫ t

0
(ẋ2(τ)− ẋ1(τ))dτ‖

≤
∫ t

0
‖ẋ2(τ)− ẋ1(τ)‖dτ.

D’après (2.32), on a

‖x2(t)− x1(t)‖ ≤ r0

∫ t

0
k(τ)dτ +

∫ t

0
k(τ)

(∫ τ

0
a(s)ds

)
dτ.

Donc
‖x2(t)− x1(t)‖ ≤ r0m(t) +

∫ t

0
k(τ)

(∫ τ

0
a(s)ds

)
dτ, (2.33)

et comme ∫ t

0
k(τ)

(∫ τ

0
a(s)ds

)
dτ =

∫ t

0

∫ t

s
k(τ)a(s)dτds

=
∫ t

0
a(s)

∫ t

s
k(τ)dτds

=
∫ t

0
a(s)

(∫ t

0
k(τ)dτ −

∫ s

0
k(τ)dτ

)
ds

=
∫ t

0
(m(t)−m(s))a(s)ds.

Alors il résulte de (2.33) que

‖x2(t)− x1(t)‖ ≤ r0m(t) +
∫ t

0
(m(t)−m(s))a(s)ds. (2.34)

D’après (2.28), (2.25), (2.26), (2.30), (2.31), (2.32) et (2.34), on conclut que les relations
(2.9) –(2.14) sont vérifiées pour i = 1.
Supposons maintenant que x1(t), ..., xi(t) vérifient les relations (2.9) –(2.14). Alors

ẋi(t) ∈ F (t, xi−1(t)) p.p sur I, ‖ẋi(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I,

‖xi−1(t)‖ ≤ r(t), ‖xi(t)‖ ≤ r(t), pour tout t ∈ I.

En utilisant (2.8) et ces relations, pour x = xi−1(t) et y = xi(t), on obtient

ẋi(t) ∈ F (t, xi−1) ∩ ṙ(t)B ⊂ F (t, xi(t)) + k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖B p.p sur I.

Cette inclusion implique que

d(ẋi(t), F (t, xi(t)) < k(t)‖xi−1(t)− xi(t)‖ p.p sur I, (2.35)

si ‖xi−1(t)− xi(t)‖ 6= 0.
Comme ci-dessus, on pose Ii = {t ∈ I : ‖xi(t)−xi−1(t)‖ = 0} et Ni l’ensemble négligeable
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tant que (2.35) n’est pas vérifiée. La fonction αi(t) = d(ẋi(t), F (t, xi(t)) est mesurable sur
I\(Ii∪Ni) et αi(t) < αi(t)+k(t)‖xi(t)−xi−1(t)‖

2 < k(t)‖xi(t)−xi−1(t)‖ pour tout t ∈ I\(Ii∪Ni).
Par les même arguments utilisées au-dessus La multi-application

t 7→ F (t, xi(t)) ∩
(
ẋi(t) + αi(t) + k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖

2 B

)
, t ∈ I\(Ii ∪Ni)

est mesurable à valeurs fermées non vides. Alors d’après le théorème d’existence de sélec-
tion mesurable (voir Théorème 1.7), il existe une application mesurable v∗i : I\Ii → E tel
que v∗i (t) ∈ F (t, xi(t)) ∩

(
ẋi(t) + αi(t)+k(t)‖xi(t)−xi−1(t)‖

2 B
)
p.p sur I\Ii. On définit l’appli-

cation vi : I → E par vi(t) = v∗i (t) pour t ∈ I\Ii et vi(t) = ẋi(t) pour t ∈ Ii. Alors pour
presque tout t ∈ I\Ii

vi(t) = v∗i (t) ∈ F (t, xi(t)) ∩
(
ẋi(t) + αi(t) + k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖

2 B

)
.

Cela implique que

vi(t) ∈ F (t, xi(t)) et vi(t) ∈
(
ẋi(t) + αi(t) + k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖

2 B

)
.

D’où

‖ẋi(t)− vi(t)‖ ≤
(
αi(t) + k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖

2

)
< k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖ p.p sur I\Ii.

De plus pour presque tout t ∈ Ii on a, vi(t) = ẋi(t) et ‖xi(t)− xi−1(t)‖ = 0 donc

‖ẋi(t)− vi(t)‖ = k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖ = 0,

et on a
vi(t) = ẋi(t) ∈ F (t, xi−1(t)) = F (t, xi(t)) p.p sur Ii.

D’où
vi(t) ∈ F (t, xi(t)) p.p sur I, (2.36)

‖ẋi(t)− vi(t)‖ ≤ k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖ p.p sur I. (2.37)

On pose, pour tout t ∈ I
xi+1(t) = x0 +

∫ t

0
vi(s)ds. (2.38)

Montrons que

• ‖ẋi+1(t)‖ ≤ k(t)∑i
j=1 ‖xj(t)− xj−1(t)‖+ ‖ẋ1(t)‖ p.p sur I;

• ‖ẋi+1(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I;

• ‖xi+1(t)‖ ≤ r(t) ∀ t ∈ T ;
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• ‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤ k(t)
(
r0

(m(t))i−1

(i−1)! +
∫ t

0
(m(t)−m(s))i−1

(i−1)! a(s)ds
)

p.p sur I.

D’après l’égalité ẋi+1(t) = vi(s) p.p sur I, et de (2.37) on trouve que

‖ẋi+1(t)‖ − ‖ẋ1(t)‖ ≤ ‖ẋi+1 − ẋ1(t)‖

≤
i∑

j=1
‖ẋj+i(t)− ẋj(t)‖

≤ k(t)
i∑

j=1
‖xj(t)− xj−1(t)‖ p.p sur I,

ce qui donne

‖ẋi+1(t)‖ ≤ k(t)
i∑

j=1
‖xj(t)− xj−1(t)‖+ ‖ẋ1(t)‖ p.p sur I.

En utilisant (2.14) et (2.16) on obtient

‖ẋi+1(t)‖ ≤ k(t)
r0

i−1∑
j=0

[m(t)]j
j! +

i−1∑
j=0

∫ t

0

[m(t)−m(s)]j
j! a(s)ds

+a(t) p.p sur I. (2.39)

Or, 1 + z
1! + ...+ zj

j! ≤ ez, z ≥ 0, donc, on déduit de (2.39) que

‖ẋi+1(t)‖ ≤ k(t)
(
r0e

m(t) +
∫ t

0
em(t)−m(s)a(s)ds

)
+ a(t) p.p sur I,

et de (2.3)
‖ẋi+1(t)‖ ≤ k(t)r(t) + a(t) = ṙ(t) p.p sur I. (2.40)

D’après (2.38) et (2.40) on a, pour tout t ∈ I

‖xi+1(t)‖ = ‖x0 +
∫ t

0
vi(s)ds‖

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
‖vi(s)‖ds

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
‖ẋi+1(s)‖ds

≤ ‖x0‖+
∫ t

0
ṙ(s)ds

≤ r0 + r(t)− r0 = r(t).

D’où
‖xi+1(t)‖ ≤ r(t). (2.41)

D’autre part, de (2.38) on a ẋi+1(t) = vi(s) p.p sur I, et de (2.37) et (2.14) on obtient

‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤ k(t)‖xi(t)− xi−1(t)‖ p.p sur I,

≤ k(t)
(
r0

(m(t))i−1

(i− 1)! +
∫ t

0

(m(t)−m(s))i−1

(i− 1)! a(s)ds
)

p.p sur I.
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Ce qui donne

‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤ k(t)
(
r0

(m(t))i−1

(i− 1)! +
∫ t

0

(m(t)−m(s))i−1

(i− 1)! a(s)ds
)

p.p sur I. (2.42)

Comme xi+1(0) = xi(0) = x0, on a

‖xi+1(t)− xi(t)‖ = ‖
∫ t

0
(ẋi+1(s)− ẋi(s))ds‖

≤
∫ t

0
‖ẋi+1(s)− ẋi(s)‖ds

=
∫ t

0
r0k(s)(m(s))i−1

(i− 1)! ds+
∫ t

0
k(s)

∫ τ

0

(m(s)−m(τ))i−1

(i− 1)! a(τ)dτds

= r0
(m(t))i
i! +

∫ t

0
a(τ)

∫ t

τ
k(s)(m(s)−m(τ))i−1

(i− 1)! dsdτ

= r0
(m(t))i
i! +

∫ t

0
a(τ)(m(t)−m(τ))i

i! dτ

= r0
(m(t))i
i! +

∫ t

0
a(s)(m(t)−m(s))i

i! ds.

D’après (2.36)-(2.38) et (2.40)-(2.42), les relations (2.9)-(2.14) sont également vérifiées
pour xi+1(t).
Par conséquent, la suite (xi(·))i≥1 satisfaisant (2.9)-(2.14) est construite.
Etape 3.

Montons que la suite (xi(·))i∈N converge vers une solution locale du problème (2.6).
Il résulte de (2.14) que la série

∞∑
i=0
‖xi+1(t)− xi(t)‖ converge pour tout t ∈ I. Donc, pour

tout t ∈ I, la suite (xi(·))i≥1 est une suite de Cauchy. Par conséquent, la suite (xi(·))i≥1

converge ponctuellement vers une application x. De même, (2.13) implique que la suite
(ẋi(·))i≥1 converge presque partout vers une application v. De (2.40) nous avons

‖x(t)‖ ≤ r(t), ‖v(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur I. (2.43)

Par conséquent, en utilisant le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue on trouve
que

lim
i→∞
‖ẋi − v‖1 = lim

i→∞

∫ 1

0
‖ẋi(t)− v(t)‖dt

=
∫ 1

0
lim
i→∞
‖ẋi(t)− v(t)‖dt = 0.

Donc la suite (ẋi(·))i≥1 converge vers v dans L1(I, E). En utilisant (2.9) et passant à la
limite quand i→∞, on obtient, pour tout t ∈ I

x(t) = lim
i→∞

xi+1(t) = x0 + lim
i→∞

∫ t

0
ẋi(s)ds.
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Par le Théorème de la convergence dominée on trouve que, pour tout t ∈ I

x(t) = x0 +
∫ t

0
lim
i→∞

ẋi(s)ds = x0 +
∫ t

0
v(s)ds.

Ainsi, x est une application absolument continue avec ẋ = v p.p sur I.
De (2.43) et (2.8)–(2.10) nous avons

d(ẋi+1(t), F (t, x(t)) ≤ k(t)‖xi(t)− x(t)‖ p.p sur I.

Par passage à la limite quand i→∞, on obtient

d(ẋ(t), F (t, x(t)) = 0 p.p sur I.

Alors
ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) p.p sur I,

et x est une solution de l’inclusion différentielle (2.6) satisfaisant (2.7) .

Le Théorème 2.1 implique que si les hypothèses H(F ) sont vérifiées alors l’inclusion
différentielle

ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)), x(0) = x0, ‖x0‖ < b, (2.44)

admet une solution.
On établir maintenant l’existence d’une solution du problème (2.44) sous différentes hy-
pothèses.

Hypothèses (H(coF)). Soit F : T × bB ⇒ E une multi-application à valeurs non vide
vérifiant

1. La multi-application t 7→ coF (t, x(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. La multi-application coF est strictement intégrablement (ρ−H)-lipschitzienne sur
T × bB ; i.e., il existe une fonction positive m(·) ∈ L1(T,R) et β > 0 tel que

hausρ(coF (t, x), coF (t, y)) < (m(t) + βρ)‖x− y‖ p.p; ρ > 0 x 6= y, (2.45)

3. Il existe une fonction strictement positive ρ0 ∈ L1(T,R) telle que

d(0, coF (t, x)) < ρ0(t) p.p. sur T, pour tout x ∈ E tel que ‖x‖ ≤ b. (2.46)

On pose
ρ(t) = 2ρ0(t), (2.47)
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l(t) = 4(m(t) + βρ(t)), (2.48)

et on prend la solution r∗ de l’équation différentielle

ṙ∗(t) = ρ(t) + l(t)r∗(t), t ∈ T, r∗(0) = r0 < b, (2.49)

définie par
r∗(t) = r0 expσ(t) +

∫ t

0
exp(σ(t)− σ(s))ρ(s)ds.

telle que σ(t) =
∫ t

0 l(s)ds, pour tout t ∈ T .

Théorème 2.2. Si les Hypothèses H(coF ) sont vérifiées et ‖x0‖ ≤ r0 < b, alors il existe
une solution x du problème (2.44) telle que

‖x(t)‖ ≤ r∗(t) pour tout t ∈ T, ‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ∗(t) p.p sur T, (2.50)

avec r∗(t) ≤ b.

Preuve. Puisque ρ0 est strictement positive et ρ(t) > ρ0(t) ∀t ∈ T, par (2.47), ρ est aussi
strictement positive. Donc par les même arguments utilisés dans la preuve du théorème
précèdent, et par la relation (2.46), il résulte que coF (t, x) ∩ ρ0(t)B 6= ∅ et coF (t, x) ∩
ρ(t)B 6= ∅ pour tout t ∈ T avec ‖x‖ ≤ b.

Considérons la multi-application U : T × bB ⇒ E définie par

U(t, x) = coF (t, x) ∩ ρ(t)B. (2.51)

Alors U est une multi-application à valeurs non vides et fermées. D’après (2.48), (2.47),
(2.45), (2.51) et la Proposition 1.16, on trouve que, pour tout x, y ∈ bB tels que x 6= y et
pour presque tout t ∈ T ,

haus(coF (t, x) ∩ ρ(t)B, coF (t, y) ∩ ρ(t)B) = haus(coF (t, x)ρ(t), coF (t, y)ρ(t))

≤ 2ρ(t)
ρ(t)− ρ0(t)hausρ(t)(coF (t, x), coF (t, y))

<
2ρ(t)

ρ(t)− ρ0(t)(m(t) + βρ(t))‖x− y‖

= 4(m(t) + βρ(t))‖x− y‖.

D’où
haus(U(t, x), U(t, y)) < l(t)‖x− y‖ p.p, (2.52)

pour ‖x‖ ≤ b et ‖y‖ ≤ b, avec x 6= y.
Soit v ∈ U(t, 0) alors, pour tout z ∈ U(t, x), ‖z‖ ≤ ‖v‖+ ‖z − v‖ d’où

d(0, U(t, x)) ≤ ‖v‖+ d(v, U(t, x))
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Or, par (2.52) on a

d(v, U(t, x) ≤ sup
v∈U(t,0)

d(v, U(t, x))

≤ e(U(t, x), U(t, 0))

≤ haus(U(t, x), U(t, 0)) < l(t)‖x‖,

et comme U(t, 0) ⊂ ρ(t)B, alors
‖v‖ ≤ ρ(t).

D’où
d(0, U(t, x)) < ρ(t) + l(t)‖x‖, ‖x‖ ≤ b. (2.53)

D’autre part, soit x(·) ∈ C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ I. Considérons la multi-
application Γ : T ⇒ E définie par Γ(t) = co(F (t, x(t))) et considérons la multi-application
G : T ⇒ E définie par

G(t, x(t)) = Γ(t) ∩ ρ(t)B.

Alors, G est à valeurs fermées et non vides. Nous avons

gph(G) = {(t, x) : x ∈ G(t)}

= {(t, x) : x ∈ Γ(t) et ‖x‖ ≤ ρ(t)}

= {(t, x) : x ∈ Γ(t)} ∩ {(t, x) : ‖x‖ ≤ ρ(t)}

= {(t, x) : x ∈ Γ(t)} ∩ {(t, x) : x ∈ B(0, ρ(t))}

= gph(Γ) ∩ gph(B(0, ρ(·)))

Par hypothèses H(coF )(1), on a que Γ est mesurable et d’après le Lemme 1.1 gph(Γ) est
mesurable.
De plus on a d’après (2.46) et (2.47) que ρ(·) ∈ L1(T,R+) donc elle est mesurable. Ainsi,
par le Théorème 1.8, on conclut que gph(B(0, ρ(·))) ∈ L(I) ⊗ B(E) et donc gph(G) ∈
L(I)⊗B(E), c’est à dire que pour toute application x(·) ∈ C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b pour
t ∈ T , la multi-application t 7→ U(t, x(t)) est mesurable (voir le Lemme 1.2).
On remarque que ρ(t) ≤ ṙ∗(t) ∀t ∈ T , donc U(t, x) ⊂ ṙ∗(t)B. D’où la multi-application U
vérifie toutes les hypothèse du Théorème 2.1. Alors, il existe une solution x du problème
(2.44) telles que ‖x(t)‖ ≤ r∗(t) ∀t ∈ T et ‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ∗(t) p.p avec r(t) ≤ b.

Corollaire 2.1. Considérons la multi-application F : T × E ⇒ E à valeurs non vides
fermées et supposons que pour toute x(·) ∈ C(T,E), les hypothèses H(coF ) sont vérifiées,
où (2.45) et (2.46) sont vérifiées pour tout x, y ∈ E avec x 6= y. Alors pour tout x0 ∈ E
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avec r∗(0) = r0 > ‖x0‖, il existe une solution globale x du problème (2.44) satisfaisant
(2.50).

Pour g(·) ∈ AC1.1(T,E), on pose

Q(g) = {(t, x) ∈ T × E : ‖g(t)− x‖ ≤ b},

avec b > 0 et considérons F : Q(g)⇒ E. Faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses (Hg(F)).

1. La multi-application t 7→ F (t, x(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E) avec ‖x(t)− g(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. La fonction a est strictement positive et

d(ġ(t), F (t, x)) < a(t) + k(t)‖x− g(t)‖ pour tout t ∈ I, (2.54)

avec ‖x− g(t)‖ ≤ b, ‖y − g(t)‖ ≤ b, x 6= y.

3.
hausρ(−ġ(t) + F (t, x),−ġ(t) + F (t, y)) < k(t)‖x− y‖ p.p. (2.55)

avec ‖x− g(t)‖ ≤ b, ‖y − g(t)‖ ≤ b, x 6= y, 0 ≤ ρ ≤ ṙ(t), où r(·) est la solution de
l’équation (2.1).

Considérons l’inclusion différentielle
ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), p.p,

x(0) = x0, ‖x0 − g(0)‖ < b.
(2.56)

Corollaire 2.2. Si les Hypothèses Hg(F ) et ‖x0 − g(0)‖ ≤ r0 < b sont vérifiées, alors il
existe une solution x du problème (2.56) telle que

‖x(t)− g(t)‖ ≤ r(t) pour tout t ∈ T, ‖ẋ(t)− ġ(t)‖ ≤ ṙ(t) p.p sur T. (2.57)

avec r(t) ≤ b.

Preuve. Soit la multi-application U : T × bB ⇒ E définie par

U(t, z) = −ġ(t) + F (t, z + g(t)), ‖z‖ ≤ b. (2.58)

Soit z(·) ∈ C(T,E) telle que ‖z(t)‖ ≤ b, ∀t ∈ T . On pose x(t) = z(t) + g(t), ∀t ∈ T .
Puisque g ∈ AC1.1(T,E) cela implique que x(·) ∈ C(T,E). Donc, d’après l’hypothèse
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Hg(F )(1) on trouve que t 7→ F (t, z(t)+g(t)) est une multi-application mesurable et comme
ġ(·) ∈ L1(T,E) elle est mesurable, donc on obtient la mesurabilité de la multi-application
t 7→ −ġ(t) + F (t, z(t) + g(t)). D’où H(F )(1) est vérifiée pour la multi-application U .
D’autre part pour tout v ∈ U(t, z), soit t ∈ I, on a d(0, U(t, z)) = inf

v∈U(t,z)
‖v‖ et de (2.58),

il existe w ∈ F (t, z + g(t)) telle que v = −ġ(t) + w, donc

d(0, U(t, z)) = inf
w∈F (t,z+g(t))

‖w − ġ(t)‖

= d(−ġ(t), F (t, z + g(t))

< a(t) + k(t)‖z + g(t)− g(t)‖.

D’où
d(0, U(t, z)) < a(t) + k(t)‖z‖. (2.59)

Soit t ∈ T , 0 ≤ ρ ≤ ṙ(t) et z, v ∈ bB telles que z 6= v. On a

hausρ(u(t, z), u(t, v)) = hausρ(−ġ(t) + F (t, z + g(t)),−ġ(t) + F (t, v + g(t))).

En utilisant Hg(F )(3), on obtient

hausρ(U(t, z), U(t, v)) < k(t)‖z + g(t)− v − g(t)‖

= k(t)‖z − v‖.

Donc, la multi-application U vérifie toutes les hypothèses H(F ). D’où par le Théorème
2.1, l’inclusion différentielle 

ż(t) ∈ U(t, z(t)) p.p,

z(0) = z0, ‖z0‖ < b.

admet une solution locale z(·).
On pose x = z+g, on trouve que x est une solution du problème (2.56), vérifiant (2.57).



CHAPITRE 3

RELAXATION

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’approximation des solutions de l’inclusion
différentielle

(PcoF )


ẋ(t) ∈ coF (t, x(t)),

x(0) = x0,

par les solutions de l’inclusion différentielle (PF ), avec F est une multi-application à
valeurs fermées et non vides.
On prend une application continue x∗ : T → E et on pose

Q∗ = {(t, x) ∈ T × E : ‖x− x∗(t)‖ ≤ b},

avec b > 0 et on considère F : Q∗ ⇒ E. Faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses (H∗(F)).

1. La multi-application t 7→ F (t, x(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E) avec ‖x(t)− x∗(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. Il existe γ(·) ∈ L1(T,R+) telle que

F (t, x) ∩ γ(t)B 6= ∅, pour tout t ∈ T et x ∈ E tel que ‖x− x∗(t)‖ ≤ b. (3.1)

3. La multi-application F est strictement intégrablement (ρ − H)-lipschitzienne sur
Q∗, i.e.,

hausρ(F (t, x), F (t, y)) < (k∗(t) + βρ)‖x− y‖, ∀ t ∈ T (3.2)

37
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tel que k∗(·) ∈ L1(T,R) est une fonction strictement positive, tandis que β > 0 et
ρ ≥ 0, ainsi que ‖x− x∗‖ ≤ b et ‖y − x∗‖ ≤ b, avec x 6= y.

Définition 3.1. Une solution x∗ du problème (PcoF ) est dite stricte s’il existe une fonction
α(·) ∈ L1(T,R+) telle que

ẋ∗(t) ∈ co(F (t, x∗(t)) ∩ α(t)B), p.p sur T.

Remarque 3.1. Puisque, pour tout t ∈ T , on a

F (t, x(t)) ⊂ coF (t, x(t)),

alors chaque solution du problème (PF ) est une solution stricte du problème (PcoF ).

Théorème 3.1. Soit x∗(·) une solution stricte du problème (PcoF ) et supposons que les
hypothèses H∗(F) sont vérifiées. Alors il existe une suite (xn)n≥1 de solutions globales du
problème (PF ) telle que (xn) converge vers x∗ dans C(T,E).

Preuve. Etape 1.

Soit x∗ une solution stricte du problème (PcoF ), alors il existe α(·) ∈ L1(T,R+) telle que

ẋ∗(t) ∈ co(F (t, x∗(t)) ∩ α(t)B), p.p sur T. (3.3)

Considérons la multi-application K : T ⇒ E définie par K(t) = F (t, x∗(t)) et considérons
la multi-application H : T ⇒ E définie par

H(t) = K(t) ∩ α(t)B.

Il est clair que H est à valeurs fermées non vides et bornées. D’abord, on va montrer que
H est une multi-application mesurable. Nous avons

gph(H) = {(t, x) : x ∈ H(t)}

= {(t, x) : x ∈ K(t) et ‖x‖ ≤ α(t)}

= {(t, x) : x ∈ K(t)} ∩ {(t, x) : ‖x‖ ≤ α(t)}

= {(t, x) : x ∈ K(t)} ∩ {(t, x) : x ∈ B(0, α(t))}

= gph(K) ∩ gph(B(0, α(·))).

Comme α(·) ∈ L1(T,R+), elle est mesurable. Donc, par le Théorème 1.8, la multi-
application B(0, α(·)) est mesurable, et par le Lemme 1.2 son graphe est mesurable. De
plus par l’hypothèse H∗(F )(1), K est mesurable, donc son graphe est mesurable, d’où
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gph(H) ∈ L(T )⊗ B(E). Il résulte que H est mesurable.
D’autre part, puisque pour tout t ∈ T , H(t) ⊂ α(t)B on a

sup{‖v‖, v ∈ H(t)} ≤ α(t), avec α(·) ∈ L1(T,R+),

donc H est intégrablement bornée.
Par (3.3), ẋ∗ ∈ S(coH) et par le Théorème 1.11, pour tout n ∈ N∗, il existe vn ∈ S(H)
c’est à dire

vn(t) ∈ F (t, x∗(t)) ∩ α(t)B p.p., (3.4)

telle que
‖ẋ∗ − vn‖w = sup

0≤s≤t≤1
‖
∫ t

s
(ẋ∗(τ)− vn(τ))dτ‖ < 1/n.

Par passage à la limite quand n→∞, on trouve que ‖ẋ∗ − vn‖w → 0. D’où

vn → ẋ∗ dans L
1
w(T,E). (3.5)

On pose, pour tout t ∈ T

yn(t) = x0 +
∫ t

0
vn(s)ds, n ≥ 1. (3.6)

Alors, par l’équivalence des normes (1.1) et (1.2), on a

‖yn − x∗‖C = max
0≤t≤1

‖yn(t)− x∗(t)‖

= max
0≤t≤1

‖x0 +
∫ t

0
vn(s)ds− x0 −

∫ t

0
ẋ∗(s)ds‖

= max
0≤t≤1

‖
∫ t

0
vn(s)ds−

∫ t

0
ẋ∗(s)ds‖

= max
0≤t≤1

‖
∫ t

0
(vn(s)− ẋ∗(s))ds‖

= |‖vn − ẋ∗‖|

≤ c‖vn − ẋ∗‖w.

Par passage à la limite quand n→∞ et de (3.5), on obtient

yn → x∗ dans C(T,E). (3.7)

Il résulte de (3.7) qu’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, on ait ‖yn − x∗‖C ≤ b et
donc

‖yn(t)− x∗(t)‖ ≤ b, pour tout t ∈ T. (3.8)

Alors, de (3.1), on a pour tout n ≥ n0

F (t, yn(t)) ∩ γ(t)B 6= ∅ pour tout t ∈ T.
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On pose
l(t) = max(α(t), γ(t), k∗(t)) pour tout t ∈ T. (3.9)

Comme l est le maximum de fonctions strictement positives dans L1(T,R+), l(·) ∈
L1(T,R+). Soit t ∈ T et x ∈ E tel que ‖x∗(t) − x‖ ≤ b. De (3.1), on prend w ∈
F (t, x)∩γ(t)B, et de (3.9) observons que γ(t) ≤ l(t), cela implique que ‖w‖ ≤ γ(t) ≤ l(t),
alors w ∈ F (t, x) ∩ l(t)B, d’où

F (t, x) ∩ l(t)B 6= ∅, ‖x∗(t)− x‖ ≤ b. (3.10)

Soit t ∈ T tel que (3.4) soit vérifiée et prenons ρ = l(t). Alors, pour tout n ≥ n0, par
(3.8) et en utilisant (3.2) avec x = x∗(t) et y = yn(t), on a pour tout v ∈ Fρ(t, x∗(t)) =
F (t, x∗(t)) ∩ ρB,

d(v, F (t, yn(t))) ≤ e(F (t, x∗(t))ρ, F (t, yn(t)))

≤ hausρ(F (t, x∗(t)), F (t, yn(t)))

< (k∗(t) + βρ)‖x∗(t)− yn(t)‖.

De (3.9), k∗(t) ≤ l(t), d’où, on trouve

d(v, F (t, yn(t))) < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(v, F (t, yn(t))) ≤ l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖ − ε,

et il existe wε ∈ F (t, yn(t)) tel que

‖v − wε‖ < d(v, F (t, yn(t))) + ε

≤ l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖.

Cela implique que
v − wε ∈ l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B.

Alors

v ∈ wε + l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B ⊂ F (t, yn(t)) + l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B,

Donc
F (t, x∗(t)) ∩ l(t)(t)B ⊂ F (t, yn(t)) + l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B. (3.11)
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D’autre part de (3.4) on a que vn(t) ∈ F (t, x∗(t)) ∩ α(t)B, et de (3.9) observons que
α(t) ≤ l(t), cela implique que ‖vn(t)‖ ≤ α(t) ≤ l(t), alors vn(t) ∈ F (t, x∗(t)) ∩ l(t)B.
Donc d’après l’inclusion (3.11), on obtient

vn(t) ∈ F (t, yn(t)) + l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B.

Donc, il existe z ∈ F (t, yn(t)) tel que

vn(t) ∈ z + l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B.

Cela implique que
vn(t)− z ∈ l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖B.

D’ò‘u
‖vn(t)− z‖ < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖.

Par conséquent
d(vn(t), F (t, yn(t))) < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖, (3.12)

pour tout n ≥ n0 .
De (3.7), il existe n1 ≥ n0 tel que pour tout n ≥ n1, on ait ‖x∗ − yn‖C ≤ b/2 et donc

‖x∗(t)− yn(t)‖C ≤ b/2, pour tout t ∈ T. (3.13)

Etape 2.

Considérons la multi-application Un : T × b
2B ⇒ E définie par

Un(t, z) = −vn(t) + F (t, z + yn(t)), pour tout t ∈ T, n ≥ n1. (3.14)

Soit z(·) ∈ C(T,E) telle que ‖z(t)‖ ≤ b/2 pour tout t ∈ T . On définit l’application
xn : T → E par xn(t) = z(t) + yn(t), ∀ t ∈ T . Pour tout n ≥ n1 et t ∈ T , on a

‖xn(t)− x∗(t)‖ = ‖z(t) + yn(t)− x∗(t)‖

≤ ‖z(t)‖+ ‖yn(t)− x∗(t)‖

≤ b/2 + b/2

≤ b.

D’où, ‖xn(t) − x∗(t)‖ ≤ b . D’après (3.6) et la Proposition 1.7, il résulte que yn(·) ∈
AC1.1(T,E), cela implique que yn(·) ∈ C(T,E). D’où xn(·) ∈ C(T,E). Donc d’après
l’hypothèse H∗(F )(1), on obtient la mesurabilité de la multi-application t 7→ F (t, xn(t)),



42

et puisque vn ∈ L1(T,E), alors pour n ≥ n1 la multi-application t 7→ Un(t, z(t)) est
mesurable. Soit t ∈ T et soit w ∈ −vn(t) + F (t, z + yn(t)) ∩ l(t)B.
Donc,

w + vn(t) ∈ F (t, z + yn(t)) ∩ l(t)B

Cela implique que
w ∈ −vn(t) + l(t)B

et
w ∈ −vn(t) + F (t, z + yn(t)).

D’oú

−vn(t) + F (t, z + yn(t)) ∩ l(t)B ⊂ (−vn(t) + F (t, z + yn(t))) ∩ (−vn(t) + l(t)B).

De plus, soit w ∈ (−vn(t) + F (t, z + yn(t))) ∩ (−vn + l(t)B). Alors,

w ∈ −vn(t) + l(t)B.

Cela implique qu’il existe m ∈ l(t)B tel que w = −vn(t) +m, donc d’après (3.4)

‖w‖ = ‖ − vn(t) +m‖

≤ ‖vn(t)‖+ ‖m‖

≤ l(t) + l(t)

= 2l(t).

Par conséquent,

−vn(t) + F (t, z + yn(t)) ∩ l(t)B ⊂ (−vn(t) + F (t, z + yn(t))) ∩ (−vn(t) + l(t)B) (3.15)

⊂ −vn(t) + F (t, z + yn(t)) ∩ 2l(t)B.

Il résulte de (3.10) que pour tout n ≥ n1, il existe wn ∈ F (t, z+ yn(t))∩ l(t)B, alors pour
u = wn − vn(t), on a u ∈ −vn(t) + F (t, z + yn(t)) ∩ l(t)B. Donc on déduit de (3.15) que

Un(t, z) ∩ 2l(t)B 6= ∅, ‖z‖ ≤ b/2, n ≥ n0 p.p sur T.

Soit t ∈ T et n ≥ n1. Posons ρ = 3l(t). Soient z, v ∈ E tels que ‖z‖ ≤ b/2 et ‖v‖ ≤ b/2.
Soit w ∈ Un(t, z) ∩ 2l(t)B, et posons u = w + vn(t). Alors, u ∈ F (t, z + yn(t)) ∩ 3l(t)B.
Donc, on a

d(u, F (t, v + yn(t))) ≤ e(Fρ(t, z + yn(t)), F (t, v + yn(t)))

≤ hausρ(F (t, z + yn(t)), F (t, v + yn(t)))

< (k∗(t) + βρ)‖z − v‖.
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De (3.9) on a k∗(t) ≤ l(t) alors,

d(u, F (t, v + yn(t))) < l(t)(1 + 3β)‖z − v‖.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(u, F (t, v + yn(t))) ≤ l(t)(1 + 3β)‖z − v‖ − ε,

et il existe wε ∈ F (t, v + yn(t)) tel que

‖u− wε‖ < d(m,F (t, v + yn(t))) + ε

≤ l(t)(1 + 3β)‖z − v‖.

Cela implique que
u− wε ∈ l(t)(1 + 3β)‖z − v‖B

Alors

w ∈ −vn(t) +wε + l(t)(1 + 3β)‖z− v‖B ⊂ −vn(t) +F (t, v+ yn(t)) + l(t)(1 + 3β)‖z− v‖B,

Donc
Un(t, z) ∩ 2l(t)B ⊂ Un(t, v) + l(t)(1 + 3β)‖z − v‖B, (3.16)

pour ‖z‖ ≤ b/2 et ‖v‖ ≤ b/2. En interchangeant les rôles entre z et v, on obtient

Un(t, v)∩2l(t)(t)B ⊂ Un(t, z)+l(t)(1+3β)‖z−v‖B, ∀t ∈ T, ‖z‖ ≤ b/2, ‖v‖ ≤ b/2, n ≥ n1.

Donc, pour v ≡ 0, on trouve

Un(t, 0) ∩ 2l(t)B ⊂ Un(t, z) + l(t)(1 + 3β)‖z‖B, ∀t ∈ T, ‖z‖ ≤ b \ 2, n ≥ n1.

Ainsi, pour n ≥ n1, t ∈ T , z ∈ E avec ‖z‖ ≤ b/2 et u ∈ Un(t, 0) ∩ 2l(t)B, il existe
w ∈ Un(t, z) tel que

‖u− w‖ < l(t)(1 + 3β)‖z‖.

Ce qui donne
d(u, Un(t, z)) < l(t)(1 + 3β)‖z‖. (3.17)

Or,
d(0, Un(t, z)) ≤ ‖u‖+ d(u, Un(t, z)).

Donc, la relation (3.17) donne

d(0, Un(t, z)) < ‖u‖+ l(t)(1 + 3β)‖z‖. (3.18)
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En utilisant (3.12) et (3.14) pour z = 0, on obtient

d(0,−vn(t) + F (t, yn(t))) = d(vn(t), F (t, yn(t))) < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖,

d’où
d(0, Un(t, 0)) < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖. (3.19)

Puisque u ∈ Un(t, 0) ∩ 2l(t)B est arbitraire, on trouve que

d(0, Un(t, z)) ≤ inf
u∈Un(t,0)

‖u‖+ l(t)(1 + 3β)‖z‖

= d(0, Un(t, 0)) + l(t)(1 + 3β)‖z‖.

De plus, par (3.19) on obtient

d(0, Un(t, z)) < l(t)(1 + β)‖x∗(t)− yn(t)‖+ l(t)(1 + 3β)‖z‖, ‖z‖ ≤ b/2, n ≥ n1. (3.20)

On pose, pour tout t ∈ T ,

an(t) = l(t)(1 + β)(‖x∗(t)− yn(t)‖+ 1/n), (3.21)

k(t) = l(t)(1 + 3β). (3.22)

Avec ces notations, (3.20) devient

d(0, Un(t, z)) < an(t) + k(t)‖z‖, (3.23)

pour t ∈ T , ‖z‖ ≤ b/2 et n ≥ n0.

Considérons l’équation différentielle suivante

ṙn(t) = an(t) + k(t)rn(t) p.p., rn(0) = 0. (3.24)

En utilisant (2.3) pour la solution de (2.1), en remplaçant a(t) par an(t) et r0 par rn(0) = 0,
on obtient

rn(t) =
∫ t

0
exp(m(t)−m(s))an(s)ds,

où m(t) =
∫ t

0 k(s)ds pour tout t ∈ T , et par (3.21) on a

rn(t) =
∫ t

0
exp(m(t)−m(s))l(s)(1 + β)(‖x∗(s)− yn(s)‖+ 1/n)ds. (3.25)

On remarque que m est une fonction continue et strictement croissante, donc pour tout
t ∈ T et s ∈ [0, t], 0 ≤ m(s) ≤ m(t) d’où, 0 ≤ m(t) − m(s) ≤ m(t), par conséquent
exp(m(t)−m(s)) ≤ exp(m(t)). De (3.25) on trouve, pour tout t ∈ T

rn(t) ≤
∫ t

0
exp(m(t))l(s)(1 + β)(‖x∗(s)− yn(s)‖+ 1/n)ds

≤ (1 + β)(‖x∗ − yn‖C + 1/n)exp(m(t))
∫ t

0
l(s)ds

≤ (1 + β)(‖x∗ − yn‖C + 1/n)exp(m(t))‖l‖1.
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D’où
‖rn‖C ≤ (1 + β)(‖x∗ − yn‖C + 1/n)exp(‖m‖C)‖l‖1.

Donc par passage à la limite quand n→∞ et d’après (3.7) on aura

rn → 0 dans C(T,R+). (3.26)

Ainsi, il existe n2 ≥ n1 tel que, pour tout n ≥ n2

0 ≤ rn(t) ≤ b/2, pour tout t ∈ T. (3.27)

D’autre part, de (3.23) on a, pour tout z ∈ E tel que ‖z‖ ≤ b/2

d(0, Un(t, z)) = inf
v∈Un(t,z)

‖v‖ < an(t) + k(t)‖z‖,∀t ∈ T. (3.28)

Soit t ∈ T et soit z ∈ E tel que ‖z‖ ≤ rn(t). Alors, d’après (3.27), (3.28) est vérifiée.
et on a

d(0, Un(t, z)) < an(t) + k(t)rn(t) = ṙ(t)

et par les mêmes arguments utilisés au-dessus, on obtient

Un(t, z) ∩ ṙn(t)B 6= ∅ pour t ∈ T et ‖z‖ ≤ rn(t).

Soient n ≥ n2, t ∈ T et soient z, v ∈ E tels que ‖z‖ ≤ rn(t), ‖v‖ ≤ rn(t). Soit w ∈
Un(t, z) ∩ ṙn(t)B, donc w ∈ Un(t, z) et ‖w‖ ≤ ṙn(t). De (3.14), on a w + vn(t) ∈ F (t, z +
yn(t)). On pose u = w + vn(t) alors, par (3.9) et (3.4), on a

‖u‖ ≤ ‖w‖+ ‖vn(t)‖ ≤ ṙn(t) + α(t) ≤ ṙn(t) + l(t).

Donc, en utilisant (3.2) pour ρ = l(t) + ṙn(t), on obtient

d(u, F (t, v + yn(t))) ≤ e(Fρ(t, z + yn(t)), F (t, v + yn(t)))

≤ hausρ(F (t, z + yn(t)), F (t, v + yn(t)))

< (k∗(t) + β(l(t) + ṙn(t)))‖z − v‖

≤ (l(t) + β(l(t) + ṙn(t)))‖z − v‖.

Donc par les mêmes arguments utilisés au-dessus, on trouve

u ∈ F (t, v + yn(t)) + (l(t) + β(l(t) + ṙn(t))‖z − v‖B.

D’où
w ∈ vn(t) + F (t, v + yn(t)) + (l(t) + β(l(t) + ṙn(t))‖z − v‖B.
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Par conséquent

Un(t, z) ∩ ṙ(t)B ⊂ Un(t, v) + (l(t) + β(l(t) + ṙn(t)))‖z − v‖B. (3.29)

De (3.7), il existe n3 ≥ n2 tel que pour tout n ≥ n3 on ait ‖x∗ − yn‖C + 1/n ≤ 1/(1 + β),
d’où, de (3.21), on aura a(t) ≤ l(t),∀t ∈ T et de (3.26), il existe n4 ≥ n3 tel que, pour
tout n ≥ n4 on ait ‖rn‖C ≤ 1/(1 + 3β), d’où de (3.22), on aura

k(t)rn(t) ≤ l(t), ∀t ∈ T.

Donc, de (3.24), on trouve que

0 ≤ ṙn(t) ≤ 2l(t) p.p sur T.

Considérons l’inclusion différentielle

ż(t) ∈ Un(t, z), z(0) = z0, (3.30)

où ‖z(t)‖ ≤ b/2, ∀t ∈ T. Pour tout n ≥ n4, et par (3.23) et (3.29) la multi-application
Un : T × b/2 ⇒ E vérifie les hypothèses H(F ). En prenant (3.27) en considération, par
le Théorème 2.1, et pour tout n ≥ n4, l’inclusion différentielle (3.30) admet une solution
globale zn vérifiant ‖zn(t)‖ ≤ rn(t),∀t ∈ T et ‖żn(t)‖ ≤ ṙn(t), p.p sur T .
Etape 3.

Posons xn(t) = zn(t) + yn(t),∀t ∈ T,∀n ≥ n4, alors ẋn(t) = żn(t) + ẏn(t), p.p sur T et
pour tout t ∈ T

‖xn(t)− x∗(t)‖ ≤ ‖xn(t)− yn(t)‖+ ‖yn(t)− x∗(t)‖ (3.31)

≤ ‖zn(t)‖+ b/2

≤ b.

De plus, par (3.30) et (3.14),

ẋn(t) ∈ F (t, xn(t)) p.p et xn(0) = zn(0) + yn(0) = x0.

Finalement, pour tout n ≥ n1 et par (3.31)

‖xn − x∗‖C ≤ ‖zn‖C + ‖yn − x∗‖C

≤ rn + ‖yn − x∗‖C

Donc, par (3.26) et (3.7),
xn → x∗ dans C(T,E),

c’est à dire que (xn) est une suite de solutions de (PF ) qui converge uniformément vers
x∗. La preuve du théorème est achevée.
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Remarque 3.2. Les hypothèses du Théorème 3.1 assurer l’existence de solutions globales
du problème (PF ).

Remarque 3.3. Les hypothèses H(F )(1) et Hg(F )(1) sont vérifiées lorsque la multi-
application F est Σ ⊗ B(E)-mesurable sur Q et Q(g) respectivement (voir le Théorème
1.6 ).



CHAPITRE 4

EXEMPLE

Dans ce chapitre, on présente un exemple d’une multi-application F à valeurs non
vides fermées telle que le problème (PcoF ) admet une solution, toute solution de (PcoF )
est stricte et le théorème de relaxation est vérifié.
Considérons les applications suivantes

φ : T × E → E ′

et
bi : T × E → R

pour i = 1, 2 telles que

‖φ(t, x)‖∗ ≥ d > 0, b2(t, x) ≤ b1(t, x) pour tout (t, x) ∈ T × E. (4.1)

Proposition 4.1. La multi-application Γ : T × E ⇒ E ′, définie par

Γ(t, x) = {v ∈ E; b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), v〉 ≤ b1(t, x)}, (t, x) ∈ T × E, (4.2)

est à valeurs non vides fermées et convexes.

Preuve. Soient (t, x) ∈ T × E et (vn) ⊂ Γ(t, x) tel que vn → v dans E alors, pour tout
n ∈ N,

b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), vn〉 ≤ b1(t, x),

48
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et par passage à la limite quand n→∞, on trouve que

b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), v〉 ≤ b1(t, x),

Cela implique que v ∈ Γ(t, x). D’où Γ(t, x) est un fermé.
Soit v, w ∈ Γ(t, x), soit t ∈ [0, 1]. D’après (4.1) on a

b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), v〉 ≤ b1(t, x),

et
b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), w〉 ≤ b1(t, x).

Ce qui donne

tb2(t, x) ≤ t〈φ(t, x), v〉 ≤ tb1(t, x),

(1− t)b2(t, x) ≤ (1− t)〈φ(t, x), w〉 ≤ (1− t)b1(t, x).

Par conséquent

b2(t, x) ≤ 〈φ(t, x), (tv + (1− t)w)〉 ≤ b1(t, x).

D’où (tv + (1− t)w) ∈ Γ(t, x).
D’autre part, comme ‖φ(t, x)‖∗ ≥ d > 0, pour ε ∈]0, d2 [, il existe vε ∈ BE(0, 1) tel que

〈φ(t, x), vε〉 > d− ε > 0,

ce qui implique 〈φ(t, x), vε〉 6= 0. On pose c = 〈φ(t, x), vε〉 et v = b2(t,x)
c

vε, alors 〈φ(t, x), v〉 =
b2(t, x), d’où v ∈ Γ(t, x).

Lemme 4.1. Pour tout t ∈ T , pour tous x, y ∈ E et v ∈ Γ(t, x)\Γ(t, y), nous avons

d(v,Γ(t, y)) ≤ 2‖φ(t, x)− φ(t, y)‖∗‖v‖+ |b1(t, x)− b1(t, y)|+ |b2(t, x)− b2(t, y)|
d

. (4.3)

De même, pour tout t ∈ T , pour tous x, y ∈ E et v /∈ Fr(Γ(t, y)) avec v ∈ Fr(Γ(t, x)),
nous avons que (4.3) est vérifiée pour la multi-application FrΓ : (t, x) 7→ Fr(Γ(t, x)).

Preuve. Supposons que v /∈ Γ(t, y), alors d’après (4.2), on a

1. 〈φ(t, y), v〉 > b1(t, y), ou bien

2. 〈φ(t, y), v〉 < b2(t, y).
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si 〈φ(t, y), v〉 > b1(t, y), d’après la Proposition 1.17, on trouve que

d(v,Γ(t, y)) = 〈φ(t, y), v〉 − b1(t, y)
‖φ(t, y)‖∗

(4.4)

D’autre part, d’après (4.2) et pour v ∈ Γ(t, x) on a

b1(t, x)− 〈φ(t, x), v〉 ≥ 0. (4.5)

D’après (4.4), (4.5) et (4.1) on a

d(v,Γ(t, y)) ≤ 〈φ(t, y), v〉 − b1(t, y) + b1(t, x)− 〈v, φ(t, x)〉
‖φ(t, y)‖∗

≤ |〈φ(t, y)− φ(t, x), v〉|+ |b1(t, x)− b1(t, y)|
‖φ(t, y)‖∗

≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b1(t, x)− b1(t, y)|
d

.

D’où
d(v,Γ(t, y)) ≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b1(t, x)− b1(t, y)|

d
. (4.6)

En utilisant les mêmes arguments précédents, si 〈φ(t, y), v〉 < b2(t, y) on obtient

d(v,Γ(t, y)) ≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b2(t, x)− b2(t, y)|
d

. (4.7)

Donc, il résulte de (4.6) et (4.7) que

d(v,Γ(t, y)) ≤ 2(‖φ(t, x)− φ(t, y)‖∗‖v‖) + |b1(t, x)− b1(t, y)|+ |b2(t, x)− b2(t, y)|
d

.

(4.8)
Si v /∈ Fr(Γ(t, y)) avec v ∈ Fr(Γ(t, x)), alors on a les deux cas suivants

1. v /∈ Γ(t, y), ou bien

2. v ∈ int(Γ(t, y)),

et comme Fr(Γ(t, x)) ⊂ Γ(t, x), alors pour tout v ∈ Fr(Γ(t, x)) on a v ∈ Γ(t, x). Donc,
dans le cas (1) on a v /∈ Γ(t, y), alors (4.3) est déjà vérifiée pour ces conditions.
D’autre part, on a

Γ(t, y) = φ−1([b2(t, y), b1(t, y)])

= φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[∪{b1(t, y), b2(t, y)})

= φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[) ∪ φ−1({b1(t, y), b2(t, y)}).

Donc, on va montrer que int(Γ(t, y)) = φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[). D’après la continuité de
l’application φ(t, x) on obtient φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[) ⊂ int(Γ(t, y)), maintenant montrons
que int(Γ(t, y)) ⊂ φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[). Soit v ∈ int(Γ(t, y)) cela implique qu’il existe
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r > 0 tel que B(v, r) ⊂ Γ(t, y), alors posons v1 = v + r
2v0 tel que v0 ∈ B(0, 1) et

〈φ(t, y), v0〉 > 0. On obtient,
‖v1 − v‖ = r

2 < r,

d’où v1 ∈ B(v, r). Donc, on trouve

b1(t, y) ≥ 〈φ(t, y), v1〉 = 〈φ(t, y), v〉+ r

2〈φ(t, y), v0〉 > 〈φ(t, y), v〉 (4.9)

D’autre part, en posant v2 = v − r
2v0, on obtient

‖v2 − v‖ = r

2 < r,

d’où v2 ∈ B(v, r) et on aura

〈φ(t, y), v〉 > 〈φ(t, y), v2〉 = 〈φ(t, y), v〉 − r

2〈φ(t, y), v0〉 ≥ b2(t, y). (4.10)

D’après (4.9) et (4.10) il résulte que

b2(t, y) < 〈φ(t, y), v〉 < b1(t, y). (4.11)

Ce qui donne v ∈ φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[). D’où int(Γ(t, y)) = φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[), et
comme φ−1(]b2(t, y), b1(t, y)[)∩φ−1({b2(t, y), b1(t, y)}) = ∅ et puisque Γ(t, y) est fermé, on
obtient Fr(Γ(t, y)) = Γ(t, y)\int(Γ(t, y)) = φ−1({b2(t, y), b1(t, y)}).
On pose

Γ1(t, y) = {w ∈ E, 〈φ(t, y), w〉 = b1(t, y)},

Γ2(t, y) = {w ∈ E, 〈φ(t, y), w〉 = b2(t, y)},

Alors, Fr(Γ(t, y)) = Γ1(t, y) ∪ Γ2(t, y).
Par les mêmes arguments utilisés dans la preuve de la proposition 1.8, les multi-application
Γi : T × E ⇒ E sont à valeurs non vides, fermées et convexes. D’après (4.11) et la
Proposition 1.17 on obtient

d(v,Γ1(t, y)) = b1(t, y)− 〈φ(t, y), v〉
‖φ(t, y)‖∗

, (4.12)

et
d(v,Γ2(t, y)) = 〈φ(t, y), v〉 − b2(t, y)

‖φ(t, y)‖∗
, (4.13)

et comme v ∈ Fr(Γ(t, x)), alors on a

〈φ(t, x), v〉 = b1(t, x), (4.14)

ou bien
〈φ(t, x), v〉 = b2(t, x). (4.15)
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Donc, il résulte de (4.1), (4.12) et (4.14) que

d(v,Γ1(t, y)) = b1(t, y)− 〈φ(t, y), v〉+ 〈φ(t, x), v〉 − b1(t, x)
‖φ(t, y)‖∗

≤ |〈φ(t, y)− φ(t, x), v〉|+ |b1(t, x)− b1(t, y)|
‖φ(t, y)‖∗

≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b1(t, x)− b1(t, y)|
d

.

D’où
d(v,Γ1(t, y)) ≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b1(t, x)− b1(t, y)|

d
. (4.16)

En utilisant les mêmes arguments précédents, on obtient

d(v,Γ2(t, y)) ≤ ‖v‖‖φ(t, y)− φ(t, x)‖∗ + |b2(t, x)− b1(t, y)|
d

. (4.17)

Donc, il résulte de (4.16) et (4.17) que

d(v, Fr(Γ(t, y)) ≤ 2‖φ(t, x)− φ(t, y)‖∗‖v‖+ |b1(t, x)− b1(t, y)|+ |b2(t, x)− b2(t, y)|
d

.

(4.18)

Corollaire 4.1. On a
d(0, F r(Γ(t, x))) ≤ |b1(t, x)|

d
. (4.19)

Preuve. De (4.12) on a pour tout v /∈ Fr(Γ(t, x))

d(v,Γ1(t, x)) = b1(t, x)− 〈φ(t, x), v〉
‖φ(t, y)‖∗

≤ |b1(t, x)|+|〈φ(t, x), v〉|
d

.

Alors, pour v = 0, on trouve

d(0, F r(Γ(t, x))) ≤ |b1(t, x)|
d

, (4.20)

si 0 /∈ Fr(Γ(t, x)). Sinon

d(0, F r(Γ(t, x))) = 0 ≤ |b1(t, x)|
d

.
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Faisons les hypothèses suivantes.

Hypothèses (H(φ)).

1. L’application t→ φ(t, x) est mesurable pour toute x ∈ E.

2. On a
‖φ(t, x)− φ(t, y)‖∗ < k‖x− y‖ p.p sur T, (4.21)

Pour tous x, y ∈ E avec x 6= y et k > 0.

Hypothèses (H(b)).

1. Les fonctions t 7→ bi(t, x) sont mesurables pour i = 1, 2, pour tout x ∈ E.

2. On a
|bi(t, x)− bi(t, y)| < l(t)‖x− y‖ p.p sur T, (4.22)

pour tous x, y ∈ E avec x 6= y, i = 1, 2 où l(·) ∈ L1(T,R) est une fonction
strictement positive.

3. On a
|b1(t, x)| < c(t) p.p sur T, pour tout x ∈ E, (4.23)

où c(·) ∈ L1(T,R) est une fonction strictement positive.

4. La fonction t 7→ b2(t, x(t)) est integrable pour tout x(·) ∈ C(T,E).

Théorème 4.1. Si les hypothèses H(b) et H(φ) sont vérifiées, alors les affirmations
suivantes sont vérifiées pour la multi-application Γ.

1. La multi-application t 7→ Γ(t, x(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E).

2. On a
d(0,Γ(t, x)) < c(t)/d p.p sur T, pour tout x ∈ E (4.24)

3. On a

hausρ(Γ(t, x),Γ(t, y)) < ((2kρ+ l(t))‖x− y‖)/d p.p sur T (4.25)

pour tout x, y ∈ E tels que x 6= y et ρ > 0.

Les affirmations 1–3 du Théorème 4.1 sont vérifiées pour la multi-application FrΓ.

Preuve. 1. On prend x(·) ∈ C(T,E) et on va montrer que la multi-application Γ est
mesurable. D’abord on définit les applications Gi : T × E → R par

Gi(t, w) = 〈φ(t, x(t)), w〉 − bi(t, x(t)),
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pour i = 1, 2. Alors les hypothèsesH(φ)(1) etH(b)(1) implique que les applications
Gi sont mesurables par rapport à t et continues par rapport à w. En effet, pour
t ∈ T fixé et pour tous v, w ∈ E on a

|Gi(t, w)−Gi(t, v)|=|〈φ(t, x), w〉 − bi(t, x(t))− 〈φ(t, x), v〉+ bi(t, x(t))|

=|〈φ(t, x), w − v〉|

≤ ‖φ(t, x)‖∗‖w − v‖.

Considérons les multi-applications Ui : T × E ⇒ R pour i = 1, 2, définies par

U1(t) = {w ∈ E; 〈φ(t, x(t)), w〉 − b1(t, x(t)) ≤ 0},

U2(t) = {w ∈ E; 〈φ(t, x(t)), w〉 − b2(t, x(t)) ≥ 0}

Donc, d’après le Théorème 1.9, U1 et U2 sont des multi-applications mesurables,
par conséquent par le Lemme 1.1 leurs graphes sont mesurables. Alors le graphe
de la multi-application t 7→ Γ(t, x(t)) = U1(t)∩U2(t), pour t ∈ T , est un ensemble
mesurable, c’est à dire Γ est mesurable pour toute application x(·) ∈ C(T,E) (voir
le Lemme 1.2).

2. Comme on a Fr(Γ(t, x)) ⊂ Γ(t, x), en utilisant les relations (4.19) et (4.23), on
obtient

d(0,Γ(t, x)) ≤ d(0, F r(Γ(t, x)))

≤ |b1(t, x)|/d

< c(t)/d p.p sur T.

Donc pour tout x ∈ E on a

d(0,Γ(t, x)) < c(t)/d p.p sur T.

3. Supposons que ρ ≥ 0. Si Γ(t, x)∩ρB = ∅ ou Γ(t, x)∩ρB 6= ∅ et Γ(t, x)∩ρB ⊂ Γ(t, y)
alors,

e(Γρ(t, x),Γ(t, y) = 0 (4.26)

Sinon, il existe v ∈ E tel que ‖v‖ ≤ ρ, v ∈ Γ(t, x), et v /∈ Γ(t, y), donc d’après (4.3)
on aura

e(Γρ(t, x),Γ(t, y)) = sup
v∈Γρ(t,x)

d(v,Γ(t, y))

≤ (2‖φ(t, x)− φ(t, y)‖∗ sup
v∈Γρ(t,x)

‖v‖+ |b1(t, x)− b1(t, y)|

+ |b2(t, x)− b2(t, y)|)/d.
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D’autre part, en utilisant (4.21), (4.22) et (4.26) on obtient

e(Γρ(t, x),Γ(t, y)) < (2kρ+ 2l(t))‖x− y‖ p.p sur T, ∀ x, y ∈ E, x 6= y. (4.27)

En interchangeant les rôles de x et y on trouve,

e(Γρ(t, y),Γ(t, x)) < (2kρ+ 2l(t))‖x− y‖ p.p sur T, ∀ x, y ∈ E, x 6= y. (4.28)

D’où, de (4.27) et (4.28) on obtient,

hausρ(Γ(t, x),Γ(t, y)) < (2kρ+ 2l(t))‖x− y‖ p.p sur T,

pour tout x, y ∈ E avec x 6= y et ρ > 0.

Par conséquent, les affirmations 1–3 du Théorème 4.1 sont vérifiées pour Γ.
Maintenant on va vérifier les affirmations 1–3 de ce théorème pour la multi-application
FrΓ.

1. D’après la mesurabilité de la multi-application Γ et le Théorème 1.10, on obtient
la mesurabilité de la multi-application FrΓ pour toute application x(·) ∈ C(T,E).

2. De (4.12) et (4.23) on a pour tout x ∈ E

d(0, F r(Γ(t, x))) ≤ |b1(t, x)|/d

< c(t)/d p.p sur T.

3. De (4.3) pour FrΓ, et par les même arguments utilisés dans la preuve pour Γ, on
obtient (4.25) pour la multi-application FrΓ.

Ce qui termine la démonstration de ce théorème.

Posons, pour tout x ∈ E et tout t ∈ T

F (t, x) = Fr(Γ(t, x)), (4.29)

où la multi-application Γ est définie dans (4.2). Puisque, pour tout (t, x) ∈ T × E on
a Fr(Γ(t, x)) ⊂ Γ(t, x) et Γ est une multi-application à valeurs fermées non vides et
convexes, alors co(Fr(Γ(t, x))) ⊂ Γ(t, x), pour tout (t, x) ∈ T × E.
Montrons maintenant que, pour tout (t, x) ∈ T × E, Γ(t, x) ⊂ co(Fr(Γ(t, x))). En effet,
soient (t, x) ∈ T × E, v ∈ int(Γ(t, x)) et par le même argument utilisé dans la preuve de
la Proposition 4.1, il existe v1 ∈ E tel que 〈φ(t, x), v1〉 = b1(t, x), et donc v1 ∈ Fr(Γ(t, x)).
Posons v2 = λv + (1− λ)v1, où λ ≥ 1. On choisit

λ = b1(t, x)− b2(t, x)
b1(t, x)− 〈φ(t, x)∗(t)), v〉

.
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En utilisant la relation (4.11), on trouve

b1(t, x)− 〈φ(t, x), v〉 < b1(t, x)− b2(t, x).

Ainsi, b1(t, x)− 〈φ(t, x), v〉 > 0, donc

λ = b1(t, x)− b2(t, x)
b1(t, x)− 〈φ(t, x), v〉 > 1.

De plus, on a

〈φ(t, x), v2〉 = λ〈φ(t, x), v〉+ (1− λ)〈φ(t, x), v1〉

= λ〈φ(t, x), v〉+ (1− λ)b1(t, x)

= λ(〈φ(t, x), v〉 − b1(t, x)) + b1(t, x)

= b2(t, x).

Donc v2 ∈ Fr(Γ(t, x)). Cela implique que

v = 1
λ
v2 +

(
1− 1

λ

)
v1 ∈ co(Fr(Γ(t, x))).

D’où Γ(t, x) = int(Γ(t, x))∪Fr(Γ(t, x)) ⊂ co(Fr(Γ(t, x))). Alors Γ(t, x) = co(Fr(Γ(t, x))),
et il résulte de (4.29) que

co(F (t, x)) = Γ(t, x), ∀t ∈ T, ∀x ∈ E. (4.30)

Notons RF (x0) et RcoF (x0) les ensembles de solutions globales des problème (PF ) et
(PcoF ) respectivement avec F définie dans (4.29).

Théorème 4.2. Supposons que les hypothèses H(φ) et H(b) sont vérifiées et E est un
espace réflexif. Alors RcoF (x0) est non vide, et chaque solution x∗(·) ∈ RcoF (x0) est stricte.

Preuve. De (4.30) et par les affirmations 1–3 du théorème précèdent pour la multi-
application Γ, si on pose ρ0 = 1

d
c, β = 2

d
k et m = 2

d
l, alors pour tout x(·) ∈ C(T,E) les

hypothèse H(coF ) sont vérifiées et d’après le Corollaire 2.1, on conclut que RcoF (x0) est
non vide.
Supposons que E est réflexif, et soit x∗(·) ∈ RcoF (x0), pour tout t ∈ T , on a

Γ1(t, x∗(t)) = {w ∈ E; 〈φ(t, x∗(t)), w〉 = b1(t, x(t))}, (4.31)

Γ2(t, x∗(t)) = {w ∈ E; 〈φ(t, x∗(t)), w〉 = b2(t, x(t))}. (4.32)

Soit t ∈ T , si ẋ∗(t) ∈ intΓ(t, x∗(t)) alors,

b2(t, x∗(t)) < 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉 < b1(t, x∗(t)). (4.33)
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On pose A = Γ1(t, x∗(t)) et on définit l’application ϕ : A →] − ∞,+∞] par ϕ(x) =
‖ẋ∗(t)− x‖.
Montrons que A est un convexe fermé. En effet, soit (wn) ⊂ A telle que wn → w dans E.
Alors 〈φ(t, x∗(t)), wn〉 = b1(t, x(t)) donc par passage à la limite quand n→∞ on trouve

lim
n→∞
〈φ(t, x∗(t)), wn〉 = 〈φ(t, x∗(t)), lim

n→∞
wn〉

= 〈φ(t, x∗(t)), w〉 = b1(t, x(t)).

D’où w ∈ A. D’autre part, pour tous w1, w2 ∈ A, 0 ≤ λ ≤ 1 montrons que λw1+(1−λ)w2 ∈
A. On a

λ〈φ(t, x∗(t)), w1〉 = λb1(t, x(t)

et
(1− λ)〈φ(t, x∗(t)), w2〉 = (1− λ)b1(t, x(t)

Ce qui donne

λ〈φ(t, x∗(t)), w1〉+ (1− λ)〈φ(t, x∗(t)), w2〉 = b1(t, x(t)).

Par conséquent A est un convexe fermé et non vide. De plus on a

‖ẋ∗(t)− x‖ ≥ |‖x‖ − ‖ẋ∗(t)‖|

Passant à la limite quand ‖x‖ → +∞, on obtient lim
‖x‖→+∞

ϕ(x) = +∞, et pour tous
x1, x2 ∈ A, 0 ≤ λ ≤ 1 on aura

ϕ(λx1 + (1− λ)x2) = ‖ẋ∗(t)− λx1 − (1− λ)x2‖

= ‖λẋ∗(t) + (1− λ)ẋ∗(t)− λx1 − (1− λ)x2‖

= ‖λ(ẋ∗(t)− x1) + (1− λ)(ẋ∗(t)− x2)‖

≤ λ‖ẋ∗(t)− x1‖+ (1− λ)‖ẋ∗(t)− x2‖

= λϕ(x1) + (1− λ)ϕ(x2),

d’où ϕ est convexe. D’autre part, il est clair que ϕ est une application continue et donc
s.c.i, alors, par la Proposition 1.6 il existe v1 ∈ Γ1(t, x∗(t)) tel que ‖ẋ∗(t) − v1‖ =

inf
v1∈Γ1(t,x∗(t))

‖ẋ∗(t)− v1‖. Donc la relation (4.33) et la Proposition 1.17 donnent

‖ẋ∗(t)− v1‖ = d(ẋ∗(t),Γ1(t, x∗(t))) = b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉
‖φ(t, x∗(t))‖∗

(4.34)

Prenons un point v2 = λẋ∗(t) + (1− λ)v1, où λ ≥ 1. On choisit

λ = b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t))
b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉

. (4.35)
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En utilisant la relation (4.33), on obtient

b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉 < b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t)).

Ainsi, b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉 > 0, donc

λ = b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t))
b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉

> 1.

D’un autre part, de (4.35) et (4.34) on a

‖v1 − v2‖ = λ‖ẋ∗(t)− v1‖ (4.36)

= (b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t)))(b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉)
(b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉)‖φ(t, x∗(t))‖∗

.

D’où
‖v1 − v2‖ = b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t))

‖φ(t, x∗(t))‖∗
. (4.37)

De plus

〈φ(t, x∗(t)), v2〉 = 〈φ(t, x∗(t)), λẋ∗(t) + (1− λ)v1〉

= λ〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗〉+ (1− λ)〈φ(t, x∗(t)), v1〉

= λ〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗〉+ (1− λ)b1(t, x∗(t))

= −λ(b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗〉) + b1(t, x∗(t))

= (b2(t, x∗(t))− b1(t, x∗(t)))(b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉)
b1(t, x∗(t))− 〈φ(t, x∗(t)), ẋ∗(t)〉

+ b1(t, x∗(t))

= b2(t, x∗(t)).

D’où v2 ∈ Γ2(t, x∗(t)).
Donc, ẋ∗(t) = 1

λ
v2 + (1 − 1

λ
)v1 et 1

λ
∈]0, 1[. D’où ẋ∗(t) ∈ co(Fr(Γ(t, x∗(t))) il s’ensuit de

(4.36) que
‖v1 − ẋ∗(t)‖ = 1

λ
‖v2 − v1‖ ≤ ‖v2 − v1‖ ≤ 2‖v2 − v1‖

et

‖v2 − ẋ∗(t)‖ ≤ ‖v2 − v1‖+ ‖v1 − ẋ∗(t)‖

≤ 2‖v2 − v1‖.

Donc
v1, v2 ∈ ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B,

or ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B est convexe.
D’où

ẋ∗(t) ∈ ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B
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Par conséquent

ẋ∗(t) ∈ co(Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ (ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B). (4.38)

Soit z ∈ Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ (ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B) cela implique que z ∈ Fr(Γ(t, x∗(t))) et
z ∈ (ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B), alors d’après (4.37), (4.1), et (4.23) on trouve,

‖z‖ ≤ ‖ẋ∗(t)‖+ 2‖v1 − v2‖

≤ ‖ẋ∗(t)‖+ 2
(
b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t))

‖φ(t, x∗(t))‖∗

)

≤ ‖ẋ∗(t)‖+ 2(b1(t, x∗(t))− b2(t, x∗(t)))/d

≤ ‖ẋ∗(t)‖+ 2(|b1(t, x∗(t))|+|b2(t, x∗(t))|)/d

≤ ‖ẋ∗(t)‖+ 2(c(t) + |b2(t, x∗(t))|)/d := α(t).

Ce qui donne z ∈ Fr(Γ(t, x∗(t)))∩α(t)B, et par l’hypothèse H(b)(4) il résulte que α(·) ∈
L1(T,R+) alors,

Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ (ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B) ⊂ Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ α(t)B,

et donc

co(Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ (ẋ∗(t) + 2‖v1 − v2‖B) ⊂ co(Fr(Γ(t, x∗(t))) ∩ α(t)B).

De (4.38) et (4.29) on a pour presque tout t ∈ T

ẋ∗(t) ∈ co(F (t, x∗(t)) ∩ α(t)B).

Donc la solution x∗(·) ∈ RcoF (x0) est stricte.

Théorème 4.3. Supposons que les hypothèses H(φ) et H(b) sont vérifiées et que E est
un espace réflexif. Alors RF (x0) est non vide, et pour toute solution x∗(·) ∈ RcoF (x0), il
existe une suite (xn)n≥1 ⊂ RF (x0) de solutions globales qui converge vers x∗ dans C(T,E).

Preuve. D’après (4.29), les affirmations 1–3 du Théorème 4.1 sont vérifiées pour la multi-
application F , si on pose γ = 1

d
c, k∗ = 2

d
l, β = 2k

d
, alors pour tout x ∈ E on a

d(0, F (t, x)) = inf
u∈F (t,x)

‖u‖ < c(t)/d = γ(t), p.p sur T.

En utilisant les mêmes arguments utilisés dans les preuve précédentes on trouve

F (t, x) ∩ γ(t)B 6= ∅ p.p sur T.
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Cela implique que les hypothèses H∗(F ) sont vérifiées, et d’après le Théorème 4.2, chaque
solution x∗(·) ∈ RcoF (x0) est stricte. Donc par une application du Théorème 3.1, il existe
une suite (xn)n≥1 ∈ RF (x0) de solutions globales qui converge vers x∗ dans C(T,E).
La preuve du théorème est achevée.

Corollaire 4.2. Sous les hypothèses du théorème 4.3, nous avons

RcoF (x0) = RF (x0)

où la barre supérieure indique la fermeture dans C(T,E).

Preuve. D’après les hypothèse du Théorème 4.3 on a pour toute solution x∗(·) ∈ RcoF (x0),
il existe une suite (xn)n≥1 ∈ RF (x0) telle que xn → x∗ dans C(T,E), donc RcoF (x0) ⊂
RF (x0) d’oúRcoF (x0) ⊂ RF (x0) et puisqueRF (x0) ⊂ RcoF (x0), on trouve queRcoF (x0) =
RF (x0).



CHAPITRE 5

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UNE
INCLUSION DIFFÉRENTIELLE DU

SECOND ORDRE

Dans ce chapitre on va essayer de montrer l’existence de solutions pour une inclusion
différentielle de seconde ordre. Le problème est donné comme suit

(P ′F )


ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)), p.p sur T = [0, 1],

ẋ(0) = 0, x(1) = 0,

où F : T × bB × bB ⇒ E est une multi-application à valeurs fermées non vides.
On commence ce chapitre par donner des lemmes sur la fonction de type Green.

Lemme 5.1. (voir[7]) Soient n(.), a(.) ∈ L1(T,R∗+) et soit G′(t, s) la fonction de Green
du problème

(Pr)


r̈(t)− n(t)ṙ(t) = a(t) p.p sur T,

ṙ(0) = 0, r(1) = 0.

Alors

G′(t, s) =


−
∫ 1
t exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

−
∫ 1
s exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 ≤ s < t ≤ 1.
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et r(t) =
∫ 1

0 G
′(t, s)a(s)ds est la solution du problème (Pr), et on a

dG′

dt
(t, s) =


0, si 0 ≤ t < s ≤ 1,

exp(
∫ t
s n(τ)dτ), si 0 ≤ s < t ≤ 1.

et
ṙ(t) =

∫ 1

0

dG′

dt
(t, s)a(s)ds =

∫ t

0
exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)a(s)ds.

Preuve. En posant ṙ(t) = x(t) on trouve


ẋ(t)− n(t)x(t) = a(t),

x(0) = 0.
(5.1)

On commence par résoudre l’équation homogène suivante ẋ(t)− n(t)x(t) = 0, on a

ẋ(t) = n(t)x(t)⇐⇒ ẋ(t)
x(t) = n(t),

et par intégration

ln |x(t)| =
∫ t

0
n(s)ds+ cte. D′où, x(t) = k exp

∫ t

0
n(s)ds.

En utilisant la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particulière
de la forme

x(t) = k(t) exp
∫ t

0
n(s)ds, (5.2)

où k est une fonction dérivable. En dérivant, on obtient

ẋ(t) = k̇(t) exp
∫ t

0
n(s)ds+ k(t)n(t) exp

∫ t

0
n(s)ds

En remplaçant dans l’équation (5.1) on trouve k̇(t) = a(t) exp(−
∫ t

0 n(s)ds) et en intégrant,
on trouve k(t) =

∫ t
0 a(s) exp(−

∫ s
0 n(τ)dτ) + cte. On remplace k(t) dans (5.2) pour avoir

x(t) =
∫ t

0
a(s) exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)ds+ cte exp(

∫ t

0
n(τ)dτ),

et comme x(0) = 0, on aura cte = 0 d’où

x(t) =
∫ t

0
a(s) exp(

∫ t

s
n(τ)dτ)ds = ṙ(t).

Cela implique que

r(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
a(s) exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dsdr + cte,



63

et comme r(1) = 0, cte = 0. Alors on a,

r(t) = −
∫ 1

t

∫ r

0
a(s) exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dsdr

= −
∫ 1

0

∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dra(s)ds

= −
∫ t

0
(
∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)ds)dτ)a(s)ds−

∫ 1

t
(
∫ 1

s
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)a(s)ds

=
∫ t

0
(−

∫ 1

t
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dr)a(s)ds+

∫ 1

t
(−

∫ 1

s
exp(

∫ r

s
n(τ)dτ)dr)a(s)ds.

Donc, la solution du problème (Pr) s’écrit sous la forme r(t) =
∫ 1

0 G
′(t, s)a(s)ds avec

G′(t, s) =


−
∫ 1
t exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 6 t 6 s 6 1,

−
∫ 1
s exp(

∫ r
s n(τ)dτ)dr, si 0 6 s < t 6 1.

De plus, on a,

dG′

dt
(t, s) =


0, si 0 ≤ t < s ≤ 1,

exp(
∫ t
s n(τ)dτ), si 0 ≤ s < t ≤ 1.

et
ṙ(t) =

∫ 1

0

dG′

dt
(t, s)a(s)ds.

Lemme 5.2. (voir[17]) Soit E un espace de Banach séparable, G : T ×T → R la fonction
définie par

G(t, s) =


t− 1, si 0 ≤ s ≤ t,

s− 1, si t ≤ s ≤ 1.

Alors, on a les résultats suivants

1. Si x ∈ W 2.1(T,X) avec x(0) = ẋ(1) = 0, alors

x(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ẍ(s)ds, ∀t ∈ T

2. G(., s) est dérivable sur I pour tout s ∈ I sauf sur la diagonale et sa dérivée est
donnée par

dG

dt
(t, s) =


0, si t < s 6 1,

1, si 0 6 s < t.

3. G(., .) et dG
dt

(., .) vérifient sup
t,s∈[0.1]

|G(t, s)| ≤ 1, sup
t∈[0.1]

|dG
dt

(t, s)| ≤ 1.
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4. Soit v ∈ L1(T,X) et soit xv(.) : T → X la fonction défini par

xv(t) =
∫ 1

0
G(t, s)v(s)ds,∀t ∈ T,

alors xv(1) = ẋv(0) = 0. De plus, la fonction xv(·) est dérivable est sa dérivée
vérifie

ẋv(t) =
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)v(s)ds.

Proposition 5.1. Soit E un espace de Banach séparable et soit v : I → E une application
continue (resp. dans L1(T,E) intégrable). Alors la fonction

xv(t) =
∫ t

0
G(t, s)v(s)ds est une solution du problème (Pf ),

est la solution unique dans C2(T,E) (resp. dans AC2.1(T,E)) du problème

(Pv)


ẍ(t) = v(t) p.p sur T,

ẋ(0) = 0, x(1) = 0.

Pour F : T × bB × bB ⇒ E une multi-application à valeurs non vides fermées avec
b = ṙ(1), b > 0. Faisons des hypothèses suivantes.

Hypothèses (H′(F)).

1. La multi-application t 7→ F (t, x(t), y(t)) est mesurable pour toutes applications
x(·), y(·) ∈ C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b, ‖y(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. Pour tout t ∈ T

d(0, F (t, x, y)) < a(t) + n(t)‖y‖, ‖x‖ ≤ b, ‖y‖ ≤ b. (5.3)

et d(0, F (t, 0, 0)) = 0 pour a(t) = 0.

3. Pour tout t ∈ T

hausρ(F (t, x, y), F (t, x′, y′)) < n(t)‖y−y′‖, pour tous x, y, x′, y′ ∈ bB tels que y 6= y′,

(5.4)
avec ρ ≥ 0.

Théorème 5.1. Supposons que les hypothèses (H(F )) sont vérifiées. Alors, il existe une
solution x de problème (P ′F ) telle que

‖x(t)‖ ≤ ṙ(1), ‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ(t) pour tout t ∈ T,

‖ẍ(t)‖ ≤ r̈(t) p.p sur T.
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Preuve. Etape 1.

D’après (5.3) on a, pour tout x, y ∈ E tel que ‖x‖ ≤ b, ‖y‖ ≤ b

d(0, F (t, x, y)) = inf
v∈F (t,x,y)

‖v‖ < a(t) + n(t)‖y‖, pour tout t ∈ T.

Alors,
F (t, x, y) ∩ r̈(t)B 6= ∅, ‖y‖ ≤ ṙ(t),∈ bB.

Soit t ∈ T tel que (5.4) soit vérifiée et soit ρ = r̈(t). Soit y, y′ ∈ E tels que ‖y‖ ≤ ṙ(t) et
‖y′‖ ≤ ṙ(t). On a

hausρ(F (t, x, y), F (t, x′, y′)) = max{e(Fρ(t, x, y), F (t, x′, y′)), e(Fρ(t, x, y), F (t, x′, y′))}.

Soit v ∈ F (t, x, y) ∩ ρB = Fρ(t, x, y), on a

d(v, F (t, x, y)) ≤ e(Fρ(t, x, y), F (t, x′, y′))

≤ hausρ(F (t, x, y), F (t, x′, y′))

< n(t)‖y − y′‖.

Donc
F (t, x, y) ∩ r̈(t)B ⊂ F (t, x′, y′) + n(t)‖y − y′‖B.

On obtient
F (t, x, y) ∩ r̈(t)B ⊂ F (t, x′, y′) + n(t)‖y − y′‖B. (5.5)

Etape 2. Par récurrence, on construit une suite (xi)i∈N comme suit

x0(t) = 0, xi+1(t) =
∫ 1

0
G(t, s)vi(s)ds, i = 0, 1, 2, ..., pour tout t ∈ T, (5.6)

où vi ∈ L1(I, E),

ẍi+1(t) = vi(t) ∈ F (t, xi(t), ẋi(t)) p.p. sur T, (5.7)

‖ẍi+1(t)− ẍi(t)‖ ≤ n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖. p.p. sur T, (5.8)

‖ẍi+1(t)‖ = ‖vi(t)‖ ≤ r̈(t) p.p. sur T, (5.9)

‖ẋi(t)‖ ≤ ṙ(t), ‖xi(t)‖ ≤ ṙ(1), pour tout t ∈ T, (5.10)

‖ẍi+1(t)− ẍi(t)‖ ≤ n(t)
∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)! a(s)ds p.p sur T, (5.11)

‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤
∫ t

0

[m(t)−m(s)]i
i! a(s)ds pour tout t ∈ T, (5.12)
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‖xi+1(t)− xi(t)‖ ≤
∫ 1

0

[m(1)−m(s)]i
i! a(s)ds pour tout t ∈ T, (5.13)

où m(t) =
∫ t

0 n(τ)dτ . On pose T0 = {t ∈ T : a(t) = 0}. Puisque x0 ≡ 0 on a ẋ0 ≡ 0 et
donc

d(0, F (t, x0(t), ẋ0(t)) < a(t) pour tout t ∈ T\T0. (5.14)

On définit la multi-application K : T ⇒ E par K(t) = F (t, x0(t), ẋ0(t)) et on définit
l’application α0 : T\T0 7→ E par α0(t) = d(0, K(t)). Alors par l’Hypothèse H(F)(1), la
multi-applicationK est mesurable. Donc par la Proposition 1.10 on obtient la mesurabilité
de la fonction distance d(x,K(·)), ∀x ∈ E, et par conséquent d(0, K(·)) et mesurable.

De plus, la fonction α0(·) est mesurable sur l’ensemble mesurable T\T0, et par (5.14),
α0(t) < α0(t)+a(t)

2 < a(t) sur T\T0.
Considérons la multi-application G : T\T0 7→ E définie par

G(t) = K(t) ∩ α0(t) + a(t)
2 B.

=
{
z ∈ K(t); ‖z‖ ≤ α0(t) + a(t)

2

}
.

Comme dans la preuve du Théorème 2.1, G est une multi-application mesurable à valeurs
fermées non vides.
Par conséquent, d’après le théorème d’existence de sélection mesurable (voir Théorème
1.7), il existe une application mesurable v∗ : T\T0 → E tel que v∗(t) ∈ G(t) = F (t, x0(t), y0(t))∩
α0(t)+a(t)

2 B pour tout t ∈ T\T0.
On pose v0(t) = v∗(t), pour tout t ∈ T\T0, et v0(t) = 0, pour tout t ∈ T0, donc

v0(t) = v∗(t) ∈ F (t, x0(t), y0(t)) ∩ α0(t) + a(t)
2 B sur T\T0.

Cela implique que

v0(t) ∈ F (t, x0(t), y0(t)) sur T\T0 et v0(t) ∈ α0(t) + a(t)
2 B sur T\T0.

D’où
‖v0(t)‖ ≤ α0(t) + a(t)

2 < a(t) sur T\T0.

D’autre part, pour t ∈ T0, v0(t) = a(t) = 0 alors, par l’Hypothèse H’(F)(2).

‖v0(t)‖ ≤ a(t) sur T, (5.15)

v0(t) ∈ F (t, x0(t), y0(t)) sur T. (5.16)

Posons, pour tout t ∈ T,
x1(t) =

∫ t

0
G(t, s)v0(s)ds. (5.17)
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D’après la Proposition 5.1 , on trouve que

ẍ1(t) = v0(t) p.p sur T.

Alors
‖ẍ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ p.p. (5.18)

D’après (5.15)
‖ẍ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ ≤ a(t) p.p.

On obtient que
‖ẍ1(t)‖ = ‖v0(t)‖ ≤ r̈(t) p.p. (5.19)

D’une part, on a par le Lemme 5.2, pour tout t ∈ T

ẋ1(t) =
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)v0(s)ds.

Donc, il résulte de (5.19) que

‖ẋ1(t)‖ = ‖
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)v0(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|dG
dt

(t, s)|‖v0(s)‖ds

≤
∫ t

0
‖v0(s)‖ds

≤
∫ t

0
r̈(s)ds

≤ ṙ(t).

D’autre part,

‖x1(t)‖ =‖
∫ 1

0
G(t, s)v0(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖v0(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖v0(s)‖ds

≤ ṙ(1).

De (5.19) on a ‖ẍ1(t)‖ ∈ r̈(t)B p.p., et comme ẍ1(t) = v0(t) p.p., en utilisant (5.16) on
trouve que ẍ1(t) ∈ F (t, x0(t), ẋ0(t)) p.p.

Cela implique que
ẍ1(t) ∈ F (t, x0(t), ẋ0(t)) ∩ r̈(t)B p.p.

Alors d’après (5.5), on a

ẍ1(t) ∈ F (t, x1(t), ẋ1(t)) + n(t)‖ẋ0(t)− ẋ1(t)‖B p.p.,
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Cela implique que

d(ẍ1(t), F (t, x1(t), ẋ1(t)) < n(t)‖ẋ0(t)− ẋ1(t)‖ p.p.

Comme ẋ0(t) = 0. On conclut

d(ẍ1(t), F (t, x1(t), ẋ1(t))) < n(t)‖ẋ1(t)‖ p.p., (5.20)

avec ‖ẋ1(t)‖ 6= 0.
On pose T1 = {t ∈ I : ‖ẋ1(t)‖ = 0}, N1 l’ensemble négligeable tel que (5.20) n’est pas véri-
fiée et on définit l’application α1 : T\(T1∪N1)→ E par α1(t) = d(ẍ1(t), F (t, x1(t), y1(t)).
On a pour tout t ∈ T\(T1 ∪N1)

α1(t) < α1(t) + n(t)‖ẋ1(t)‖
2 < n(t)‖ẋ1(t)‖. (5.21)

Comme x1 ∈ C2(T,E), alors d’après l’hypothèse H ′(F )(1) et la Proposition 1.10, t 7→
d(ẍ1(t), F (t, x1(t), ẋ1(t)) est une fonction mesurable.
Puisque T1 ∪N1 est un sous ensemble mesurable de T , la multi-application

t 7→ F (t, x1(t), ẋ1(t)) ∩
(
ẍ1(t) + α1(t) + n(t)‖ẋ1(t)‖

2 B

)
t ∈ T\(T1 ∪N1)

est mesurable à valeurs fermées non vides.
Alors, d’après le théorème d’existence de sélection mesurable. On définit l’application
v1 : T → E par v1(t) = v∗1(t) pour tout t ∈ T\T1 et v1(t) = ẍ1(t) pour tout t ∈ T1.
Pour presque tout t ∈ T\T1, on a

v∗1(t) = v1(t) ∈ F (t, x1(t), ẋ1(t)) ∩
(
ẍ1(t) + α1(t) + n(t)‖ẋ1(t)‖

2 B

)
.

Cela implique que

v1(t) ∈ F (t, x1(t), ẋ1(t)) pour presque tout t ∈ T\T1.

D’autre part, on définit la fonction ϕ : T → E par ϕ(t) = ‖ẋ1(t)‖, tel que ϕ est une
fonction absolument continue. Alors d’après la Proposition 1.8 on trouve que

ẍ1(t) = 0 p.p. sur T1 et 0 ∈ F (t, 0, 0).

D’oú
v1(t) ∈ F (t, x1(t), ẋ1(t)) p.p sur T. (5.22)

Pour presque tout t ∈ T\T1, on a

v1(t) = v∗1(t) ∈ F (t, x1(t), ẋ1(t)) ∩
(
ẍ1(t) + α1(t) + n(t)‖ẋ1(t)‖

2 B

)
.



69

Alors

v1(t) ∈ ẍ1(t) + α1(t) + n(t)‖ẋ1(t)‖
2 B.

De (5.21), on conclut que

‖ẍ1(t)− v1(t)‖ < n(t)‖ẋ1(t)‖ p.p sur T\T1.

D’autre part, en utilisant la Proposition 1.8, ẍ1(t) = 0 p.p, sur T1 et ẍ1(t) = v1(t) pour t ∈
T. D’oú, ‖ẍ1(t)− v1(t)‖ = k(t)‖x1(t)‖ = 0. On obtient que

‖ẍ1(t)− v1(t)‖ ≤ n(t)‖ẋ1(t)‖ p.p sur T. (5.23)

Alors

|‖ẍ1(t)‖ − ‖v1(t)‖| ≤ n(t)‖ẋ1(t)‖ p.p.

D’où

‖v1(t)‖ ≤ ‖ẍ1(t)‖+ n(t)‖y1(t)‖ p.p.

On obtient

‖v1(t)‖ ≤ ‖v0(t)‖+ n(t)‖ẋ1(t)‖ p.p,

‖v1(t)‖ ≤ a(t) + n(t)ṙ(t) p.p. (5.24)

On pose, pour tout t ∈ T
x2(t) =

∫ 1

0
G(t, s)v1(s)ds. (5.25)

D’après la proposition 5.1, on trouve que

ẍ2(t) = v1(t) p.p.

alors
‖ẍ2(t)‖ = ‖v1(t)‖ p.p. (5.26)

D’après (5.24)

‖ẍ2(t)‖ = ‖v1(t)‖ ≤ a(t) + n(t)ṙ(t) p.p.

Donc
‖ẍ2(t)‖ ≤ r̈(t) p.p. (5.27)
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D’autre part on a

‖ẋ2(t)‖ = ‖
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)v1(s)ds‖

≤
∫ t

0
|dG
dt

(t, s)|‖v1(s)‖ds

≤
∫ t

0
‖v1(s)‖ds

≤
∫ t

0
r̈(s)ds

= ṙ(t).

De plus, on a

‖x2(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)v1(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖v1‖(s)ds

≤
∫ 1

0
‖v1‖(s)ds

≤ ṙ(1).

De (5.26) on a ẍ2(t) = v1(t) p.p., et de (5.23), (5.15) on obtient

‖ẍ2(t)− ẍ1(t)‖ ≤ n(t)‖ẋ1(t)‖

≤ n(t)
∫ t

0
‖v0(s)‖

≤ n(t)
∫ t

0
a(s)ds.

D’où
‖ẍ2(t)− ẍ1(t)‖ ≤ n(t)

∫ t

0
a(s)ds p.p. (5.28)

Par conséquent, on trouve

‖ẋ2(t)− ẋ1(t)‖ ≤ ‖
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)(ẍ2(s)− ẍ1(s))ds‖

≤
∫ t

0
|dG
dt

(t, s)|‖ẍ2(s)− ẍ1(s)‖ds

≤
∫ t

0
‖ẍ2(s)− ẍ1(s)‖ds

≤
∫ t

0
n(τ)

∫ τ

0
a(s)dsd(τ) p.p.

=
∫ t

0
(m(t)−m(s))a(s)ds.

Donc
‖ẋ2(t)− ẋ1(t)‖ =

∫ t

0
(m(t)−m(s))a(s)ds, (5.29)
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et

‖x2(t)− x1(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)(ẍ2(s)− ẍ1(s)‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖ẍ2(s)− ẍ1(s)‖ds

≤
∫ 1

0
n(τ)

∫ τ

0
a(s)dsdτ

≤
∫ 1

0
a(s)

∫ 1

s
n(τ)dτds

=
∫ 1

0
(m(1)−m(s))a(s)ds.

D’où
‖x2(t)− x1(t)‖ =

∫ 1

0
(m(1)−m(s))a(s)ds. (5.30)

On conclut que les relation (5.6) - (5.13) sont vérifiées pour i = 1. Supposons maintenant
que x1(t), ..., xi(t) vérifient les relations (5.6) - (5.13). Alors

ẍi(t) ∈ F (t, xi−1(t), ẋi−1(t))p.p, ‖ẍ(t)‖ ≤ ṙ(t)p.p,

‖ẋi−1(t)‖ ≤ ṙ(t), ‖ẋi(t)‖ ≤ ṙ(t), pour tout t ∈ T,

‖xi−1(t)‖ ≤ ṙ(1), ‖ẋi(t)‖ ≤ ṙ(1), pour tout t ∈ T.

En utilisant (5.5) et ces relations, pour x = xi−1(t) , y = ẋi−1(t) et x′ = xi(t), y′ = ẋi(t),
on obtient

ẍi(t) ∈ F (t, xi−1(t), ẋi−1(t)) ∩ r̈(t)B ⊂ F (t, xi(t), ẋi(t)) + n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖B.

Cette inclusion implique

d(ẍi(t), F (t, xi(t), ẋi(t)) < n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ p.p, (5.31)

si ‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ 6= 0.
Comme ci-dessus, on pose Ti = {t ∈ T : ‖ẋi(t)−ẋi−1(t)‖ = 0} et Ni l’ensemble négligeable
tel que (5.31) n’est pas vérifiée. La fonction αi(t) = d(ẍi(t), F (t, xi(t), ẋi(t)) est mesurable
sur T\(Ti ∪ Ni) et αi(t) < αi(t)+k(t)‖ẋi(t)−ẋi−1(t)‖

2 < n(t)‖ẋi(t) − ẋi−1(t)‖ pour tout t ∈
T\(Ti ∪Ni). La multi-application

t 7→ F (t, xi(t), ẋi(t)) ∩
(
ẍi(t) + αi(t) + n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖

2 B

)
, t ∈ T\(Ti ∪Ni)

est mesurable à valeurs fermées non vides. Alors d’après le théorème d’existence de sélec-
tion mesurable (voir Théorème1.7), il existe une application mesurable v∗i : I\Ti tel que
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vi(t) = v∗i (t) pour t ∈ T\Ti et vi(t) = ẍi(t) pour t ∈ Ti.
Alors, on a pour presque tout t ∈ T\Ti

vi(t) = v∗i (t) ∈ F (t, xi(t), ẋi(t)) ∩
(
ẍi(t) + αi(t) + n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖

2 B

)
.

Cela implique que

vi(t) ∈ F (t, xi(t), ẋi(t)) et vi(t) ∈
(
ẍi(t) + αi(t) + n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖

2 B

)
.

D’oú

‖ẍi(t)− vi(t)‖ ≤
(
αi(t) + n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖

2

)
< n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ p.p sur T\Ti.

De plus pour presque tout t ∈ Ti, on a, vi(t) = ẍi(t) et ‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ = 0 donc

‖ẍi(t)− vi(t)‖ = n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ = 0,

et on a
vi(t) = ẍi(t) ∈ F (t, xi(t), ẋi(t)) p.p sur Ti.

D’oú
vi(t) ∈ F (t, xi(t), ẋi(t)) p.p surT, (5.32)

‖ẍi(t)− vi(t)‖ ≤ n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ p.p surT. (5.33)

On pose, pour tout t ∈ T
xi+1(t) =

∫ 1

0
G(t, s)vi(s)ds. (5.34)

Par conséquent, d’après l’égalité ẍi+1(t) = vi(s) p.p, et de (5.33) on trouve que

‖ẍi+1(t)‖ − ‖ẍ1(t)‖ ≤ ‖ẍi+1 − ẍ1(t)‖

≤
i∑

j=1
‖ẍj+i(t)− ẍj(t)‖

≤ n(t)
i∑

j=1
‖ẋj(t)− xj−1(t)‖ p.p,

ce qui donne

‖ẍi+1(t)‖ ≤ n(t)
i∑

j=1
‖ẋj(t)− ẋj−1(t)‖+ ‖ẍ1(t)‖ p.p surT.

En utilisant (5.12) et (5.15) on obtient

‖ẍi+1(t)‖ ≤ n(t)
i−1∑
j=0

∫ t

0

[m(t)−m(s)]j
j! a(s)ds

+ a(t) p.p. (5.35)
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Or, 1 + z
1! + ...+ zj

j! ≤ ez, z ≥ 0, donc, on déduit de (5.35) que

‖ẍi+1(t)‖ ≤ n(t)
[∫ t

0
em(t)−m(s)a(s)ds

]
+ a(t) p.p.,

Comme
∫ t

0 e
m(t)−m(s)a(s)ds =

∫ t
0 exp(

∫ τ
0 n(τ)ds) = ṙ(t), on obtient

‖ẍi+1(t)‖ ≤ n(t)ṙ(t) + a(t) = r̈(t) p.p. (5.36)

D’après (5.34) et (5.36) on a, pour tout t ∈ T

‖ẋi+1(t)‖ = ‖
∫ 1

0

dG

dt
(t, s)vi(s)ds‖

≤
∫ t

0
|dG
dt

(t, s)|‖vi(s)‖ds

≤
∫ t

0
‖vi(s)‖ds

≤
∫ t

0
‖ẍi+1(s)‖ds

≤
∫ t

0
r̈(s)ds

≤ r0 + ṙ(t)− r0 = ṙ(t).

D’oú
‖ẋi+1(t)‖ ≤ ṙ(t). (5.37)

De plus

‖xi+1(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)vi(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖vi(s)‖ds

≤
∫ 1

0
‖vi(s)‖ds

≤ ṙ(1).

D’autre part de (5.34) on a ẍi+1(t) = vi(s) p.p, et de (5.33) et (5.12) on obtient

‖ẍi+1(t)− ẍi(t)‖ ≤ n(t)‖ẋi(t)− ẋi−1(t)‖ p.p.,

≤ n(t)
[∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)! a(s)ds
]

p.p.

Ce qui donne

‖ẍi+1(t)− ẍi(t)‖ ≤ n(t)
[∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)! a(s)ds
]

p.p. (5.38)

alors
‖ẋi+1(t)− ẋi(t)‖ ≤

∫ t

0

[m(t)−m(s)]i
i! a(s)ds p.p, (5.39)
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et
‖xi+1(t)− xi(t)‖ ≤

∫ 1

0
n(τ)

[∫ τ

0

[m(τ)−m(s)]i−1

i− 1! a(s)ds
]
d(τ) p.p. (5.40)

D’après (5.31)-(5.33) et (5.35)-(5.37), les relations (5.6)-(5.5)-(5.13) sont également
vérifiées pour xi+1(t).
Etape 3.

Il résulte de (5.40) et (5.12) que

‖xi+1(t)− xi(t)‖C1 ≤
∫ 1

0

[m(1)−m(s)]i
i! a(s)ds. (5.41)

Cela implique que
∞∑
i=1
‖xi+1(t)− xi(t)‖C1 ≤

∫ 1

0
exp(m(1)−m(s))a(s)ds

≤ exp(m(1))‖a‖L1 .

Cette inégalité montre que la suite (xi) est une suite de Cauchy dans C1(T,E), par
conséquent, elle converge vers une application w ∈ C1(T,E). De même, (5.11) implique
que la suite (ẍi(·))i≥1 converge presque partout vers un application v. De (5.35) nous
avons

‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ(t), ‖v(t)‖ ≤ r̈(t) p.p, ‖x(t)‖ ≤ ṙ(1). (5.42)

Par conséquent, en utilisant le Théorème de la convergence dominée on trouve que

lim
i→∞
‖ẍi − v‖1 = lim

i→∞

∫ 1

0
‖ẍi(t)− v(t)‖dt

=
∫ 1

0
lim
i→∞
‖ẍi(t)− v(t)‖dt = 0.

Donc la suite (ẍi(·))i≥1 converge vers v dans L1(I, E). En utilisant (5.6) et passant à la
limite quand i→∞, on obtient

ẋ(t) = ẋi+1(t) =
∫ t

0
ẍi(s)ds.

Par le Théorème de la convergence dominée on trouve que

‖ẍi(t)− v‖1 = lim
i→∞

∫ 1

0
‖ẍi(t)− v(t)‖dt =

∫ 1

0
lim
i→∞
‖ẍi(t)− v(t)‖dt = 0.

Donc la suite (ẍi(·))i≥1 converge vers v dans L1(T,E). On pose x = xv, alors nous avons

‖xi(t)− xv(t)‖ ≤ ‖ẍi − v‖L1 ,

et
‖ẋi(t)− xv(t)‖ ≤ ‖ẍi − v‖L1 .
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C’est deux inégalités donne

‖xi − xv‖C1 ≤ ‖ẍi − v‖L1 . (5.43)

Par la convergence forte dans L1(T,E) de (ẍi) vers v, la relation (5.43) implique la conver-
gence de (ẍi) dans C1(T,E) vers v. Alors, on aura xv = w et par la Proposition 5.1,

ẍv = v p.p, ẋv(0) = 0, xv(1) = 0.

Puisque, pour tout i ∈ N, on a

d(ẍi+1(t), F (t, xv(t), ẋv(t)) ≤ n(t)‖ẋi(t)− ẋv(t)‖ p.p,

par passage à la limite quand i→∞, on obtient

d(ẍv(t), F (t, xv(t), ẋv(t)) = 0 p.p.

D’où
ẍv(t) ∈ F (t, xv(t), ẋv(t)) p.p.

et xv est une solution de l’inclusion différentielle.

Le Théorème 5.1 implique que si les hypothèses H(F ) sont vérifiées alors l’inclusion
différentielle

ẍ(t) ∈ coF (t, x(t), ẋ(t)), ẋ(0) = 0, x(1) = 0, (5.44)

admet une solution.

On donne maintenant deux corollaires du théorème précédentes avec un changement
dans les hypothèses.

Hypothèses (H(coF)). Soit F : T × bBT × bB ⇒ E une multi-application à valeurs
non vides vérifiant

1. La multi-application t 7→ coF (t, x(t), y(t)) est mesurable pour toutes applications
x(·), y(·) ∈ C(T,E) avec ‖x(t)‖ ≤ b, ‖y(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. Pour tout t ∈ T

hausρ(coF (t, x, y), coF (t, x′, y′)) < (m(t) + βρ)‖y − y′‖, (5.45)

pour toutes x, y, x′, y′ ∈ bB tels que y 6= y′, ρ > 0.
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3. Il existe une fonction strictement positive ρ0 ∈ L1(T,R) telle que

d(0, coF (t, x, y)) < ρ0(t), pour tout x, y ∈ E tel que ‖x‖ ≤ b, ‖y‖ ≤ b. (5.46)

On pose
ρ(t) = 2ρ0(t), (5.47)

l(t) = 4(m(t) + βρ(t)), (5.48)

et on prend la solution ṙ∗ de l’équation différentielle

r̈∗(t) = ρ(t) + l(t)ṙ∗(t), t ∈ T, r∗(0) = r0 < b, (5.49)

Corollaire 5.1. Si les hypothèses H(coF ) sont vérifiées, alors il existe une solution x du
problème (5.44) telle que

‖x(t)‖ ≤ ṙ∗(1), ‖ẋ(t)‖ ≤ ṙ(t) pour tout t ∈ T, (5.50)

et
‖ẍ(t)‖ ≤ r̈∗(t) p.p sur T. (5.51)

avec ṙ(t) ≤ b.

La preuve est similaire à la preuve du Théorème 2.2.

Pour g(·) ∈ W 1.1(T,E), on pose

Q(g) = {(t, x, y) ∈ T × E × E; ‖ẋg(t)− y‖ ≤ b et ‖xg(t)− x‖ ≤ b}

avec b > 0 et considérons F : Q(g)⇒ E. Faisons les hypothèse suivants.

Hypothèses (Hg(F)).

1. La multi-application t 7→ F (t, x(t), y(t)) est mesurable pour toute application x(·) ∈
C(T,E), y(·) ∈ C(T,E), avec ‖y(t)−ẋg(t)‖ ≤ b, ‖x(t)−xg(t)‖ ≤ b pour tout t ∈ T .

2. On a

d(−ġ(t), F (t, x, y)) < a(t) + k(t)‖y − ẋg(t)‖ pour tout t ∈ T, (5.52)

avec ‖y − ẋg(t)‖ ≤ b, ‖x− xg(t)‖ ≤ b.

3.
hausρ(−ġ(t) + F (t, x, y),−ġ(t) + F (t, x′, y′)) < k(t)‖y − y′‖, (5.53)

avec ‖y − ẋg(t)‖ ≤ b, ‖y′ − ẋg(t)‖ ≤ b, ‖x− xg(t)‖ ≤ b, ‖x′ − xg(t)‖ ≤ b y 6= y′,
ρ = r̈(t).
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Considérons l’inclusion différentielle
ẍ(t) ∈ F (t, x(t), ẋ(t)), p.p t ∈ T

ẋ(0) = 0, x(1) = 0.
(5.54)

Corollaire 5.2. Si les hypothèses Hg(F ) sont vérifiées, alors il existe une solution x du
problème (5.54) telle que

‖x(t)− xg(t)‖ ≤ ṙ(1), ‖ẋ(t)− ẋg(t)‖ ≤ ṙ(t) pour tout t ∈ T,

et
‖ẍ(t)− ẍg(t)‖ ≤ r̈(t), p.p sur T.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d’existence de solutions pour
les inclusions différentielles du premier ordre dans un espace de Banach séparables de
dimension infinie et sous différentes hypothèses sur la multi-application F .

Il est réparti en deux parties.

La première concerne, la démonstration des théorèmes d’existence de solutions globales
et locales pour les inclusions différentielles du premier ordre avec F une multi-application
à valeurs non vides fermées possiblement non bornées.

Dans la deuxième partie, on a démontré un théorème de relaxation pour les inclusions
différentielle du premier ordre, où, dans les preuves, nous utilisons le concept de (ρ −
H)-lipschitzien. Enfin, on a donné un exemple d’une multi-application F pour la quelle
l’inclusion convexifiée admet une solution. Ces résultats sont pris du travail de Tolstonogov
[21].

Dans le dernier chapitre nous avons essayé de généraliser le théorème d’existence des
solutions globales au cas des inclusions différentielles du second ordre.
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