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Introduction

Les inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux monotones (

aussi celles gouvernées par des opérateurs de grandes classes comme accrétifs, m-accrétifs,...),

ont été intensivement étudiées au milieu des années soixante. La théorie des inclusions

différentielles stationnaires a fait l’objet d’études approfondies (exemple [5]). Les résultats

connus dans le cas d’un opérateur qui dépend du temps, sont ceux des inclusions réduites

essentiellement au cas où la fermeture du domaine effectif de l’opérateur ne dépend pas du

temps. Sauf exception la théorie des processus de la rafle ; qui est un cas particulier d’opé-

rateurs maximaux monotones, dans cette théorie on étudie des opérateurs de la forme

spéciale At = ∂δCt (avec δCt = NCt est la fonction indicatrice d’un ensemble Ct convexe

fermé variable dans un espace de Hilbert et NCt et un cône, généralement l’intérieur de

Ct est non vide), plusieurs auteurs ont montré que de nombreux résultats de la théorie

des processus de la rafle peuvent être étendus au cas des inclusions différentielles gouver-

nées par des opérateurs maximaux monotones généraux At (pour lesquels l’intérieur du

domaine effectif est non vide pour chaque t).

Dans la théorie des opérateurs maximaux monotones voir [5] on étudie les inclusions

différentielles d’évolution de la forme

ẋ(t) + Ax(t) 3 f(t), x(0) = x0 ∈ D(A), (1)

où f(.) ∈ L1
(
[0, T ];H

)
, i.e. ; une fonction intégrable au sens de Lebesgue sur le segment

[0, T ], avec des valeurs dans H.

Par une solution forte de l’inclusion (1) nous voulons dire une fonction x(.) ∈ C
(
[0, T ];H

)
avec x(0) = x0, absolument continue sur tout compact de (0, T ] et satisfaisant les condi-

tions

x(t) ∈ D(A), ẋ(t) + Ax(t) 3 f(t)

presque partout sur [0, T ]. Une fonction x(.) ∈ C
(
[0, T ];H

)
est dite une solution faible

de l’inclusions (1), s’il existe des suites (fn(.))n ∈ L1
(
[0, T ];H

)
, (xn(.))n ∈ C

(
[0, T ];H

)
,

7



Introduction 8

telles que xn(.) est une solution forte de l’inclusion

ẋn(t) + Axn(t) 3 fn(t)

pour chaque n, la suite (fn(·))n converge vers f pour n→∞ dans L1
(
[0, T ];H

)
, la suite

(xn(·))n converge vers x pour n→∞, uniformément sur [0, T ].

Pour tout opérateur maximal monotone A dansH, tout f(.) ∈ L1
(
[0, T ];H

)
et x0 ∈ D(A),

il existe une solution faible unique de l’inclusion (1).

Ce mémoire représente nos premiers pas dans le domaine de la recherche, ceci par la

lecture, l’étude et le détail des résultats d’un article [12], portant sur l’existence de solu-

tions à variations bornées pour une inclusion différentielle régie par un opérateur maximal

monotone dépendant du temps.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres. Dans le chapitre 1, on rappelle des no-

tions de base sur l’analyse multivoque, l’analyse convexe et l’analyse fonctionnelle et on

ennonce des résultats et des théorèmes fondamentaux utilisés tout au long de ce mémoire.

Dans le chapitre 2 on introduit les définitions, les propriétés fondamentales qui caracté-

risent les opérateurs maximaux monotones avec d’autres résultat que nous avons utilisés

dans ce chapitre et le chapitre 3, on donne la définition de la distance de Vladimirov

entre deux opérateurs maximaux monotones suivie par des lemmes importants résumant

quelques propriétés de cette distance et qui nous ont servi dans les preuves des résultats

du chapitre 3.

Dans le chapitre 3 on s’intéresse à l’existence et l’unicité des solutions pour un problème

non stationnaire gouverné par un opérateur maximal monotone. Le problème concerne

l’étude de l’existence et l’unicité de la solution à variation bornée sur [0, T ], pour l’inclu-

sion différentielle

ẋ(t) ∈ −Atx(t), x(0) = x0 ∈ D(A0),

où At : D(At) ⊂ H −→ 2H est un opérateur maximal monotone.



Chapitre 1

Préliminaires et notations

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base, tous les résultats et les

définitions qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire.

On commence par quelques notations, par suite nous présentons des définitions et concepts

fondamentaux et quelques théorèmes utiles.

1.1 Notations générales

Dans toute la suite nous allons adopter les notations suivantes

• H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire 〈·, ·〉 et de la norme qui

lui est associée | · |.

• E espace vectoriel normé muni de la norme | · |E.

• E ′ dual topologique de E.

• R = [−∞,+∞].

• R+ l’ensemble des nombres réels positifs.

• C l’adhérence de C ⊂ H .

• int(C) l’intérieur de l’ensemble C .

• σ(E,E ′) la topologie faible de E.

• xn −→ x exprime que la suite xn converge fortement vers x.

• xn ⇀ x exprime que la suite xn converge faiblement vers x.

• B(x0, r) = B̄(x0, r) la boule fermée de centre x0 et de rayon r.

9



1.2. Notions sur les Multi-applications 10

• BR = B̄(0, R) la boule fermée de centre 0 et de rayon R.

• IH l’identité de H.

• C([0, T ];H) l’espace des fonctions continues définies sur [0, T ] à valeurs dans H,

muni de la norme | · |C définie par |f |C = sup
t∈[0,T ]

|f(t)| .

• L1([0, T ];H) l’espace des fonctions intégrables définies sur [0, T ] à valeurs dans H.

• V B[a, b] l’espace des fonctions à variations bornées.

1.2 Notions sur les Multi-applications

On introduit dans cette section le concept d’une multi-application, aussi appelée ap-

plication multivoque ou multifonction, ces définitions ont été prises de la référence [1].

Définition 1.2.1. Soient X, T deux ensembles non vides. On dit que F est une multi-

application ou application multivoque de T dans X si F est une application de T à valeurs

dans 2X où 2X = P (X) l’ensemble de toutes les parties de X, et on note

F : T −→ 2X ou F : T ⇒ X.

Donc pour tout t ∈ T , F (t) est un sous ensemble de X. Si l’ensemble F (t) contient au

plus un élément x ∈ X on dira que F est une application univoque.

Définition 1.2.2. Soit F : T −→ 2X une multi-application. Alors

1. Le domaine de F qu’on note D(F ) est défini par

D(F ) = {t ∈ T ; F (t) 6= ∅}.

2. L’image de F qu’on note Im(F ) est définie par

Im(F ) =
{
x ∈ X; ∃t ∈ T, x ∈ F (t)

}
.

3. La multi-application inverse F−1 : X −→ 2T est définie par

F−1(x) =
{
t ∈ T ; x ∈ F (t)

}
, ∀x ∈ X.

4. Le graphe de F qu’on note Γ(F ) est le sous ensemble de T ×X défini par

Γ(F ) =
{

(t, x) ∈ T ×X; x ∈ F (t)
}
.
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1.3 Distance de Hausdorff

Nous allons donner dans cette section quelques résultats sur la distance de Hausdorff

qui ont été prises de la référence [4].

Définition 1.3.1. (Espace métrique) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance

sur X toute application d définie de X ×X dans R+ et vérifiant les propriétés suivantes

1. ∀x, y ∈ X, d(x, y) = 0⇔ x = y;

2. ∀x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x);

3. ∀x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z);

Le couple (X, d) s’appelle espace métrique.

Soit (X, d) un espace métrique, supposons dans la suite que d(x, y) < +∞, pour tous

x, y ∈ X.

Définition 1.3.2.

1. Soit A une partie de X, la distance d’un point x ∈ X à A est donnée par

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

2. Soient A et B deux sous ensembles de X, on appelle écart entre A et B qu’on note

e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) = sup
x∈A

(
inf
y∈B

d(x, y)
)
.

3. On appelle distance de Hausdorff entre A et B qu’on note dH(A,B) la quantité

définie par

dH(A,B) = max
{
e(A,B), e(B,A)

}
.

Remarque. Il est clair que dH(A,B) = dH(B,A).

Proposition 1.3.1. Soient A,B,C trois sous ensembles de X.

1. e(A, ∅) = +∞ (si A 6= ∅),
e(∅, B) = 0.

2. e(A,B) = 0⇔ A ⊂ B̄,

dH(A,B) = 0⇔ Ā = B̄.

3. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C),

dH(A,C) ≤ dH(A,B) + dH(B,C).

Remarque. Par convention on pose : sup ∅ = 0 et inf ∅ = +∞.
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1.4 Topologie faible

Pour plus de résultats sur la topologie faible voir [6].

Soit (E, |.|E) un espace de Banach et E ′ son dual topologique défini par

E ′ = {f : E −→ R, f linaire continue},

muni de la norme

|f |E′ = sup
|x|≤1

∣∣f(x)
∣∣
E
.

Définition 1.4.1. La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′, où pour f ∈ E ′ fixée, ϕf est définie

par

ϕf :E −→ R

x 7−→ ϕf (x) = 〈f, x〉

et on désigne par xn ⇀ x la convergence de la suite (xn)n∈N vers x pour la topologie faible

σ(E,E ′).

Proposition 1.4.1. Pour tout x ∈ E on a

|x|E = sup
|f |E′≤1

∣∣〈f, x〉∣∣.
Remarque. Soit E un espace de Banach, et soient (xn)n∈N une suite d’éléments de E et

x ∈ E.

1. (xn)n∈N converge fortement vers x si

lim
n−→+∞

|xn − x|E = 0.

On note xn −→ x.

2. (xn)n∈N converge faiblement vers x si

lim
n−→+∞

〈f, xn − x〉 = 0, ∀f ∈ E ′.

On note xn ⇀ x.

Proposition 1.4.2. Soit (xn)n une suite de points de E, et soit (fn)n ⊂ E ′. Alors

1. Si xn −→ x alors xn ⇀ x.

2. xn ⇀ x⇔ 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

3. Si xn ⇀ x alors (|xn|)n est bornée et |x| ≤ lim inf
n→+∞

|xn|.

4. Si xn ⇀ x et fn −→ f dans E ′ alors 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.
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1.5 Continuité des fonctions

Définition 1.5.1. (continuité simple). Soient E,F deux espaces vectoriels normés, f :

E −→ F et x0 ∈ E. On dit que f est continue au point x0 si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ E, |x− x0|E ≤ δ, alors |f(x)− f(x0)|F ≤ ε.

Définition 1.5.2. (continuité uniforme). Soient E,F deux espaces vectoriels normés,

une fonction f : E −→ F est dite uniformément continue si pour tout ε > 0, il existe un

δ(ε) > 0, tel que pour tous x, y ∈ E

|x− y|E < δ(ε), alors |f(x)− f(y)|F < ε.

Définition 1.5.3. On dit que f : E → R est semi-continue inférieurement (s.c.i) au

point x0 si et seulement si pour tout h ∈ R vérifiant f(x0) > h, il existe V ∈ ϑ(x0) tel que

pour tout x ∈ V on a f(x) > h.

Où ϑ(x0) est l’ensemble de tout les voisinages du point x0.

Définition 1.5.4. On dit qu’une fonction f : [a, b] → E est absolument continue si

∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de [a, b] par des intervalles

disjoints [ak, bk] vérifiant ∑
k

(bk − ak) < δ,

nous avons ∑
k

|f(bk)− f(ak)|E < ε.

Théorème 1.5.5. [1] Soit E un espace de Banach. Une fonction f : [a, b] −→ E est

absolument continue si et seulement si

f(b)− f(a) =

∫ b

a

ḟ(t)dt.

1.6 Fonctions à variations bornées

Définition 1.6.1. [8] On appelle subdivision d’un intervalle [a, b], la suite σ définie par

σ = {t0, t1, ..., tn}, n ∈ N telle que

a = t0 < t1 < ... < tn = b.

On note par P
(
[a, b]

)
l’ensemble de toutes les subdivisions de [a, b].
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Définition 1.6.2. [8]Soit f : I −→ H, où I est un intervalle non vide de R.

Soit [a, b] un sous intervalle non vide de I, et soit σ une subdivision quelconque de [a, b]

i.e. ; σ ∈ P
(
[a, b]

)
. On appelle variation totale de f sur [a, b] la quantité donnée par

var
(
f, [a, b]

)
= sup

{ n∑
i=1

∣∣f(ti)− f(ti−1)
∣∣, ti ∈ σ, σ ∈ P([a, b])}.

Remarque. La fonction f : [a, b] −→ R est à variation bornée sur [a, b], si var
(
f, [a, b]

)
est finie.

Si f est à variation bornée sur [a, b], nous écrivons f ∈ V B[a, b].

Théorème 1.6.3. [9] Soient f : [a, b] −→ R et c un point arbitraire dans ]a, b[. Alors

f ∈ V B[a, b] si et seulement si f ∈ V B[a, c] et f ∈ V B[c, b] et on a

var
(
f, [a, b]

)
= var

(
f, [a, c]

)
+ var

(
f, [c, b]

)
.

Théorème 1.6.4. [7] Soit f : [a, b] −→ R une fonction continument dérivable, alors f

est à variation bornée et dans ce cas on a

var
(
f, [a, b]

)
=

∫ b

a

∣∣ḟ(t)
∣∣dt.

Théorème 1.6.5. [7] Si la fonction f : [a, b] −→ R est absolument continue sur [a, b],

alors f est à variation bornée sur [a, b].

Proposition 1.6.1. Toute fonction à variation bornée est bornée.

Théorème 1.6.6. Soit (fn) une suite de fonctions à variations bornées sur [a, b], si

var
(
fn, [a, b]

)
≤ M < +∞, pour tout n et fn → f sur [a, b] alors f est à variation

bornée et var
(
f, [a, b]

)
≤M .

1.7 Ensembles et fonctions convexes

1.7.1 Ensembles convexes

Définition 1.7.1. Soient E un espace vectoriel, A un sous ensemble de E. On dit que A

est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ A et pour tout t ∈ [0, 1], on a

tx+ (1− t) y ∈ A.
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1.7.2 Fonctions convexes

Pour plus de résultats voir [11].

Définition 1.7.2. Soient E un espace vectoriel et f : E → R. On dit que f est propre si

et seulement si pour tout x ∈ E, f(x) 6= −∞ et il existe x0 ∈ E tel que f(x0) 6= +∞.

On appelle domaine effectif de f l’ensemble

D(f) = {x ∈ E, f(x) < +∞}.

Alors f : E −→ ]−∞,+∞] est propre si et seulement si

D(f) 6= ∅.

Définition 1.7.3. L’épigraphe de f qu’on note epi(f) est l’ensemble défini par

epi(f) =
{

(x, r) ∈ E × R, f(x) ≤ r
}

Définition 1.7.4. Soient E un espace vectoriel et f : E −→ R. On dit que f est convexe

si et seulement si pour tous x, y ∈ E et pour tout t ∈ [0, 1], on a

f
(
tx+ (1− t) y

)
≤ tf(x) + (1− t) f(y).

Proposition 1.7.1. f : E → R est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe.

Définition 1.7.5. Soit A un sous ensemble de E. On appelle la fonction indicatrice de

A, la fonction

δA : E −→ R

x 7−→ δA(x) =

0 si x ∈ A

+∞ si x /∈ A

Proposition 1.7.2. 1. δA est propre si et seulement si A 6= ∅.

2. δA est convexe si et seulement si A est convexe.

3. δA est s.c.i si et seulement si A est fermé.

Définition 1.7.6. Soient E un espace vectoriel normé, E ′ son dual topologique, f : E −→
R, x0 ∈ E tel que f(x0) ∈ R. Alors un point x′ ∈ E est dit sous gradient de f au point

x0 si et seulement si

f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E.
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L’ensemble de tous les sous gradients de f au point x0 est appelé le sous différentiel de f

au point x0 et on le note ∂f(x0) i.e. ;

∂f(x0) =
{
x′ ∈ E ′; f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E

}
.

On dit que f est sous différentiable au point x0 si et seulement si ∂f(x0) 6= ∅.

Remarque. Soient E un espace vectoriel normé et f : E −→ R et x0 ∈ E.

1. Si f(x0) = +∞, alors ∂f(x0) = ∅.

2. Le sous différentiel de f est une multi-application de E à valeurs dans E ′.

3. Le sous différentiel de f au point x0 est un sous ensemble convexe fermé de E ′.

1.7.3 Les cônes

On s’est servit de [3] comme référence.

Définition 1.7.7. Soient E un espace vectoriel, K un sous ensemble de E. On dit que

K est un cône si

∀x ∈ K, ∀λ ≥ 0, λx ∈ K.

Proposition 1.7.3. Soient E un espace vectoriel, K un cône dans E. Alors K est convexe

si et seulement si

∀x, y ∈ K, x+ y ∈ K.

Définition 1.7.8. Soient A un sous ensemble de E et x0 ∈ E. On appelle cône normal à

A au point x0 le sous différentiel de la fonction indicatrice de A au point x0. On le note

NA(x0) i.e. ;

NA(x0) = ∂δA(x0),

et on a

NA(x0) =

{x
′ ∈ E ′, 〈x′, y − x0〉 ≤ 0,∀y ∈ A} si x0 ∈ A

∅ si x0 /∈ A

En effet

• 1ercas : si x0 /∈ A donc

∂δA(x0) =
{
x′ ∈ E ′, δA(y) ≥ δA(x0) + 〈x′, y − x0〉, ∀y ∈ E

}
=
{
x′ ∈ E ′, δA(y) ≥ +∞, ∀y ∈ E

}
=
{
x′ ∈ E ′, 0 > +∞, ∀y ∈ A

}
∩
{
x′ ∈ E ′, +∞ ≥ +∞, ∀y ∈ E \ A

}
= ∅ ∩ E ′

= ∅.
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C.à.d. ; si x0 /∈ A, on a NA(x0) = ∅.

• 2e cas : si x0 ∈ A donc

∂δA(x0) =
{
x′ ∈ E ′, δA(y) ≥ δA(x0) + 〈x′, y − x0〉, ∀y ∈ E

}
=
{
x′ ∈ E ′, δA(y) ≥ 〈x′, y − x0〉, ∀y ∈ E

}
=
{
x′ ∈ E ′, 0 ≥ 〈x′, y − x0〉, ∀y ∈ A

}
∩
{
x′ ∈ E ′, +∞ ≥ 〈x′, y − x0〉, ∀y ∈ E \ A

}
=
{
x′ ∈ E ′, 〈x′, y − x0〉 ≤ 0, ∀y ∈ A

}
∩ E ′

=
{
x′ ∈ E ′, 〈x′, y − x0〉 ≤ 0, ∀y ∈ A

}
.

C.à.d. ; si x0 ∈ A, on a NA(x0) =
{
x′ ∈ E ′, 〈x′, y − x0〉 ≤ 0, ∀y ∈ A

}
.

Par conséquent

NA(x0) =


{
x′ ∈ E ′, 〈x′, y − x0〉 ≤ 0,∀y ∈ A

}
si x0 ∈ A,

∅ si x0 /∈ A.

1.8 Quelques théorèmes et définitions utiles

On va donner dans cette section quelques résultats et définitions qui nous avons utilisés

dans les démonstrations de nos résultats principaux.

Définition 1.8.1. [6] Soient H un espace de Hilbert, C un sous ensemble non vide convexe

fermé de H et y ∈ H. Alors il existe un unique point x ∈ C tel que

|y − x| = d(y, C) = inf
z∈C
|z − y|.

Ce point est appelé projection de y sur C, qu’on note ProjC(y), et pour tout z ∈ C on a

l’inégalité variationnelle suivante〈
y − ProjC(y), z − ProjC(y)

〉
≤ 0.

Proposition 1.8.1. (Inégalité de Cauchy-schwartz). Soit H un espace pré-Hilbertien,

alors pour tous x, y ∈ H ∣∣〈x, y〉∣∣2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉
ou ∣∣〈x, y〉∣∣ ≤√〈x, x〉√〈y, y〉.
Proposition 1.8.2. Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tous x, y ∈ E nous

avons ∣∣|x|E − |y|E∣∣E ≤ |x− y|E.
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Définition 1.8.2. [10] Soient (X, θ) un espace topologique, A un sous ensemble de X et

soit (Oi)i∈I ⊂ X.

• On dit que (Oi)i∈I est un recouvrement de A si et seulement si A ⊂
⋃
i∈I
Oi.

• On dit que (Oi)i∈I est un recouvrement de X si et seulement si X ⊂
⋃
i∈I
Oi,

mais comme
⋃
i∈I
Oi ⊂ X, alors (Oi)i∈I est un recouvrement de X si et seulement si X =⋃

i∈I
Oi.

Si (Oi)i∈I est une famille d’ouverts et X =
⋃
i∈I
Oi, on dit que (Oi)i∈I est un recouvrement

ouvert de X.

Définition 1.8.3. [10] Soit (X, θ) un espace topologique séparé. On dit que X est compact

si et seulement si de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement

finie i.e. ;

∀(Oi)i∈I ⊂ θ, X =
⋃
i∈I

Oi, ∃j ⊂ I, J est finie et X =
⋃
i∈J

Oi,

ou bien, ∃n ∈ N∗, X =
n⋃
k=1

Oik .

Remarque. Dans R les parties compactes sont les intervalles bornés fermés.



Chapitre 2

Étude des opérateurs maximaux

monotones

Dans ce chapitre on considère un espace de Hilbert réel H muni de son produit scalaire

〈·, ·〉 et de la norme associée | · | et on suppose que A : D(A) ⊂ H → 2H est un opérateur

multivoque, D(A) son domaine. Les résultats de ce chapitre sont en partie tirés de [2], [5]

et [12].

2.1 Propriétés fondamentales des opérateurs maximaux

monotones

Dans cette section nous allons introduire, quelque notions et propriétés des opérateurs

monotones et donner leurs caractérisations. (pour plus de détails voir [2], [5], [6] et [12]).

On considère A un opérateur définie sur D(A) ⊂ H à valeurs dans 2H .

Définition 2.1.1. A est dit monotone si pour tous x1, x2 ∈ D(A), pour tous y1 ∈
Ax1, y2 ∈ Ax2, c’est à dires pour tous (x1, y1) ∈ Γ(A), (x2, y2) ∈ Γ(A) on a

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Si A est univoque on écrit

〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Dans le cas où H = R ceci veut dire que A est croissant.

19
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Proposition 2.1.1. A est monotone si et seulement si pour tous x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈
Ax1, y2 ∈ Ax2 et λ un réel positif on a

|x1 − x2| ≤
∣∣x1 − x2 + λ(y1 − y2)

∣∣.
Définition 2.1.2. A est dit maximal monotone si A est monotone et s’il n’existe aucun

autre opérateur monotone B, B 6= A tel que Γ(A) ⊂ Γ(B), i.e. ; A est monotone et pour

tout (x1, y1) ∈ H2 tel que pour tout x2 ∈ D(A) et pour tout y2 ∈ Ax2 on a

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0⇒ y1 ∈ Ax1.

Définition 2.1.3. Soit A un opérateur, alors la résolvante de A est donnée par, pour tout

λ > 0

Jλ = (IH + λA)−1,

où IH est l’identité de H. Autre notation JλA = (IH + λA)−1.

Proposition 2.1.2. La résolvante Jλ = (IH + λA)−1 d’un opérateur maximal monotone

A est un opérateur univoque défini sur tout H.

Définition 2.1.4. On dit que A est une contraction si

∀(x, u), (y, v) ∈ Γ(A), |u− v| ≤ |x− y|.

Proposition 2.1.3.
(
[5] Proposition 2.2

)
Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et pour tout λ > 0 on a

Im (IH + λA) =
{
y ∈ H, y = x+ λz, x ∈ D(A), z ∈ Ax

}
= H.

3. Pour tout λ > 0, (IH + A)−1 est une contraction définie sur H.

Théorème 2.1.5.
(
[5] Théorème 2.2

)
Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

D(A) est convexe, et pour tout x ∈ H on a

lim
λ→0

Jλx = ProjD(A)(x).

2.2 Distance de Vladimirov

Dans cette section nous allons définir la distance de Vladimirov entre deux opérateurs

maximaux monotones introduite par ce dernier dans [12] et nous donnerons quelques unes
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de ces propriétés.

Nous supposerons que tous les opérateurs A considérés ici

D(A) ⊂ BR =
{
x ∈ H, |x| ≤ R

}
. (2.1)

Définition 2.2.1. Soient A1 : H → 2H et A2 : H → 2H deux opérateurs maximaux

monotones. La distance de Vladimirov entre deux opérateurs maximaux monotones A1 et

A2 est donnée par

dV (A1, A2) = sup
xi∈D(Ai), yi∈Aixi

i=1,2

〈y1 − y2, x2 − x1〉
|y1|+ |y2|+ 1

.

La distance dV n’est pas une métrique car l’inégalité triangulaire n’est pas satisfaite.

Lemme 2.2.1. Soient A1 : H → 2H et A2 : H → 2H deux opérateurs maximaux mono-

tones. Alors dV (A1, A2) = 0 si et seulement si A1 = A2.

Démonstration.

”⇐ ” Tout d’abord supposons que A1 = A2 et montrons que dV (A1, A2) = 0.

Soient x1, x2 ∈ D(A1), y1 ∈ A1x1 et y2 ∈ A1x2, A1 est monotone alors

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
≤ 0,

d’où pour tous xi ∈ D(A1), yi ∈ A1xi, i = 1, 2〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ 0,

c’est à dire ;

sup
xi∈D(A1),yi∈A1xi

i=1,2

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ 0,

par suite

dV (A1, A1) ≤ 0. (2.2)

D’autre part

dV (A1, A1) = sup
xi∈D(A1), yi∈A1xi

i=1,2

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

≥ 0 (2.3)

(car pour x1 = x2 on a 〈y1− y2, x2−x1〉 = 0 alors supxi∈D(A1), yi∈A1xi
i=1,2

〈y1 − y2, x2 − x1〉
|y1|+ |y2|+ 1

≥

0),

de (2.2) et (2.3) on a

dV (A1, A2) = 0.
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Inversement ”⇒ ”

Supposons que dV (A1, A2) = 0 et soit A un opérateur tel que Γ(A) = Γ(A1) ∪ Γ(A2), A

ainsi défini est monotone, c’est à dire ; pour tous x1, x2 ∈ D(A), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2

(i.e. ; (x1, y1) ∈ Γ(A), (x2, y2) ∈ Γ(A)) on a

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
≤ 0. (2.4)

En effet

Soit (x1, y1) et (x2, y2) ∈ Γ(A), trois cas se présentent

• 1er cas (x1, y1) et (x2, y2) ∈ Γ(A1), d’après la monotonie de A1, (2.4) est satisfaite.

• 2e cas (x1, y1) et (x2, y2) ∈ Γ(A2), d’après la monotonie de A2, (2.4) est satisfaite.

• 3e cas (x1, y1) ∈ Γ(A1) ⊂ Γ(A) et (x2, y2) ∈ Γ(A2) ⊂ Γ(A) et dV (A1, A2) = 0, alors〈
y1 − y2, x1 − x2

〉
≥ 0. D’où (2.4) est satisfaite.

En conclusion pour tous (x1, y1), (x2, y2) dans Γ(A) on a

〈
y1 − y2, x1 − x2

〉
≥ 0,

i.e. ; A est monotone. Mais Ai, i = 1, 2 sont maximaux monotones avec Γ(Ai) ⊂ Γ(A),

alors d’après la définition 2.1.2, Ai = A i.e. ; A = A1 = A2. donc

A1 = A2

. �

Lemme 2.2.2. Soient A1, A2 : H → 2H deux opérateurs maximaux monotones, alors

dH
(
D(A1), D(A2)

)
≤ dV (A1, A2)

Démonstration. Supposons que

dH
(
D(A1), D(A2)

)
= e
(
D(A1), D(A2)

)
= sup

x1∈D(A1)

d
(
x1, D(A2)

)
.

Tout d’abord, soit x1 ∈ D(A1), y1 ∈ A1x1, comme A2 est un opérateur maximal mono-

tone, on a pour tout λ > 0, il existe un unique xλ2 = Jλ2 x1 ∈ D(A2) tel que
x1 − xλ2

λ
∈ A2x

λ
2 .

En effet

on a A2 opérateur maximal monotone alors d’après la Proposition 2.1.2 on trouve Jλ2 =

(IH + λA2)−1 est univoque, mais

xλ2 = Jλ2 x1 = (IH + λA2)−1x1,
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donc

x1 ∈ (IH + λA2)xλ2 ,

par suite

x1 ∈ xλ2 + λA2x
λ
2 ,

d’où
x1 − xλ2

λ
∈ A2x

λ
2 .

D’après la définition de la distance de Vladimirov on a〈
y1 − x1−xλ2

λ
, xλ2 − x1

〉
|y1|+ |x1−x

λ
2

λ
|+ 1

≤ dV (A1, A2),

donc 〈
y1 −

x1 − xλ2
λ

, xλ2 − x1

〉
≤ dV

(
A1, A2

)(
|y1|+ |

x1 − xλ2
λ
|+ 1

)
. (2.5)

Maintenant montrons que : |x1 − projD(A2)x1| ≤ dV (A1, A2).

D’après (2.5) on trouve〈
λy1 − λ

x1 − xλ2
λ

, xλ2 − x1

〉
≤ λdV

(
A1, A2

)(
|y1|+ |

x1 − xλ2
λ
|+ 1

)
≤ λdV

(
A1, A2

)(
|y1|+ 1

)
+ dV

(
A1, A2

)∣∣x1 − xλ2
∣∣.

Faisant tendre λ→ 0 on obtient

lim
λ→0
〈xλ2 − x1, x

λ
2 − x1〉 ≤ dV (A1, A2) lim

λ→0
|x1 − xλ2 |,

i.e. ;

lim
λ→0
|xλ2 − x1|2 ≤ dV (A1, A2) lim

λ→0
|x1 − xλ2 |,

alors

|x1 − lim
λ→0

xλ2 | ≤ dV (A1, A2).

D’après le théorème 2.1.5 on a lim
λ→0

xλ2 = limλ→0 J
λ
2 (x1) = projD(A2)x1, alors

|x1 − projD(A2)x1| ≤ dV (A1, A2), ∀x1 ∈ D(A1), (2.6)

donc

|x1 − projD(A2)x1| ≤ dV (A1, A2), ∀x1 ∈ D(A1).

C’est à dire ;

d
(
x1, D(A2)

)
≤ dV (A1, A2), ∀x1 ∈ D(A1),

donc

sup
x1∈D(A1)

d
(
x1, D(A2)

)
≤ dV (A1, A2).
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D’où

sup
x1∈D(A1)

d
(
x1, D(A2)

)
≤ dV (A1, A2).

En effet,

Posons dV (A1, A2) = m, on a

d
(
x1, D(A2)

)
≤ m⇔ inf

y∈D(A2)
|x1 − y| ≤ m,

par la caractérisation de l’infimum

∀ε, ∃yε ∈ D(A2), d
(
x1, D(A2)

)
≤ |x1 − yε| < m+

ε

2
, (2.7)

comme yε ∈ D(A2) alors il existe (yεn)n ⊂ D(A2) telle que,

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, n ≥ n0, |yεn − yε| <
ε

2
, (2.8)

par (2.7) et(2.8) on a pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0,

|x1 − yεn| = |x1 − yεn + yε − yε| ≤ |x1 − yε|+ |yε − yεn|

< m+
ε

2
+
ε

2
= m+ ε.

Mais yεn ∈ D(A2) on peut écrire donc

inf
yεn∈D(A2)

|x1 − yεn| < m+ ε⇔ d(x1, D(A2)) < ε+m,

en faisant tendre ε vers 0 on obtient

d
(
x1, D(A2)

)
≤ m = dV

(
A1, A2

)
, ∀x1 ∈ D(A1),

alors

sup
x1∈D(A1)

d
(
x1, D(A2)

)
≤ m.

D’où

dH
(
D(A1), D(A2)

)
≤ dV

(
A1, A2

)
. (2.9)

De la même manière on montre (2.9) dans le cas où

dH
(
D(A1), D(A2)

)
= e(A1, A2) = sup

x1∈D(A2)

d
(
x1, D(A1)

)
.

�

Lemme 2.2.3. Soient A : H → 2H un opérateur maximal monotone, p un élément de H

et B : H → 2H un opérateur défini par

Bx = A(x+ p), x ∈ D(B) = D(A)− p,

alors

dV (A,B) ≤ |p|.
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Démonstration. Prenons x1 ∈ D(A), x2 ∈ D(B), y1 ∈ Ax1 et y2 ∈ Bx2, d’après la

définition de B on a Bx2 = A(x2 + p), et comme A est monotone on a〈
y2 − y1, x1 − (x2 + p)

〉
≤ 0,

donc

〈y2 − y1, x1 − x2〉 ≤ 〈y2 − y1, p〉

≤ |p||y2 − y1|

≤ |p|
(
|y2|+ |y1|

)
≤ |p|

(
|y2|+ |y1|+ 1

)
,

alors pour tous x1 ∈ D(A), x2 ∈ D(B), y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Bx2

〈y2 − y1, x1 − x2〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ |p|,

par suite

sup
x1∈D(A), x2∈D(B)
y1∈Ax1, y2∈Bx2

〈y2 − y1, x1 − x2〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ |p|.

D’où

dV (A,B) ≤ |p|.

�

Lemme 2.2.4. Soient C1, C2 deux ensembles convexes fermés dans H et Ai : H → 2H

des opérateurs maximaux monotones définies par Ai = ∂δCi , i = 1, 2. Alors

dV (A1, A2) = dH(C1, C2).

Démonstration. D’après le lemme 2.2.2 on a

dH
(
D(A1), D(A2)

)
≤ dV (A1, A2), (2.10)

aussi D(Ai) = Ci, i = 1, 2 car Ai = ∂δCi alors (2.10) s’écrit aussi

dH
(
C1, C2

)
≤ dV (A1, A2) (2.11)

Soient xi ∈ Ci, yi ∈ Aixi = ∂δCi(xi) = NCi(xi), i = 1, 2 avec

NCi(x) =
{
yi ∈ H, 〈yi, xi − zi〉 ≥ 0, zi ∈ Ci

}
.

Alors on a

〈y1, x1 − z1〉 ≥ 0, ∀x1 ∈ C1, z1 ∈ C1, (2.12)
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et

〈y2, x2 − z2〉 ≥ 0, ∀x2 ∈ C2, z2 ∈ C2, (2.13)

Soit x2 ∈ C2, de (2.12) on a

〈y1, x1 − z1 − x2 + x2〉 = 〈y1, x1 − x2〉+ 〈y1, x2 − z1〉 ≥ 0, ∀z1 ∈ C1,

ce qui est équivalent à

〈y1, x2 − x1〉 ≤ 〈y1, x2 − z1〉, ∀z1 ∈ C1, x2 ∈ C2

≤ |y1||x2 − z1|, ∀z1 ∈ C1, x2 ∈ C2,

donc

〈y1, x2 − x1〉 ≤ |y1| inf
z1∈C1

|x2 − z1|, ∀x2 ∈ C2

≤ |y1|d(x2, C1), x2 ∈ C2

≤ |y1| sup
x2∈C2

d(x2, C1)

≤ |y1|dH(C1, C2).

D’où

〈y1, x2 − x1〉 ≤ dH(C1, C2)|y1|. (2.14)

Soit x1 ∈ C1, de (2.13) on a

〈y2, x2 − x1 + x1 − z2〉 = 〈y2, x2 − x1〉+ 〈y2, x1 − z2〉 ≥ 0, ∀z2 ∈ C2,

qui est équivalent à

〈y2, x1 − x2〉 ≤ 〈y2, x1 − z2〉, ∀z2 ∈ C2, ∀x1 ∈ C1

≤ |y2||x1 − z2|, ∀z2 ∈ C2, ∀x1 ∈ C1,

donc

〈y2, x1 − x2〉 ≤ |y2| inf
z2∈C2

|x1 − z2|, ∀x1 ∈ C1

≤ |y2|d(x1, C2), ∀x1 ∈ C1

≤ |y2| sup
x1∈C1

d(x1, C2)

≤ |y2|dH(C1, C2).

D’où

〈y2, x1 − x2〉 ≤ dH(C1, C2)|y2|. (2.15)
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De (2.14) et (2.15) on a

〈y1, x2 − x1〉+ 〈y2, x1 − x2〉 ≤ dH
(
C1, C2

)(
|y1|+ |y2|

)
,

par suite

〈y1, x2 − x1〉 − 〈y2, x2 − x1〉 ≤ dH(C1, C2)(|y1|+ |y2|),

ceci équivaut à

〈y1 − y2, x2 − x1〉 ≤ dH
(
C1, C2

)(
|y1|+ |y2|

)
≤ dH

(
C1, C2

)(
|y1|+ |y2|+ 1

)
,

ainsi

〈y1 − y2, x2 − x1〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ dH(C1, C2), ∀xi ∈ Ci = D(Ai), yi ∈ Aixi, i = 1, 2

donc

sup
xi∈D(Ai), yi∈Aixi

i=1,2

〈y1 − y2, x2 − x1〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ dH(C1, C2).

dV (A1, A2) ≤ dH(C1, C2), (2.16)

de (2.11) et (2.16) on conclut que

dV (A1, A2) = dH(C1, C2).

�

Lemme 2.2.5. Soient A1, A2, A3 : H → 2H des opérateurs maximaux monotones. Pour

tout R > 0, il existe d1, d2 et γ > 0 tel que D(A1), D(A2) et D(A3) ⊂ BR et

dV (A1, A2) ≤ d1, dV (A2, A3) ≤ d2 (2.17)

alors

dV (A1, A2) ≤ d1 + γ(d1 +R + 1) + (
√
d2 + d2).

Démonstration. Soient (x1, y1) ∈ Γ(A1), (x2, y2) ∈ Γ(A3) et soit (x3, y3) ∈ Γ(A2),

vérifiant

x3 +
y3

|y2|+ 1
= x2 +

y2

|y2|+ 1
. (2.18)

On a

dV (A1, A2) = sup
x1∈D(A1),y1∈A1x1
x3∈D(A2),y3∈A2x3

〈y1 − y3, x3 − x1〉
|y1|+ |y3|+ 1

,
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alors

dV (A1, A2) ≥ 〈y1 − y3, x3 − x1〉
|y1|+ |y3|+ 1

,∀x1 ∈ D(A1), x3 ∈ D(A2), y1 ∈ A1x1, y3 ∈ A2x3.

Donc

〈y1 − y3, x3 − x1〉 ≤ dV
(
A1, A2

)(
|y1|+ |y3|+ 1

)
,

D’où, d’après (2.17) on a

〈y1 − y3, x3 − x1〉 ≤ d1

(
|y1|+ |y3|+ 1

)
. (2.19)

D’autre part,

dV (A2, A3) = sup
xi∈D(Ai),yi∈Aixi

i=2,3

〈y3 − y2, x2 − x3〉
|y3|+ |y2|+ 1

,

alors

〈y3 − y2, x2 − x3〉 ≤ dV
(
A2, A3

)(
|y3|+ |y2|+ 1

)
, ∀xi ∈ D(Ai), yi ∈ Aixi, i = 2, 3.

Donc, (2.17) implique

〈y3 − y2, x2 − x3〉 ≤ d2

(
|y3|+ |y2|+ 1

)
, ∀xi ∈ D(Ai), yi ∈ Aixi, i = 2, 3. (2.20)

D’après (2.18) on a

〈y3 − y2, x2 − x3〉 =
〈
y3 − y2, x2 − x2 −

y2

|y2|+ 1
+

y3

|y2|+ 1

〉
=
〈
y3 − y2,

y3 − y2

|y2|+ 1

〉
=

1

|y2|+ 1

〈
y3 − y2, y3 − y2

〉
=

1

|y2|+ 1
|y3 − y2|2,

et (2.20) nous donne
|y3 − y2|2

|y2|+ 1
≤ d2

(
|y3|+ |y2|+ 1

)
,

donc

|y3 − y2|2 ≤ d2

(
|y2|+ 1

)(
|y3|+ |y2|+ 1

)
. (2.21)

Aussi de (2.18) on a
y3

|y2|+ 1
= x2 − x3 +

y2

|y2|+ 1
,

donc

|y3| =
∣∣x2 − x3 +

y2

|y2|+ 1

∣∣(|y2|+ 1|
)
.
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Alors il existe α ∈ R tel que α + 1 =
∣∣x2 − x3 +

y2

|y2|+ 1

∣∣.
D’où

|y3| =
(
α + 1

)(
|y2|+ 1

)
.

D’autre part ∣∣|y3| − |y2|
∣∣2 =

∣∣(α + 1)(|y2|+ 1)− |y2|
∣∣2

=
∣∣α(|y2|+ 1) + |y2|+ 1− |y2|

∣∣2
=
∣∣α(|y2|+ 1) + 1

∣∣2
≥ α2

(
|y2|+ 1

)2
.

D’où

α2
(
|y2|+ 1

)2 ≤
∣∣|y3| − |y2|

∣∣2
grâce à la Proposition 1.8.2 on obtient

α2
(
|y2|+ 1

)2 ≤ |y3 − y2|2. (2.22)

D’après (2.21) on a

|y3 − y2|2 ≤ d2

(
|y2|+ 1

)(
|y3|+ |y2|+ 1

)
= d2

(
|y2|+ 1

)(
(α + 1)(|y2|+ 1) + |y2|+ 1

)
= d2

(
|y2|+ 1

)2
(α + 2).

D’où

|y3 − y2|2 ≤ d2

(
|y2|+ 1

)2
(α + 2). (2.23)

D’après (2.22) et (2.23) on trouve

α2
(
|y2|+ 1

)2 ≤ d2

(
|y2|+ 1

)2
(α + 2), (2.24)

donc (2.24) implique

α2 ≤ d2α + 2d2

alors

α2 − d2α ≤ 2d2.

D’où

α2 − d2α− 2d2 ≤ 0. (2.25)

et puisque 4 = 8d2 + d2
2 > 0, ils existent α1 et α2 deux réels où

α1 =
d2 −

√
8d2 + d2

2

2
≤ 0, α2 =

d2 +
√

8d2 + d2
2

2
≥ 0



2.2. Distance de Vladimirov 30

tel que α ∈ [α1, α2], pour que (2.25) soit vérifiée

par suite

α ≤ d2

2
+
√
d2

√
8 + d2

d2

si on prend c1 =

√
8 + d2

2
et c2 =

1

2
, alors

α ≤ c1

√
d2 + c2d2.

Cette inégalité donne une limite supérieure pour |y3| i.e. ;

|y3| ≤
(
c1

√
d2 + c2d2 + 1

)(
|y2|+ 1

)
,

alors d’après (2.23) on a

|y3 − y2| ≤
(
|y2|+ 1

)√
d2(α + 2)

≤
(
|y2 + 1|

)√
d2(c1

√
d2 + c2d2 + 2)

≤
(
|y2|+ 1

)√
d2(c1

√
d2 + 2) + c2d2

2

≤
(
|y2|+ 1

)(√
d2

√
c1

√
d2 + 2 + d2

√
c2

)
,

donc

|y3 − y2| ≤
(
|y2|+ 1

)(√
d2

√
c1

√
d2 + 2 + d2

√
c2

)
.

Si on pose c4 =
√
c2 et c3 =

√
c1

√
d2 + 2, on obtient

|y3 − y2| ≤
(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y2|+ 1

)
. (2.26)

D’où, en vertu (2.18) on a

|x3 − x2| =
|y2 − y3|
|y2|+ 1

≤ c3

√
d2 + c4d2

par suite

|x3 − x2| ≤
(
c3

√
d2 + c4d2

)
(2.27)

d’après (2.19), (2.26), (2.27) et |x3 − x1| ≤ 2R car (x3 ∈ D(A2) ⊂ BR, x1 ∈ D(A1) ⊂ BR
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alors |x3 − x1| ≤ |x3|+ |x1| ≤ R +R = 2R), on trouve

〈y1 − y2, x2 − x1〉 = 〈y1 − y3, x3 − x1〉+ 〈y3 − y2, x3 − x1〉+ 〈y1 − y2, x2 − x3〉

≤ d1

(
|y1|+ |y3|+ 1

)
+ |y3 − y2||x3 − x1|+ |y1 − y2||x2 − x3|

≤ d1

(
|y1|+ |y3 − y2|+ |y2|+ 1

)
+ 2R

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y2|+ 1

)
+
(
|y1|+ |y2|

)(
c3

√
d2 + c4d2

)
≤ d1

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
+ d1|y3 − y2|+ 2R

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y2|+ 1

)
+
(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y1|+ |y2|

)
≤ d1

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
+ d1

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y2|+ 1

)
+ 2R

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y2|+ 1

)
+
(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y1|+ |y2|

)
≤ d1

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
+ d1

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y1|+ |y2|+ 1

)
+ 2R

(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y1|+ |y2|+ 1

)
+
(
c3

√
d2 + c4d2

)(
|y1|+ |y2|+ 1

)
≤
(
|y1|+ |y2|+ 1

)(
d1 + d1(c3

√
d2 + c4d2) + 2R(c3

√
d2 + c4d2) + (c3

√
d2 + c4d2)

)
,

donc 〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ d1 + (c3

√
d2 + c4d2)(d1 + 2R + 1)

≤ d1 + c3

√
d2(d1 + 2R + 1) + c4d2(d1 + 2R + 1),

si on prend γ = max(c3, c4) alors, pour tous x1 ∈ D(A1), y1 ∈ A1x1 et x2 ∈ D(A3), y2 ∈
A3x2 on obtient

sup
x1∈D(A1), y1∈A1x1
x2∈D(A3), y2∈A3x2

〈
y1 − y2, x2 − x1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

≤ d1 + γ
(√

d2 + d2

)(
d1 + 2R + 1

)
.

D’où

dV (A1, A3) ≤ d1 + γ
(√

d2 + d2

)(
d1 + 2R + 1

)
.

�

2.3 Opérateurs dépendants continument du temps

Définition 2.3.1. Soit At : H → 2H un opérateur maximal monotone. On dit que At

est continue en t ∈ [0, T ] si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 pour tout t1 ∈ [0, T ] tel que

|t1 − t| < δ on a dV (At1 , At) < ε.

On dit qu’un opérateur At est continue sur [0, T ] si et seulement si il est continue en tout

point t ∈ [0, T ].
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Définition 2.3.2. Un opérateur At : H → 2H , défini pour t ∈ [0, T ] est dit régulier si

a) l’opérateur At est maximal monotone pour 0 ≤ t ≤ T .

b) intD(At) 6= ∅, 0 ≤ t ≤ T .

c) l’application t→ At est continue au sens de la distance dV i.e. ;

lim
ti→t

dV (Ati , At) = 0, 0 ≤ t ≤ T.

Définition 2.3.3. Supposons que At : H → 2H , Ati (i = 1, 2, · · ·) sont des opérateurs

maximaux monotones dans H, défini pour 0 ≤ t ≤ T , on dit que la suite (Ati)i converge

uniformément sur [0, T ] vers At pour i→∞, si

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

dV (Ati, A
t) = 0.

Lemme 2.3.1. Si At est un opérateur régulier sur [0, T ] alors il existe une suite d’opéra-

teurs (Ati)i maximaux monotones constants par morceaux, qui converge uniformément sur

[0, T ] vers At, pour toute telle suite il existe un indice i0 tel que pour i ≥ i0, nous avons

intD(Ati) 6= ∅.



Chapitre 3

Inclusions différentielles non

stationnaires

Dans ce chapitre, notre objectif est l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de

l’inclusion différentielle

ẋ(t) + Atx(t) 3 0, x(0) = x0 ∈ D(A0) (3.1)

où At est un opérateur maximal monotone dépendant du temps.

3.1 Opérateurs constants par morceaux

Nous déterminons la solution de l’inclusion (3.1) pour les opérateurs maximaux mo-

notones At qui sont constants par morceaux sur [0, T ]. Soit

At = Ai, ti ≤ t ≤ ti+1, i = 0, 1 · ··, k,

t0 = 0, tk = T, x(0) = x0 ∈ D(A0).

Dans ce cas, par une solution x(·) de l’inclusion (3.1), nous entendons une fonctions

continue à droite, x(·) : [0, T ]→ H, définie comme suite

a) Sur l’intervalle [0, t1) la fonction x(·) coïncide avec la solution de l’inclusion

ẋ(t) + A0x(t) 3 0, x(0) = x0.

b) Si la fonction x(·) est définie sur [0, ti) et x−i = lim
t→t−i

x(t), alors x(·) sur [ti, ti+1) est

la solution de l’inclusion

ẋ(t) + Aix(t) 3 0, x(ti) = projD(Ai)
x−i .

33
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Le lemme qui suit va être utilisé dans les démonstrations des théorèmes principaux de

ce chapitre.

Lemme 3.1.1. Soient D1, D2 deux ensembles convexes fermés dans H et d0 un réel

positif, tel que dH(D1, D2) ≤ d0.

Supposons que x1, x2 ∈ H, yi = projDixi, (i = 1, 2). Alors

|y1 − y2|2 ≤ |x1 − x2|2 + 2d0

(
|y1 − x1|+ |y2 − x2|

)
. (3.2)

Démonstration. On note pi = yi − xi, (i = 1, 2). Par la définition de la distance de

Hausdorff, on obtient

〈y1 − y2, p1〉 ≤ d0|p1|, 〈y2 − y1, p2〉 ≤ d0|p2|. (3.3)

En effet

Soient y1 ∈ D1, y2 ∈ D2

|y1 − y2| = |y1 − d+ d− y2|, ∀d ∈ D1

≤ |y1 − d|+ |d− y2|, ∀d ∈ D1,

donc

|y1 − y2| ≤ inf
d∈D1

|y1 − d|+ inf
d∈D1

|d− y2|

≤ 0 + d(y2, D1)

≤ e(D1, D2)

≤ dH(D1D2)

≤ d0.

D’où

|y1 − y2| ≤ d0

donc

〈y1 − y2, p1〉 ≤ |y1 − y2||p1|

≤ d0|p1|

et

〈y2 − y1, p1〉 ≤ |y2 − y1||p2|

≤ d0|p2|.
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De xi = yi − pi, (i = 1, 2) il vient

|x2 − x1|2 = |y2 − p2 − y1 + p1|2

=
∣∣(y2 − y1)− (p2 − p1)

∣∣2
= |y2 − y1|2 − 2〈y2 − y1, p2 − p1〉+ |p2 − p1|2

= |y2 − y1|2 + 2〈y2 − y1, p1〉 − 2〈y2 − y1, p2〉+ |p2 − p1|2.

Donc

|y2 − y1|2 = |x2 − x1|2 + 2〈y1 − y2, p1〉+ 2〈y2 − y1, p2〉 − |p2 − p1|2

et (3.3) nous donne

|y1 − y2|2 ≤ |x1 − x2|2 + 2d0

(
|p1|+ |p2|

)
− |p2 − p1|2

≤ |x1 − x2|2 + 2d0

(
|y1 − x1|+ |y2 − x2|

)
− |p2 − p1|2

≤ |x1 − x2|2 + 2d0

(
|y1 − x1|+ |y2 − x2|

)
.

D’où

|y1 − y2|2 ≤ |x1 − x2|2 + 2d0

(
|y1 − x1|+ |y2 − x2|

)
.

�

Proposition 3.1.1.
(
[5] Proposition 3.2

)
Soient A : H → 2H un opérateur maximal

monotone, f(·) ∈ L1
(
[0, T ];H

)
et u(·) ∈ C

(
[0, T ];H

)
.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. u(·) est solution forte de l’équation f ∈ du
dt

+ Au

2. u(·) est absolument continue sur tout compact de [0, T ] et u(·) est solution faible

de l’équation f ∈ du
dt

+ Au

Lemme 3.1.2. Soient At1 : H → 2H et At2 : H → 2H deux opérateurs maximaux mono-

tones constants par morceaux sur [0, T ] soit intD(Ati) 6= ∅ (i = 1, 2), avec 0 ≤ t ≤ T et

dV (At1, A
t
2) ≤ d0, 0 ≤ t ≤ T. Supposons que xi(·) (i = 1, 2) est une solution de l’inclusion

ẋi + Atixi(t) ∈ 0, xi(0) = x0
i ∈ D(A0

i ), i = 1, 2.

Alors

|x1(T )− x2(T )|2 ≤ |x0
1 − x0

2|2 + 2d0(V1 + V2 + T ),

où

Vi = var(xi, [0, T ]), i = 1, 2.
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Démonstration. Tout d’abord supposons que Ati = Ai, 0 ≤ t ≤ T. Alors xi(·) (i = 1, 2)

sont des fonctions absolument continues sur [0, T ] (d’après la proposition 3.1.1).

Posons pour i = 1, 2, yi ∈ Atixi et zi ∈ D(Ai), alors

〈
y1 − y2, z2 − z1

〉
=

〈
y1 − y2, z2 − z1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
≤ sup

zi∈D(Ai)
yi∈Atixi, i=1,2

〈
y1 − y2, z2 − z1

〉
|y1|+ |y2|+ 1

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
≤ dV

(
At1, A

t
2

)(
|y1|+ |y2|+ 1

)
≤ d0

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
.

D’où 〈
y1 − y2, z2 − z1

〉
≤ d0

(
|y1|+ |y2|+ 1

)
. (3.4)

En particulier pour yi = −ẋi(t) et zi = xi(t) (i = 1, 2), de (3.4) on trouve

〈
ẋ2(t)− ẋ1(t), x2(t)− x1(t)

〉
≤ d0

(
|ẋ1(t)|+ |ẋ2(t)|+ 1

)
,

donc

d

dt
|x1(t)− x2(t)|2 = 2

〈
ẋ1(t)− ẋ2(t), x1(t)− x2(t)

〉
≤ 2d0

(
|ẋ1(t)|+ |ẋ2(t)|+ 1

)
.

D’où
d

dt

∣∣x1(t)− x2(t)
∣∣2 ≤ 2d0

(
|ẋ1(t)|+ |ẋ2(t)|+ 1

)
. (3.5)

En intégrant (3.5) sur l’intervalle [0, T ], on trouve∫ T

0

d

dt

∣∣x1(t)− x2(t)
∣∣2dt =

∣∣x1(T )− x2(T )
∣∣2 − ∣∣x1(0)− x2(0)

∣∣2
≤ 2d0

∫ T

0

(
|ẋ1(t)|+ |ẋ2(t)|+ 1

)
≤ 2d0

[∫ T

0

|ẋ1(t)|dt+

∫ T

0

|ẋ2(t)|dt+

∫ T

0

dt

]
= 2d0

(
V1 + V2 + T

)
.

Revenant au cas des opérateurs constants par morceaux, c’est à dire il existe une subdi-

vision 0 = t0 < t1 < · · · < tk−1 = T telle que sur chaque intervalle [tj, tj+1[, les deux

opérateurs sont constants. On fait une intégration de (3.5) sur l’intervalle [tj, t] tel que
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t < tj+1, on obtient∫ t

tj

d

ds

∣∣x1(s)− x2(s)
∣∣2ds =

∣∣x1(t)− x2(t)
∣∣2 − ∣∣x1(tj)− x2(tj)

∣∣2
≤ 2d0

[∫ t

tj

|ẋ1|ds+

∫ t

tj

|ẋ2(s)|ds+

∫ t

tj

ds

]
≤ 2d0

[
var
(
x1, [tj, t]

)
+ var

(
x2, [tj, t]

)
+ t− tj

]
,

par passage à la limite quand t→ t−j+1

lim
t→t−j+1

∣∣x1(t)−x2(t)
∣∣2 ≤ ∣∣x1(tj)−x2(tj)

∣∣2+2d0 lim
t→t−j+1

[
var
(
x1, [tj, t]

)
+var

(
x2, [tj, t]

)
+t−tj

]
.

D’où∣∣x−1 (tj+1)−x−2 (tj+1)
∣∣2 ≤ ∣∣x1(tj)−x2(tj)

∣∣2+2d0

[
lim

t→t−j+1

var
(
x1, [tj, t]

)
+ lim
t→t−j+1

var
(
x2, [tj, t]

)
+tj+1−tj

]
.

(3.6)

Posons pour i = 1, 2

xi(tj+1) = proj
D(Aji )

x−i (tj+1)

où xi(tj+1) ∈ D(Aji ) et

pi = xi(tj+1)− x−i (tj+1),

d’après le lemme 3.1.1 on trouve〈
x1(tj+1)− x2(tj+1), p1

〉
≤ dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

)
|p1|,

et 〈
x2(tj+1)− x1(tj+1), p2

〉
≤ dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

)
|p2|,

alors∣∣x1(tj+1)− x2(tj+1)
∣∣2

=
∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2 + 2
〈
x1(tj+1)− x2(tj+1), p1

〉
+ 2
〈
x2(tj+1)− x1(tj+1), p2

〉
− |p1 − p2|2

≤
∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2 + 2dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

) (
|p1|+ |p2|

)
− |p1 − p2|2

≤
∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2 + 2dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

) (
|p1|+ |p2|

)
=
∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2 + 2dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

) (
|x1(tj+1)− x−1 (tj+1)|+ |x2(tj+1)− x−2 (tj+1)|

)
.

D’où∣∣x1(tj+1)− x2(tj+1)
∣∣2 − ∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2
≤ 2dH

(
D(Aj1), D(Aj2)

) (
|x1(tj+1)− x−1 (tj+1)|+ |x2(tj+1)− x−2 (tj+1)|

)
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d’autre part d’après le lemme 2.2.2 on obtient∣∣x1(tj+1)− x2(tj+1)
∣∣2 − ∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2
≤ 2dV

(
Aj1, A

j
2

) (
|x1(tj+1)− x−1 (tj+1)|+ |x2(tj+1)− x−2 (tj+1)|

)
≤ 2d0

(
|x1(tj+1)− x−1 (tj+1)|+ |x2(tj+1)− x−2 (tj+1)|

)
.

D’où∣∣x1(tj+1)− x2(tj+1)
∣∣2 − ∣∣x−1 (tj+1)− x−2 (tj+1)

∣∣2 ≤ 2d0

(
|x1(tj+1)− x−1 (tj+1)|+ |x2(tj+1)− x−2 (tj+1)|

)
.

(3.7)

On fait la somme de (3.6) et (3.7) on obtient∣∣x1(tj+1)− x2(tj+1)
∣∣2 − ∣∣x1(tj)− x2(tj)

∣∣2
≤ 2d0

[
lim

t→t−j+1

var
(
x1, [tj, t]

)
+
∣∣x−1 (tj+1)− x1(tj+1)

∣∣
+ lim

t→t−j+1

var
(
x2, [tj, t]

)
+
∣∣x−2 (tj+1)− x2(tj+1)

∣∣+ tj+1 − tj
]

≤ 2d0

[(
lim

t→t−j+1

∫ t

tj

∣∣ẋ1(s)
∣∣ds+

∣∣x1(tj+1)− x1(t)
∣∣)

+ lim
t→t−j+1

(∫ t

tj

∣∣ẋ2(s)
∣∣ds+

∣∣x2(tj+1)− x2(t)
∣∣)+ tj+1 − tj

]
≤ 2d0

[
lim

t→t−j+1

(∫ t

tj

∣∣ẋ1(s)
∣∣ds+

∣∣∣ ∫ tj+1

t

ẋ1(s)ds
∣∣∣)

+ lim
t→t−j+1

(∫ t

tj

∣∣ẋ2(s)
∣∣ds+

∣∣∣ ∫ tj+1

t

ẋ2(s)ds
∣∣∣)+ tj+1 − tj

]
≤ 2d0

[
lim

t→t−j+1

(∫ t

tj

∣∣ẋ1(s)
∣∣ds+

∫ tj+1

t

∣∣ẋ1(s)
∣∣ds)

+ lim
t→t−j+1

(∫ t

tj

∣∣ẋ2(s)
∣∣ds+

∫ tj+1

t

∣∣ẋ2(s)
∣∣ds)+ tj+1 − tj

]
≤ 2d0

[ ∫ tj+1

tj

∣∣ẋ1(s)
∣∣ds+

∫ tj+1

tj

∣∣ẋ2(s)
∣∣ds+ tj+1 − tj

]
≤ 2d0

[
var
(
x1, [tj, tj+1]

)
+ var

(
x2, [tj, tj+1]

)
+ tj+1 − tj

]
.

D’où∣∣x1(tj+1)−x2(tj+1)
∣∣2−∣∣x1(tj)−x2(tj)

∣∣2 ≤ 2d0

[
var
(
x1, [tj, tj+1]

)
+var

(
x2, [tj, tj+1]

)
+tj+1−tj

]
.

Ainsi ; pour j = 0∣∣x1(t1)− x2(t1)
∣∣2 − ∣∣x1(0)− x2(0)

∣∣2 ≤ 2d0

[
var
(
x1, [0, t1]

)
+ var

(
x2, [0, t1]

)
+ t1

]
.
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Pour j = 0, · · ·, k − 1∣∣x1(tj+1)−x2(tj+1)
∣∣2−∣∣x1(tj)−x2(tj)

∣∣2 ≤ 2d0

[
var
(
x1, [tj, tj+1]

)
+var

(
x2, [tj, tj+1]

)
+tj+1−tj

]
.

(3.8)

Pour j = k − 1∣∣x1(T )−x2(T )
∣∣2−∣∣x1(tk−1)−x2(tk−1)

∣∣2 ≤ 2d0

[
var
(
x1, [tk−1, T ]

)
+var

(
x2, [tk−1, T ]

)
+T−tk−1

]
.

On fait la somme membre à membre des équations (3.8) (j = 0, ..., k − 1) on obtient

∣∣x1(T )−x2(T )
∣∣2−∣∣x1(0)−x2(0)

∣∣2 ≤ 2d0

[ k−1∑
j=0

(
var
(
x1, [tj, tj+1]

)
+ var

(
x2, [tj, tj+1]

)
+ tj+1 − tj

) ]
,

donc

∣∣x1(T )− x2(T )
∣∣2 − ∣∣x0

1 − x0
2

∣∣2 ≤ 2d0

[ k−1∑
j=0

var
(
x1, [tj, tj+1]

)
+

k−1∑
j=0

var
(
x2, [tj, tj+1]

)
+

k−1∑
j=0

(tj+1 − tj)
]

≤ 2d0

[
var
(
x1, [0, T ]

)
+ var

(
x2, [0, T ]

)
+ T

]
≤ 2d0

[
V1 + V2 + T

]
.

�

Définition 3.1.1. Soit At : H → 2H un opérateur régulier sur [0, T ], on appelle x(·) ∈
C
(
[0, T ];H

)
une solution de l’inclusion (3.1) si (x(·))i converge uniformément vers x(·)

sur [0, T ], où xi(·) est la solution de l’inclusion

ẋi(t) + Ati(t) 3 0, xi(0) = x0
i ∈ D(A0

i ),

(Ati)i est une suite d’opérateurs maximaux monotones constants par morceaux convergent

uniformément sur [0, T ] vers At pour i→∞ et x0
i → x0.

3.2 Borne supérieure de la variation de la solution

Dans le but de prouver l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.1) avec

l’opérateur At régulier, nous établissons une limite supérieure de la variation de la solution

y(·) sur [0, T ] de l’inclusion

ẏ(t) + Atiy(t) 3 0, y(0) = y0 ∈ D(A0
i )

avec (Ati)i une suite d’opérateurs maximaux monotones constants par morceaux convergent

vers At uniformément sur [0, T ], dans le sens de la distance dV .
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Lemme 3.2.1. Soient A : H → 2H un opérateur maximal monotone, avec D(A) ⊂ BR,

x̄ ∈ D(A) et B(x̄, r) ⊂ D(A),
(
r > 0, B(x̄, r) = {z ∈ H, |z − x̄| ≤ r}

)
.

Supposons qu’il existe M > 0, tel que |y| ≤M pour tout y ∈ Ax, x ∈ B̄(x̄, r), et soit x(·)
la solution de l’inclusion

ẋ(t) + Ax(t) 3 0, x(0) = x0 ∈ D(A).

Alors, la variation de x(·) sur [0, T ] est bornée par la quantité V = V (r, R,M, T ).

Démonstration. La fonction x(·) est absolument continue (d’après la proposition 3.1.1)

et on a
d

dt

∣∣x(t)− x̄
∣∣2 = 2

〈
ẋ(t), x(t)− x̄

〉
, −ẋ(t) ∈ Ax(t), (3.9)

presque partout sur [0, T ].

En vertu de la monotonie de A, pour tout p ∈ H vérifiant x̄ + p ∈ D(A) on trouve pour

tous y ∈ Ax(t) et y′ ∈ A(x̄+ p), avec x̄+ p ∈ B(x̄, r) alors |y′| ≤M〈
y − y′, x(t)− (x̄+ p)

〉
=
〈
y − y′, x(t)− x̄− p

〉
≥ 0. (3.10)

On suppose que p = r
y

|y|
, alors

〈
y − y′, x(t)− x̄− r y

|y|
〉
≥ 0,

donc 〈
y, x(t)− x̄

〉
− r

|y|
〈
y, y
〉
−
〈
y′, x(t)− x̄

〉
+

r

|y|
〈
y′, y

〉
≥ 0,

par suite 〈
y, x(t)− x̄

〉
≥ r

|y|
|y|2 −

〈
y′, x̄− x(t)

〉
− r

|y|
〈
y′, y

〉
≥ r|y| − |y′||x̄− x(t)| − r|y′|

≥ r|y| − |y′|
(
|x(t)− x̄|+ r

)
≥ r|y| −M |

(
|x(t)− x̄|+ r

)
.

D’où

〈y, x(t)− x̄〉 ≥ r|y| −M(|x(t)− x̄|+ r). (3.11)

Si on prend y = −ẋ(t) ∈ Ax(t), alors (3.11) donne

r| − ẋ(t)| −M
(
|x(t)− x̄|+ r

)
≤
〈
− ẋ(t), x(t)− x̄

〉
= −

〈
ẋ(t), x(t)− x̄

〉
=
〈
ẋ(t), x̄− x(t)

〉
≤
∣∣ẋ(t)

∣∣∣∣x(t)− x̄
∣∣.
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Alors

−2r
∣∣ẋ(t)

∣∣+ 2M
(∣∣x(t)− x̄

∣∣+ r
)
≥ 2
∣∣ẋ(t)

∣∣∣∣x(t)− x̄
∣∣

≥ 2
〈
ẋ(t), x(t)− x̄

〉
.

D’après (3.9) on a

d

dt

∣∣x(t)− x̄
∣∣2 ≤ 2M

(∣∣x(t)− x̄
∣∣+ r

)
− 2r

∣∣ẋ(t)
∣∣, (3.12)

alors ∫ T

0

d

dt

∣∣x(t)− x̄
∣∣2dt ≤ 2M

∫ T

0

∣∣x(t)− x̄
∣∣dt+ 2Mr

∫ T

0

dt− 2r

∫ T

0

∣∣ẋ(t)
∣∣dt,

par suite∣∣x(T )− x̄
∣∣2 − ∣∣x(0)− x̄

∣∣2 ≤ 2M

∫ T

0

∣∣x(t)− x̄
∣∣dt+ 2MrT − 2rvar

(
x, [0, T ]

)
,

donc

2rvar
(
x, [0, T ]

)
≤
∣∣x(0)− x̄

∣∣2 − ∣∣x(T )− x̄
∣∣2 + 2MrT + 2M

∫ T

0

∣∣x(t)− x̄
∣∣dt.

D’autre part on a
∣∣x(t)− x̄

∣∣ ≤ 2R (car |x(t)− x̄| ≤ |x(t)|+ |x̄| ≤ R+R = 2R), 0 ≤ t ≤ T,

alors

2rvar
(
x, [0, T ]

)
≤
∣∣x(0)− x̄

∣∣2 − ∣∣x(T )− x̄
∣∣2 + 2MrT + 2M

∫ T

0

∣∣x(t)− x̄
∣∣dt

≤
(∣∣x(0)− x̄

∣∣− ∣∣x(T )− x̄
∣∣)(∣∣x(0)− x̄

∣∣+
∣∣x(T )− x̄

∣∣)+ 2MrT + 2M

∫ T

0

2Rdt

≤ 4R
(∣∣x(0)− x̄

∣∣− ∣∣x(T )− x̄
∣∣)+ 2MrT + 4MRT

≤ 4R
∣∣x(0)− x(T )

∣∣+ 2MrT + 4MRT

≤ 4R
(∣∣x(0)

∣∣+
∣∣x(T )

∣∣)+ 2MrT + 4MRT

≤ 8R2 + 2MrT + 4MRT,

par suite

var
(
x, [0, T ]

)
≤ 1

2r

[
8R2 + 2MrT + 4MRT

]
=

1

r

[
4R2 +MrT + 2MRT

]
= V.

D’où

var
(
x, [0, T ]

)
≤ V.

�
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Définition 3.2.1. L’opérateur maximal monotone A : H → 2H est un opérateur M-borné

sur B(x, r) si B(x, r) ⊂ D(A) et |z| ≤M pour z ∈ Ay, y ∈ B(x, r).

Définition 3.2.2. On dit qu’un opérateur St : [0, T ] → 2H est un tube solide s’il existe

des suites finies

t0 = 0 < t1 < · · · < tk > T, x0, · · ·, xk ∈ H, r0, r1, · · ·, rk > 0,

tel que St = B(xi, ri) pour ti ≤ t < ti+1, i = 0, · · ·, k − 1.

Définition 3.2.3. Soit M > 0. Un opérateur maximal monotone At : H −→ 2H dépen-

dant du temps est dit M-borné sur le tube solide St si pour chaque t ∈ [0, T ] nous avons

l’inclusion St ⊂ D(At) et |y| ≤M pour tout x ∈ St, y ∈ Atx.

Lemme 3.2.2. Soit St un tube solide, 0 ≤ t ≤ T . Pour chaque M > 0, il existe

V = V (St,M, T,R) tel que si At est un opérateur maximal monotone de H −→ 2H

constant par morceaux et M-borné sur St et si x(·) est la solution de l’inclusion (3.1),

alors var
(
x, [0, T ]

)
≤ V .

Démonstration.

Tout d’abord, supposons que St = B(x̄, r), 0 ≤ t ≤ T et l’opérateur At est constant par

morceaux et égal à Ai sur l’intervalle [ti, ti+1[ ⊂ [0, T ], i = 0, · · ·, k − 1.

On montre que

var
(
x, [ti, ti+1]

)
≤ Vi = V (r, R,M, ti+1 − ti).

Pour cela, comme il découle de la preuve du lemme 3.2.1, il suffit de montrer l’inégalité∣∣x−(ti+1)− x̄
∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄

∣∣2 ≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣, (3.13)

où

x−(ti+1) = lim
t→t−i+1

x(t),

d’après la définition 1.8.1 et que x(ti) = Proj
D(Ati )

x−(ti), pour tout y ∈ D(A
ti ) on trouve〈

x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− y
〉
≥ 0. (3.14)

Si on prend

y = x̄+ r
x−(ti+1)− x(ti)∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣ ,
(3.14) implique que〈

x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄− r
x−(ti+1)− x(ti)∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣
〉
≥ 0,
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donc 〈
x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄

〉
≥ r

〈
x−(ti+1)− x(ti),

x−(ti+1)− x(ti)∣∣x−(ti+1)− x(ti)
∣∣
〉

=
r∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣∣∣x−(ti+1)− x(ti)
∣∣2

= r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣,
d’où 〈

x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄
〉
≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣. (3.15)

Par suite, (3.15) donne〈
x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄+ x−(ti+1)− x−(ti+1)

〉
≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣,
qui est équivalent à〈
x−(ti+1)− x(ti), x

−(ti+1)− x̄
〉

+
〈
x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x−(ti+1)

〉
≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣,
donc〈
x−(ti+1)− x(ti), x

−(ti+1)− x̄
〉
≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣− 〈x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x−(ti+1)
〉

≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣+
〈
x−(ti+1)− x(ti), x

−(ti+1)− x(ti)
〉

= r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣+
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣2
≥ 0.

D’où 〈
x−(ti+1)− x(ti), x

−(ti+1)− x̄
〉
≥ 0. (3.16)

D’autre part〈
x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄

〉
=
〈
x−(ti+1)− x(ti) + x̄− x̄, x(ti)− x̄

〉
=
〈
x−(ti+1)− x̄, x(ti)− x̄

〉
−
〈
x(ti)− x̄, x(ti)− x̄

〉
=
〈
x−(ti+1)− x̄, x(ti)− x̄+ x−(ti+1)− x−(ti+1)

〉
−
∣∣x(ti)− x̄

∣∣2
=
〈
x−(ti+1)− x̄, x−(ti+1)− x̄

〉
+
〈
x−(ti+1)− x̄, x(ti)− x−(ti+1)

〉
−
∣∣x(ti)− x̄

∣∣2
=
∣∣x−(ti+1)− x̄

∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄
∣∣2 +

〈
x−(ti+1)− x̄, x(ti)− x−(ti+1)

〉
,

d’où〈
x−(ti+1)− x(ti), x(ti)− x̄

〉
=
∣∣x−(ti+1)− x̄

∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄
∣∣2 +

〈
x−(ti+1)− x̄, x(ti)− x−(ti+1)

〉
=
∣∣x−(ti+1)− x̄

∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄
∣∣2 − 〈x−(ti+1)− x(ti), x

−(ti+1)− x̄
〉

(3.17)
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et comme d’après (3.16) on a∣∣x−(ti+1)− x̄
∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄

∣∣2 ≥ ∣∣x−(ti+1)− x̄
∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄

∣∣2 − 〈x−(ti+1)− x(ti), x
−(ti+1)− x̄

〉
.

(3.18)

Alors (3.15), (3.17) et (3.18) donnent∣∣x−(ti+1)− x̄
∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄

∣∣2 ≥ r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣.
D’autre part on a

∣∣x−(ti+1)− x̄
∣∣2 − ∣∣x(ti)− x̄

∣∣2 =

∫ ti+1

ti

∣∣x(t)− x̄
∣∣2dt.

D’après (3.12) on a

r
∣∣x−(ti+1)− x(ti)

∣∣ ≤ 2M

∫ ti+1

ti

(∣∣x(t)− x̄
∣∣+ r

)
dt− 2r

∫ ti+1

ti

∣∣ẋ(t)
∣∣dt

≤ 2M

∫ ti+1

ti

(
2R + r

)
dt− 2rvar

(
x, [ti, ti+1[

)
alors

2rvar
(
x, [ti, ti+1[

)
≤ 2M(2R + r)(ti+1 − ti)− r

∣∣x−(ti+1)− x(ti)
∣∣,

donc

var
(
x, [ti, ti+1[

)
≤ M

r
(2R + r)(ti+1 − ti)−

1

2
|x−(ti+1)− x(ti)|

≤ M

r
(2R + r)(ti+1 − ti)

≤ Vi = V
(
i, R,M, ti+1 − ti

)
.

D’où

var
(
x, [0, T ]

)
≤

k−1∑
i=0

var
(
x, [ti, ti+1[

)
≤

k−1∑
i=0

Vi

= V.

Considérons maintenant, le cas où St est variable i.e. ; St = B(x̄i, ri), pour tout t ∈
[ti, ti+1[, i = 0, · · ·, k−1. De la même manière que dans le cas ou St est constant on trouve

les résultats suivants∣∣x−(ti+1)− x̄i
∣∣2 − ∣∣x(ti+1)− x̄i

∣∣2 ≥ ri
∣∣x−(ti+1)− x(ti+1)

∣∣,
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donc

var
(
x, [ti, ti+1]

)
≤ M

ri
(2R + ri)(ti+1 − ti)

≤ V ′i .

D’où

var(x, [0, T ]) ≤
k−1∑
i=0

V ′i = V ′.

�

3.3 Existence et unicité de la solution d’un opérateur

régulier

Le but de cette section est de montrer l’existence et l’unicité des solutions pour une

inclusion différentielle du premier ordre avec une condition initiale.

Prouvons d’abord trois lemmes auxiliaires.

Lemme 3.3.1. Soit At un opérateur régulier. Alors il existe M > 0 et un tube solide St,

(0 ≤ t ≤ T ) sur lequel l’opérateur At est M-borné.

Démonstration. Tout d’abord, on fixe t ∈ [0, T ] et on prend x̄ ∈ intD(At) puisque At

est un opérateur régulier, il existe r, M > 0 tels que l’opérateur At est M -borné sur

B(x̄, r) (car At est continu).

Soit A1 un opérateur maximal monotone tel que x̄ ∈ D(A1), dV (At, A1) ≤ r

4
et B(x̄,

r

2
) ⊂

D(A1).

On a

dV (A1, A
t) ≥ sup

x∈B(x̄, r
2

),y∈B(x̄,r)
z∈A1x,p∈Aty

〈
z − p, y − x

〉
|z|+ |p|+ 1

,

alors pour tous x ∈ B(x̄,
r

2
), y ∈ B(x̄, r), z ∈ A1x, p ∈ Aty

dV (A1, A
t) ≥

〈
z − p, y − x

〉
|z|+ |p|+ 1

,

mais on a

dV (At, A1) ≤ r

4
,

donc 〈
z − p, y − x

〉
|z|+ |p|+ 1

≤ r

4
.
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D’où

〈z − p, y − x〉 ≤ r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
. (3.19)

On considère y = x+
r

2

z

|z|
, d’après (3.19) on trouve

r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
≥
〈
z − p, r

2

z

|z|

〉
≥ r

2|z|
〈z − p, z〉

≥ r

2|z|
(
〈z, z〉 − 〈p, z〉

)
≥ r

2|z|
(
|z|2 − 〈p, z〉

)
≥ r

2
|z| − r

2|z|
〈p, z〉.

D’où
r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
≥ r

2
|z| − r

2|z|
〈p, z〉, (3.20)

comme p ∈ Aty et y ∈ B(x̄, r) on a |p| ≤M , alors (3.20) est équivalente à

r

2
|z| ≤ r

2|z|
〈p, z〉+

r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
≤ r

2|z|
|p||z|+ r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
≤ r

2
|p|+ r

4

(
|z|+ |p|+ 1

)
≤ r

2
M +

r

4

(
|z|+M + 1

)
,

alors

|z| ≤M +
1

2

(
|z|+M + 1

)
,

par suite
1

2
|z| ≤ 3

2
M +

1

2
,

donc

|z| ≤ 3M + 1.

Alors A1 est (3M + 1)-borné sur B(x̄,
r

2
).

D’autre part d’après la continuité de l’application t −→ At au point τ ∈ [0, T ], on a

∀ε′ > 0, ∃ε > 0, ∀t ∈ [0, T ], |τ − t| ≤ ε⇒ dV (Aτ , At) ≤ ε′,

en particulier pour ε′ =
r

4
, il existe ε > 0 tel que, pour tout t ∈ ]τ − ε, τ + ε[, alors

dV (Aτ , At) ≤ r

4
. Soient τ ∈ [0, T ] fixé, x̄τ ∈ intD(Aτ ), d’après la première partie de la

preuve, il existe rτ , Mτ > 0, tel que Aτ est Mτ -borné sur B(x̄τ , rτ ).
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On a [0, T ] ⊂
⋃

τ∈[0,T ]

]τ − ε, τ + ε[,
(
tel que

(
]τ − ε, τ + ε[

)
τ
est un recouvrement ouvert de

[0, T ]
)
, et puisque [0, T ] est compact, ∃ {τ0, τ1, · · ·, τk} ⊂ [0, T ] tel que

(
]τi − ε, τi + ε[

)
i
( i =

0, · · ·, k) est un sous recouvrement fini de [0, T ] avec 0 = τ0 < τ1 < · · · < τk = T c’est a

dire [0, T ] ⊂
k⋃
i=0

]τi − ε, τi + ε[.

Si on prend M ′ = max
0≤i≤k

Mτi et St = B(x̄τi ,
rτi
2

), τi ≤ t ≤ τi+1, i = 0, · · ·, k − 1. Alors

B(x̄τi ,
rτi
2

) ⊂ D(At), donc St ⊂ D(At).

Soient z ∈ Atx, ∃i ∈ {0, · · ·, k} tel que x ∈ B(x̄τi ,
rτi
2

) = St, pour tout t ∈ [τi, τi+1[.

En utilisant la même démonstration que la 1er partie on obtient

|z| ≤ 3Mτi + 1 ≤ 3M ′ + 1 = M, ∀i = 0 · · · k.

i.e. ; pour tous t ∈ [0, T ], x ∈ St et z ∈ Atx on a |z| ≤M.

Donc At est M -borné sur St. �

Lemme 3.3.2. Soit At : H → 2H un opérateur dépendant du temps et M-borné sur le

tube solide St. Alors pour tout tube solide S̃t tel que S̃t ⊂ intSt pour tous t ∈ [0, T ] et

tout M̃ > M , il existe d0 > 0 tel que tout opérateur maximal monotone At1 qui satisfait

l’inégalité

dV (At, At1) ≤ d0, 0 ≤ t ≤ T

est M̃-borné sur S̃t.

Démonstration. Soit A : H → 2H un opérateur maximal monotone M -borné sur

B(x, r) = St pour tout t ∈ [0, T ] et soit M̃ > M , r̃ < r.

D’après la démonstration du lemme 3.3.1, soit A1 : H → 2H opérateur maximal monotone

et posons dV (A,A1) = d on a B(x, r̃) ⊂ D(A1).

Soit x′ ∈ B(x, r̃) et z ∈ A1x
′ alors pour tous y ∈ B(x, r) et p ∈ Ay

〈z − p, y − x′〉 ≤ d
(
|z|+ |p|+ 1

)
,

on prend y − x′ = r̃
z

|z|
, alors

〈z − p, r̃ z
|z|
〉 ≤ d

(
|z|+M + 1

)
,

donc
r̃

|z|
〈z, z〉 − r̃

|z|
〈p, z〉 ≤ d

(
|z|+M + 1

)
,
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par suite

r̃|z| ≤ r̃

z
〈p, z〉+ d|z|+ dM + d

≤ r̃M + d|z|+ dM + d

≤ (r̃ + d)M + d|z|+ d.

D’où

|z| ≤ r̃ + d

r̃ − d
M +

d

r̃ − d

=
1

r̃ − d
[
(r̃ + d)M + d

]
≤ M̃.

Alors pour tout M̃ > M et r̃ < r, il existe d0 ≥ d tel que d0 = (M̃−M)r̃

M+M̃+1
et pour tout

z ∈ A1x
′ on a |z| ≤ M̃ i.e. ; A1 est M̃ -borné sur B(x, r̃).

On conclut pour x′ ∈ B(x, r̃), S̃t = B(x, r̃) ⊂ intSt = B(x, r) et si A est M -borné sur St

alors il existe d0 tel que A1 est M̃ -borné sur S̃t.

On généralisé de la même manière que dans la démonstration du lemme 3.3.1 pour le cas

où St n’est pas constant, donc At1 est M̃ -borné sur S̃t. �

Lemme 3.3.3. Pour tout opérateur régulier At il existe d0 > 0 et V > 0 tel que si At1 est

un opérateur maximal monotone constant par morceaux, d(At, At1) ≤ d0, 0 ≤ t ≤ T , soit

x(·) est la solution de l’inclusion

ẋ(t) + At1x(t) 3 0, x(0) = x0 ∈ D(A0
1),

alors

var
(
x, [0, T ]

)
≤ V.

Démonstration. Comme At est régulier, alors d’après le lemme 3.3.1 il existe M > 0 et

un tube solide St, 0 ≤ t ≤ T tel que At est M -borné.

On prend S̃t un autre tube solide tel que S̃t ⊂ intSt, 0 ≤ t ≤ T et M̃ > M , alors d’après

le lemme 3.3.2 il existe d0 > 0 tel que tout opérateur maximal monotone At1 constant

par morceaux qui satisfait l’inégalité d(At, At1) ≤ d0 est M̃ -borné sur S̃t donc d’après le

lemme 3.2.2, pour tout M̃ > 0, il existe V = V (S̃t, M̃ , T, R) tel que

var
(
x, [0, T ]

)
≤ V.

�
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Théorème 3.3.1. Pour tout opérateur régulier At (0 ≤ t ≤ T ), il existe une solution

unique de l’inclusion (3.1) telle que sa variation sur [0, T ] est bornée.

Démonstration.

Étape 1 : Existence

Soit At un opérateur régulier (0 ≤ t ≤ T ), d’après le lemme 2.3.1 il existe une suite (Ati)i

d’opérateurs maximaux monotones constants par morceaux qui converge uniformément

sur [0, T ] vers At, c’est a dire ; pour tout ε1 > 0, il existe i1, pour tout i > i1, on a

dV (Ati, A
t) ≤ ε1 (3.21)

On prend x0
i ∈ D(A0

i ) (i = 1, 2, · · ·), d’après le lemme 2.2.2 on a

dH
(
D(Ati), D(At)

)
≤ dV (Ati, A

t), ∀t ∈ [0, T ]

alors, d’après (3.21) on a pour tout t ∈ [0, T ], ∀i > i1

dH
(
D(Ati), D(At)

)
≤ dV (Ati, A

t)

≤ sup
t∈[0,T ]

dV (Ati, A
t)

≤ ε1,

en particulier pour t = 0, ∀i > i1

dH
(
D(A0

i ), D(A0)
)
≤ dV (A0

i , A
0) ≤ ε1.

D’où

dH
(
D(A0

i ), D(A0)
)
≤ ε1 (3.22)

d’autre part, pour tout i > i1

|x0
i − x0| = |x0

i − x+ x− x0|, ∀x ∈ D(A0)

≤ |x0
i − x|+ |x− x0|, ∀x ∈ D(A0)

≤ inf
x∈D(A0)

|x0
i − x|+ inf

x∈D(A0)
|x− x0|

≤ 0 + d
(
x0
i , D(A0)

)
, ∀x0

i ∈ D(A0
i )

≤ e
(
D(A0

i ), D(A0)
)

≤ dH
(
D(A0

i ), D(A0)
)

≤ ε1.
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D’où pour tout i > i1

|x0
i − x0| ≤ ε1 alors lim

i→∞
|x0
i − x0| = 0.

Soit xi(·) la solution de l’inclusion

ẋi(t) + Atixi(t) 3 0, xi(0) = x0
i , i = 1, 2, · · ·

D’après le Lemme 3.2.1, toute solution xi(·) a une variation bornée sur [0, T ] et d’après

le lemme 3.3.3, toutes les Vi = var(xi, [0, T ]) sont bornées par une unique constante V .

D’après (3.21) et en vertu du lemme 2.2.5, pour tout ε1 > 0 il existe un indice i1 tel que

pour tout i, j ≥ i1, dV (Ati, A
t) ≤ ε1 et dV (Atj, A

t) ≤ ε1 alors

dV (Ati, A
t
j) ≤ ε1 + γ(ε1 +R + 1)(

√
ε1 + ε1)

= ε,

donc

dV (Ati, A
t
j) ≤ ε, 0 ≤ t ≤ T ·

Maintenant les conditions du lemme 3.1.2 sont vérifies, alors pour tout t ∈ [0, T ] et tous

i, j suffisamment grands, on a l’inégalité

|xi(t)− xj(t)|2 ≤ |x0
i − x0

j |2 + 2ε(2V + t). (3.23)

Ainsi, d’après (3.23) (xi(t))i est une suite de Cauchy dans H qui est complet alors (xi(t))i

converge vers x(t) sur [0, T ] tel que x(t) ∈ D(At) et xi(t) ∈ D(Ati), ∀t ∈ [0, T ].

De plus, pour tout i > i1 on a

|xi(t)− x(t)| ≤ dH(D(Ati), D(At)), ∀t ∈ [0, T ]

≤ dV (Ati, A
t), ∀t ∈ [0, T ]

≤ ε1,

alors

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

|xi(t)− x(t)| ≤ ε1.

D’où la suite de fonction (xi(·))i converge uniformément sur [0, T ] pour i → ∞ vers

x(·), telle que x(0) = x0 = lim
i→∞

x0
i . La variation de la fonction x(·) sur [0, T ] est bornée

supérieurement par la quantité V . x(·) est continue sur [0, T ] puisque xi(·) sont continues
et convergent uniformément vers x(·) sur [0, T ].

Étape 2 : Unicité
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Soit (Bt
i)i une autre suite d’opérateurs maximaux monotones constants par morceaux

convergent uniformément vers At sur [0, T ] pour i→∞, i.e. ; pour tout ε2 > 0 il existe i2
tel que pour tout i > i2, on a

dV (Bt
i , A

t) ≤ ε2, ∀t ∈ [0, T ].

À cette suite (Bt
i)i et à la suite correspondante des valeurs initiales (xi)i avec x0

i ∈ D(B0
i ),

correspond une solution x′(·) de l’inclusion (3.1).

De la même manière, en répétant les arguments donnés ci-dessus et comme

dV (Ati, A
t) ≤ ε1 et dV (Bt

i , A
t) ≤ ε2,

on applique le lemme 2.2.5 alors il existe ε′ = ε1 + γ(ε1 +R + 1)(
√
ε2 + ε2) tel que

dV (Ati, B
t
i) ≤ ε′.

en utilisant le Lemme 3.1.2, on obtient une estimation semblable à l’estimation (3.23)

|x′i(t)− xi(t)|2 ≤ |x
′0
i − x0

i |2 + 2ε′(2V + t), ∀t ∈ [0, T ],

pour un i suffisamment grand on a

sup
t∈[0,T ]

|x′i(t)− xi(t)|2 ≤ |x
′0
i − x0

i |2 + 2ε′(2V + T ),

alors

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

|x′i(t)− xi(t)|2 ≤ lim
i→∞

(
|x′0i − x0

i |2 + 2ε′(2V + T )
)
,

donc

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

|x′i(t)− xi(t)|2 = 0,

par suite

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

|x′i(t)− xi(t)| = 0,

alors

lim
i→∞
|x′i(·)− xi(·)|C = 0.

D’où

|x′i(·)− xi(·)|C = 0,

par conséquent

x(·) = x′(·).

D’où l’unicité de la solution. �
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Théorème 3.3.2. La solution de l’inclusion (3.1) dépend des paramètres continument au

sens suivant. Si At est un opérateur régulier, x0 ∈ D(A0) et (Ati)i est une suite d’opéra-

teurs réguliers converge uniformément sur [0, T ] vers At pour i → ∞, xi0 ∈ D(A0
i ), avec

lim
i→∞
|xi0 − x0| = 0 et xi(·) est la solution de l’inclusion

ẋi(t) + Atixi(t) 3 0, xi(0) = x0
i , i = 0, 2, · · · (3.24)

Alors la suite (xi(·))i converge uniformément sur [0, T ] vers la solution x(t) de l’inclusion

(3.1) quand i→∞.

Démonstration. On a xi(·) est la solution de l’inclusion (3.24). Soit 0 ≤ t ≤ s ≤ T alors

D’après le lemme 3.1.2 pour tout i ∈ N on a

|xi(t)− x(t)|2 ≤ |x0
i − x0|2 +

[
sup

0≤t≤s
dV (Asi , A

s)
(
var(xi, [0, t]) + var(x, [0, t]) + t

)]
donc

|xi(t)− x(t)|2 ≤ |x0
i − x0|2 + max

0≤s≤T
dV (Asi , A

s)(var(xi, [0, T ]) + var(x, [0, T ]) + T ),

et d’après le lemme 3.3.3 on a var(xi, [0, T ]) ≤ V <∞, alors d’après le théorème 1.6.6 on

obtient var(x, [0, T ] ≤ V <∞) et

max
0≤s≤T

dV (Asi , A
s) ≤ ε

2
.

Par la définition 3.1.1 on a lim
i→∞
|x0
i −x0| = 0, c’est à dire ; pour tout ε > 0, il existe i > i0,

tel que |x0
i − x0| ≤

ε

2
,

par passage à la limite on a

lim
i→∞

sup
t∈[0,T ]

|xi(t)− x(t)|2 ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

D’où, xi(·) convergent uniformément vers x(·). �



Conclusion

Notre but dans ce mémoire, dans une première partie était d’étudier les opérateurs

monotones, en particulier le concept le plus important dans cette théorie, les opérateurs

maximaux monotones. Ici nous avons énoncé la définition de la distance de Vladimirov et

des résultats importants sur ses propriétés dans un espace de Hilbert.

Dans la deuxième partie nous avons donné les propriétés des solutions et des résultats

sur l’existence et l’unicité de celles-ci pour une inclusion différentielle gouvernée par un

opérateur maximal monotone non stationnaire dans un espace de Hilbert.
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