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Introduction

Au cours des derniéres décennies, les méthodes fonctionnelles ont joué un role crucial

dans la théorie qualitative des équations aux dérivées partielles.

Une étape importante a été I’élargissement, au début des années 70, de la dynamique
non linéaire du type accrétif (dissipatif) de la théorie de Hille — Yosida sur les semi-groupes
d’opérateurs linéaires continus. La principale réalisation est que le probléme de Cauchy
associé & des opérateurs maximaux accrétifs non linéaires dans les espaces de Banach
est bien posé et la dynamique correspondante est exprimée par la formule exponentielle.
Ce résultat fondamental est la pierre angulaire de toute la théorie de I’existence d'une
dynamique infinie non linéaire de type dissipatif, et sa contribution au développement
de la théorie moderne des équations aux dérivées partielles non linéaires ne peut étre

sous-estimée. [3]

Le but de ce mémoire était de faire nos premiers pas dans la recherche, ceci a commencé
par la lecture du chapitre 3 de la référence [3|, portant sur l'existence et l'unicité de
solutions pour des inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs w-accrétifs dans

un espace de Banach.

Nous avons essayé de bien comprendre les méthodes utilisées dans les preuves des
théorémes principaux que nous avons bien détaillées, en soulignant les outils et les notions
de base que nous avons rassemblé dans un premier chapitre préliminaire, ceci a rendu la
lecture des résultats plus simple et les étapes des preuves plus compréhensibles. Notre

manuscrit est structuré en 3 chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle les notions essentielles et les résultats de base
concernant ’analyse multivoque et 'optimisation. On a décrit des définitions et des théo-

rémes nécessaires pour le développement de notre travail.
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Le deuxiéme chapitre concerne la théorie générale d’opérateur accrétif respectivement

(maximal-accrétif, w- accrétif) et leurs caractéristiques dans un espace de Banach.

Dans le dernier chapitre, qui est en fait le chapitre principal de notre étude, nous avons
considéré le probleme de Cauchy suivant :
ft) € Gy(t)+Ay(t)  tel0,T]
y(0) = yo

ou A: E = E est un opérateur w-accrétif, yo € E et f € L([0,T], E).
Et nous avons exposé des théorémes d’existence et d’unicité de solutions faibles et fortes

dans 'espace de Banach F.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1

Notations générales

Dans tout le manuscrit nous avons utilisé les notations suivantes

X un espace vectoriel topologique

(E, ||-||) un espace vectoriel normé, E* son dual topologique muni de la norme ||. ||,
i.e., " est 'espace vectoriel normé des formes linéaires continues sur £

I l'identité de E

(.,.) le produit de dualité entre E et E*

R l'ensemble des nombres réels

R, I'ensemble des nombres réels positifs

N I’ensemble des entiers naturels

R = [ - 0o, +00]

|.| la valeur absolue définie sur R

A ladhérence de A C X

conv(A) l'enveloppe convexe de I'ensemble A C X

m I’enveloppe convexe fermée de A C X

p.p. presque partout

J(E, E*) (resp. O'(E*, E)) la topologie faible sur £ (resp. la topologie faible™ sur
E*)

— désigne la convergence faible

—* désigne la convergence faible®

— désigne la convergence forte

V' (xg) est P'ensemble des voisinages du point zy € E

6
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1.2

lim inf (resp. lim sup) désigne la limite inférieure (resp. supérieure)

t } 0 veut dire ¢ tend vers O et t > 0

t 10 veut dire t tend vers 0 et t < 0

d* la dérivé a droite, i.e., siy : [0,T] — E est une fonction dérivable & droite, on a

dt oyt +e) —ylt)
—qy(t) =1 .
gVt =lim .

d~ la dérivé a gauche, i.e., siy : [0,T] — E est une fonction dérivable a gauche, on

a
d- . y(t) —yt —¢)
— =] .
dt y(t) e%l €

Bg(0,1), Bg(0,1) la boule unité ouverte, fermée de E

04 la fonction indicatrice d’'un ensemble A, définie par

0 siz € A
da(z) =

+00  sinon

Soit(Q,E,,u) un espace mesuré et soit p € [1,+oo [ On note par LP(Q,E,M)

I'espace quotient de Banach des fonctions p®™¢ intégrables définies sur & valeurs

dans E muni de sa norme

o, = ([ o)

pour tout u € LP(S2, E, ), et par L>°(Q), E, 1) 'espace des fonctions essentiellement

bornées définies sur 2 & valeurs dans F muni de sa norme
ul|so = inf {¢ >0, Ju(t)]] <cpp}.

Par C([0,T]; E) on note 'espace des applications continues définies sur [0,7] a

valeurs dans £ muni de sa norme

Julle = sup o)

Soit [0, 7] un intervalle borné¢ de R, W1([0,T]; E) est I'espace de Sobolev défini
par

WH([0,T]; E) = {y € C(0,T} E), y' € L'([0, T E) }.

Notions sur les Multi-applications

Nous donnons dans cette section quelques définitions concernant les multi-applications,

aussi appelées correspondances, applications multivoques ou multifonctions. (Voir [1], [7])
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Définition 1.1. Soient X,Y deux ensembles non vides, on appelle multi-application toute
applications F définie sur X a valeurs dans P(Y'), tel que P(Y') est la famille de tous les
ensembles de Y, c’est a dire F: X — P(Y) ou bien F: X — 2Y oubien F: X =Y.
Donc pour tout © € X, F(x) est un sous ensemble de Y. Si l'ensemble F(x) contient au

plus un élément y € Y on dira que F' est un opérateur univoque.

Définition 1.2. Soit F': X = Y une multi-application. On définit

1. Le domaine de F', qu’on note D(F'), l’ensemble
D(F)={z€eX; F(z)#0}.
2. Le graphe de F', qu’on note Gph(F'), le sous ensemble de X XY défini par
Gph(F) = {(z,y) € D(F) xY; y € F(z)}.
3. Le rang de F', qu’on note R(F'), l’ensemble
R(F)={y€Y; 3z € D(F), y€ F(x)}.
4. La multi-application inverse F~1:Y = X est définie par
F(y) = {x eX;ye F(:E)}, Yy €Y.
Et nous avons
D(F ) ={yeY; F'(y) # 0}
={yeY; e DF), z€ Fl(y)}

—{yeY; weD(F), ye Flz)}
— R(F).

5. Soit A € R. Alors A\F' est la multi-application
r€X = (A\F)(z) = {)\y, y € F(:c)},

avec

D(\F) = D(F).

6. Soit G : X =Y une multi-application. Alors la multi-application F + G est définie
par

reX— (F+G)(x) = {y1 +y2, Y1 € F(x) et yp € G<I>}>

avec

D(F + G) = D(F) N D(G).
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1.3 Topologie faible et topologie faible*

On introduit dans cette section quelques résultats fondamentaux sur les topologies

faible et faible®. On s’est servit de [1] et [7] comme référence.

Définition 1.3. Soit E un espace de Banach muni de la norme |.| et E* sont dual

topologique muni de la norme

I71. = sup (7,

on note (f,x) au lieu de f(z).
Soit f € E* et soit
©r E—R
z— ps(x) = ([, z).

Lorsque f parcourt E*, on obtient une famille de fonctions (¢y)rep-. On appelle la to-
pologie faible sur E, la topologie la moins fine sur E rendant continues les applications
(¢f)fep+ €t on la note o(E, E*).
Proposition 1.4. Soit (x,,), un suite de points de E, et x € E et soit (f,), C E*. Alors

1.z, ~2r& <f,xn> — <f,x> pour tout f € E*.

2. St x, — x alors x, — .

3. St x, — x alors (||x,]])n est bornée et ||z|| < liminf||z,||.

n—-—+00

4. St x, = x et f, —> f alors <fn,xn> — <f,a:> dans R.
Définition 1.5. Soit x € E fixé et

U, B — R
Lorsque = parcourt E, on obtient une famille de formes linéaires continues (V)zer, la
topologie la moins fine sur E* rendant ces applications continues est appelée topologie
faible* et on la note o(E*, E).
Proposition 1.6. Soit (f,), C E*. Alors
1. [, ~ = <fmx> — <f,m>, Ve e E.
2. fn— = fn—"Ff.

3 fo—=f= fuo—>"F.
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4. Si f, = f alors (anH*)n est bornée et Hf

, < liminf an

n—>-+4o00

%

5 Si f, =" f et x, — x alors <fn,mn> — <f,a:> dans R.

Théoréme 1.7. Soit (E, ||.||) un espace de Banach. Alors Bp«(0,1) est faiblement* com-
pacte, c’est a dire Bg-(0,1) est o(E*, E)- compacte dans E*.

1.4 Fonctions conjuguées

Pour plus de détails sur cette section et dans les trois sections qui suivent, on peut se

référer a 2]

Définition 1.8. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et soit E* son dual topologique.

Soit f: E — R. On appelle fonction conjuguée de f, la fonction notée f*, définie par

ffE*—>R
v v f1(@) = sup [(@,2) — f(@)].
zel
Exemple 1.9. Soit
f:E—=R

x = f(z) = [z|.
Alors
f*(@*) = sup [{a",2) - f ()]

= sup [(a*, z) — ||=|]

= sup (27, 7) — |||
z€E/{0}

¥,
e [uxu (u—l)],
zeE/{0} [Ea|
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on pose t = ||x||, on obtient

ff(x)= sup t[ sup M—l}
t€]0,400] x€E/{0} |||

= sup #[fle"] 1]

t€]0,4o00]
(

0 si|lz*] <1

+oo szt > 1
\

0 si x* € B(0,1)

+00  sinon
\

1.€.,

f(@7) = o1 (@)

1.5 Fonctions propres convexes

On considére X un espace vectoriel topologique et f une fonction définie sur X a

valeurs dans R.

Définition 1.10. On dit que f est propre ssi pour tout x € X, f(x) # —oo et il existe
xg € X tel que f(xo) # +o0. On appelle domaine effectif de f, I’ensemble

dom(f) ={z € X; f(z)<+oo}.
Alors f: X —] — 00, 400]| est propre ssi dom(f) # 0.

Définition 1.11. On dit qu’un ensemble A C X est convexe ssi pour tous x,y € A et
pour tout t € [0,1], on a
tr+ (1 —t)y € A.

Définition 1.12. On dit que f est convexe ssi pour tous x,y € dom(f) et pour tout
t€[0,1], on a
fltz+ (1 =ty) <tf(@) + (1 =) f(y).

Lemme 1.13. 1. Soit la fonction
p:0, 400 — R

A — p(N).

Si t ] te alors li A) = inf p(A).
i p est croissante alors iﬂ)lp( ) }\I;Op( )
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2. Soient f : X — R, xg,v € X et soit

g:]0, 400 — R

f(zo + tv) — f(x0)
p .

t—g(t) =

Si f est convexe alors g est croissante.

Preuve.

1. Supposons que p est croissante et montrons que liﬁ)l p(A) = in% p(A).
>

Nous avons

lz}\r;%p()\)<:>V€>0,3)\e>0t.q I<p\) <l+e.

Alors pour tout A < A, p(A) < p(A.), et donc

p(A) <l+e,

c’est dire,
l—e<pA) <l+e.
D’ou
Ve > 0,3X: > 0,VA>0,A < \. = [p(\) — ] <e,
ie.,
[ = lgglp()\).

Par conséquent,

limp(A) = inf p(A).

2. Soient f: X — R, xp,v € X et soit g :]0, +oo[— R la fonction définie par

(o + tv) — f(x0)
t )

g(t) = vt €]0, +o0].

Soient A, A2 € ]0, +00[ tel que A\ < Ag, alors 0 < :\\—; < 1. Nous avons, grace a la
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convexité de f,
A A
f(l'o + )\11)) = f (—11'0 + <1 — —1> To + )\1U>
A2 A2

< i—:f(xo—l—)\gv) + (1 — ﬁ) f(zo)

A2
- (f(xo R f(%)) + f(wo).
2
D’ou
f(zo + Mv) — f(mo) < Alf(xo + )\2;12) — f(.il:o)7
et donc
f(wo + M) = f(zo) _ flwo + Aov) — f(o)
)\1 - )\2 )

i.e., g(A1) < g(A2), on conclut alors que g est croissante.

1.6 Sous différentiabilité

Définition 1.14. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et soit f : E — R, soient
x,v € E. On appelle dérivée directionnelle de f au point x dans la direction v, qu’on noté
f(x;v) si elle existe, la quantité définie par

o) -t L) = (@)

tl0 t

Si f(z) = ||z|| on note (x,v), = f'(z;v), c’est a dire

t _
i et el — I
tl0 t

<I,U>+

Définition 1.15. Soit (E,|].||) un espace vectoriel normé et E* son dual topologique. Soit
f:E =R, etsoitecE tel que f(z) € R. Un point * € E* est un sous gradient a f au
point x ssi pour tout y € E,  f(y) > f(x) + (2%, y — z).

L’ensemble de tous les points sous gradients a f au point x est appelé le sous différentiel

de [ au point x et est noté df(x), i.e.,
Of(x) ={z" € E", f(y) = f(z) + (a",y —x), VyeE}.

Proposition 1.16. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, f propre, et soit v € E tel

que f(z) < +oo. Alors les propriétés suivantes sont équivalents :
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1. x* € 0f(x).
2. (@) + f(z) < (27, ).
3. [*(x7) + f(2) = (27, 2).

Théoréme 1.17. Soit f : E —| — oo, +00] une fonction propre convexe. Si f est finie

et continue au point x alors

f'(z;v) = sup {(x*,v}, = 8f(x)}.

1.7 Les cOones

Définition 1.18. Soit E un espace vectoriel et soit A C E, on dit que A est un cone ssi
pour tout x € A et pour tout A > 0, A\x € A. Si de plus A est convere on dit que A est

un coéne convezxe.

Proposition 1.19. Soit A C E alors :

A est un cone convexe ssi A est un cone et pour tous v,y € A, v +y € A.

Preuve.
Supposons que A est un cone convexe.
Soient x,y € A. Pour t = %, nous avons

1 1

- —y € A,
2x+2y

ie.,

1

et comme A est un cone

1

On choisit A = 2, alors

1
2(§(x+y))€A:>x+yeA.

D’ott A est un cone et pour tous x,y € A, v +y € A.

Inversement, soient x,y € A, t € [0, 1]. Nous avons alors
reEA=treA,

et
ye A= (1—-t)ye A,
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ceci donne

tr+ (1 —t)y € A,

donc A est convexe. D’oul A est un cone convexe. [ |

1.8 Quelques résultats et définitions utiles

On va donner dans cette section quelques résultats et définitions utiles dans les dé-

monstrations de nos résultats principaux.

Théoréme 1.20 (Séparation de Hahn-Banach). (Voir [2])
Soient (E,|.||) un espace de Banach, A sous ensemble conveze fermé non vide de E, et
soity ¢ A. Alors il existe une forme linéaire continue x* € E* (z* #0), et il existe « € R
tel que

(" y) < a < (z" ), Vo € A.

Théoréme 1.21 (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi). (Voir [6])

Soit (2,3, u) un espace mesuré et soit (f,)n une suite croissante de fonctions réelles me-

surables et positives. Alors la fonction x — f(x) = lim f,(z) est une fonction mesurable
n—oo

et
[ Jimn fule)duta) =t [ fo(o)dule)
Q Q

Théoréme 1.22. (Voir/[8])
Soit (2, %, 1) un espace mesuré de mesure finie et E un espace de Banach. Soit f : Q) —

E une application Bochner-intégrable. Alors, VA € ¥ tel que u(A) # 0, nous avons
1 /
—— | fdu € conv (f(A)).
i) Ja )

Preuve.

Supposons qu'il existe A € ¥ tel que pu(A) # 0 et
)
—— | f(s)du(s) & conv(f(A).
M(A)A()()¢ (f(A)
Par le Théoréme de séparation de Hahn-Banach, il existe z* € E* et a € R, tel que
),
xr, —— fsdus>§a< x*, f(v Vv e A
(g [ 7029 <0 < 0
1

— 5 [@ s 0 < @ ) veea
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— [ (ot [ sepiuts)) dn < [ @ soante)
— )= [ @ pE)dute) < [ (@ 1) duto)

:>/A<x*,f(s))du(s) < /A<x*,f<v)>du(v>,

ce qui est absurde. D’ou le résultat. |

Théoréme 1.23. (Voir[9])
Soit (2,3, 1) un espace mesuré et soit f € LY(2, X, u). Alors

Ve >0, 30 >0 tel que VA € X, u(A)<5:>/\f\du<6.
A

Preuve.
Soit pour n € N et pour tout x € Q, f,(z) = inf (|f(z)|,n). Nous avons
Ve € Q, dng € N tel que |[f(x)] < ng = Vn > ng, |f(2)] < n = fu(z) = |f(2)]
= |fu(x) — |f(z)|]| =0<e Ve>0.Dou
Ve e Q,Ve > 0,3ng e N,Vn e Nyn > ng = |fu(2)—|f(2)|| <e = nll_)rIolofn(fL’) = |f(z)|.
C’est a dire (f,), converge simplement vers |f|.
De plus,
Ve € Q, Vn e N, |fu(z)| < |f(x)] et f € LY Q% pn),

il aussi bien clair que (f,(z)), et croissante, en effet, pour x € (2

fulx) = inf (|f(2)|,n) <inf (|f(2)],n+1) = fop(2).

Par le Théoréme de la convergence monotone (Théoréme 1.21)

Tim. fn /If )dp(z
x)dp(z /\f )|dp(z

< Ve>0,dn €N, VneN, n>n —

l\Dlm

donc

/Q (17 (@) — fule)) dpu() <

DO | ™

Par tout A € ¥

[ @lduta) = [ 11@ldnte) = [ fu@aua) + [ gt
/!f ) dp(x /fn \emes /fn )z

5 + np(A).
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Si u(A) < d = 5, alors
J I @lduto) <
A
[ |
Définition 1.24. Soit (E,d) un espace métrique complet et soit Uapplication T : E — E.

On dit que T est une application lipschitzienne, s’il existe une constante positive k > 0

telle que l'on ait, pour tout couple d’éléments x, y de FE,
A(T(2), T(y)) < k d(z,y).

Si k <1, on dit que T est non expansive.

Si k <1, on dit que T est contraction.

Théoréme 1.25 (Théoréme du point fixe de Banach ). Soit (E, ||.||) un espace vectoriel
normé et soit T : E — E une contraction. Alors T admet un unique point fire v € F,

i.e., A € B, tel que T'(z) = x.



Chapitre 2

Les opérateurs accrétifs non linéaires

dans les espaces de Banach

Dans ce chapitre, on considére un espace vectoriel normé E muni de sa norme |||,
et E* son dual topologique et on suppose que A : D(A) C E == FE est un opérateur
multivoque, D(A) son domaine de définition, i.e., D(A) = {z € E; Az # 0} et R(A) son
rang, i.e., R(A) = {y € E;3z € D(A), y € Az}. Les résultats de ce chapitre sont dans
une large part pris de [3] et [4].

2.1 Notion d’opérateur accrétif

On va introduire dans cette section la notion d’'un opérateur accrétif et donner ses

caractérisations.

Définition 2.1. On appelle la correspondance de dualité J : E = E*, la multi-application
définie par
J(z) = {a" € ", (a", x) = ||o[|* = [|l2"||} -

Définition 2.2. Soit A: E = E. On dit que Uopérateur A est accrétif, si¥(x1,11), (x2,y2) €
Gph(A), Jw* € J(xy — x2) tel que

<yl - yQaw*> Z 0.
Lemme 2.3. Soient x,y € E, alors il existe w* € J(x) tel que (y,w*) > 0 ssi

2l < [l + Ayll, VA >0.

18
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Preuve.

Soient z,y € E.

1. Supposons qu’il existe w* € J(x) tel que (y,w*) > 0 et montrons que ||z| <

|z + Ay|[, YA > 0.
Par définition de J(x)

(2, w") = ||z]* = w2 = [|z]| = lw]..
D’autre part, on a

(y,w*) > 0= Ny, w") >0, YA >0

= (A\y,w") > 0.
Alors

l2]|* = (2, w") < {2, w") + Oy, w") = (@ + Ay, w’)

< [lz + Ayllllw*ll« = [l + Ayllll=[],

par conséquent,

2]l < {2 + Ayll-

. Inversement, supposons que ||z|| < [z + Ay||, VA > 0, et montrons qu’il existe
w* € J(z) tel que (y,w*) > 0.

Soit pour tout A > 0, wi € J(z + A\y). Sans perte de généralité, on peut prendre
x # 0 et donc w} # 0. On défini f\ € E* par : f\ = %, I fall = ||% . =1,

i.e., f € Bp(0,1). On sait que Bp«(0, 1) est o( E*, E) compacte (Théoréme 1.7), et

donc on peut extraire de (f)),., une sous suite notée aussi (f\),, et qui converge
faiblement™® vers un élément f € Bp«(0,1). Alors

=" f={(z,fr) — (z, f), comme w} € J(z + \y), on peut écrire

(@ + Ay, wi) = o+ Ayll* = w2

D’ou

1
2+ Ayl = 77— (z + Ay, wy)
[[wi ]l ’

= (@4 Ay, —2) = (2 + Ay, )
[will.

= (z, fa) + My, /) (%)

—~

ok )
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ceci implique par (x) (puisque ||z[|< ||z + Ay|) que [|z|| < (z, fr) + A(y, fx). Alors

=] < lim ((z, o) + Xy, fr)) = (z. ). (2.1)

D’autre part, on a

(fiz) <||f

el < el (2.2)
Par (2.1) et (2.2) on obtient ||z|| = (z, f), i.e.,

lz[* = (2, llz]lf) > 0.

Remarquons alors que puisque ||z| = (z, f) < |z|/||f]|+« on aura ||f]|l« > 1 et
comme f € Bg-(0,1), || f|l < 1, on conclut que | f||. = 1. Posons w* = ||z f.
Alors ||w*||* = ||z]|? = (z,w*), c’est & dire w* € J(z). On conclut alors, 'existence

de w* = ||z||f € J(z) tel que

(y,w*y = (y. 1zl f) = llzl[{y, f) >0,

car par (xx)

w2 Bl gy

et donc

Définition 2.4. Un opérateur accrétif est dit m-accrétif si son graphe n’est pas contenu

proprement dans le graphe d’un autre opérateur accrétif.
Définition 2.5. Soit A: E = E. La résolvante de A est donnée par
Io={T+ A1 VA>0.

Proposition 2.6. La résolvante Jy = (I + MNA)™' d’un opérateur m-accrétif A est un
opérateur univoque défini sur E tout entier.
Preuve.
Supposons que .Jy n’est pas univoque. Soit x € E et soient y;,y2 € Jyx, on a

T €y + Ny et © € yo + ANAys

donc

1 1
X(:L‘ — 1) € Ay; et X(.CIZ — yo) € Aypo.
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Par l'accrétivité de A, il existe w* € J(y; — y2) tel que

(3o —m) = 3o —mhu) 20

donc

(—y1 + Y2, w") >0

= — (1 — Y, w") 20
par la définition de J, on a

—<?/1 - yg,w*) = —”?Jl - y2||2 > 0.

D’ou y; = yo. Par conséquent, Jyx est un singleton et par suite .J, est un opérateur

univoque. Son domaine de définition

D(J>\> = {$ e FE, Jhr 7é @} =F.

Proposition 2.7. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. A est m-accrétif.
2. A est accrétif et R(I +\A) = E.

3. pour tout X > 0, (I + NA)™! est une contraction définie sur E.

Preuve.

3) = 2)

Supposons que (I + AA)~! est une contraction pour tout A > 0, et montrons que A est
accrétif et que R(I + \A) = E.

Pour tous x1, 25 € D(A), pour tous y; € (I + AA)z1, yo € (I + AA)xg, on a

I(Z+AA) "y = (T + AA) 2l < llyn — el
Soient z; € Axy, 29 € Axo, On a
T+ Az € (I +AA)xy et x4+ Azg € (1 + NA)xs.
Utilisant le fait que (I + AA)™! est une contraction, on trouve

Iz = w2l = (7 + AA) " (21 + Az1) = (1 + AA) 7 (22 + M)
<1+ Az1) = (22 + Az)|
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donc

|21 — @2|| < |[(21 — 22) + A(21 — 22)]|,

par le Lemme 2.3, il existe w* € J(x1 — x3) tel que
(z1 — z9,w") > 0.

D’out 'accrétivité de A.

Puisque pour tout A > 0, (I + AA)~! est une contraction sur tout E, i.e., R(I + \A) =
D((I +MA)™1) =E.

2) =1)

Supposons que R(I + AA) = E, YA > 0 et montrons que A est m-accrétif.

Soit B un autre opérateur accrétif tel que Gph(A) C Gph(B) et soit € D(A). Pour tout
(x,y) € Gph(B), y+x € E, par 'hypothése, \y+x € R(I + \A), alors il existe z € D(A)
tel que x+ Ay € z+ AAz, comme le graphe de A est inclus dans le graphe de B, on trouve
T+ Ay € z+ ABz.

Onaye€ Brety+ %(x — z) € Bz et B accrétif, alors il existe w* € J(z — 2) tel que
(w*,y —y — +(x — z)) > 0. D’autre part,

w* € J(x —2) = (W' x—z) = |w|? = [lz - 2|*
D’ou

1
<y—y—x($—2),w*> 20:>—(—x+z,w*) >0

—_

>
—

— ——(x—z,w") >0

— >

:—XHx—zHQZO:Hx—zHZ:O
— T =2z,

comme = + \y € 2+ AAz, on aura z + \y €  + AMAz. Donc y € Ar = A = B, d’ou la
m-accrétivité de A.
1) =3)
Supposons que A est m-accrétif et montrons que (I + AA)~! est une contraction pour tout
A > 0.
On a R(I + A A) = D((I + MA)™!) = E, alors pour tous yi, ¥y, € E il existe x1, 15 € D(A)
tel que

Y €Ex1+ Nz, et Yy € 19 + AAxo,

donc il existe z; € Axy et zo € Axy tels que

Y1 =11+ A2y et Yo = x5+ 2.
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Alors, par accrétivité de A, il existe w* € J(x; — ) tel que
(z1 — z9,w") > 0.
Par définition de J, on obtient

loy = 22||* = (21 — 22, w")
< (w1 — To, W) + M21 — 29, w")
= (r1 — 2y + A(21 — 22),w")
< [lor — 22 4+ Az — 2) || lw”||«
c’est a dire
|21 — @of| < floy — @2+ Mz — 22)|| = [lyr — 2,
par conséquent

(I 4+ AA) "y — (L 4+ AA) | < [lys — w2,

et donc (I + AA)~! est une contraction définie sur E. |

Définition 2.8. Un opérateur A : E = E est dissipatif (respectivement mazimal dissipatif
(m-dissipatif )), si (—A) est accrétif (respectivement m-accrétif ).

Définition 2.9. Soit w € R. On dit que A est w-accrétif (w-m-accrétif) si A+ wl est

accrétif (m-accrétif).

Remarque 2.10. Un opérateur m-accrétif est maximal accrétif.

Proposition 2.11. Soit E un espace de Banach, soient x,v € E, alors

el ol =l
{z,v)+ = inf " :
Preuve.
Par la Définition 1.14
-z A+ ol — ]
=1
(@, v} = 1im " :
et on sait que = — ||z|| est convexe. Donc le résultat découle du Lemme 1.13 [

Définition 2.12. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On définit

R ]
10 t

(x,v)_ = , Vx,v € E.



2.1. Notion d’opérateur accrétif

24

Dons ce qui suit, nous allons donner et démontrer quelques propriétés de (.,.) et

(.,.)_ utiles pour les preuves de nos résultats.

Proposition 2.13. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé alors :

0) [, y)=l < llyll, Yo,y € E.
i) (e, u)s — (@ 2)s] < ly — 2], Yoy € E.
Z”) $,y>+ <l’, _y>* = —<—$,y>,, any SN

w) {ax, By)+ = Bz, y)x, Va >0, VG >0, Vr,y € E.

vi) (z,0x +y)4 = aflz]| + (z,y)+, Va >0, Va,y € E.

{
(
v) (@Y + 2)+ < (@, )+ + (@, 2)4 et (x,y+2)- = (z,y)- + (2,
(
{

Z)_

, Vr,y,z € E.

vii) (x,y)y = max{ y,x*), x* € CD(x)} et (z,y)_ = min{(y,a:*),x* € (I)(.T)},

Ve,y € E, avec
) ={2" € B, (z,2") = |||, []2". = 1},

et
®(0) ={z" € E*,||z"||.« < 1}.

vit) (,y)¢ < |z +yll = [lzll,  Vo,y € E.

Preuve.

i) Montrons que |(z,y)+| < |ly||, Vx,y € E. En effet

(a)

t —
L+ tyl = el

(. 9)-] = [tim

= ltlfn [+ tyl| — ]

< lim—Hx +ty — x|

ggt lyll = llyll

[l +ty]| — |||
=1
(@, y)-| = |lim n
—h;n’ ‘ lz + tyll — [l

< lim — _
_ltle ||:Jc+ty x|

= lim |1t|| iyl = 1lyll-

st x # 0,
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i) Montrons que |(z,y)+ — (z,2)+| < [ly — 2|, Va,y,2 € E.
(a)

eyl =zl [l 4 tz]| 2]
(2, y)+ — (2, 2)+] tlfgl ; tlfél ;

1
tlirgtH\iUHyH ]| = |z + tz|| + [|z]]]
1
= 1551; |z + tyl| — [z + tz]|]
<1 1|| +¢ tz|
T
= lly — 2]

o+ eyl = llall . lle -+t = la]
— 11m

t 10 t

|<Jf,y>_ - <(L‘7Z>_| = ltlTT(I)l

1
1‘/1%1 m |z + ty|| — [|z[| — ||z + tz]] + [[z]|]

—lim |l + ty]| — [l + ¢
tto |t

< limi||x+ty—x—tzH

o |t

= [ly — =l

iii) Montrons que (z,y); = —(z,—y)- = —(—z,y)_, Vz,y € E. On a

-l + tyl| = [l
:1
(& y)+ = lim .

o 2= =)~ Jal
t10 t

— (= —
B [ o) e
tl0 —1

Y

on pose T = —t alors, lorsque ¢ | 0 on aura 7 17 0, d’ou

e+ ()l = ]
710 T

<l‘,y>+ -

= —<£L', _y>—
o e =yl el
710 T
=zl ~ el
710 T

= _<_J77y>—'

iv) Montrons que (az, fy)+ = B(z,y)+, VB > 0, Vo > 0, Vz,y € E.
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(a) Montrons que (ax, By)y = 5{z,y),.

Si=0
ez + 0] = [laz]
(az,0)4 = inf " =0=0(z,y)+
Sifg>0
oz + 8yl — [z
(o, By)+ = inf .
e+ 5Byl = ]
=inf «
t>0 t
e+ 2Byl = ]
= inf 7 ,
>0 L

a

on pose r = %, alors si t > 0,7 > 0, et donc

(ax, By)y = Binf [l + ryll — ]l
r>0 r
= ﬁ(l‘,y)_,_
(b) Montrons que (az, By)- = B{z,y)-, ¥4 > 0, Yo > 0.
Si =0
(aw,0)_ = ltlTrgl loz + 0! — [laz]] — 0= 0l y)_.
Sif>0
o lex +tBy|| - |lax|)
(ax, By)- = ltlTrél :
O 0 el
= 111m
t10 t
N e e
= 111m 7 ’
t10 R

a

on pose r = % 10, donc

o Nz oyl = 2]
(o, By)— = ﬁ{gg .
- 6<5L‘;y>—

v) Montrons que :

(a> <xay+ Z>+ < <xay>+ + <I,Z>+, an?/»z € FE.Ona

t —
(x,y)y + (x,z)y = lim I + tyll = iz + lim

[ + tz[| — ||=]]

tl0 t tl0 t
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_ iy N tyll A+ e+ t2f] — 2z
= l1m

10 t
o o 122 2y + )] = 2]
) t
ol A+ )~ fal
t10 t
il A+ 2] ]
t10 t/2 ’

on pose r = %, donc

Nz +r(y+ 2 =
> 1
(@5 y)+ + (@, 2)4 2 lim .

= <$,y + Z>+.

D’ou le résultat.

(b) (z,y+2)_ > (x,y)_+{(x,2)_, Va,y,z € E. Utilisant la relation (ii7), on obtient

(T, y+2)- = —(z,—y—2)4
> —<$, _y>+ - <CL’, _Z>+

= (&, y) -+ (z,2) .

D’ou le résultat.

vi) Montrons que (z,az + y)4 = aljz| + (z,y)+, Ya >0,Vz,y € E.
Sia=0

<£IZ',OJ} + y>+ = <l’,y>+
= Of|z][ + (z,y)+.

Si o > 0, utilisant la relation (iv), on obtient

(.0 + ) = (zals + )

1
= oz, r + ay>+
Nzt 4 Lyl — |
inf

t>0 t
e+t + Lyl - ||

— aint ! TNy + e
>0 t

[z + tx + Zyll — [l=]| — ¢]|=|]
t

= aljz| +inf o
>0
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1L+ 8)z + Zyll — (L+8)]|=|]

= afjz|| + inf «
>0

t

Iz + oyl = [zl

= a|z|| + inf ()
t>0 a(l+t)
on pose r = (1+t > (), alors
Nl £yl — [l

(r, 0z +y)s = allz| + inf .

= ozl + (z,y)+.

vii) Montrons que :

(a) (z,y); = max {(y,2*),2* € ®(x)}, Va,y € E, avec

={a" € B (z,2") = ||z||, [&"[l. =1}, siz#0,

et
= {z* € B, ||z*]. < 1}.

On sait que la fonction = — f(z) = ||z|| est une fonction propre convexe, de
plus elle est finie et continue en tout point x € F, et f'(x;y) = (z,y),. D’aprés

le Théoréme 1.17, on sait aussi que

(z,y)+ = sup {{y,2"), 2" € 9(||z]) }.

Donc, il suffit de montrer que 9(||z||) = ®(x). En effet, en utilisant 'exemple
1.9 et la Proposition 1.16, on a

A([|zll) = {z" € E", o509 1y(2") + [|lz|| = (2", 2)}
— {x* € E*, +oo+ ||z|| = (a, x), ||z"]|+« > 1}

U{a* € B Jlall = (@*,2), 2"l < 1}
=0u{z" € B |lz| = («*, ), ||2*]. < 1}
= {«" € B, |lz|| = (2", ) ||x I <1}

Montrons que 9(||z]]) = ®(z).
Siz=0

o(lloll) = {=" € £, [[0]] = {x", 0), [|l="]l. < 1}

— {x* € E ||z%]« < 1}
= ®(0).
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Six#0

donc z* € 9(||z]|).

Inversement

zt € O(z) & [lof| = (2%, x) et |z =

*

= [lzl = (" 2) et 27l <1

D’ou

O(z) < A([|l)).

et e d(||=])) & [lefl = (2%, 2) et 27 <1

Alors

d’ou

Donc

Par conséquent,

D’ou le résultat.

(b) (,y)- = min{(y,

= |lzll = (%, 2) < [leflll2"[l« et [l <1
= llzll < llzllllz"fl et [la"]. <1

= [l =1 et fla"]l < 1.

2"l = 1.

A([|=[) € ().

A(|z]l) = ().

(x,y)y = sup {(y,x*>,x* € Cb(x)}
= max {(y,z*), 2" € ®(x)}.

z*),x* € ®(x)}, Vo,y€ E.Ona

(T,y)- = — (v, —y)+
= —max {(—y,z"),2" € ®(z)}
= —max{ — (y,z%),2" € ®(2)}

= min {(y,z"),2* € ®(z)}.
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viii) Montrons que (x,y)+ < ||z +y| — ||z

On a
ol Ayl ]l
(@,y)+ = inf 3
< |z + AyA\\ gl L1 IV 0.

pour A = 1, on obtient

(@94 < llz+yll = =]l

|
Lemme 2.14. Pour tout x € E, nous avons
z]|@(x) = J(x).
Preuve.
Il suffit de montrer que pour tout x € £
" € O(x) <= ||z|jz* € J(z).
On a
e P(r) = (x,x")y =||z|]| et |z*||,=1
= [lzll{@,2%) = [[2]* et [la"[Z=1
= (x, [lzfa) = [l2)* et o]l = (=l
= (o, |lzllz”) = [l«]* et |lllzlla*]Z = [z
= (@, ||zlla™) = [l2])* = |ll|=ll="]]2
|

Proposition 2.15. Soit A : E = E un opérateur w-accrétif (w > 0). Soient (z1,y1), (T2,Y2) €
Gph(A+ wl). Alors

1
Hl’l —I'Q—F)\(yl —y2>H > (1 —W)\)Hl'l —I’QH s Vi< A< 5

Preuve.

On a A w-accrétif, alors pour tous (1, 1), (22, y2) € Gph(A+wl), il existe w* € J(x1—x2)
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tel que (y; — y2, w*) > 0. (Voir Définition 2.2)

D’aprés le Lemme 2.3, on a
|21 — 2| < fJlxr — 2o+ AMys — )|, VO< A< 5
0<A<i=0<(1-Xw) <1 Donc
(1 =)oy = zo| < [y — ol < [ler — 22+ Ay — w2) |
D’ou le résultat. ]

Proposition 2.16. Soit A : E = E un opérateur w-accrétif (w > 0). Soient (z1,y1), (T2,Y2) €
Gph(A). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. il existe w* € J(x1 — xa) tel que (y; — Yo, w*) > —wl|z; — 22|

2. |lwr — 2o+ Ay — v2)|| = (1 = M)l — 2], YO<A< I

3. (1 — T2, 11 — Y2)4 > —wllT — 22|

Preuve.

Montrons que 2) <= 3)

|21 — 22 + A1 — y2)|| > (1 — Aw)l[zy — 22|

= |lz1 — 22+ Ay — w2)l| = (|21 — 22f| — Awl|z1 — 22|

||z — 2o+ My — y2)|| = [z — 22| = —Aw||zy — 24|
)

_ Ny — — —
|21 — 22 + Aw )\y2 | = llz1 — o] > —wl|ay — 2o
_ N — - —
lim |21 — 22 + Ay — w2)|| — [|21 — 22| > —wl|jz — 20|
A0 A

= (21— To, Y1 — Y2)+ = —wllrr — 239

Montrons que 3) <= 1)

On a, en utilisant (vii) de la Proposition 2.13 et le Lemme 2.14,

(21— 22,41 — Y2)+ = —wllz1 — 22|

<= max {<y1 — Yo, y"), Y€ P(r; — :1:2)} > —w||lx; — 2]

< Jy* € O(z1 —x2) telque (Y1 —y2,y") > —wl[z1 — 2|

= o1 — zally” € J(z1 —2) tel que  [Jz1 — zof[(y1 — y2,y") > —wllz1 — 22?
= Fllar —wly" € J(z —x2) tel que (g1 — 2, 11 — 22lly") > —wlz) — 22

< Jw* € J(x1 — x2) tel que (y; — Yo, w™) > —wl|z1 — xQHZ.



Chapitre 3

Probléme de Cauchy dans un espace de

Banach

Définition 3.1. Soit E un espace de Banach réel avec la norme |.|| et soit E* son dual
topologique. Soit A : E = E un opérateur w-accrétif (w € R).

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

J(t) € &y(t) + Ay(t)  ppt € [0.T]

y(0) = yo,

(3.1)

avec yo € E et f € L}([0,T]; E).

Définition 3.2. Une solution forte du probléme (3.1) est une fonctiony € WH([0,T]; E)
vérifiant - f(t) — $y(t) € Ay(t), p.p-t €]0,T], y(0) = yo.

Lemme 3.3. Soit y = y(t) une fonction définie sur [0,T] a valeurs dans E. On suppose

que y(.) et ||y(.)|| sont dérivables a gauche et a droite du point t = s, alors
d* d*
o611 5 ool = { o), ). v € TGyt (3.2
d* d*
Sl = (e o) (53)

Preuve.

1. Montrons que

Iy G ol = (G v(s) Yo v € s,

32
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(a) Montrons que

+

Iy o)l = ( vtsh o ¥ o € Tly(o).

Soit € > 0 et soit w* € J(y(s)). Alors
w* € J(y(s)) <= (y(s),w*) = [ly(s)|* = [Jw*[|3.

Comme
(y(s+¢) —yls),w") = (y(s + &), w") — (y(s),w")
= (y(s +¢),w) = lly(s)|?
= (y(s +e),w") — [ly(s)l[[w|
< lly(s + )l llw* [« = [y (s)||[|w*[]«
= ([ly(s + )l = lly(s)I) lw* I+,
on obtient

(y(s +¢) —yls), w*) < (lly(s + o)l = lly(s)IDllwl-,
on passe a la limite (¢ | 0)

R 7R R 10

el0 € el0 I3
_ +
= (g D2 ) < o))
D’ou
dr dr
(G o) < Il o)) (3.4)

De la méme maniére, on a

(y(s =) =y(s),w") < (lly(s = &)l = lly(s)Dl[w"]l-
= —(y(s) —y(s =), w™) < =(ly(s) = lly(s = )DIlw[[«
= (y(s) —y(s =), w") = (ly(s)ll = lly(s = ) Dlw|l+

on passe a la limite (¢ | 0)

1 Ny ()l = [ly(s — &)
1 - - - * > * *1 )
im = {y(s) — y(s — &), w") 2 fw]. lim .
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donc

(G = Wl ol (35)

Par (3.4) et (3.5)
(v ) = WG O

Montrons que
(61 o) = ( vtsh ) € S(a(o)

Soit € < 0 et soit w* € J(y(s)). Alors
w* € J(y(s)) <= (y(s),w*) = [y(s)[I* = [Jw*2.

Comme
(y(s+¢) —yls),w") = (y(s + ), w") — (y(s),w")
= (y(s +e),w*) — [ly(s)|?
= (y(s + &), w") — [ly(s)||[lw*[|«
< [ly(s + )llllw*ll = [ly(s)[I[lw][«
= ([ly(s + )l = lly(s)N 1w I+,
on obtient

(y(s +¢) —y(s),w”) < (ly(s +e)ll = Ny I[w]l-

on passe a la limite (¢ 1 0)

—s <11 y(s+¢) —y(s)

d_
* > **_ .
i 20 ) 2 )

D’ou
d- d-
- * > * _ . .
(G ) = Il ol (3.6)
De la méme maniére, on a

(y(s — &) —y(s),w") < (lly(s — &)l = lly(s)Dl[w"l-
= —((s) —y(s —e),w") < =([ly(s)ll = lly(s =)D llw].
= (y(s) —y(s —e),w") = (ly(s)ll = ly(s = )N lw]l
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1 Nyl = lly(s — o)l
1 - _ _ * < * *1 ,
im = {y(s) —y(s —e), w”) < fJw]], lim .
donc
d- d-
- * < * . . .
(Grehe) < Il vl (3.7

Par (3.6) et (3.7) - _
(G ) = I o))

2. Montrons maintenant que
d* d*
Sl = (5. Tl

(a) Montrons que " S
Tl = (400 ot )

Par la propriété (vii) de la Proposition 2.13, on a

(w100 Govte)) = max{(Tovtehu )" € o |

et par la Lemme 2.14, on sait que

ly(s)[[@(y(s)) = J(y(s)).

Alors pour tout w* € ®(y(s)), ||y(s)||w* € J(y(s)), d’apres (3.2)

(Greh vl ) = I . Il

= Iy G0 ) = I o)l

(Su)w) = Tt

(v Goote)) = max { (w0}, w” e 2y1)}

(v oot ) = maxe{ T, w” € 00yt }

Et donc

D’ou le résultat.
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(b) Montrons que

e = (4660 G060 )

Et comme par la propriété (vii) de la Proposition 2.13 on a

(160, o) =min{(Loath o) € 2o |

et par la Lemme 2.14, on sait que

ly(s)12(y(s)) = J(y(s))-

Alors pour tout w* € ®(y(s)), ||y(s)||w* € J(y(s)), d’apres (3.2)

<j—sy<s>, Hy(s)l!w*> = ()15 ()]

= Iy vt ) = G ol

D’ou
d- N d
(Gvteho) = L)l
Alors
) Tye)) =mind Cy(s)l, wt e By(s))
y b dSy B - dS y 9 y
.
=yl
Ceci finit la preuve du Lemme. [ |

Remarque 3.4. Si y(.) et ||y(.)| sont différentiables, alors

Lyl = (wls). (),

Proposition 3.5. Soient A : E = E un opérateur w-accrétif (w € R), f; € LY([0,T]; E),

yo € D(A),i = 1,2 et soit y; € WH([0,T]; E), i = 1,2, des solutions fortes du probléme

(P) fi(t) € %yi(t) + Ay;(t)  p.pt €[0.7] (3.8)

yi(0) = vp-
1=1,2. Alors

Mﬁ%wﬂwéwmhwﬂﬁ/W“WM$—m%ﬁ®—h@h*
0 (3.9)

t
<l sl + [ I~ Al

0
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Preuve.

Montrons que
ly1(t) = y2()| < e llyo — woll + /0 (g1 () = ya(s), fuls) = fals)) ,ds

t
<l =gl + [ I - fals)lds
0

Soient fi, fo € LY([0,T]; E) et yi, y2 € D(A) et soient y;,y, des solutions fortes des

problémes (P;), (P;) respectivement. Alors

() = T (s) € Au(s)

d
fa(s) — d—y2(5) € Aya(s).
s
Comme A est w-accrétif, on a par la Proposition 2.16 (3),

(1(5) = () Fi(5) = () = fols) + ooels)), = —lln(s) — (o),

et d’apreés la Proposition 2.13 (v), on trouve que

((5) = 12(5), () = ol + (11(5) = () —n () + “(s)) , >

= wllyi(s) = ya(s)ll;

donc

d d

— (1 (s) — ya(s), —gyl(s) + £?12(8)>+ < (y1(s) — ya2(s), fi(s) — fz(8)>+

+wllya(s) = a9l

et par (i) de la méme Proposition, on trouve

d d

(y1(s) — ya(s), 53/1(3) - 592(5»* < (1(5) = ya(s), fu(s) = fa(s)), +wllva(s) = va(s)l,

et d’ aprés le Lemme précédent

() = a(3)] = (1 (5) — (). n () — ()

donc
fl—;llyl(S) —y2(s)|| < (w1(s) = v2(s), f1(s) = fa(s)), +wllyi(s) = va(s)]);

et comme |ly;(s) — ya(s)|| est différentiable. Alors

%Hyl(S) = 32(s)[l < (n(s) = wa(s), fi(s) = f2(5)), +wllya(s) — a(s)]l,
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d’ou pour tout ¢ € [0, 77,

_s d w(t—s w(t—s
ey () = wa()l| < U7 ls) = 92(9), fis) = fals)) .+ we Il (s) = wa(s)l],
en intégrant sur [0,¢], t €]0,7], on aura

t d t
L) o)l < [ n(6) = afs), 1) — o) s
0 0
¢
s [ e gy () = (o) s,
0

une intégration par parties du terme a gauche, nous donne

t t
n(e) =@+ [ e o) (sl <
0 0

t

Ae“t”@x@—yxﬁju@—Jx@xd&+4cw“t%wx@—yx@mk
@#Mﬁ%wﬁm—wmawmsleWﬂ@w»wm»MQ—ﬁ@mw
D’ou

() = Ol < g =l + [ () = (o). i) = o) s,

et par suite, utilisant la Proposition 2.13 (), on obtient

2 (t) = 201 < el — vl +/0 | fi(s) — fals)llds.
u

Remarque 3.6. [l est clair que toute solution forte du probléeme (3.1) est unique et
continue.

En effet, soit y € WH([0,T]; E) une solution forte de (3.1).

On a WHY[0,T]; E) ={y € C([0,T]; E), v € L'([0,T); E)}, donc

y € WHY([0,T); E) = y € C([0,T]; E), ¢’ est a dire y est continue.

Pour lunicité, supposons qu’il existe deux solutions fortes y; et yo de (3.1) et montrons

que y1 = yo. Nous avons

(

f(t) € Gui(t) + Ayi(t),  ppt €10, 7]

n (0) = Yo,

\

(

f(t) € gua(t) + Ays(t),  ppt €0, 7]

yQ(O) = Yo,

\
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D’apres la Proposition 3.5. On a
t
ly1(t) = g2 < e ly1(0) — y2(0)| +/ I f(s) = f(s)]|ds
0
= e“"[lyo — yo|
= 0.

Donc y,(t) = ya(t) pour tout t € [0,T], i.e., y1 = yo.

Définition 3.7. Soit f € L'([0,T]; E) et soit € > 0. Une e-discrétisation sur [0,T] de
Uinclusion f € y' + Ay consiste en une partition 0 = tg < t; < ... < ty de Uintervalle

[0,tN] et une suite finie {f;}Y, C E, tel que
ti—tii<e pouri=1,..N, T —e<ty<T, (3.10)

et
N t
S [t = sl ds < (3.11)
i=1 Jti—

On note D5 (0 = to, tq, ..., tN; f1, ..., fn) celte e-discrétisation.

Une D5(0 = to,t1, ..., tn; f1, .oy fv) sOlution a (3.1) est une fonction constante par mor-
ceaux z : [0,tn] — E dont les valeurs z; sur |t;_1,t;] satisfont I'équation aux différences
finies

STEL L As i=1,..,N. (3.12)
t; —ti1

fi €

La fonction z = {2} est appelée solution e-approzimante du probleme de Cauchy (3.1),

si elle satisfait de plus
12(0) — yoll < e. (3.13)

Définition 3.8. On appelle solution faible du probléme de Cauchy (3.1) toute fonction
y € C([0,T); E) satisfaisant la propriété : pour chaque € > 0 il existe une solution e-
approxzimante z de linclusion f € y' + Ay sur [0,T] tel que ||y(t) — z(t)|| < e pour tout
t € [0.7] et y(0) = yo.

Remarque 3.9. Notons que chaque solution forte y € WH([0,T]; E) de (3.1) est une
solution faible. En effet, soit 0 =ty < t; < ... < ty une e-discrétisation de [0,T], pour

tout t €Jt;_1,t;] tel que t; —t;_1 < e, on a

e—0 t; —ti_1 dt
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donc

y(t)

d t;) —y(ti- ‘
el _ y( ) y( 1) S E, tl _ t’i—l < g’ 7 = 1’ “.7N’ (314)
dt ti —ti

et d’apres le Théoreme 1.23, on a f € L*([0,T]; E)

ti
Ve >0, 30>0, |ti—tig] <= / £ () — F(t)]] dt < %(ti i),
ti—1

i

donc
N t c N
S [0 - sl < 530 - 1)
i=1 Yti-1 i=1

13 13
=—ty< =T =c¢.
NS Tt TE

On pose z : [0, T] — E la fonction définie par z = z; = y(t;) sur |t;—1,t], on a

f(t) c %(t) + Ay(t), Vit E]tifl, tl],

pour € — 0, et d’apres lestimation (3.14), on obtient, en posant f; = f(t;)

fi € + Ay(t;), i=1,...,N,
t; —ti

donc
Zi — Zi— .
fi € sl + Az, i=1,...,N.
i —tia
Et

120) = woll = [12(0) = y(0)[| = [12(0) — 2(0)[| = 0 < &.

Donc z est une solution e-approzimante.

On a, ¥t € [0,T], Ji € N tel que t €]t;_1,t;] et ||y(t) — z(t)|| = |ly(t) — y(&:)|],

et y est continue sur [0,T] alors elle est continue sur |t;_q1,t;] <= Ye >0, 30 = ¢ > 0,
Vt €ltig, ], [t —ti] <6 = [ly(t) —y(t:)]| <e = lly(t) — ()] <e,

donc y est une solution faible de (3.1).

Théoréme 3.10. Soient A : E = E un opérateur w-accrétif, yo € D(A), et f €
LY ([0, T); E). Supposons que pour tout ¢ > 0, le probleme (3.1) admet une solution &-
approximante. Alors le probléme de Cauchy (3.1) admet une solution faible unique y. De
plus, il existe une fonction continue § = 0(g) tel que §5(0) = 0 et si z est une solution

e-approximante de (3.1), alors

ly(t) — z(t)|| < d(e) Vtel0,T—¢l]. (3.15)
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Soient f,g € LY([0,T]; E) et y,y deux solutions faibles de (3.1) correspondant a f, g,
respectivement. Alors

(&) =90 < = lyts) =5+ [ ulr) =900, 56) =) b (3.16)

VOo<s<t<T.

Avant de passer a la démonstration de ce Théoréme, nous avons besoin des deux
Lemmes fondamentaux suivants. Suppose que z est une D% (0 = to,t1, ..., tn; f1, -y fN)
solution et w est une D% (0 = s, S1, ..., Spmr; g1, -, gar) solution avec les valeurs nodales z;

et w; respectivement. Posons a; ; = ||z — wjl|, &; = (t; — ti1), 75 = (85 — sj-1)-

Lemme 3.11. Pour tout 1 <i < N, et pour tout 1 <53 < M, on a

N Sl B T e | R 0%y w f— g
Gij = (1 w& +’Yj) (&' + %‘GZ_LJ * 0; + %‘aw_l * 0 +j <ZZ Wi i gj>+ .
(3.17)
De plus, pour tout (x,v) € Gph(A), on a
aio < ciallzo — ol + lwo — 2l + > awnde (I £l + o)), 0<i<N, (3.18)
k=1
et
J
ao; < Bjallwo — x| + llzo — x| + > Bawwe (o] + |0l]) . 0< 5 <M, (3.19)
k=1
ou
i J
Qg = H (1—wdn)™t, Bk = H (1 —wym) ™" (3.20)
m=k m=k
Preuve.

Sachant que z et w sont des solutions e-approximantes du probléme (3.1) relatives aux
e-discrétisations D5 (0 = to,t1, ..., tn; f1,..., fnv) €t D3(0 = So, S1, .0y SM3G1y -y Grr), TES

pectivement, alors

Zi — Zi— w; — W;—
tl' — ti,1 S; — Sj—1

i
donc

fi + 5;1(21'_1 — Zl) € AZZ', gj + "}/j_l(w]'_l — U)j) € ij, (321)
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et comme A est w-accrétif, nous obtenons par la Proposition 2.16 (i),
(zi —wy, fi + 0 (zim — i) — g5 =77 (wimn —wy)) . = —wllzi — wyll.

Par conséquent, utilisant la Proposition 2.13 (iv),(v) et (viii), on aura

—wllz; — wy|| < {2 —wy, fi — gj>+ + 07 (2 — wy, 21 — Zi>+ + ;2 — wj, wy — wj_1>+

<z —wp, fi = g5), + 0 (i — wy + 21—zl = llzi — wyll)
+;7 (e = wy +wy = wia || = [z — wyl])
= (zi—wj, fi = g5), = 6 (llze = will = 21 — wyl])
=97 (e = wyll = llzi — wi—all)

c’est a dire,
-1 -1 -1 -1
—Wa;; < <Zz —wj, fi — 9j>+ —0; Gij 0 @im1y = Qi Qg1
par suite

(6" + 73'_1 —w)a;; < <Zi —wj, fi — gj>+ +0; a1+ 7]'_16%,3’—1
Vi + 51 — W(Si’)/j

1 1
a;; < (z —wj, fi — 9j>+ +0; a1+ @i

0i7j
Vi + 51 Vi + (SZ — wéﬂj 1 1
R < 5, a;; < <Zz —wj, fi — 9j>+ +0; a1+ @i
Vi + 0; 0iY;j —1 —1
- ]51'7]‘ <1 - W% +J5i Q5 5 < <Zz — wy, fi— 9j>+ + 5i Gi-1, + Vi Qig-1-

Nous obtenons alors,

! ( 3 5 5
ai; < (1—w—>~ I+ ——a; 1 + — (2 — wj, fi — g .
7= ( Yj +5z) v +0; 1,5 Vi + 0 J—1 ; _|_§l< J f g]>+

D’ou (3.17).
Soient maintenant (z,v) € Gph(A). On choisit A = §;, dans la Proposition 2.16 (i7), on
obtient

(1—(51(,0)”22—5(7” < sz_x+61 (fz"—(S; (ZZ 1— Z)—U)

d’on

||Zi_$||<(1 5 ) 1”2’1—$+5(f@—1))+2’2 1—2,”
= (1 —diw
<(1-
<(1-

) sz 1—ZL'+(5 fz H
w) " (llzics — 2l + 6| (fi —0) [])
w)

1)
uw) Mzio1 — @l + (1= dw) 0 (|| ] + o)) -
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D’autre part, on a

a0 = ||z — woll
<[lwo — [ + ||z — |
Slwo = 2 + (1= 8w) " lzim = ] + (1 = 8i) 8 (|| il] + [[o])
<flwo — | + (1 = 630) ™" (1 = dimaw) "Hlzim2 — 2]l + (1 = dimaw) " 0 (|| fica || + [|2]]))
+ (1= 0w) 70 (1£:]] + [lo])
=[lwo — 2] + (1 = ;) ' (1 = §;1w) 212 — x|
+ (1= 6w) " (1= Giaw) " iy ([[Fia || + [[o]) + (= 6) 0 ([ £i]] + [Jo]])
<[lwo — wf| + (1 = diw) ™" (1 = dimaw) ™ (1 = di—aw) ™" [|2i—5 — |
0= 00 (el + o)) + (1= 860y = a8 (il + o]
+ (1= dww) s (|| fil| + [o]])
En continuant ainsi, on obtient
a;0 <llwo — x| + (1 = 6;w0) (1 = ;m1w) ™ oo (1 = G1w) Hlzo — 2| + (1= 6w) ' (||.4:]] + [|o]])
+ (1= 6iw) ™ (1 = Gimaw) " St (|| it || + [Jol])
(1= 0) ™ (1= dww) o ([ ]| + (o]

S StRS 1 (Y] REES ol §1 (R AR P AP

m=1

ie.,

7
a0 < ainllzo — x| +Hlwo — @l + > airdi (|| fl] + 7)) -
k=1

De la méme maniére, on obtient

j
ao; < Biallwo — x| + 120 — =l + ) Biww (|| 9w
k=1

o), 0<i<M

Dans le but de fournir des estimations explicites pour les a; ;, nous allons nous servir
d’une technique des schémas numériques aux différences finies. Plus précisément, considé-
rons les fonctions v et p définies sur [0, 7] x [0, T'] et qui satisfont a ’équation hyperbolique

linéaire du premier ordre

%—f(t,s) + aa—f(t, s)—wi(t,s) =p(t,s), 0<t<T,0<s<T, (3.22)
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et les conditions aux limites
U(t,s) =b(t—s) pourt=0ous=0, (3.23)

tel que b € C([—T,T]) et ¢ sera définie ultérieurement.
Il existe une relation étroite entre I’équation (3.22) et I'inégalité (3.17). En effet, définissons

la grille
D={(ti,s;); 0=ty <t1 < ... <ty <T,0=50<5 <...<sy <T},

et approximons ’équation (3.22) par les équations aux différences

Yij— Vi1 Yig— Vi1
e O
i Vg (3.24)
pouri=1,...N, 5=1,..., M,

oud; =t; —ti_1, 7 = S; — Sj—1, et ;; une approximation constante par morceaux de ¢.

On a

Yij— Yo n Vi;— i

0; i
= Vi — Vi1 + 0 — 0ihi o1 — Wiy g = 0
= (0; + 75 — Wy = 7j¢i—1,j + 00 i1 + 0700

— Wi = pij

5, o 0,
1_ : 7,7 — 11— 7 1 2,7
— ( ”5,-+7j>¢” 5+ f/’ A f“ SR S v T
donc
o\ 5 5
b= (1m0 ) (e S ),
! 0i + 5 0 + ]10 L 0 + 5 I 6-+ng0] (3.25)

Vi=1,.,N, j=1,..M.

Dans la suite, nous allons prendre

gO(t,S): Hf(t)_g<s)||7 Soi,j:Hfi_nga izl?"'vNa j:17'~-7M7

ou f;, g; sont les approximations de f, g € L*([0,T]; F), respectivement.
L’intégration des équations (3.22) et (3.23), par la méthode des caractéristiques, nous
donne :

si0<s<t<T

Po(t,s) + Fe(t,s) — wip(t,s) = (t, 5)

W(t,0) = b(t).
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Soit 2 C R? un ouvert et soit F': 2 x R x R x R — R une fonction de classe C*, tel que

9 9
F (t, s, a—‘f@, 9, a—f(t,s),w(t, s)) — ol s),
et

z: I — )

T 2(7) = (21(7), 22(7)),

une courbe de classe C'! définie sur un intervalle I C R.

On pose z(7) = ¥(x(7)) et p(1) = Vip(x(7)) = 22 (2(7)) + 22(2(7)) = p1(7) + pa(7),
avec p1(7) = %(%(7)) et po(7) = g—i(x(r)).

Alors

F(a(r),p(7), 2(7)) = pu(7) + pa(7) — wz(7) = 9(2(7)).

Pour un moment, on va supposer que ¢» € C'(€). Alors les fonctions z et p sont de
classe C! sur I, 'une a valeurs réelles, 'autre a valeurs vectorielles. En dérivant les deux

fonctions par rapport a 7, on obtient

(1) = g (e (r) + g (elT))r) = 1 ()t () + pal)ah().

Supposons que la courbe z est choisie telle que 2'(7) = V,F(z(7), 2(7),p(7)). Alors on
peut simplifier les trois équations ci-dessus. Les fonctions xq, x5 et z vérifient un systéme
d’équations différentielles, dit systéme des équations différentielles caractéristiques :

xKﬂz%E@ﬁ%dﬂmﬁDzL

%ﬁ)Z%%@ﬁ%dﬂwﬁDZL
Z(r) = pu(7) + palr) = wa(r) + pla(r).

Puisque ¢(¢,0) = b(t) on pose x1(0) = a et x5(0) = 0, donc

2(0) = ¢(2(0)) = P(21(0), 22(0)) = ¥(a, 0) = b(c).

En intégrant ), z, sur [0, 7], on obtient

xi (1) =T+«

(3.26)

xo(T) =T

Maintenant on va résoudre I’équation différentielle suivante :

2(7) = wz(7) + p(2(7)). (3.27)
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La solution générale de I’équation homogene associée a (3.27) est
2(1) = ce*7,
pour 7 =0 on a z(0) = ¢ = b(a), donc la solution de I’équation homogéne est

2(1) = b(a)e®". (3.28)

T = x9(7)
Par (3.26) et (3.28), on a a = x1(T) — 22(7)

2(1) = b(a)e”T.
Par la méthode de la variation de la constante, la solution de ’équation non homogéne

est de la forme
alors

par I’équation (3.27), on a
A (1)e’T + we(T)e? = we(T)e’” + o(x(1)),
donc
(7)) = e Tp(a(r)),

en intégrant ¢ sur l'intervalle [0, 7] et en prenant en compte le fait que z(0) = ¢(0) = b(«),

on trouve
c(1) =¢(0) + /OT e “o(z(r))dr
=b(a) + /OT e “To(xz(r))dr.

Donc la solution de I’équation (3.27) est donnée par

par conséquent

W(t,s) = e*b(t —s) + / e p(r 4t — s, 7)dr.
0
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Maintenant, si 0 <t < s < T, alors on a a résoudre

Bo(t,s) + 2L(t,s) — wib(t,s) = p(t, s)
(0, s) = b(—s).

Soit 2 C R? un ouvert et soit £ : 2 x R x R x R — R une fonction de classe C, tel que

0 0
F (t, 2 21,5, 2 1.5). s>) — olt,s),

et

z: 1 —Q

T 2(7) = (21(7), 22(7)),

une courbe de classe C'! définie sur un intervalle I C R.

On pose z(7) = ¥(x(7)) et p(1) = Vip(x(7)) = 22 (2(7)) + 22(x(7)) = p1(7) + pa(7),
avec py(T) = %(I(T» et po(7) = g—;@(:p(T)).

Alors

F(a(r),p(7), 2(7)) = pu(7) + pa(7) — wz(7) = 9(2(7)).

Comme dans le premier cas, en dérivant les deux fonctions z et p par rapport & 7, on

obtient

oy

= 9 (o)) + 9, FT)E(7) = pi(7)a (7) + pa(7)2(7).

(1) = o
Supposons que la courbe z est choisie telle que /(1) = V,F(x(7), 2(7),p(7)). Alors on
peut simplifier les trois équations ci-dessus. Les fonctions xq, x5 et z vérifient un systéme
d’équations différentielles, dit systéme des équations différentielles caractéristiques :

(1) = %(x(T),Z(T),p(T)) =1,

,, \_ OF B
7o(7) = 55, @) 2(7):p(7)) = 1,
2(1) = pi(7) + pa(7) = wa(7) + o(x(7)).
Puisque (0, s) = b(—s), on pose 1(0) = 0 et 25(0) = 3, donc
2(0) = ¥(2(0)) = ¢ (21(0), 22(0)) = ¥(0, 8) = b(=F).

En intégrant ), z, sur [0, 7], on obtient

r(r) =71

(3.29)
xo(T) =T+ p.
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Maintenant on va résoudre 1’équation différentielle suivante :
Z(1) = wz(1) + p(z(1)). (3.30)
La solution générale de I’équation homogéne associée a (3.30) est
2(1) = ce*,

pour 7 =0 on a z(0) = ¢ = b(—f3), donc la solution de I’équation homogene est

z(1) = b(—pB)e*". (3.31)

Par (3.29) et (3.31), on a B = xo(1) — 21(7)

z(1) = b(—p)e*".

Par la méthode de la variation de la constante, la solution de 1I’équation non homogéne

est de la forme

alors

par I’équation (3.30), on a
(1) + we(T)e” = we(T)e” + p(x(1)),
donc
(7)) = e Top(a(r)),

en intégrant ¢ sur l'intervalle [0, 7] et en prenant en compte le fait que z(0) = ¢(0) =

b(—p), on trouve
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par conséquent
t
Y(t,s) = e“'b(t — s) + / (e, + 5 — t)dr.
0

En conclusion, nous avons

esh(t — s) + <,07’—|—t—srd7" st0<s<t<T,
U(t,s) = ( Jo e ) (3.32)
e?th(t — s) +f0 eENolrr+s—t)dr si0<t<s<T.

Dans la suite, posons ¥ (t, s) = G(b, ¢), 2 =]0, T[x]0, T[, et pour toute fonction mesurable
¢ :[0,7] x [0,T] — R, posons

lello = mf {|[fllze + [lgllzr = lo( o) <[F@O] +19(s)l, pp- (¢,5) € 2} (3.33)

Soit Q(A) = [0,tn] x [0, sp], et soient B : [—spr, tn] — R, ¢ : Q(A) — R des fonctions

étagées, c’est a dire, nous avons des réels b; ;, ¢; ; tel que b(0) = B(0) et
B(t + S) = b@j tig <t<t, —S; <s < —Sj-1,

oL, s) = ¢i; (t,s) € Jtim1, ti] X]sj—1, 85]-

Observons que par (3.25), si on pose

5 \ (v 5; 87
F( )= (1~ i1 I URFEN
(wl,]) ( waz‘i_'YJ) ((514—’}/]1/}1 1,] 5 + lej 1+ 5l+rngol».7 )
M

i=1.N, j=1..

Y

alors par (3.24)

5y \ 5;
Fh )= (1—-w—"" o
(wld) ( w6i+7j) (5 + ]% 1] 5 + le] 1+5 + J<¢1j wz 1,])

0; i
(%‘] %] 1) fYJ ¢z]>
YJ

A Yot
:(1_w 3 )1( - m
0 + 5
:wi,j-

Par le Théoréme du point fixe de Banach, si la mesure de A, m(A) = ma:v{ (0i,775); %, j}

est suffisamment petite, alors le systéme (3.32) avec les conditions aux limites
wiyj = bi,j 1=0ou j = 0, (334)

admet une unique solution {¢;;}, i=1,....,N, j=1,..., M.

On note ¥ = Hx(B, ¢) la fonction constante par morceaux définie sur 2 par

\I[(tv 8) = wi,j(tv S) (tv S) e]ti*h ti] X]Sj*h Sj]:
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i.e., ¥ est la solution de (3.25), (3.34).

Nous avons alors le Lemme suivant qui exprime la convergence du schéma (3.25), (3.34)

lorsque m(A) — 0.

Lemme 3.12. Soient b € C([-T,T]) et o € L'(Q). Alors
|G (b, ) — HA(B, ®)|| L~ @ay — 0

lorsque

m(A) +[[b = Bllre-syind + Il — ¢llaay — 0.

Preuve.
Nous allons montrer (3.35) juste dans le cas w = 0.

Nous montrons dans un premier temps 'estimation

| HA(B, ¢l @y < 1Bllzecq-saind + 12lla)-

OnaV = HA(Bv ¢) = HA(Bao) + HA(O7¢)7 tel que

(N,M)
= Z )\ibi,j et Z )\z = 1,
(ivj):(lvl)

donc

(N, M)

HHA<870)HL°°(Q(A)) - Z Aibij < Z )‘iHBHL‘X’(]—SM,tN[)

(1 1) Loo(Q(A)) (i,j):(l,l)

Montrons que

140, 0) || L=(@a)) < [[@llaca)

On a
T, / £(t)dt = Z / fld,

on pose ; = | fi|, alors
N
||f||L1([0,T];E) = Z(Siozi.

De la méme maniére, en posant 5; = |g;|, on trouve que

M
gl 2oy = D 3B,
j=1

(3.35)

(3.36)

(3.37)

= HB|’L°°(]_5AI¢N[)'
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Par la définition (3.33) de la norme ||.||oa), on a

N M
6 llaa) :mf{zcsiaﬁzvjﬁj, a;+B; > |pijl, i=1,.,N, j= 1,..,M}. (3.38)
i= j=1

Soient g; ; = o + B > |¢i | et

i J
dij = Zamsk + Zﬁlﬂ’k-
f—1 =1

Alors 9; ; = d; ; satisfont I'équation (3.25) avec ¢; ; = ¢;;. En effet, comme on a supposé

w = 0, nous avons

Vi d; 52/7]‘
i+ dij 1+
8; + Lj g1

givj

5i+/7] 5Z+’7
N i—1 j 5 i j-1 5y
] Spag + » B + — Spar + » B + — (o + 5,
v (; kQk Z k’Yk) 5+ <; QL ; kVk 51._’_7'( )
Zﬁk%

1—1
i z%
= akék —|— O-/k(;k ‘l‘ ; (
(6i +’Vj ; Z > Vi k=1

I 0i;
(SHL% Zﬁk% + 5. —l—%ﬂj)

1 5, i
(5 e (kz a0k + o z) 5i+%;04k5> ( ];ﬁk%
5 (=
5 (Zﬁmﬁﬁm))
5_‘_%2 kkz+ Zak5k+ Zﬁk’)’k‘i-

—1 Vi 0i +;

gizjzzz 5k+ %Zﬁxm

Vi
= Z a0, + Z By = dij-
k=1 k=1

Par conséquent d = Ha(B, g) avec d = {d;;}, d;; = b;j pour i =0ou j =0, B = {b;;}

J
Z kVk
k=

et g ={g,}, et tel que g; ; > |5 |-
Sib;; > 0, alors

d=HA(B,g) = Ha(B,0) + Ha(0,g) > HA(0,g) > Ha(0,¢).

Ha(0,9) < d = [[Ha(0, 9)[| L~ ay < d,
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donc
I|HA(O, )||Loo(Q ay <di;, Vi=1,.,N, j=1,.M,
par suite

1HA(0, 9)l| o< qay < inf{di;},

d’aprés l'estimation (3.38), on obtient

1HA(0, 9) |l @)y < [Pl

Maintenant, posons @Z = G(g, ©) et supposons d’abord que Jtt,@,bvss € L>(Q). Alors par
(3.24) on peut voir que QZ” = (t;, s;) satisfait le systéme
Vijg—Yic1y | Vig— Yij
_I._
0i Vi
i=0,1,..,N, j=0,1,... M,

= Q;; + €, {/;z',o :g<ti)7 Jo,j :g(—3j>,

ou e = {e; ; } satisfait I'estimation

leij| < villbssl L) + Gilltse|| oo (o), Vi, 4
D’ou

leij| < max (s, 7)) ([VssllLe@) + 1Vullze@) i=1,..,N, j=1,..M
= m(A) (‘Wss“L‘X’(Q) + H¢ttHL°°(Q)> )

done

N
el = { 3Bl + Do
i=1
|6i7j| S m(A) <||Jss||L°°(Q) + ||@Ztt||Loo(Q)> R T ]_, ...,N, ] = ]_7 ,M}
M
_ inf{ (A)[lre ]l 2o e Zé +m(A) Vsl D %
j=1
|ez’,j| S m(A) <||1Zss||L°°(Q) + ||7:Ett||Loo(Q)) s 7= ]_, ...,N, ] = ]_, ,M}

N M
() el i + m( D)o@ ) sup (Z 5. 2%»)
=1 j=1

= cm(2) (el i)+ [usllimio)

IN

ou

N M
c = sup (Z 0, Z%’) ,
=1 j=1



93

par suite

|G(b,8) = Ha(B,9)| =@y = |Ha(b, 3+ €) = Ha(B. 6)l|1= ()
= |Ha(b = B, 3+ ¢ — )| =((a))-

D’apres (3.37)

[Ha(b = B, @+ e = @) 1=(0a)) < ||b—BHL<X,(]78 ) T lle+e—dlaa

< [b-BIl,..
o [ (3.39)

MytN
]_SM7tN
i) T8 = 9llaca

+cm(4) (H¢tt||L°°(Q) + stsHLw(Q)> .

)

+[|¢ = 9llaa) + llellaca)
)
)

<Ib-Bl,._,

Maintenant, soient ¢, 3 € L(Q), b,b € C([—T,T]) et soit ¢ = G(b, 7). On a
|G (b, @) = Ha(B, )|l 1=0ay = IG(b,0) = G(0,8) + G(b, @) = Ha(B, )l|1=(0ay

= |Ha(b— b, — 3 — &)l z=(aray + G0, 3) — Ha(B, )|l =(aay
= [ Ha(b = b, — & — €)=y + [Ha(b — B, & + e — 0)[| L=(aa))-
(3.40)

Par (3.39), on a

[G(b.0) — Ha(B. )=y < =Bl .,y + 16 = Pl

+ e m(A) (Iullsey + asllzeioy ) + 1B = Bllieq-surend
18 = dllaay + e m(2) ([Fullieio) + [Desll o)

S0 =0l (1) 1l = Pllacay + 1B =0l

—sMtN [)

+ Hb—gllm( + ¢ = dlloca

]*SM,tN[)
+ 20 m(A) (Iulli=) + [1Pusll 1=

= 2=l +lle = Bllacay + 1B = bl

—SM,tN[)

J—saritw)
+ ¢ = dllaca) +2¢ m(4) (Wnl!mm) + H%JIL%(Q)) :
Soit 1 > 0, on peut choisir b et o, tel que

0=y 7 €t o = Fllacay <.

sMtN|

d’aprés I’hypothése

m(A) + [|b = Bllzec(—spinp + I = Sllaa) — 0.
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Alors
|G(b, ) — HA(B, ¢)|| = (0a) < 41,

pour n — 0, on trouve

|G (b, ) — HA(B, ¢) ||~ a)y) — 0.

Preuve. du Théoréme 3.10.
Soit, (z, v) € Gph(A) tel que |lyo — || < &, nous appliquons le Lemme 3.12; avec ¢(t, s) =
Hf ||fi—ng, 1<i<N,1<j5< M, f; et g; sont les valeurs

de f et g aux points ti, 55 respectivement, et

B(t) = bio, i <t<t,i=1,.,N,
B(s) = bo.j5 —5;<s< —sj_q, j=1,...., M,

t
b(t) = e z0 — x| + [Jwo — || —i—/ e“’(t_T)(Hf(T)H + ||v||)d7' Vit € [0,T],
0
b(=s) = e“*[|uwo — 2| + [|0 — 2 +/ & (g + Jol)dr Vs € 0,7,
0

ici, b o est le coté droit de (3.18) et by ; est le coté droit de (3.19).
On a

[6(t) = B(£)| = [b(t) — biol

t
ez — z|| + ||wo — || +/0 e“’(t_T)(”f(T)H + HvH)dT —a;allz0 — z|| = |Jwo — ||

-3t (18] + o)

- (e‘”t—ai,1)\|zo—x\|+/0 eW“T>(Hf(7>||+HvH)dT—Zai,kék(kaMHUH)’
= | = ol =l + [ (]| + ol dT—Zam/ (Uell + lfelly @
@ = ol =al+ [ (] + o) dT—Zm/ (Uell + el ar

IA
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& —auH%—wﬂ+§:/ s+ olar+ [ (] + olhar

k=1 7 th—1 i-1

—53%,/ (el + el
@—%mrw+z/ (s wwwmaz/ (el + el

k=1 " th—1 k=17 tk—1

+[ el H+Hucw—§:%k/’ (ARIEE

i—1

(e —a“||zO—a:||+Z/ (s = ll) dT+Z/ =) (ell + [l dr

k=1 " th—1 k=17 tk—1

—|—/t ewt Hf H—FH H dT_Oé“/t (”le_'—H H)

e —mlm—m+§:M/ (17 wwmum+§:e—mw/ (15l + 1ol i
o [ e lelar = [ (Ul ell am =i [ Ql+ el

i—

i =t e [ ol = Il + S =) [l ol

te—1 k=1 tk—1
t

b [ = ad U+ N+ el + [l sl = el ar
oy (e

< |( = as1)]llz0 — @] +Z/ (
el =l [ Qall el [ je = adl(e+ Ll + el
. ar+ o [ (1] + el

< |(ewt_ai,1)\y|z0—:cu+§ewt/ttf Hf(f)—fklldf+§!(e‘”t—ai,k)!(kaH+HUH)<tk—tk1>
# [l =l (o + Ll + e+ |
ol [ QLA+ o) i

(O = {1 7[1) |

(cwal[F O = e[ £:])

(il F @ = e (|5} (a7

par (3.10) et (3.11), on obtient
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i—1

b(t) — B(t)| < |(e°’t — oz,;,l)‘zi + e%e + Za‘(e“’t — O[Lk)‘ (kaH + ||v||) + /t ‘(e“’t — ozm»)‘

t;
ar+ losil [ (Il + ol dr =0

e—0

(LN + 1]+ ol dr +/t (el £ = e[l 5:])

Par conséquent
t
B(t) = b(t) = e“!||z0 — z|| + ||wo — || —|—/0 eI £+ vl dr
Vit € [0,T].
De la méme maniére, on a
Bs) — b(=2) = & un =l + 0 =l + | (lo(r)] + o]},
Vs € [0,T].
D’autre part,

[ — @llan) = inf{Hf - fiHLl([o,T];E) + ||9 - gJ'HLl([O,T];E); |gp(t, s) — ¢‘ < [f(t) = fil +19(s) — gs],
(t,s) € Q},

donc, d’aprés l'estimation (3.11)
o= él < 17 = Fllsgoes + 19 = 5lomsy  ¥i= Towen e G = 1o

T T
:/0 ||f(t)—fint+/ lg(s) —gj||lds  Vi=1,.,N, j=1,..,.M
N t
=> [ s ﬂHdHZ > o) =
i=1 Yti-1 Sj—1
<e4e=2¢,

et par le Lemme 3.11

0i7Yj - Y5 0;
aij =z —will < |{1-w Ai1j + TG -1

6 + 0 + 0i +
51"73‘
+5l+fyj<zz _wj7f1 _gj>+>7

d’apres la Proposition 2.13 (i), on aura

(Sf}/ -1 Y 5@ Z’y
e (g s )

5 N\ 0 i
= (1 -w—* —I—ai 1+ ———aij + o0, ij |
< (5i+’}/j) ((51'4—’7]' LJ 5i+7j g1 5 -+ ]¢ g
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c’est a dire,
a;; <ij = HaA(B,9)ij, Vi=1,.,N, j=1,..M,
donc ||z(t) — w(s)|| < Ha(B, ), et par le Lemme 3.12, pour tout n > 0, on a
12(8) —w(s)| < G(b, )t s) +m, Vs €[0,T], (3.41)
pour 0 < e <n.Si f =g et zg=wy, daprés (3.32)
G (b, p)(t, 1) = e*'b(0) + /0 t eCDo(r,m)dr,  YO<t<T,

et
p(1,7) = || f(r) = g(n)|| = 0,

donc
G(b, @) (t,1) = e'b(0) = e (e*"[|20 — z[| + |20 — )
= 2¢![|20 — )
en remplagant dans (3.41), on trouve

l2(6) = w(t)ll < n+ 2620 — 2, Vo € D(A), V¢ € [0,7].

Puisque ||yo — z|| < €, yo € D(A), et x est arbitraire dans D(A), il s’ensuit que la suite

(ze) de solutions e-approximantes satisfait le critére de Cauchy, et donc y(t) = lir% z:(t)
e—

existe uniformément sur [0, 7']. Maintenant, on prend s =t + h et f = g et 2y = wy = Yo,

donc z. = w.. D’aprés (3.32) et (3.41), on a

[2:(t) — we(t + h)[| = [Jwe(t) — z:(t + h)]
< G(b,p)(t+ h,t)+n

= e“'b(h) + /0 t e o(r + h,T)dr + 1

= e (|20 — || + [Jwo — []) + /Oh T (@] + (o) dr
- /Ot eI f(r+ k) — f(7)]|dr + 1

= e (" + 1) [lyo — || + /Oh e (L) + o)) dr

+/ e f(r+ k) — f(7)||dr +n,
0
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quand n — 0 alors ¢ — 0, donc
h
ly(t +h) —y(@)] < e (" + 1) [lyo — || +/ D (@) + o)) @
0

tew(t*T) T — f()lldT
+/0 £ +h) — ()|,

comme [ est continue et |[yo — z|| < e, donc y est continue.

Maintenant,

12(8) =y = [|2(t) + w(t) —w(t) —y(1)]]
12(8) = w®)| + [lw(t) =y @),

IN

d’aprés (3.41), pour f =g¢g,t=s,0n a

12() =yl < G(b, ) (t, 1) + 1+ [[w(t) — y(?)]]
= 2¢"||z0 — @[] + 1 + [lw(t) — y (O],

par la Définition 3.8, on trouve

l2(t) = y()]] < 2¢*Te+n+e
<2 (e +1),

car si on fait n — 0 alors ¢ — 0.

Si on prend §(¢) = 2¢ (¢ 4 1), c’est une fonction continue et vérifier §(0) = 0, et

12(2) = y(O)]] < o(e),

ol z est n’importe quelle solution e-approximante et d(¢) — 0 lorsque € — 0.

Finalement, on prend ¢ = s dans (3.41) et on fait tendre n vers zéro, alors par (3.32)

12(t) = w(®)| < e (ll20 — @[] + [lwo — =[]) + /0 U f(7) = g(r)|dr,

on a z est une solution e-approximante de f € y'+ Ay, et w est une solution e-approximante

de g € ¥ + Ay, alors pour € — 0, nous obtenons I'inégalité

lu(t) — 9(0)]) < ! ll9(0) — G(O)] + / | £() — ()|

En prenant ¢(t,s) = (y(t) f(t) — g(s)>Jr et t = s, alors par (3.32)

G )tt) = b(0) + [ ylr) = g(r). S (7) = o) e
= 0) = 50+ | N y(r) = 5(7), 1) = 9()), 0
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donc

ly(®) = a(@®)]| < e ly(0) — (0] +/0 U y(r) = (1), f(r) = g(7)) dr, (3.42)

et ainsi (3.16) est vraie pour s = 0, et pour tout s €]0, T'[, on pose t = t'—s, ys(t) = y(t+s)
et y5(t) = y(t + s), remplagant dans (3.42) on trouve

ly(t +s) =gt + )| = llys () — 7@

< ey, (0) — . (0)]] + / e (1) — (), £(7) — g(r)) dr
— 09y (s) — 5(s)]| + / TSy 1 8) — g7+ 8), [T + 8) — g(7 + 5)), dr

= “U=9|y(s) — g(s)|| + /0 h TN (y(r 4 5) = g7+ 5), f(T+5) — g(T +5)), dr,

si on prendre 7 + s = 7’ on obtient
t/
ly(") = g(t)]| < eI y(s) — g(s)| + / T () =g, f(7') = g(r)) L dr.

Par conséquente

¢
ly(t)—g(®)[| < 6“(t_s)||y(8)—y(8)||+/ D (y(m)=g(r), f(1)=g(r)) dr, Vs €]0,T].
Ceci finit la preuve du Théoréme. |

Théoréme 3.13. Soit C' un cone convezre fermé de E et soit A un opérateur w-accrétif

dans E x E tel que

D(A)c C C m R(I 4+ \A), pour un certain Ao > 0. (3.43)
0<A< A0

Soient yo € D(A), f € LY([0,T]; E) tel que f(t) € C, Vt € [0,T]. Alors le probleme
(3.1) admet une solution faible unique y. Si y et y sont deuz solutions faibles de (3.1)

correspondant a f et g respectivement, alors

ly(t) = g(@)] < e ly(s) = y(s)]| + / Dy (r) = y(r), f(r) = g(7)) dr,

VO<s<t<T.

(3.44)

Preuve.
Soit f € L([0,T]; E) et soit f; 'approximation de f, i.e.,

1

fi= t; — 11

t;
/ f(s)ds 1=1,2,...,N,
ti—1
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ou {ty =0 < t; <ty < .. <ty = T} est une partition de I'intervalle [0,T] tel que

ti —ti1 <e,etyy € D(A), on pose

w=yweDA)cC=CcC (] RU+MA,

0<A< Ao

comme f € C, ¥Vt € [0,T], et C est un cone convexe, d’aprés le Théoréme 1.22; on trouve

1
t —to

fi= /t 1 f(s)ds € conv(f([to,t1])) C C
= (ti —t)fr € C,

comme zy € C, d’apres la Proposition 1.19, on trouve

(tl - to)f1 + 2y € C
— (h—to)hi+z€e [ RU+MA),

0<A< Ao

pour € assez petit, on aura
(tl — to)fl + 29 € R([ + (tl — to)A),
donc il existe z; € D(A), tel que

(tl — to)f1 + 20 € 21+ (tl — to)AZl

21— 20

:>f1 € +AZ1

th — 1o
On a z; € D(A) C C, on trouve

1
to — 1y

fo= /Qf(s)dSEC

— (tg—tl)fz eC
:>(t2—7f1)f2+2160
= (b—t)fotn€ () RUI+MA),

0< A< Ao

pour € assez petit, on aura
(ta —t1)fa+ 21 € R(I + (t2 — 1) A),
dong, il existe z3 € D(A), tel que

(tg — tl)fl + 21 € 29 + (tg — t]_)AZQ
22— 2

:fQ c + Azo.

to — 1y
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Ainsi de suite, il existe z; € D(A), tel que

ST A (3.45)
li—ti1

Ji €
Donc, nous avons pour ¢ assez petit, la fonction z = y sur |¢;_1,t;], est bien définie et par
la relation (3.45) est une solution e-approximante de probléme (3.1).

Donc par le Théoréme 3.10, le probléme (3.1) admet une solution faible unique |

Corollaire 3.14. Soit A un opérateur w-m-accrétif. Alors pour tout yo € D(A) et f €
LY([0,T7]; E) il existe une solution faible unique y de (3.1).

Preuve.

En effet puisque A est w-m-accrétif alors A est w-accrétif et R(I + AA) = E, pour tout
A > 0.

L’espace E étant un espace vectoriel normé donc E est un cone convexe fermé, en prenant
dans le Théoréme 3.13, C' = E, alors 'estimation (3.43) est bien vérifiée. Par suite, le

probléme (3.1) admet une solution faible unique. [ |

Dans la suite, nous allons souvent faire référence a ’application :
T:D(A) x LY([0,T]; E) — C([0,T]; E)
(y07 f) — T(ZJO» f) =Y,

comme étant I’évolution non linéaire associée a A, i.e., y solution de (3.1). Il convient de
noter que, en particulier, la condition (3.43) est vérifiée si C' = E et A est w-m-accrétif
dans F x E.

Dans le cas particulier ou f =0, si A est w-accrétif et

R(I +XA) D D(A), pour tout A > 0, (3.46)

alors nous avons par le Théoréme 3.10, le résultat suivant

Théoréme 3.15 (Crandall et Liggett). Soit A un opérateur w-accrétif, satisfaisant la

condition (3.46) et soit yo € D(A). Alors le probléeme de Cauchy

0€ dyt)+ Ay(t), t>0,

(3.47)
y(O) = Yo,
admet un solution faible unique. De plus,
. t N\ "
y(t) = nh_g)lo (I + EA) Yo (3.48)

uniformément en t sur les intervalles compacts.
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Preuve.
En effet, dans ce cas, si to = 0, t; = 1, i = 1,..., N, alors la solution z. relative &
la, e-discrétisation D5 (0 = tg,ty, ..., tn), est donnée par le schéma itératif suivant, (voir

I'estimation (3.45), ou f = 0)

0 ze(ie) — ze((1 — 1)e)

Az (ie),
5 + Az (ig)
donc
ze((i — 1)) € z.(ie) + e Az (ie)
— 2.((1 — 1)) € (I +£A) z(ig),
on obtient

ze(ie) = (I +eA) ™ z((i — 1)e)
— 2.(ie) = (I + eA) 7% 2.((i — 2)e),

par itération on trouve

ze(te) = (I + 5A)_i Yo,

et comme € = %, on peut écrit
2(t;) = (I +eA) "y,
et comme z.(t) = z.(t;) pour t €](i — 1)e, ic], alors
2(t) = (I +eA) "y t €l(i —1)e,iel.
Soit y une solution faible de (3.1), d’aprés Iestimation (3.15), on a

Hy — (I +¢eA)” yo

‘<5(2> t €](i — 1)e, ie],

t;
< ims () o
71— 00 7

+ —n

n—o0

donc

lim Hy (I4cA)™"

1—00

par conséquent

Corollaire 3.16. Soit A un opérateur w-m-accrétif et yo € D(A). Alors le probleme
de Cauchy (3.47) admet une solution faible unique donnée par la formule exponentielle

(3.48).
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Preuve.

A w-m-accrétif et yo € D(A), et f = 0 € L'([0,T]; E), d’apres le Corollaire 3.14, le
probléme (3.47) admet une solution faible unique, donc la formule exponentielle (3.48)

est unique. [



Conclusion

Dans notre travail, nous avons étudié 'existence et I'unicité de solution du probléme
de Cauchy dans les espaces du Banach, pour 'inclusion différentielle gouvernée par un

opérateur w-accrétif, et comme cas particulier le probléme de Grandall-Ligget.
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