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Chapitre 0

Introduction générale

Dans les espaces de Hilbert, la résolution des inclusiops différentielles gouvernées par
un opérateur sous-différentiel a suscité I'intérét de nombreux travaux. Dans ce mémoire,
[
on s’intéresse, d'une part, & 1'étude d’existence et d’uniicité de solutions pour certains
problémes gouvernés par un opérateut sous-différentiel éwec perturbation univoque, et,
d’autre part & leurs applications & des problemes de controle optimal de type Bolza.

rd . £l . s ! . .
Le probléme concerne I’étude d’existence et d’unicité de solution absolument continue
|

sur un intervalie I := [Tg, T] de R, pour l'inclusion différentielle

» —i(t) € Dp(t, z(t) pp.tel
z(Ty) = xp € dom w(ro, 3,

ol pour tout ¢ € I, Popérateur (multi-application} Bp(t, ) est le sous-différentiel d’une
fonction ¢(t, ) définie d'un espace de Hilbert H dans [0, +-00], satisfaisant &
(Hy) pour tout t € I, la fonction x ~—» (t,z) est convexe propre et semi-continue
inférieurement {sci) ; et ot dom (¢, -) désigne le domaine effectif de la fonction e(t,-)-

Ce type de probléemes fut d’abord résolu, dans le cas a.iltonome, ie,p: H — RU{+oo},
par Brézis {8]. Ensuite, de nombreux travaux concernant Pexistence et Punicité de solution

pour (P) ont été établis, voir [17], [44], [23], [33].

Dans le cas non-autonome (P), des résultats ont été obtenus, sous des conditions

|




0. Introduction générale

exprimées en termes de g, ou la fonction conjuguée de Fenchel ' (2, -), ou l’a,pproximati-on
Yosida de 8yp(t, -), voir [3], [4], [24], [29], [30], [37], (48], [49], [50], [51].

Peralba [39, 40| a démontré l'existence et 'unicité de solution pour (P), sous une
hypothese exprimée en terme de la fonction conjuguée ¢'(t,-) de la fonction convexe
©(t, ), i.e., (Hz) il existe une fonction Lipschitz non-négative k : H — R et une fonction

ahsolument continue a : 7 = R avec a € L&(7) telle que pour tout z € H et 5,t € [

o't 2} < @' (s,2) + k(z)lalt) - als)].

Nous entendrons par les hypothéses de Peralba, les conditions (H,) et (Hy).

On réfere & (4], [29], [30], [48}, [49], [51}, pour des résultats établis sous des hypotheses
sur ¢ ou sur 'enveloppe de Moreau @,(t,-). En général, une hypothése de compacité sur
»(t, -}, apparait dans ce type de problémes (P), avec perturbations univoques ou multi-
voques, voir (4], [6], [24], [37], [38],[50]. Notre objectif étant d’étudier la relaxation d’un
probléme de contrdle de type Bolza voir en bas, les conditions sur ¢ qui ne peuvent pas
étre transmises au nouveau opérateur généré par ¢ et f dans (Py. )), avec des hypotheses
de compacité sur ¢(t, -) ne sont pas appropriées.

Tout an long de ce travail, nous adoptons les hypothéses de Peralba. Notre mémoire
comprend 4 chapitres, dans le premier on rappelle quelques concepts de base et résultats
quon aura utilisé tout au long de ce travail. Au chapitre 2, nous traitons, le cas de
perturbations univoques du probléme (P), en distinguant celles dépendant uniquement
du temps de celles définies sur I x H. Etant donnée une perturbation univoque f dépendant
& la fois du temps et de I’espace, nous montrons, sous les hypotheses ci-dessous, qu'il existe

une unique application absolument continue x : I — H, solution du probléme suivant

Py | TG+ fa) pote)

z(To) = zo € dom {Ty, -},
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dés que f est une application univoque, qui est mesurable par rapport a la premiére
variable, lipschitzienne par rapport a la seconde variable sur tout ensemble borné de H:

et qui satisfait & la condition de croissance
£, )]l < B + ||z]|), pour tout (t,z)e I x H, (1)

ol B(-) € LE. ().
Certaines conditions garantissant I’existence de solution pour le probléme non-autonome
(P) au-dessus, sont exprimées en terme de Venveloppe de Moreau @, (f, -) ou ’approxima-
tion Yosida de di(t, ) et dans ce sens 14, elles ne peuvent, pas étre facilement transmises &
Uopérateur dp(t, - )+ f(t,-) du ;ﬁrobléme (Ps(.,y). Par contr'é, comme nous le verrons, les hy-
potheses de Peralba sur la fonction ¢ sont adéquates pour;notre étude. En effet, elles nous
permettent, dans un espace de Hilbert, en faisant inter'v_'enir quelques idées d’Edmond-
Thibault [19] (voir aussi [33]} & prouver existence (et un:icité) de solution pour (Priy)s
sans aucune condition de compacité. Dans le cas particulier du processus de rafle, i.e.,
pour (¢, ) étant la fonction indicétrice d’un ensemble fermé convexe ou p-prox-régulier
C(t), on retrouve des résultats relatifs a (Pf(,) dans Castaing-Salvadori-Thibault [15]
en dimension finie, et dans Edmond-Thibault (19] en dimension infinie. Notre-approche
consiste & établir le résultat espéré, tout d’abord, dans le cas ol la perturbation [ est
indépendante de z. Pour ce faire, on transforme l’inciusion en un probléme de pertur-
bation nulle. Ensuite par une discrétisation appropriée, 6n exploite ce dernier résultat
pour traiter le cas général. Dans la deuxiéme partie de ce chapi@re, sous une condition de
compacité sur la fonction ¢(t, ), nous donnons une autre démonstration d’existence de
solutions pour (Py(. ), via une méthode de discrétisation, dés que f est de Carathéodory,
et satisfait a (1). |

Au chapitre 3, nous proposons une application du résultat du chapitre 2 4 la théorie

du contréle optimal. Sa description est la suivante.
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Soient H un espace de Hilbert séparable, U unl espace métrique compact et deux

applications ¢ : I x H — [0,+00}, g: I x Hx U >
la tribu de la mesure de Lebesgue. Soit enfin, une m
I': I =3 U a valeurs compactes non-vides. Définisson
ML (U), 'ensemble de toutes les mesures de probabi

tel, par

Z(t) :={P e ML(U): Pl

L'ensemble des sélections Lebesgue-mesurables de I'(-

Sg). Soit J : I x H x U — R un intégrande.
Dans ce chapitre, nous étudions le lien entre le pr

T
inf
¢()esSr S

J(t,Iq(t),C

ol z¢(-) est 'unique solution absolument continue de

PO) —i(t) € Op(t, z(t)) + g(t

z(Ty) = zo € dom (T,

et le probleme " relaxé”

inf
pESy

/Tj_/u J(t, zu(t), w)

L

H. Nous munissons l'intervalle I de
ulti-application Lebesgue-mesurable
S une multi-application ¥ de I dans

ité sur (U, B(U))}, définie, pour tout

(1)) = 1}.

) (resp. I(-)) est noté par Sr (resp.

obleme dit ”original”

) dt (P.O)
z(t),¢((t)) pp.tel,

‘)

t(du) dt’ (P.R)

'application z,(-) étant la solution absolument continue de
_i(2) € Bplt, ()} + f ot 2(t), Wmldu) pp.tel,
(PR (1)) o

x(To) =15 € dom (P(To, )

?

sous des hypothéses raisonnables sur ¢, g et J.

Les contrdles u € Sy seront identifiés aux mesy

res de Young (désintégrées) corres-

pondantes, donnant ainsi accés a la puissante et €légante théorie des mesures de Young




0. Introduction générale

[5, 15, 45).

L’égalité
inf(P.O) = min(P.R),

fut démontrée en dimension finie par Jawhar [27, 28] pour des processus de rafle convexes

moyennant la positivité de 'intégrande J, puis par Casta

ng-Salvadori-Thibault [15] dans

le cas de processus de rafle mettant en jeu des ensembles p-prox réguliers dans R™ sous

des hypothéses moins restrictives sur J. Le résultat de relaxation de {15] fut étendu aux

espaces de Hilbert séparables de dimension infinie par Edmond Thibault 118, 19] en 2004.

Dans ce chapitre, nous montrons que dans un espace de

Hilbert séparable de dimension

quelconque, la propriété de relaxation a encore eu lieu dans notre cadre fonctionnel, sous

des conditions convenables sur ¢, g et J (Théoréme 3.3.3).

Le dernier chapitre est consacré 4 I’étude, dans le cadre Hilbertien, de Pexistence et

de Punicité de solution d'un probléme plus général dans
f contient un retard : Etant donné un retard fixé r >

Cu({—r,0}), des fonctions continues sur [—r, 0] & valeurs

lequel la perturbation univoque

0, on considére 'espace Cy :=

dans H, muni de la topologie de

la convergence uniforme. A chaque t € [0, T}, on associe une application (1) de Cy{[—r, T))

dans Cy([—r, 0]} définie, pour 2(-) € Cy([—r,T]), par
(r(t)z(-)){s) == z(t + 5) pour tout

Soit une application univoque f: [0,T] x Cy — H et

s € [-r, 0.

¥ un élément fixé de Cy tel que

¥(0) € dom (0, -); nous montrons Pexistence (et "unicité) de solution de

—&(t) € Op(t, z(t)) + f(t, ()x(

z(s) = ¥(s) Vse€ [-r0).

(Py)

Pour ce faire, nous utilisons les résultats du chapitre 2, des

) pp.tel0,T),

que f est mesurable par rapport

& la premigre variable, lipschitzienne par rapport & la seconde variable et satisfaisant & la
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condition de croissance linéaire

pour tout (¢, ¢(-)) € [0,T] x Cq.

Enfin, par une discrétisation appropriée, on transforme cette inclusion en une du type
(Ps(.,3), pour appliquer le Théoréme 2.3.1.

Dans le cas particulier du processus de rafle, i.e., pour ¢(t, -) étant la fonction indicatrice
d’un ensemble p-prox-régulier C'(t), le probleme (P,) correspondant fut résolu par Edmond
[20], dans le cadre Hilbertien.

A la fin de ce mémoire, on propose d’intéressants problémes comme perspectives.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction i

Ce chapitre a pour but d'introduire tous les outilsl

. . .
mentaux sur les opérateurs maximaux-monotones, opéra

divers concepts concernant ’analyse multivoque. Une im

1.2 Notations et espaces usuels

I = T4, T) {Ip < T) est un intervalle de R.

H est un espace de Hilbert réel, on note par (-,-) le pro

que H est un espace de Hilbert séparable. On note par

B la boule unité fermée de H;

nécessaires dont on aura besoin

dans la suite. En effet, on va rappeler des notations d;‘e base, quelques résultats fonda-
I

teurs sous-différentiels, y compris
portante partie de ce chapitre sera

consacrée aux mesures de Young et intégrandes, ainsi que d’autres résultats classiques.

Tout au long de ce mémoire, nous adoptons les notations et définitions suivantes

duit scalaire et par [} - || la norme

associée. Des fois, on aura besoin d’une hypothese de séparabilité. Dans ce cas, on précisera

pour tout 7 > 0, B[0,7] la boule fermée de centre 0 et de rayon n sur H;




1.3. Rappelsjet résultats fondamentaux

a - N | )
14 la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1 si z€A,
La(z) = ,
0 sinon. |

Si ] désigne Vintervalle [Ty, 7] C R, X est la mesure de Lebesgue sur I.

Sur Cy(J) 'espace des fonctions continues z : I — H, on considére la norme de la
convergence uniforme ||zl = ?;}) ()]
On note par L (1}, pour p € [1,+00[ (resp. p = +00) l;’espa,ce des fonctions mesurables

z: 1 — H telles que f; | f(t)|IF dt < +o0 (resp. qui sont essentiellement bornées) muni

de la norme usuelle ||z|[zz, 1) = (7 llz(@)1? dt)%(resp. mulni de la norme usuelle essentielle
supremum norme || - |). i

|
On rappelle que le dual topologique de L}, () est LF(}.

Q est un espace topologique et B() est la tribu borélienne sur (2.

Une partition de I est une suite finie (fy,- - -, ,) telle que
!

Tozf[)<t1<<tn='T

1.3 Rappels et résultats fondamlentaux
1.3.1 Opérateurs maximaux-monotones

Dans toute la suite nous entendrons par opérateur un opérateur multivoque {ou multi-
application) défini sur H, c’est-a-dire une application de H dans I'ensemble de ses parties.
' |
Si A est un tel opérateur nous poserons

domA = {z € H; Az #0}.

Définition 1.3.1 [8/ Un opérateur A est dit monotone si
|

Vi, 2z € dom A, (Az) ~ Azp, 7} — 25) > 0

10

i




1.3. Rappels et résultats fondamentaux

ou plus précisément,

Yy € Az, V2 € Axo, (Y1 — 2,21 — 22) > 0.

Définition 1.3.2 [39] Un opérateur A est dit mazimal-monotone s’il est monotone et si

toute extension monotone de A coincide avec A.

Définition 1.3.3 [39/ Un opérateur A est dit demi-fermé si la condition suivante est

satisfaite, si pour tout v = lim z, dans H forte, et y = lim Yn dans H faible, od
n—0d n—00

Tp, € dom A et y, € Az, olorsz € dom A et y € Az.

Proposition 1.3.1 /39 Tout opérateur mazimal-monotone est demi-fermé.

Pour plus de détails sur les propriétés des opérateurs maximaux-monotones dans les

espaces de Hilbert, se reporter 4 Brézis [8].

1.3.2 Opérateurs sous-différentiels

Beaucoup de ce qui suit reste valable pour un couple d’espaces vectoriels en dualité.

Nous restreignons les énoncés au cas qui nous occupe : I'éspace Hilbertien H mis en dualité

avec lui-méme par le produit scalaire (-, -).

Soit w : H = RU {+00}.

Définition 1.3.4 [39] On dit qu'un élément y € H estlun sous-gradient de ¢ au point x

5

p(z) eR etsi Vze H o(z) > ()i (1,2 — ).

L’ensemble des sous-gradients de ¢ au point ¢ est appelé sous-différentiel de ¢ au point

T el noté Op(zx). En d’autres termes, dp(x) est 'ensemble des "pentes” de toutes les

minorantes affines de @ qui sont "ezactes au point z”.

Définition 1.3.5 [39/ La conjugude Fenchel o' définie|sur H par :

¢"(z) = sup{(y, z) — o(¥)}
yeH

est appelée aussi polaire de ¢ (ou duale de ).

Deuz fonctions @) et o sont dites mutuellement polaires ou "duales”

Y3 = .

11

$1 Q] = @ et




1.3. Rappels!

et résultats fondamentaux

Définition 1.3.6 ¢ est dite semi-continue inférieureme
< lim i .
¢(z0) < lim inf p(z)

w est dite sci sur H st ¢ est sci en tout point de H.

nt (sci) au point Ty € H si,

Proposition 1.3.2 [89) Si ¢ est propre, i.e., son domaine effectif (dom ) défini par

|

dome = {z € H;p(z) < +

oo}

est non vide, conveze et semi-continue inférieurement alors, l'opérateur sous-différentiel

Oy est mazimal-monotone. Le sous-différentiel Bp(z) de v en x € domep est

Bp(z) = {y € H: 9(2) > (y,2 ~ 7) + p(z), Vz € dom ¢}

et son domaine effectif est domdy = {x € H;8p(x) # 0

}.

Proposition 1.3.3 Si ¢ est conveze propre semi-continue inférieurement alors ¢* est

L
ausst convere propre semi-continue inférieurement. Par

Proposition 1.3.4 ]l est souvent utile de régulariser @

— i RTINS T
oa(@) = inflo(y) + 55 ll= Ly

ailleurs @ et ©* sont duales.

via son enveloppe de Moreau

pour A > 0. La famille (pa)x est croissante quand A | 0 ers la fonction propre coneze sci

et d'ou elle epi-converge vers p (woir, exp., [1]). Ceci

famille (z,)x de H convergeant vers z que

plz) < llrilléjnf A(Za).|

entaine en particulier pour toute

(1.1)

La fonction enveloppe de Moreau @) posséde une dérivée localement Lipschitz continue

notée V.

Définition 1.3.7 La fonction ¢ est dite inf-boule-compacte, si pourtoutr > 0, Uensemble

{z € H, p(z) <r} est boule-compacte, i.e., son intersection avee toute boule fermée dans

H est compacte.

Nous sommes maintenant en mesure de formuler clairement les problemes que nous

nous poserons dans les chapitres qui vont suivre.

12




1.3. Rappels et résultats fondamentaux

1] est question, dans chacun d’eux, de résoudre une équation d’évolution de la forme
—i(t) € A(t)z(t).

C’est-a-dire de trouver une solution d’une telle équation, qu’entendrons-nous par solution ?

Définition 1.3.8 Si, pour tout t € [Ty, T, intervalle compact de R, A(t) représente un

opérateur défini sur H, on appelle solution sur [Ty, T de Uéquation d’évolution
-z(t) € A(t)x(t),

toute fonction x 4 valeurs dans H, définie et continue sur [Ty, T) absolument continue sur
(6, T), pour tout § €]T,, T| et vérifiant '

—i(t) € A()x(t),

pour presque tout t € [T, T).
Quand il n'y aura pas d’ambiguité possible nous disons souvent “solution” au liew de
"solution sur [Ty, T)". |

Remarque 1.3.1 (Remarque sur la définition 1.3.8) La fonction x étant absolument
continue sur (6, T) pour tout § €|Ty, T, elle est presque partout fortement dérivable sur
[To, T, pour tout t,s €Ty, T) (s < t) ln fonction dérivée est dans LY ([s,t]) et on a

t
o(t) — 2(s) = / #(r) dr.
L}
Ceci découle du résultat plus général que voici.

Proposition 1.3.5 (¢) Toute fonction x ¢ valeurs dans H, définie et absolument
continue sur un intervalle compact [a,b] est presque partout fortement dérivable,

de dérivée 1 intégrable et vérifie
t
Vi,s € [Ty, T) t) — a(s) = f #(r) dr.
(i) Réciproquement, si y appartient ¢ L}, ([a,b]), alors la fonction définie par

2(t) = / () dr

est absolument continue sur {a,b] (et done p.p fortement dérivable sur [a,b]) et

vérifie #{t) = y(t) p.p.

Précisons que nous utiliserons trés souvent ce résultat sans nous y référer.

13




1.3. Rappels et résultats fondamentaux

1.3.3 Inclusions différentielles avec mémoire

Les inclusions différentielles avec retard sont des équations différentielles multivoques,
ol le systéme ne dépend pas seulement de la valeur initiale mais aussi de P'état antérieur
du systéme. Si une inclusion différentielle exprime qu’a tout instant la vélocité du systeéme
dépend de son état a tout instant, les inclusions différentielles avec mémoire, expriment
que la vélocité dépend non seulement de I'état du systeme a cet instant, mais aussi de
I'histoire de la trajectoire jusqu’a cet instant. Pour f()irmaliser ce concept, introduisons
pour tout T > 0 et r > 0, 'espace de Banach CH([—TI, T} (resp. Cp = Cy([—r,0])) des
fonctions continues définies de [—r, T) (resp. [—r, 0]} & valeurs dans 'espace de Hilbert H,

muni de la topologie de la convergence uniforme sur les intervalles compactes.
1zlley -rany = max{llz(s), s € [-n,T}},

(resp. |[zlle, = max{}jz(s}l, s & {—r,0]}).

Siz:[—r,T] = H, alors pour tout ¢ € [0, T], on définit la fonction

ze(s) := (r(t)z(-)}(s) := z(t +s), pour tout s € [—r,0].

It est évident que, si x € Cy([—r,T)), alors 2, € Cp, et!Papplication x — x,, est continue
au sens de la convergence uniforme.
On rencontre ce genre de problémes en théorie de contréle optimal, dans les problémes

1

de collision, en électrodynamique, ainsi que dans les procédures de planning en micro-

économie et dans les problemes d’évolution biologiques|(voir par exemple [25], [26]). Nous
|

ne traitons ici que les problémes avec retard fini, pourile retard infini, on réfere & (31].

1.3.4 Multi-applications et sélections

Définition 1.3.9 Soient X, Y deuz ensembles non vides. Une multi-application F définie
sur X & valeurs dans Y est une fonction qui & tout|élément x € X associe un sous-

ensemble F'(z) deY et onnote F : X 3 Y. Le domaine de la multi-application est donné
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1.3. Rappels et résultats fondamentaux

par

dom(F) = {z € X, F(z)#@}.

Définition 1.8.10 Soit F : X =2 Y une multi-application. On appelle sélection de F
toute application f: X = Y vérifiant

flz) € F(z), Vz € X.

Définition 1.3.11 Soient (X, X)) un espace mesurable, ¥ un espace métrique et ' : X =3
Y. On dit que F est (X, B(Y))-mesurable si pour tout ouvert V de ¥

FrV)={ve X;Fx)NV £0} € .

Théoréme 1.3.6 (Théoréme d'ezistence de sélections mesurables)
Soient (X, 1) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable, F : X =
Y une multi-application ©-mesurable ¢ valeurs ferméeis. Alors, F' admet une sélection

mesurable.

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications, on réfere & Castaing-

Valadier [16].

1.3.5 Mesures de Young

On va faire les rappels suivants concernant les mesures de Young (voir Castaing,
Raynaud de Fitte et Valadier [13], Jawhar [27) et Edmond-Thibault (19]).

Définition 1.3.12 Soient (8, S, o) un espace mesuré complet, ¢ une mesure finje non-
négative et U un espace métriqgue complet séparable. On note par Y(S, o, U ) Uensemble
de toutes les mesures positives v sur (S x U, 8 @ B(U))| dont les projections sur S (i.e.,
leurs images par Uapplication (s, u) — s) égalent 0. Autrement dit, pour tout E € S, on
av(E x U) = o(E).

Siv e Y(S, o,U), alors v est dite mesure de Young sur § x U.

Définition 1.3.13 Soit M} (U) U'ensemble de toutes les mesures positives de probabilité
sur (U, B(U)). Selon Castaing, Raynaud de Fitte, et Valadier {13/, on note par V4is(S, 0, U)
Uensemble de toutes les applications y : § —» ML (U) (o-presque partout €qalité) qui

sont A-mesurables au sens suivant, pour tout B € B(U), la fonction s — ps(B) est S-
mesurable,
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Remarque 1.3.2 1) Dans Jawhar {27/, l'ensemble yd,-s(S, o,U) est noté par R(S,U)

et chacun de ses éléments est dit mesure de probabilité de transition sur S x UJ.

2) Sip € Vaus(S,0,U), A€ SQB(U) et 5i 14 est la fonction caractéristique de A, alors
la fonction s = [, 14(s,w)ps{du) est S-mesurable sur S et la fonction ensemble v
définie par :

| V() = fs fu 1,4(5, e (i) (ds) (1.2)

pour tout A € S ® B(U) est une mesure de Young sur § x U. Par conséquent, tout

élément de Yuis(S,0,U) est dit mesure de’sz’ntégre’eide Young:

3) Réciproquement, sous les mémes hypothéses qu ’enl haut sur S et U, toute mesure
de Young sur S x U est associée & un certain u € Yiis{S, 0,U) défini de la méme

maniére qu’en haut.

Remarque 1.3.3 1) §i v est une mesure de Young correspondante & l'élément U €

Vaie(S,0,U), i.e., la mesure de Young définie par (1.2), alors, pour toute fonction
Y8 XU~ RU{—0c0,+00} qui est S® B(U)Jnesumblc et non-négative (resp.

v- intégrable), la fonction s~ [, (s, ups(du) est !a—mesumble (resp. o-intégrable)

et 'on a ‘
Sxu v dv = -/S~/U ?‘b(s‘ u)ﬂacdu)a(dS).

2} Siv est la mesure de Young associée & u € Yy (S, 0,U) on ne fera pas de différence

entre v et u, t.e., pour tout s € S, on écrira v, au lieu de pu,.

\
3) Toute fonction S-mesurable u(-) : § — U définit une mesure de Young sur S x U

dite mesure de Young associée ¢ u(-). C’est la mesure de Young correspondante d
Uélément 1 de Vus(S, 0,U) définie par g := bu(s), 0U u(s) est la masse de Dirac au
point u(s), i.e., pour tout B € B(U), Suy(B) =1 i u(s) € B et 0 ailleurs.

1.3.6 Intégrande de Carathéodory

Définition 1.3.14 On appelle intégrande toute fonction v : S x U — R U {—o00, +o0}
qui est S @ B(U)-mesurable. Un intégrande est dit de Carathéodory si, pour tout s € S,
la fonction 1(s,-) est continue et prend des valeurs finies sur U. Un intégrande v est dit
L!-borné s’il eziste une fonction non-négative v € LA (S, o) telle que |v¥(s, u)| < y(s) pour
tout (s,u) € S x U. :
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.Définition 1.3.15 Une suite (™) de Y(S,0,U) converge vers v dans Y(S,0,U) si, pour
tout intégrande de Carathéodory L*-borné ¢,

lim P dvt = P dv. (1.3)
noJgxU SxU

Définition 1.3.16 On dit qu’une suite ("} de Vuis(S, 0, U) converge vers p dans Yas(S, o, U)

si la suite des mesures de Young correspondantes converge dans Y (S, 0,U). Cela revient

& dire que, pour tout intégrande de Carathéodory L'-borné 1,

hm//d) s, wyut(du)o(ds) = /f¢(s u)ps(du)o(ds). (1.4)

Supposons maintenant que H est un espace de Hilbert séparable, alors

Proposition 1.3.7 Soient hn(-),h(-) € Cx(I) (n 2 1) et p", pt € Vais(I, X\, U). Supposons
que (ha(-)) converge uniformément vers h(-) et (i) converge vers p dans Yais(I, A, U).
Soit 8™ € Y(I, A\, H x U) définie par 6} := &,y @ ug . Alors, 6™ converge dans Y(I, A, H x
/) vers la mesure de Young 6 € Y(I,\, H x U) définie par 6, := bp) @ pie.

Définition 1.3.17 Une suite de fonctions (f,()) est dite uniformément intégrable dans
LL(I) si elle est bornée dans L§(I) et

lim sup] | fa(t)] dt = 0.

AMA)=0 p

Proposition 1.3.8 Soit u,(-) : I — U (n > 1) une suite de fonctions mesurables.
Supposons que la suite des mesures de Young associées (V™) (0t, v} = dy,@)) converge
vers v dans Y(I, A\, U). Soit ¢ : I xU — R un intégrande de Carathéodory. Supposons que
la suite (¥(-, u.()))n est uniformément intégrable dans Ly(I). Alors, v est v-intégrable

el '
/ Ypdv= lim/u;(t,un(t)) dt
IxU noJr :

Proposition 1.3.9 SiU est un espace métrique compact, alors toute suite dans Yy (I, A, U)

posséde une sous-suite convergente dans Yg,(I, A, U).

1.3.7 Quelques résultats

Définition 1.3.18 Une fonction f : I x H — H est dite de Carathéodory, si elle est

mesurable par rapport d la premiére variable et continue par rapport d la deuxiéme.
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Proposition 1.3.10 (Lemme de Gronwell : forme intégrale)
Sotent T € RY U {00}, a,b € L®(T,,T) et A € LI(Ty,T), At} > 0 pour presque tout
t e [Ty, T). Alors

t
a(t) < b(t) +/ A(s)a(s) ds p.p. dans [T, T, (1.5)
To
implique gque pour presque tout t € [Tp, T
t
a(t) < b(t) +/ exp™©=240) x(s)b(s) ds, _ (1.6)
To

ot A(t) = [y, Mr) dr.

On aura besoin dans la suite des conséquences suivantes du Lemme de Gronwall, on

I:=[Tp,T).

Lemme 1.3.11 [19] Soit (z,(-)) une suite de fonctions absolument continues définies de

I ¢ valeurs dans H. Supposons que limz,(Tp) = 0 et, pour tout n,
n

L (lza®l) < BuDllan(dI? +anlt) pp-t € 1,
0t 0ty (+), Ba(+) € Ly (). Supposons de plus que la suite (B.(-)) est bornée dans LY(I) et
lim Jz. on(t) dt = 0. Alors,
i ()l = 0.

Lemme 1.3.12 [19] Soit (n.(-)) une suite de fonctions non-négatives et absolument conti-

nues définies de I dans R. Supposons que limn,(Tp) = 0 et, pour tout n,
M(t) < B(E)m(t) + an(t)p-p- t €1,

oth an(-), B(-) € Ly(I) avec B(-) > 0. Supposons de plus que la suite (an(-)) est bornée
dans Ly(I) et, pour tout t € [Ty, T], on a lim f;,o an(8) ds = 0. Alors, pour tout t € [Ty, T),

li,l;n m(t) = 0.

Lemme 1.3.13 [20] Soient (z,(-)} une suite de fonctions non-négatives définies sur I,

(an) une suite de nombres réels, et B(-) € Ly, (I). Supposons que lim e, = 0 et, pour tout
n
,

t
zn(t) £ | B(8)zn(s) ds + . (1.7)
To
Alors, pour tout t € [Ty, T),
limz,(t) = 0.
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Chapitre 2

Existence et unicité de solution pour
un probleme d’évolution avec une

perturbation univoque

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier P'existence et 'unicité de solution sur [ := (To, T

de 'équation d’évolution avec perturbation univoque de I'inclusion différentielle originale

?) ~i&(t) € Bp(t, z(t)) pp tel
z(To) = zo € dom (T, ),

ol @ : I xH — [0, +00], et ot Bp(t, -) est le sous-difiérentiel d’une fonction (¢, -) convexe
propre semi-continue inférieurement (sci). 7

Dans le cas autonome, ie., ¢ : H - R U {+o0}, Brézis (8] a résolu le probleme
(P}, ol @ est une fonction convexe propre sci, en se servant dé la théorie des opérateurs
maximaux-monotones et des semi-groupes de contractions associés. Degiovanni-Marino-
Tosques [17] (voir [44]) ont introduit les concepts de $-convexité et d-monotonicité des

sous-différentiels pour étudier les problémes d’évolution correspondants. en utilisant des
P :

outils variationels. Dans {23], des résultats d’existence et d’unicité ont été obtenues pour
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les problémes d’évolution gouvernés par le sous-différentiel {de Clarcke) d’une fonction
fortement convexe composite qualifiée. Récemment, ces résultats ont été généralisés par
Thibault-Marcellin [33] (voir [32]) pour une fonction pin .

Dans le cas non-autonome (P), de nombreux résults ont été établis sous différentes
conditions exprimées en termes de , ou la fonction conjuguée de Fenchel (¢, ), ou
I"approximation Yosida de (1, -). On réfere & (3], [4], [24], [29], [30], [37], [48], [49], [50],
[51].

Peralba (39, 40] a étudié le probléme (P), sous une hypothése exprimée en terme de
la fonction conjuguée ¢*(t,-) de la fonction convexe p(t,-), i.e., il existe une fonction
Lipschitz non-négative k£ : H — R et une fonction absolument continue a : /] — R avec

a € LE(T) tel que pour tout z € H et 5,1t € [
't z) < ¢ (s,2) + k(z)|a(t) - als)].

Certains résultats ont été aussi obtenus en se servant d’hypothéses requises sur © Ou sur
I’enveloppe de Moreau ,(t,-), voir [4], [29], [30], [48]. [49], [51]. D’autres auteurs traitent
le probléme (P), avec une perturbation multivoque ou univoque, sous en général quelques
hypothéses de compacité sur @(t,-) (voir, exp., [4], (6], [24], [37], (38]).

Tout d’abord, nous rappelons le résultat d'existence et d’unicité de solution pour (Py)

(voir [39])

P0) —z(t) € dp(t, z(t)) + h{t)

z(To) = 2o € dom(Ty, )’
olt la perturbation A est univoque dépendant seulement du temnps et est L3 (5, T)).
Ensuite, sous les hypothéses de Peralba, nous établissons le plus important Théoréme de

ce Chapitre concernant (Py(.,}, par des techniques faisant intervenir & Ia fois des résultats

obtenus pour (P}, et ceux de {19].
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2.2. Cas ou la perturbation dépend du temps

2.2 Cas ot la perturbation dépend du temps .

Cette section est essentiellement consacrée & 1'étude du probleme (P,) dont la pertur-

bation est univogue dépendant du temps. Sous de convenables hypothéses sur la fonction
conjuguée ¢ (¢, -) de la fonction convexe (t, -), Peralba [39, 40] a démontré existence et
unicité de solution pour {P4).

Dans le cas autonome, la résolution du probleme (P;), a suscité I'intérét de nom-
breux auteurs tels que Brézis (8], dans le cadre convexe, ou encore Guillaume dans le
cas particulier oli la fonction ¢ est fortement convexe composite qualifiée [22]. En ma-
nipulant des fonctions ®-convexes d’ordre 2, Tosques [44] procéda & une étude locale de
(Pr)- Récemnment, les résultats d’existence globale dans [8], Théorémes 3.4 et 3.6, et [22],
Théoreme 9.1.2, ont été étendus au contexte pln par Marcellin [32].

Dans le cas ndn—autonome, on réfere a Attouch-Damlamian [2, 3, 4] pour le cas de
dimension finie, via les méthodes du point fixe.

Commengons par rappeler le résultat fondamental de|Peralba (39, 40] assurant I'exis-

tence et I'unicité de solution absolument continue pour le probleme non perturbé (P).

Théoréme 2.2.1 [39] Soient H un espace de Hilbert, I|:= [Ty, T| un intervalle de R et
@ : I x H — {0, +00] vérifiant les deux hypothéses suivantes :
(Hy) Pour tout t € I, la fonction x — (¢, 1) est conveze propre et semi-continue
inférieurement.
{(Ha) I existe deuz fonctions,
I'vne k : H — R* Lipschitzienne de rapport p,
Uautre a : I — R absolument continue sur I ef & dérivée & dans L (D),

telles que, pour tout (t,s5,2) € I x I x H on ait

" (t,7) < ¢"(s,2) + k(z)lalt)  als)| (2.1)

ol ©*(t,-) représente la fonction duale de p(t,-).
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Alors, pour tout x¢ € dom (Ty,), le probléme d’évolution

) { ~&(t) € Bplt, z(t))

x(Ty) = xq

posséde une unique solution x(-} absolument continue sur [Ty, T). De plus, pour tout t €
I:z(t) € domp(t,-) et ¢t p(t,z(t)) est absolument continue sur {Ty, T'.

L’hypothése (Hy) et la Proposition 1.3.2 entroinent que, pour tout t € I, Byp(t,-) est
mazimal-monotone. L'unicité de la solution résuite alors classiquement de la monotonie

de ces opérateurs.

Remarque 2.2.1 L'unique solution x{-) de (P) satisfait d

(2, z(t2)) — (b, 2(t1))] £ /tz[(k(o) +oll2(®)Nalt) + fz())* dt, (2.2)
pour tout Ty <t <t < T.

Remarque 2.2.2 La méthode de Peralba (comme d’autres précédentes méthodes) associe
a (P) Uéquation différentielle régularisée (P*)

{ —&a(t) = Vi(t, za(t)) pp.te]
zx(Tp) = xo

et montre que la famille (xx(-))aso de solutions de (P*) converge uniformément quand
A L 0 vers la fonction z() qui est la solution absolument continue de (P). Elle montre
aussi que la famille des dérivées (£x(-))x converge en norme dans L% (1) vers &(-). Parmi
les résultats intermédiaires de [39], il a €€ établi, quand ©(-,-) > 0, que estimation

sutvante de la dérivée de x)

I2:l1Z2, < VT — Tok(O)llallzz + pllEallzz, lallz + oa(To, z0) — 0 (T, 2A(T))  (2.3)
a lieu.

Cette inégalité constitue un outil clé pour avoir une estimation appropriée de la dérivée

de la solution du probléme (P). Elle ve jouer un réle crucial dans notre développement.

Proposition 2.2.2 L’unique solution absolument continue z(-) de (P) satisfait d

I3, < Shallzg + (VT = Tok(O)lallzg + 2ol +o(To, ) - (T, 2(T)E.  (2.4)
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Démonstration. De (2.3}, on peut écrire
sy, < VT = Tok(@llellzz, + olliallg 1lla, +ea(Tosz0) — oa(T,50(TY).  (25)

On a vu dans la Remarque 2.2.2, que {zx(-))» converge uniformément vers z(-} et donc

par (I.1), on a

AT, 2(T)) < i inf 2 (T, 52 (7).

. De plus, par la convergence ponctuelle {de maniére croissante) de (i(t, ‘))a vers ©(t, -} on
a aussi lﬂ{} @x(To, 20) = @(Ty, o). En se servant de ces deux résultats, avec la convergence
en norme dans L% (I) de (#x(-))x vers £(-), rappelée juste avant 'énoncé de la Proposition,

et en passant & la limite supérieure dans (2.5}, on obtient
€422, < /T — Tok(0) lallzz, +pllElls a2, +o(To, z0) — (T, z(T)),

Pestimation cherchée découle directement de cette derniere inégalité. La démonstration

de la Proposition est terminée. [

Remarque 2.2.3 (Remarques concernant les hypothéses)
Il était question de trouver des hypothéses de régularité sur les variations de et x) (ou

tout an moins sur celles de Op(t, z)) en fonction de t assurant Ueristence d’une solution

de équation

~i(t) € dp(t, z(t)).

Pourquoi avoir, dans ces conditions, formulé de telles hyﬁothéses sur ¢*(t,z) (duale de
o(t, z)) plutét que sur p(t, x) elle méme ?

Kemargquons d’abord que équation étudiée

—i(t) € Op(t, x(t))

équivaut ¢ lo suivante

z(t) € (¢, — (1))
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et qu’il n’y o donc pas lieu de privilégier ¢ plutdt que sa duale . En d’autres termes
disons qu’une hypothese sur " est tout aussi neturelle gu'une semblable sur .
Notons par ailleurs qu’une fonction convere propre semi-continue inférieurement est l'en-
veleppe supérieure de ses minorantes affines et que son sous-différenticl n'est rien d’autre
que l'ensemble des “pentes” de celles des minorantes qui sont ezactes.

Etudier ces minorantes c’est précisément étudier la duale de la fonction convexe semi-
continue inférieuremnt.
Pour ce qui est de Uhypothése (Hy) elle-méme elle a été motivée par le "probléme de rafle”
étudié par Moreau ([35)).

Trouver une solution du probléme d’évolution

{ —2(t) € Otho ((2))
+(Ty) = o 20 € C(Th)

0t Yoy est la fonction indicatrice du convere fermé C(t).

Rappelons qu’on peut interpréter grossiérement ce probléme de la fagon suivante : le point
z(t), qu'on assimile & un point matériel situé dans un plan, se trowve & Uinstant initial
dans le convere C(Ty); il reste fixe tant qu’il n'est pas atteint par la frontiére du convere
C(t); il démarre, dés que la dite frontiére latteint, avec une vitesse normale & celle-ci.
Dans un tel contexte il était naturel de rechercher des hypothéses de régqularité des varia-
tions de C(t) en fonction de t.

C'est ce qu’a fait Moreau dans [35] ot il a imposé ¢ C(t) une variation absolument conti-
nue. Notons que cette hypothése, a ensuite été affaiblie grédce & une notion de "rétraction”
(Moreau [36]). Or I'hypothése de continuité absolue faite sur C(t) équivaut @ une condi-

tion, sur la fonction d'appui ¢*(t, ) du conveze C(t), de lo forme
lp™(t, ) — 9" (5,2)| < |lz|||u(t) —v(s)|
ou v est absolument continue. C'est ceci qui nous a conduit & Uhypothése (H,). Le choiz

de cette hypotheése (Hy) sur o* est donc justifié.

On aura besoin de 'application suivante du Théoréme 2.2.1 concernant un probléme
d’évolution, oit la perturbation univoque dépend uniquement du temps. Dans le reste de
ce travail, pour toute fonction h : J — H, on note par |h| la fonction de I dans R définie

par |h|(t) ;= ||h{t)]| pour tout ¢t € .
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Proposition 2.2.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.1, sih € L%(J) etxy € dom(Ty, "),

alors l'équation différentielle

{ —(t) € Bo(t, T(t)) + h(?) (2.6)

z{Ty) = z¢ € dom @{Ty, -)

admetl une unique solution absolument continue z(-} qui satisfait

. 1 .
tellz, < 5o+ 1o+ IAfllzz + IRl +

VT TokO e+ sy + L2l a4 1012 + (T 20) — 0T Tyt (27

lo(ta, 2(t2)) — wlta, (61))] S[2[k(0)+(p+l)lli(t)+h(t)||][d(t)+Ihl(t)] dt (2.8)

+ N 1) + h(£))|? dt

ty

pour Tg S i1 S is S T.
Démonstration. Nous allons nous ramener & une inclusion du type
—il(t) € 8!,0]_(?:, I (t))

ol ¢, vérifie les hypothéses (H,) et (Hz).
En effet | si on pose

P(t) = th,(s) ds, Vt € [T();T]

i

I'inclusion
~£{t) € Bp(t, z(t)) + h(t)
équivaut a la suivante
—Z1a(t) + 9(0)) € gl (1)

laquelle se met, aprés avoir posé

wi(t) = z(t) +¥(t)

ei(tz) = otz — (L))
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sous la forme

~%1(t) € Bpr(t, 7 ( ))~|

Nous sommes ainsi amenés & étudier la fonction w1. Il est évident que ¢, est non-négative,
et pour tout ¢ € [Ty, T), p1(¢,-) est convexe propre et sci sur H. Il reste maintenant &

vérifier les propriétés de ¢} (t, ) duale de ¢1(t,-). Notons d’abord que

GOI(ME) = Lp*(t,.’t‘) + (m:w(F));

pour tout (t,2) € I x H. Ainsi |
#1(t,2) < 0i(s,2) + k@alt) ~ als)] + |2l (t) — w(s)]
pour tout (¢,s,z) € I x I x H. Par conséquent,
Pi(6,2) < 3(5,) + () alt) — als) + [9(6) = 93]

ol ki(z) = k(z) + {z|, Vz € H.
Soit  ay(t) = /T [a{T} + ||h(7)]]] dr. Alors

w1t ) < @i(s,2) + ki @)la(t) - ar(s)| (2.9)

pour tout (¢, s, 2) € I x I x H. 1l suffit enfin de noter que {cl est (p-+1)-Lipschitz, et que la
fonction ay est absolument continue et & dérivée a = a4 iRl € L, (I). Ainsi 'hypothése
(H3) est vérifiée et le Théoreme 2.2.1 est applicable.

La Proposition 2.2.2, implique

. +1 . .
l1lles, < 5= laulg + (VT = Toka(0)énll g
p+ 1) i .
L0y + i a0 - 0 7

et comme k(0) = k(0), on conclut que

p+1
2

1l < o+ 1Alllz + Al 3,

VT =Tk O e+ by + L5 b + o, ) — o, a1
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En vertu de I'inégalité (2.2), Remarque 2.2.1, I’ estimation (2.8) a lieu. Ceci acheve la
démonstration de la Proposition. O]
On s’adresse maintenant au cas d’une perturbation dépendant de deux variables (le

temps et I’état). On aura besoin de faire les rappels suivants

Définition 2.2.1 [39] Soit A(t) un opérateur défini sur H, pour tout t € [To, T). Considérons
la multi application A : L} ([T, T)) — LY([To, T)) définie par

Az = {y € Ly([Ty, T)) : y(t) € A()z(t) p.p.}.

Proposition 2.2.4 [89/ Si pour tout t € [To,T], A(t} = Oplt,-) ou » satisfait auz
hypothéses (H,), (H,) du Théoréme 2.2, alors A est mazimal-monotone.

2.3 Cas ou la perturbation dépend du temps et de
I’état |

Notre objectif est d’établir, dans un espace de Hilbert de dimension infinie, en s’ap-
puyant sur les résultats obtenus pour (P,) et via une méthode de discrétisation, un nou-

veau résultat concernant l'existence et ’unicité de solution pour le probiéme d’évolution

sitivant
(Pri) —i(t) € dp(t, z(t)) + f(1, z(t)) pp.iel

H

2(To) = xo € dom (T, -)

ol f: Ix H —s H est une fonction univoque, qui est mesurable par rapport 4 la premiére

variable, Lipschitz par rapport & la deuxiéme variable sur tout sous-ensemble borné de H

et satisfaisant a la condition de croissance

I£@ 2)ll < @) + llzll) ¥(t, 2) € [To, T) x H,

ou B(-) € Lz,.({).
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2.3. Cas ou la perturbation dépend du temps et de I’état

Dans le cas autonome, étant donnée f(t,-) globalement Lipschitzienne sur H avec
une constante Lipschitz indépendante du temps et pour ¢ convexe, le probléme (Pre.y)
fut résolu par Brézis ([8], Proposition 3.12). Récemment, Thibault-Marcellin [33, 32], ont
démontré existence et 'unicité d’une solution globale de (P#(.), pour une fonction pln

w définie sur H.

Dans le cas non-autonome, quand la perturbatiorll est univogque et monotone, de nom-
breux résultats d’existence, unicité et régularité or:1t été établis, voir Guillaume-Syam
[24]. Mentionnons aussi les récents travaux d’Edmorixd-Thibault [18, 19}, qui ont étendu
au cadre général Hilbertien certains résultats de Castaing-Salvadori-Thibault [15] valables

dans R™, pour la fonction ¢ : [0,1] x H — RU {+0} définie par

0 stz € C(1),
elt,z) = I
+00 sinon|

avec C(t) p-prox-régulier pour tout ¢ € [0, 1] et boug?ant de maniére absolument continue
en temps. Le probléme (P;..)) correspondant est clonnu sous le nom de "processus de

rafle” avec perturbation Lipschitzienne.

i
2.3.1 Perturbation "mesurable/Lipschitz”

Commengons par établir un Théoréme d’existence et d’unicité pour (Py(.), ot f est
mesurable par rapport & la premiére variable, Lipschitz par rapport & la deuxiéme.

Inspirés du développement du Théoréme 1 d’Edmond-Thibault [19], nous démontrons le

résultat suivant

|

Théoréme 2.3.1 Soient la fonction ¢ : I x H — [0, +00] satisfaisant (H,) et (Hs) du
|

Théoréme 2.2.1, et f : I x H — H une fonction telle que

i) f est séparément mesurable sur I: |
i) pour tout > 0, il existe une fonction non-négative Yo(-) € LE(I) telle que, pour
tout t € I et pour tout (z,y) € B{0,7] x B[O, 7},

1t z) — ft 9l < 'Y{n(t)”x —ulls
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2.3. Cas ott la perturbation dépend du temps et de D'état

wt) Il eriste une fonction non-négative 3(-) € LE(I) telle que, pour tout t € I et pour
tout x € H, '

£ ) < B + Y1) (2.10)
Alors, pour tout 4 € dom <p(’1},, -}, le probléme perturbé suivant
~i(1) € Bp(t, 2()) + f(t,z(t) pp tel
(Pre.) 3
JC(TO) = Ty

posséde une unique solution z(-) absolument continue sur I, qui satisfait ¢

.
/ lZ(t)||? dt < a+0/ £t () dt, (2.11)

Th

ol

a=(K*(0)+3(p +1)%) /Taﬁ(t) dt +2[T — To + o(Ty, ) — (T, 2(T))), (2.12)

1y

o=k (0)+3(p+1)2+4. //T:\\\ (2.13)

Démonstration. Posons j - \ \
1 ”%,:5
m .

AT = Tam%m+3p+1y

D’abord, supposons que
/l B%(s) ds < m. (2.15)
T
Notre démonstration d’existence consiste & définir des partitions de Vintervalle I, et
a établir des estimations dépendant du point initial de chaque sous-intervalle. Nous al-
lons donc, construire une suite de fonctions (4{-)) dans Cy (1), ol pour tout 1, Tn(-) est
solution d’un probléme avec perturbation ﬁnivoque dépendant seulement du temps dans
chaque sous-intervalle. Nous nous appuyerons sur les résultats obtenus dans la Proposi-
tion 2.2.3. Enfin, nous démontrerons qQue cette suite converge u-niformément vers "unique
solution z(-} du probleme (Prey)-
A) Construction de la suite (zn()).
Considérons pour tout n € N, upe partition de 7 := [T, T| définie par

| T-T,
0 ="Ty+1 g

(OSz'Sn).V
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2.3. Cas ou la perturbation d

épend du temps et de I'état’

Soit le probléme suivant sur Pintervalle [£2, £7] :
—%(t) € Bp(t, z(t)) + f(t, zo)
2(83) = 7o € domp(Ty, ),

ou f(-,xp) est une fonction qui ne dépend que de ¢ et
i27)). La Proposition 2.2.3 est applicable, ce probiéme
absolument continue que I'on note par z7(-) : [t5, t7] —

(2.7), I’estimation

(p+ (p+1)

155l s, < =——lla + [hglllz + 1172

[V = 15kO)lla + [hg ez +

ol {hg] : ¢ = || f(t, zo)l, pour tout ¢ € [£2, 7).

(p+ 1)

De méme, le probléeme

—%(t) € Dolt, () + f(t, 23 (17))

z(87) = z5(£7) € dom (23, -)

possede une unique solution absolument continue que I’on note par a7(.) : [£7, 47
1 1 bg

avec 7 (17) = z3(t7), et vérifiant 'estimation (2.7) relati
Ainsi de suite, pour tout 7, il existe une suite finie de fo

() [t — H 0<i<n-— 1) telle que pour ton

—27(t) € Op(t, T2 (¥)) + f(2, 2T, (1))

TP(E) = 27, (1) € dom (7, )

&+ 1B5113, + o (Th, o)

p-p. 1 € [t5, 1]

est L% ([t5,47]) (par hypothése

osséde alors une unique solution

— H et qui satisfait en vertu de

o)“L2 -+

— ot 2R E)]E,

pp.t € [t],47]

— H
ve & l'intervalle (t7,¢3).

nctions absolument continues

i€ {0, - ,n—1},
Pp.1 € [tF,17,,]

avec
2, < EE Dot iy + 1 syl + (2.16)
W= TRON6 + 11 + L o 4 iz, o, 22) - o, et
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2.3. Cas ot la perturbation dép'end du temps et de I'état

ol 27, (Ty) = zg et [R}] : ¢ |[F(¢, 2P, (£))]], pour tout t'e et

On définit z,(-) : [T4,T) — H par

Za(t) = 27(t), pour tout ¢t € [t7,17,], 1 € {0 —1}.
Il est évident que x,(-) est absolument continue sur 1Ty, T] posons,

Bn(TO) = TO

0n(t) =17 sitelt, ) i€ {0, n-1},

—3n(t) € Bp(t, Ta(t)) + F(t,2a(0(8))) pop. ¢ € [T, T)
T (To) = .

Notons que la fonction f(-, zn(0,(-))) définie pour ¢ € [Ty, T] appartient & L2 #([To, 7)),

par hypothése 41¢), on a pour tout i € {0, -,n— 1}, f(-,z}(tF)) est L? 2, e

i+1 )
Posons

ha(t) = f{t,za(0a(1))), Yt € [To, T,

o] 2 ¢ = [l (D)1, W2 € (75, 7).
Alors, pour [ := [t?,¢2 ], 'inégalité suivante
(p+1)

&l 22, () < 2 & + |Palll 22 ry + Wl iy + [y = t7k(O) & + el | 2 2y +
(p+ (p+1)?

e Wl + o0t 2a2) = 0 (e, 2 (2, )]

a lien. Remarquons que

VI RO+ hallgay = 2v/Fn =L+ g

< (@0 + S0k iz,
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2.3. Cas ol Ia perturbation dépend du temps et de 'état

on obtient alors,

. (p+1),.
”In”Li,(Ii) < 5 fla + |hn“|L§( + [}hn ||L2 st

(£*(0) + (p +1)°)

(7 — 82) + n I+ tallza ) + @UT 2a(t)) — 0ty 2alEh))E
et d’ou
, ,o-i-l
Il < 20+ Iz + ralg ol +
my 4 B0 +(p+1)%) v oo (e n
2462 — ) + LI b iy + 0, 30)) ~ (8, )

Ceci implique,
Henll7z oy < (P+1)2||f1+|hn|||";;§u,.,+4||hmn'f,;,ui)+

(E*(0) + (p +1)%)
2

22 —17) + (7, 2a(t])) — (1, 2a(t81))] + Ha + thalllZ2 -

Posons
1.2 2

by = §(k (0)+3(p+1)%)>
a = 2t — ) + ot T (1) — Wt 1, TaE2))],
il résulte que,
laallZs, oy < Bolla+ alll7a + A|ll7s + e (2.17)
Soit ¢ = 2(by + 2), on a alors
lenllzg, < 2bolldhzyy + ollbal?s 1 + .

Ceci équivaut 4,

thh . 2 tha th1 ,
/t l£a(8)|2 dt < 2b f &) di + o / 1 Iha(Ol2 dt + . (2.18)
; 7 £
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2.3. Cas ot la perturbation d

épend du temps et de I'état

On a par hypothese, || f(t,z)} < B8()(1 + ||z]]), pour t

résulte alors que, pour ¢ € {0,---,n— 1},

n

out £ € I et pout tout x € H, il

f ez de < 2o [ 620 det o1+ aafeD)])? / M rw i+
t “

n n
1 ti

n

IA

ceci étant vrai pour tout ¢ € {0,---,n — 1}, il en résulte

n—1 t?+1 p
Z/ lZa(t)|* dt < 260/ a2(1) dt + o(1+
=0 Y7 -
oll

n~1

o= ci= 2T — Ty + Ty, zo) -
i=0

Comme —(T, z.(T)) <0, posons d = 2(T —~ Ty + (T

¥ /8

th 9 2 th 2
2b(,f (1) dt + o(1 + mast |z () B2(1) dt + i,
o

iy

e alors

lon(e)? [ B20) di+ o

o(T, za(T))].

.y} ), il s’en suit que

| .
i@ dt < 2b, f &t dt +20(1 + [[za()[12) / 82(t) dt + d
Tu T s
ainsi,
T
/T leaPdt < b+ cllml()2, (2.19)
ol

T T T
b=2b0f () dt+20 | Bt)dt+d et c=20 | [) dt.

T 1y

En se servant de la continuité absolue de z,(-), de linégalité de Cauchy-Schwartz sur J

et de (2.19), on a pour tout s € T

1y

3

Jon(s) ~ ol < (s = T3) | “Nen @I dt < (T = Ty)(b -+ cllzn-) 2,

et d’oux

lza ()11 < 2fizmoll” + 2l 2a(s) = zolf* < 2[120l|* + 2T ~ To)(b + cllza(-)|12.).
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2.3. Cas oil la perturbation dépend du temps et de ’6tat

Par Conséquent, pour tout n, on a

(1-2(T - To)o)llzn(llce < 2llzoll? + (T — To)b).

Tenant compte de (2.15), i.e., 2(T — Tp)e < 1, on a, pour presque tout ¢ et pour tout 7,

(20 ()lleo < M (2.20)
et
[ = 117 zn(Bu(OD] < BE)(1 + M) (2.21)
ol 1
— 20zoli® + (T — To)b) 2
M= 10——2(T—Tg)c )
En vertu de {2.19) et (2.20), on a
T
sup / |Ea())|* dt < b+ eM2. (2.22)
neN Sy,
De (2.21), on déduit que
Sup [4() + £ 3albn( Ml rf < +oo. (2.23)

Done, on peut supposer, sans perdre de généralité, que (i,(-) + FCzn{B(+)))) converge

faiblement dans L% (I). Il s’en suit de (2.18),

> f IOl e <2y |

n

i=0 Y4 =0
D’o1, on a, pour tout 7,
T ' T T
/ ||:1:n(t)||2 dt < ngf (J,"‘(t) dt + a/ I|f (¢, z,
1y 1 1y

B) Convergence de la suite (z,(-)).

e gl 0 nol
a2(1) dt—}-aZ/;n U@l dt+ Y
1 i={)

(B2 ODI* dt + ca. (2.24)

Nous allons maintenant prouver que, (2,(-)) converge uniformément sur J vers une fone-

tion absolument continue qui n’est autre que la solution

suite (2, (-)), satisfait au critére uniforme de Cauchy sur
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2.3. Cas oll la perturbation dépend du temps et de 'état

Soit p et g deux entiers arbitraires. On sait que l'on|a, pour presque tout ¢ € [/,

—Zp(t) = (8, 2,(8,(1))) € Bp(t, zp(¢))

—Z,(t) — f(t, 24(0,(1))) € Op(t, zy(t))-

Bp(t, ) étant monotone entraine que,

(=2p(t) = F(t, 2p(8p(2))) +24(1) + F(£, 7o(85(1))), mp(2) — 24(2)) 2 O

alors,

(p(t) = Eo(t), 2p(1) — 2q(t)) < (= f(2,2p(6:(1))) + £(£,24(04(£))), mp(2) — (1))

Observons que

(= £ (0())) + £ (1,24 800D, 2p(8) — (1)) =
| (£t T 0g(8))) =1 (6 Tal0)), TplE)o D)+ (S (1 8= £l 5p(8)), 2p(6) o (0))+ (2, 25 (8))—
£, 208, (1))), () — 3o (1)).
En vertu de I'hypothese i) et (2.20), il existe une fonction non-négative yu (-) € L%(I)

telle que on ait, pour tout t € I,

| s

tllmp(t) - xq(t)“:a = {Zp(t) = o(t), zp(t) ~ Te(t))

[0
2,

< m{llzp(t) -z (1) (2.25)

(O 12p() = Zo(O[ll2a(t) — 2B +l24(65(2)) — z(£)]]].

De la continuité absolue de x,(-), pour tout p et pour tout £,-on a

o) =Bl < [ (o)l ds

En se servant de (2.20), il vient, pour tout ¢ € 7,

3321280 = 2O < e Ollent) - 2O + M) L petoass [ aionan
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2.3. Cas o1 la perturbation dépend du temps et de 'état

Rappelons que (par construction) 0 < t—6,(t) < (T —T5)/p, pour tout ¢t € [To, T et tout

p € N. Par conséquent, pour tout T < ¢t < T, il vient

[ el < (t—ep(t))%( / lip(s)]1? ds)
0,(t) 6p(t)

Pt p

ul-'

<

ds)3.

De (2.22),
S = sug ”i‘ﬂ”Lf,([Tn,T]) < 400,
ne
ainsi, pour tout ¢ € [Ty, T)],on a

T T

[N

332150 — =0 < e Olle(®) = 27+ 2115 (E T3 1 (L= Toyyy

Posons,
L=Toyy,
q

Puisque yar(-) € LL, (1) et I‘?"':Q, T—:’I‘I — 0 quand p,q — 400, il résulte alors

Gpa(t) = 208y (1)( T - o) 4 (

lim G, (t)=0 P-p- tel.

P.g—o0

Comme de plus, |G, ,(t)] < 4(T-Tpy)3 M Sy (t) pour tout ¢ € 1, il s’en suit du Théoréme

de la convergence dominée que

lim G’ q(8) ds =:0 p-p. (2.26)
Ty

Pig—roo

D’oti, compte tenu du fait que, [|z,(Ty) — z,(To}|} = 0, entraine, via le Lemme 1.3.11,

lim {lz,(-) = 24(-)]ls0 = 0.

P.g~oo0

Par conséquent (Za(-)) est une suite de Cauchy dans Cu(I), donc elle converge uni-
formément sur 7 vers une fonction z(-) € Cy(1).

Observons de plus que, pour To <s <t < T,

o) =~ a(o) = 1| [ 20(r) arl < (- ¥ / lenr)I? dr)? < (¢ - sk,
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2.3. Cas ol la perturbation dépend du temps et de I'état

et
J2al0n(®) = 2O S NE(80(6)) = 28] + lnlt) — 2(0)]
< (t= 0O + o (0) - 200,
l2a80() =20 < (S + () — 2(0)].

On conclut que fjz,{6,(t)) — z(t)|| = 0, pour tout ¢ € 1.

Le comportement Lipschitz de. f(2,-) pour tout ¢ fixe dins [Ty, T, entraine que

lim (¢, 22 (0a(2))) — f{t, 2(t))I| = 0, avec
,l' L
tim [ ma(0nE) = St @) de =0, (2.27)
par le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue. D’ol,
T T

tim, [ 15z = [ 7 sl ae (2.29)

En faisant tendre n vers I'infini dans (2.20) et (2.21), on obtient
l2()leo < M, (2.29)
£ 2 < B()(1+ M). (2.30)

De plus, en vertu de (2.22), la suite des vélocités est bornée dans L3 ([To, T)). Supposons

donc que la suite (&,),, quitte & la remplacer par une sous-suite notée encore (i, )

faiblement convergente dans L%([Tp, T1) ; soit z(-) sa limite faible.

ny €st

Pour tout n, tout y € H et pour tout Ty < s < ¢ < T, la continuité absolue de (Zn()n,

implique

T
| 0Laa) 20t dr = () = (5.
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2.3. Cas oll la perturbation dépend du temps et de V’état

Ensuite, passons a la limite dans 1’égalité précédente

w. [ 27 dr) = @, a(t) — 5(5)).

Alors, étant donné s,t € [T, 7] avec 3 < ¢, on a f;z('r) dr = z(t) — z(s), z(-) est
donc absolument continue, et z(-) coincide presque partout sur [Ty, T avec i(-). D’od,
£(-) € L4 ([To, T)), et

o —> & faiblement dans LZ%([Ty, T}). (2.31)

Ainsi, en passant & la limite supérieure sur n dans (2.24), et en tenant compte de (2.28)

et (2.31), il revient
T T T
f fE())° dt < 2bg/ a*(t) dt + af Nf(e, ()12 dt + limsup c,.
To T T n

Comme 2,.(T) — (T, il s’en suit de la semi-continuité inférieure de z — (¢, z) que,

limsupe, = 2[T ~ Ty + ¢(To, Zo) — lim inf (T, 2,(T))]

n

< 2T = To + 9(To, mo) — (T, z(T)}.
Ainsi,
| e <ase [ 1w e a 232
T To

a = 2bg/T a*(t) dt + 2[T ~ Ty + @(To, zo) — (T, z(T))].

C) Montrons que z(-) est solution de (Pre.y)-

Rappelons que, pour tout n € N
—Zn(t) € Op(t, 2n(t)) + f(t, 24(0.(1)))  pp-te€ [Ip,T)
Za (1) = .
Pour établir que

—2(t) € Op(t, z(t)) + f(t,z(t)) p.p. t € [Ty, T),
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2.3. Cas ot la perturbation dépend du temps et de I’état

introduisons d’abord, 'opérateur A défini sur L} ([T;,, T)) par
Az = {y € Ly ([To, T]) : y(t) € Bp{t,z(t)) p.p. sur [Ty, T]}.

A étant maximal-monotone sur L3 ([Ty, T]) (Proposition 2.2.4), remarquons que
e To(t) € dom A(2), —&n(t) — f(t, Za(0n(t))) € Ax, (1), VI € I, ¥n € N;
o 2,(-) — z(-) fortement dans L% (J);
o —&n() = f(-,zn(0n("))) ~— —2(-) = f(-,z(-)) faiblement dans L%([) via (2.27);
la demi-fermeture de A entraine que, z(-) est solution de I'inclusion differentielle (Prey)-
Maintenant, on s’adresse au cas général quand f;; Bz(s) ds > m. Fixons un certain
4 > 0 tel que pour tout sous-intervalle J de I avec longneur(J) < 4§ on a f, 8%(s)ds < m,
et fixons aussi un certain entier NV tel que (T' — Ty)/N < 6. Posons T} := Ty + 7 (T~ Tp)

pour 7 = 0,--- , N et observons que pour tout ¢ = 1,--- | N nous avons

1
4(Ti — Timq)(k2(0) + 3(p + 1)2 + 4)

T
f B2(s)ds <m <
Tia

et d’out (2.15) relative & lintervalle [T;_;,Ti] est satisfaite. Par conséquent, en appliquant
ce qui précede aux intervalles [Tg, Th), [T1,T2), - -+, et & {Tw-1,T], on obtient des soluttions
absolument continues y,(-) sur [Ty, Th] avec y1(Tp) = 2o, yo(-) sur [Ty, T2] avec yo{T}) =
yi(11), -+, yn() sur [Ty-1, T) avec yn(Tn_y) = ynv-1(Tn_1). D’ol, il est évident que
Papplication z(-) de I = [Ty, T] dans H définie par z(t) = yi(t) pour tout ¢ € [Ti_,, Ty,
t=1,2,--- N est solution absolument continue sur I de (Ptr.,y). Il est évident aussi
que (2.32) relative & I'intervalle [T;_),Ti), est satisfaite pour tout ¢+ = 1,--. | N. D’ol,

l'inégalité (2.11) a lieu. Comme de plus —p(T, z(T)) < 0, il s%en suit

| 101 dt < 08+ o | sz a (2.33)
i o

ou,

T

o® = (K2(0) + 3(p + 1)?) /T §2(t) dt + 2T = Ty + (T, z0)). (2.34)
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2.3. Cas ol la perturbation dépend du temps et de l'état

L’unicité découle de la monotonicité de l'opérateur sous-différentiel et la condition de
Lipschitz sur f par rapport 4 la deuxiéme variable. Ceci achéve la démonstration. O

Nous avons par conséquent, les propriétés suivantes concernant la solution du probleme
précédent. Dans le reste de ce mémoire, nous entendrons par a, a® o et m, les constantes
définies par (2.12), (2.34), (2.13),et (2.14) respectivement.

Proposition 2.3.2 L’unigue solution x(-) de (Py(.,)) satisfait

lz(t) — zoll < [£(T))5.
De plus, on a
1/t (N < B+ K)pp. tel,
et

T T
le@I® dt < o® + o1+ K)? [ g%(¢) dt,
To To
ou

K = ||zo|| + [£(T))3,

et ot la fonction non-négative £(-) est continue et croissante, définie sur [Ty, T') par

£(s) = b(s) + 20(s — Ty) /

Ta

3

b(7)B*(1) exp(20 /5(8 — T0)5%(0) d) dr,

et pour tout t & (Tp, T
t

b(t) = (t-To)le®+20(1 + [|zo)|)? Tﬁz(e) af).

Démonstration. Soit z(-) 'unique solution de (’P}(.'.)). En se servant de la continuité

absolue de z(-) sur [Ty, T), (2.33), et de Ihypothése i), on a pour Ty < s < T,
lz(s) =zl < (s—1Tp) / ()| dr
To
< (s-T)¥+o [ B ()1 + le(r))? dr].

D’od, pour tout s € [Ty, T

I2(s) ~ mo* < a%s = To) + 20(s — To)(1 + Jzo])? /T B(r) dr +

(s =) [ B(r)latr) - ol
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2.3. Cas ou la perturbation dépend du temps et de l'état

L’inégalité de Gronwall, entraine, pour tout s € [Ty, T, et pour

£(s) = (s) +cfs) [ b(r)8(r) expl | s any ar,

To
que,

flz(s) ~ woll* < &(s), (2.35)

ol

bt) = (t—To)lo® +20(1 + [|zoll)? /T 82(0) 6},

ct) = 20(t—To).

[ividemment les fonctions b(-), ¢(-) et £(-) sont croissantes et continues sur {70, ).
I1 s’en suit de (2.35),

()l < K,

olt K = ||zg|| + [¢(T)]%. Par conséquent,

1/ 2 < B+ K)pp. tel

La démonstration de la Proposition est donc terminée. [1
La Proposition suivante donne un résultat topologique concernant la fonction a —
a(-}, qui associe & tout @ € dom (T, ), I'unique solution du probléme précédent avec la

condition initiale a.

Proposition 2.3.3 Sous les hypothéses du Théoréme 2.3.1, pour tout a € dom w(Ty. ")

4

s0it 24(-) lunique solution du probléme

~i(t) € ot 2(t)) + f(t,2(2)) p-p.t € [T, T]
z(Ty) = a.

Alors, la fonction ¢ : a = 2,(-} de dom ¢(Tp,") dans Uespace Cu([T0.T)) muni de la
norme de la convergence uniforme est Lipschitz sur tout sous-ensemble borné de dom w(To,-).

41




2.3. Cas ol la perturbation dépend du temps et de ['état

Démonstration. Soit M un nombre réel positif fixe. Nous allons montrer que la fonction
% est Lipschitz sur dom (T, -) N MB.

" En vertu du Théoréme 2.3.1, et de la Proposition 2.3.2, il existe un nombre réel M,
dépendant seulement de M tel que, pour tout y € dom (Ty,-) N MB et, pour presque

tout ¢ € [Tp, T,

17 Gz < (1 + My)B(2) (2.36)
et

e I
/ 2y (I dt <o +o(1+M)? [ B2(t) dt.
Ta Th

Gréce & cette derniére inégalité, pour un certain T > 0 dépendant seulement de M, pour

tout y € dom @(1p,-) N MB et, pour tout ¢ € T, 77, on a
zy(t) € B[O, m]. (2.37)

Fixons a,b € dom (T, )N MB. dp(t, ) étant maximal-monotone entraine que, pour

presque tout t € J,
(=2a(t) = f(t, 2a(t) + £4(t) + £(2, 70(t)), 2a(t) — zp(t)) = 0

et alors

d%(ll%(t) ~ @I < It 2a(t) - £ 2@ Nzalt) ~ zo(e)). (2.38)

B2 =

Par hypothése 47), il existe une fonction non-négative 7, (-) € L&(J) telle que f(t,-) est
“fny ()-Lipschitz sur B[0, 7] (cette fonction dépend seulement de M), avec (2.37), entraine

que pour presque tout ¢ € [Ty, T,

5010 = 20)°) < 21 (Ula() - (P

Via le Lemme de Gronwall, on obtient, pour tout ¢ € [To, T

T
s Ia®) = 21" < fla =P exp(2 [y, (5) ).

tE['.[h".[‘] i’

42




D SLS——.——————

2.3. Cas ot la perturbation dépend du temps et de 'état

D’otl,
[#a(-) — zo()llec < Blla — bl
ol
"
B .= exp{f T (8) ds}.
1o
Ce qui achéve la démonstration de la Proposition. O
Nous allons terminer ce chapitre par démontrer existence de solution pour le probléme
(Ps(.,y), o la perturbation de Carathéodory satisfait & la condition de croissance linéaire.

Nous remplacerons la condition de Lipschitz sur f, par une hypothése de compacité sur

(P(t: )
2.3.2 Perturbation de Carathéodory

Notre résultat (Théoréme 2.3.1), a été établi sans aucune condition de compacité
(laquelle a été remplacée par une condition de Lipschitz sur la perturbation).
Les résultats antérieurs avec des perturbations multivoques basés sur la condition de
compacité suivante : ¢, étant in{-boule-compacte (voir Théoréme 4.4[6], Théoreme 2.5[11])
utilisent un argument du point fixe. Sous cette condition de compacité sur la fonction D,
nous allons démontrer notre deuxiéme résultat d’existence pour le cas particulier d’une
perturbation univoque (de Carathéodory), via une autre méthode que le point fixe.

Théoréme 2.3.4 Soit la fonction ¢ : I x H — [0, +00] satisfaisant (H,) et (Hs) du
Théoréme 2.2.1. Supposons que p, soit inf-boule-compacte et considérons une fonction
J:IxH —— H de Carathéodory telle qu’il ezxiste une fonction non-négative B(-) e LE(T)
telle que, pour tout (t,z) € I x H, on a

(& o)l < )T + ). (2.39)
Alors, pour tout zo € dom (T}, ), le probléme suivant

{ —&(t) € Bp(t, (L)) + f(t,z(t)) pp.tel

o(Ty) = 24 (2.40)
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2.3. Cas oll la perturbation dépend du temps et de 'état

admet au moins une solution absolument continuowus z(-).

Démonstration. On reprend les mémes étapes que dans A) de la démonstration du
Théoréme 2.3.1, tout en gardant les mémes notations. Ensuite, on procéde comme suit,
pour avoir la convergence de la suite (z,(-)) : Rappelons que la suite (mn) est bornée et
équicontinue dans Cy(J), puisque (i,) est bornée dans L% ([T, T)). Tenant compte de

I'inégalité (2.8) de la Proposition 2.2.3, pour tout ¢ € {15, T'] fixe et tout n, on a

lo(t, 2n(t)) — o(To, )| < e J, [(0) + (o + D)l + Ball][a + |hal] dt

3

+sup [ (i£n + hal® < +00.
neN Ji

Comme ¢, est inf-boule-compacte par hypotheése, on voit, bien que l'ensembie {z,{t) : n €

N} est relativement compact pour la norme de la topologie de H. Par conséquent, {zn}

est relativement compacte. On peut alors extraire nne sous-suite de {(zn(-)) qui converge

uniformément sur 7, vers une fonction z(+) € Cy(I), solution du probléeme considérs. Ceci _

achéve la démonstration du Théoreme. O

Remarque 2.3.1 - Pour avoir l'unicité de solution, la perturbation [ doit étre de
plus, Lipschilz par rapport & la deuziéme variable.

— Chague solution x(-} du probléme précédent satisfatt aux inégalités de la Proposition
2.3.2.
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Chapitre 3

Application & un probléme de

controle optimal de type Bolza

3.1 Introduction

Notre analyse de problémes d’évolution, dans un espace de Hilbert, perturbés par une
fonction Lipschitz est surtout motivée (comme a été établi dans le cas du processus de
rafle avec perturbation Lipschitz dans (13, 19]) par leurs applications & des problémes de
contréle optimal. Nous consacrons ce chatitre & la relaxation de problemes de contrdle
optimal, faisant intervenir des mesures de Young, et soumis & des contraintes sous forme
d’inclusions différentielles perturbées gouvernées par le sous-différentiel d’une fonction
@ satisfaisant aux hypothéses (H,) et (M), via le Théorétme d’existence et d’unicité
(Théoreme 2.3.1). Notre probleme est le suivant
Etant donné un espace de Hilbert séparable H, I := [T5,T], un espace métrique compact
U et une multi-application Lebesgue-mesurable I' : I =3 U/ & valeurs compactes non-vides,
on considére la multi-application Lebesgue-mesurable £ de 7 & valeurs dans ML (U),

I'ensemble de toutes les mesures de probabilité sur (U, B(U)), définie, pour tout ¢ € 1, par

L(t) == {Pe ML) : P(I'(t)) = 1}.
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3.1. Introduction

On note par Sr (resp. Sz} 'ensemble des sélections Lebesgue-mesurables de I° (resp. %).
Soit g : I x Hx U — H une application univoque satisfaisant a certaines conditions,
en particulier une condition de type Lipschitz par rapport & la seconde variable. Pour

Ty € dom (Ty,-), ¢ € S, et i € Sy, on considere les deux problémes perturbés suivants

po)y €M) +9(t2(0),¢W) ppoter

l‘(Tg) = Xp

et

() € 3o,z + | o050, W) pop.te 1
(PR()) o

z(Tp) = xq.

Nous allons voir que les hypothéses sur ¢ garantissent, par nos résultats, 'existence
en dimension infinie d’une solution unique pour chacun de ces problemes. Ces solutions
seront notées par z¢(-) et z,(-) respectivement.

Maintenant, un intégrande J: I x H x U/ -5 R étant donné, les problémes de contréle

optimal suivants ont un sens en dimension infinie :

"
[ s mn,coya (PO)
et
"
#iéleM/Tn /UJ(t,:z:,,(t),u)m(du) dt. (P.R)

Le deuxiéme est appelé probléme relaxé.
Les deux questions qui se posent sont les stivantes
= le probleme (P.R) a-t-il une solution optimale 7
~ sl oui, I'égalité inf(P.0) = min(P.R) a-t-elle liey ?
Des problémes de relaxation similaires, faisant intervenir les mesures de Young, ont

été récemment étudiés dans le cas de dimension finie, par Castaing et Raynaud de Fitte

{14], pour des équations différentielles ordinaires correspondant ay cas w =0 et U étant
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3.2. Contréle original et contréle relaxé

un produit d’espaces métriques compacts. Avant, on rétrouvait des résultats analogues
avec des équations différentielles ordinaires dans les papiers de Gouila-Houri [21] et de
Warga [46, 47].

Quelques années passées, Jawhar (27, 28] a démontré le Théoréme de relaxation
pour les problemes de contréle gouvernés par le processus de rafle convexe et pour J
non-négative. Ensuite, d’analogues résultats ont été obtenus pour le processus de rafle
non-convexe par Castaing, Salvadori, et Thibault [15] sous de faibles hypothéses sur
Vintégrande J. Aprés, Castaing, Jofré et Salvadori [9] ont étudié les problemes de controle
gouvernés par le processus de rafle non-convexe, et ceux gouvernés par un opérateur m-
accrétif A(t) = dp(t,-), oltg: [0,1]xCyxSxZ — R4, 8, 7 étant deux espaces métriques
compacts. Les précédents travaux sont valables en dimension finie.

L’analyse dans [15] a été attentivement étendu aux espaces de Hilbert par Edmond
et Thibault [18, 19 et par Marcellin 132] pour les problemes de contrle gouvernés par
Popérateur sous-différentiel d’une fonction pln ¢ : H — RU {+o0}.

Dans tout ce qui s’en suit, H est un espace de Hilbert séparable, espace métrique 7
est compact. On rappelle aussi que I ;= [Ty, T) et A est la mesure de Lebesgue sur J. Nous
entendrons par a, oY o et m, les constantes définies par (2.12), (2.34), (2.13), et (2.14)

respectivement.

3.2  Controdle original et contréle relaxé

Soit T" : [ = U une maulti-application A-mesurable & valeurs compactes non vides.

Considérons la multi-application £(-) définie sur / par

5(t) = {P e ML(U): P(T(t)) = 1).
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3.2. Contréle original et contréle relaxé

On note par St (resp. Ss;) Pensemble de toutes les sélections A-mesurables (égalité presque
partout) de T' (resp. ). L'ensemble Sx: est non vide. Il est évident que, Sy C Sy dans le
sens suivant, pour tout ¢ € Sr, la mesure de Young p ol {p, = d¢tey Jeer satisfait p € Sy.

Proposition 3.2.1 [27 Soit ' : I =3 U une multi-application A-mesurable dans les com.-

pucts non vides de U, Alors, lu nowlli-upplication T} définie sur 1 pur
S{t) ={P e ML(U): P(T{t)) =1}

est mesurable a valeurs convezes compactes non vides de M (U) et l'ensemble Sy des
sélections A-mesurables de % est non vide et est séquentiellement fermé dans Yy (1,2, 1)
Les éléments de Sr sont dits controles originaux et ceux de Sy controles relaxés.
Soit g : I x H x U — H une fonction vérifiant :

i) pour tout t € I, g(t,-,-) est continue sur H x U:

it) pour tout (z,u) € H x U, g(-,z,u) est A-mesurable sur 1

#1) pour tout > 0, il existe une fonction non-négative Tol-) € LA(I) telle que, pour

tout (¢,u) € I x U et pour tout z,y € B|0, 7],

lg(t, 2, %) = g(t, y,u)| < w(0)iz - yll;
w) il existe une fonction non-négative B(-) € LE(T) telle que, pour tout (t,z,u) €
IxHxU,ona
lg(t,z, w)ll < B + |J=])).

Supposons que ¢ vérifie (H,) et (H,). Etant donné Ty € dom@(Tp,-), ( € Sr, et u € S,

considérons les deux problémes d’évolution suivants :

~a(t) € Bp(t, o(t)) + 9(t. 2(1).{(t)) pp.tel

(PO(())
x(TO) = Ty
et
(PR()) ) € Bplt(t) + /r(:)g(t’m(t),u)m(du) pp.tel
m(TO) = Xy.
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3.2. Controle original et contrdle relaxé

En vertu de la Remarque 1.3.3 1), la fonction

ha(t.2)i= [ otz ) = [ gtz u)m(d)
T{t) U
est séparément A-mesurable sur I. De plus, grace aux hypothéses sur g et le fait que
me(T(8)) = w(U) =1, 0on a

— pour tout 1 > 0, pour tout ¢ € I et pour tout z.y € B[0, 7],

”hxz(t? :L‘) - h'#(tr y)” < ’Yn(t)“x - y“;

- pour tout (t,z) € ] x H,on a

[at, 2)lf < B(E)(1 + l|zl}). (3.1)

Par conséquent, le Théoréme 2.3.1 entraine que, pour tout { € Sr et pour tout u € Sy,
chacun des problemes (PO({)) et (PR{u)) posséde une unique solution, que on note

par z¢{-) et x,(-) respectivement. De plus, on a

{zc(): Ce St} {zm.(): peSs})

Remarque 3.2.1 Une autre conclusion utile de lo Proposition 2.3.2 assure que pour tout
w € Sy et pour tout s,t € [Ty, T,

lz(2) — 2o} < (E(T)]2,
ou
£(s) = b(s )+20’(S—Tg)/ b(T)B% (1) exp QJf (6 — T)B%(9) df) dr

et pour tout t € [Ty, T
) = (= T)lo® + 201+ ol | 5°0) a].
En particulier, ceci révéle que '
sup{llza(@)ll : t € [To, T), p € S} < |lwoll + (TN} = ép, r

Proposition 3.2.2 Résultat de densité de Castaing et Valadier dans une forme qui découle
directement de celui de Castaing, Salvadori et Thibault (voir Proposition 3.2[15]) Pour tout
f € Sg, i existe une suite ((.()) dans Sr telle que la suite des mesures de Young associées
(1™), ot, pp 1= 8,1y converge dans Y(I,\,U) vers p. -
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3.3. Résultat de relaxation

3.3 Reésultat de relaxation

Le probléeme de contrdle optimal de type Bolza & relaxer dans ce présent travail est le
suivant :
"
inf J(t, 2 (), C (1) dt P.O
0 ARCEIORSC) (PO)

olt z¢{-) est l'unique solution absolument continue de

—z(t) € Op(t, z(t)) + g(t,2(£),L(t)) pp.tel

x(Tb)== Ty

(PO(C))

et la fonction du coiit J : I x H x U — R est un intégrande tel que pour tout ¢ € J ;
J(t,-,-) est continue sur H x U, qui est bornée.

Le probléme de controle relaxé est

HESy;

"

inf / f J(E, 2, (1), uhpse (du) dt (P.R)
dy JU

avec T, (-) étant la solution absolument continue de

—z(t) € ﬁtp(t,w(t))Jrf 9(t.z(t), W (du) pp.tel

r(ty

(PR(u))
ﬂL‘(Tg) = Typ-

Remarque 3.3.1 1 La fonction du coit J dans (P.O) et (P.R) prend des wvoleurs

dans [T'm;, +o0], ou my :=inf J.

2 En raison de Uhypothése de bornitude sur J et Uinclusion

O# {zc(): C€Sr} C{zu(): pe S},

il est vrai que

~00 < inf(P.R) < inf(P.0) < +o0, (3.2)

Lemme 3.3.1 Soient hq(-),heo(-) : 7 = H (n > 1) des fonctions A-mesurables et
vt v® € Y(I, A\ U). Supposons que (V") converge vers v dans VI, A U) et (ha(t)
converge faiblement dans H vers hoo(t) pour tout t € I. Soit 0,0 € Y, A\ H x U)
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3.3. Résultat de relaxation

définies par OF = O, @ V' et ° = dn oy @ °. Soit ¢ : [ x (H xU) - R un
intégrande tel que, pour tout t € I, ¢(t,-,-) est séquentiellernent continue sur HY x U,
o1t HY désigne l'espace H muni de la topologie faible. Supposons de plus que, la fonction

mesurable t — SUP(, wye(nufoo)) ki [B(E: Fn (L), u)] est A-intégrable sur 1. Alors,

Iim/ qbd@":/. ¢ de.
R0 S HxU IxHxU

Remarque 3.3.2 En fait, dans le Lemme précédent, on a seulement besoin que ¢ satis-

fasse
Pty hn(t), un) = B, hoo(t), u)

pour tout t € I et toute suite (un) convergeant vers u.

Proposition 3.3.2 Sous les hypothéses en haut, supposons de plus que,

(Hs) Pour toute suite bornée (xn(')) dans (Cy(I),| - |leo) €t pour toute suite {C.(-)} dans
Sr, la suite (J(-, Ta (), (a(+))) est uniformément intégrable dans LY (7).

Soit p € Sg. Alors, la fonction £ — [, J(t,z,(t), u)pe(dn) appartient & Ly (J). De plus,
pour toute suite ((a(-)} dans St telle que la suite des mesures de Young associées converge

dans Y(I, A, U) vers p, la suite (x¢,(-)) converge uniformément dans Cyy(I) vers z,(-) et

T
/ / J(t, 2, (), ) e (du) dt = lim i J(t, 3¢, (1), Ca (1)) dt.
ty JU "

1o
Remarque 3.3.3 1. Sous Uhypothése (Ha), la fonctibn objective dans (P.O) est finie
et chacun de inf(P.O) et inf(P.R) est un nombre réel.

2. De méme, en vertu de la Proposition 3.2.2, il n'est pas difficile de vérifier que la

fonction du coiit dans (P.R) est finie sous I’hypothése (Hj).

Démonstration. Fixons y € Syx.
A) D’abord, nous allons démontrer que, pour toute suite (C,(-)) dans St telle que la suite
des mesures de Young associées converge dans Y(I,\,U) vers y, la suite (2, (-)) converge
uniformément dans Cy(I) vers z,(-).

Fixons une suite (¢(-)) dans Sr telle que la suite des mesures de Young associées (u")

converge dans Y(J, A, U) vers ;1. Rappelons que, pour tout n, z,~(') est 'unique solution
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du probléme perturbé

~%(t) € Bp(t, z(t)) + /F(t) gt z(tl, wpd(du) pp.tel
z(Th) = z0.

En vertu du Théoréme 2.3.1, en posant, pour tout (t,z) e I x H,

hnlt, 7) = / , 9t m (),

on a, pour presque tout t € |

/,1 | E,m (£)i% dt < a® + o"/T Hha(t, zum () dt. {3.3)
T To

De la Remarque 3.2.1, il résulte

a2, 2 (D] < BE)(1 + &pr) Pop. t € T.
Notons par x,(-} 'unique solution du probleme perturbé

—i(t) € Bp(t, (2)) + [ ot 2(t), wpe(dw) pp tel
I(t) (3.4)
CE(TD) = Ty.

On va prouver que (z,»(-})) converge uniformément dans Cr(T) vers z,(-), en démontrant
que toute sous-suite de (z,s(-)) posséde une sous-suite convergeant uniformément dans
Cy(I) vers z,(-).

Fixons une sous-suite de (zu~(-)). Cette sous-suite sera encore notée (xun{-)). Grace &

(3.3), on peut encore extraire une autre sous-suite, et supposer que la sous-suite corres-

pondante (Z,n(-)) converge faiblement dans L (7 )(puisqu’elle converge dans L2(f }) vers

une fonction a(-} € Cy(I): il s’en suit que, pour tout £ € 7,

t t
f Zun(s) ds — [ a(s) ds faiblement dans H.

1y 1y

Alors, définissons une fonction z{-) € Cu(l) par

x(t) 1= xg + th a(s) ds.

o
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3.3. Résultat de relaxation

On a, pour tout t € /

Zun (t) — 2(t) faiblement dans H.

Démontrons maintenant, que la sous-suite (z,~(-)) converge ponctuellement vers xz,(-).

De (3.4) et le Théoréme 2.3.1, avec

hit,z) = /;(t) 9(t, , w)pe(du),

on a pour presque tout t € T,

T T
Heu(8)I7 dt < 0+ o /T (e, z,(0))]2 dt. (3.5)

Ta

En vertu de la Remarque 3.2.1, on a

1Bt z, (NN < B + Enr) pop-t €T,

Par les définitions de z,n(-) et z,(-), on a, pour presque tout ¢t € I et tont n

~Eun (1) € Bp(t, Zun () + hn(t, Zpn (1)
—Tu(t) € Bp(t, zu(t) + AL, zu(t))

Zur (To) = 24(To) = 20 € dom (Ty, -).
La propriété de monotonicité du dp(t, ) assure que
(=8un(8) + 2u(8) = nt, 2n (8)) + h{2, 24 (1)), 2 (1) — (1)) 2 0,
pour tout n et pour presque tout ¢t € . Do

(T (t) — Tp(t), 2 (t) ~ zu(t)) < (=ha(t, Zn(t)) + ht, z,(2)), Tun (1) — x,{t))

ceci équivaut a,

1
2d

=3

(120 (8) = 2u (D) < (en(t, 200 (1)) = Bt 2, (2)), 20 (8) — 2,0 (2)).
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3.3. Résultat de relaxation

Mais,

(ha(t, Tyn (t)) — h(ta :n,‘(t)), m,u(t) — Tyn (t))
= (hn(l, Tun (1)) = P (8, 2 (1)), () — 2 (£))

+{hn(t, u(t)) = At 2u(2)), 2,4 (2) — 20 (1)),

Notons que de (3.3), (3.5) et le fait que z,(-), zu;(-) € Cy(l), il existe n > 0 tel que,

pour tout n et pour tout ¢ € J,
Tn (1), 2,(t) € B[O, 7).

Les hypotheses sur g impliquent qu'il existe une fonction non-négative Yo(-) € LE(T) telle
que, pour tout 72 et pour tout t € I, h.(t,-) est y,(t)-Lipschitz sur B0, 7).

Ainsi, on a, powr tout n et pour presque tout t € J,

d
E(HS’J#“ () — 2. ()f?) < 29 () |z n () ~ 2 (O + 26.(t), - (3.6)
ol
(t) 1= (hnlt 8u(8)) = hlt, 2u(0)), 2u(8) = 2n (1), (3.7)
Notons que grice & (3.1} et aux définitions de h, et A, pour tout n et pour tout £ € I,
()] < 4n(1 +m)B(1), (3.8)

et par conséquent la suite (c,(-)) est bornée dans L} (J). Montrons que lim f;ﬂ S(t) dt =0
n

pour tout s € I. Par les définitions de h, et h, on a

f,@(t) dt = fT F(t)(g(t,my(t),u),m#(t)—x#n(t))#;‘(du) dt

Ta

._]T’ P(i)(g(t,xy(t),u),x#(t)—x#"(t))m(du) dt.

Posons, pour (¢, z,u) € I x H x U,
¢’(ts$s U) = <g(t:$,u(t):u)=x.u(t) - x)l{ﬁj,sl(t)-
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3.3. Résultat de relaxation

Evidemment, pour tout ¢ € 7, la fonction &{1, -, -) est séquentiellement continue sur H¥ x [/

‘et, avee Teo(+) 1= 2(+), pour tout (¢, n,u) € I x (NU{c0}) x U, on a
(L, 2 (1), w)| < 20(1 + 9)B(2). (3.9)

Comme, pour tout n et pour tout ¢ € I, uf et i, sont des mesures de probabilité satisfai-

sant uf(I'(¢)) = 1 (T(t)) = 1, on peut écrire

/;: $n(t) dt = '[I:L¢(t,x#n(t),u)u?(du.) dt — V[J:]Uqb(t’ Zyn (1), w)psq (due) dt.

Considérons les mesures de Young 6, p", 0 € Y(I, A, H x U} définies par 07 = 0y .y @ uy,

Pr 1= Oz n(t) @ iy €t B 1= bz0) @ pue, la dernitre égalité équivant A la suivante

/'%u)ﬁ=i[ sar- [ pap
' IxH>xU IxHxU

Via le Lemme 3.3.1, on a

5

lim [ c.(t)dt= f ¢ do — ¢ df = 0.
To I HxU IxHxU

n—oo

D’oli, en appliquant le Lemme 1.3.12 & Dlinégalité (3.6), on conclut que la sous-suite
(un(-)) converge ponctuellement vers 2, (-).
Montrons que la convergence est actuellement uniforme. De retour & (3.6) et (3.7), on

a, pour presque tout t € 1,

Z10(8) = 5 )17) < 2Dl () =, O + 20 ().

et

sl < (ln (& 2+ 12 2u () ) 124(2) — 2n (8)]

< 201+ B oult) - 2 (1)

Comme la sous-suite (z,»(-)) converge ponctuellement vers zu(-) sur I, il s'en suit que

sa(t) — 0 pour presque tout ¢ € J. Ceci, avec (3.8), entraine, via le Théoreme de la
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3.3. Résultat de relaxation

convergence dominée,
g

lim | [e.(6)] dt = 0.

k(acde ] m)
Il s’en suit du Lemme 1.3.11 que, la sous-suite (2,n{-)} converge uniformément vers z,,(-)
dans Cy (I).

B)Maintenant, nous allons montrer que la fonction -

tH/UJ(t,m#(t),u)m(du)

est A-intégrable et -

T T !
lim /1 I, 36, (1), Calt) dt = /1 ;, /U T, 2 (8), whne(d) .

Considérons, pour tout n, la mesure de Young 6" € Y{I, A, H x U) définie par
0 = bsc, (0 @ by

Comme, pour tout ¢ € J, on a uf = b, () et alors £, (¢) = Z¢, (t), par la Proposition
1.3.7, la suite (¢") converge dans Y(I, A, H x U) vers la mesure de Young § définie par
0 = b2, ® 1.

Pour tout n, soit v.(-) : I — H x U la fonction définie par t(t) = (¢, (1), Ga(2)).
On a, 6} := 4, pour tout ¢t € I. Comme, par hypothese, la suite (J(-,vn())) est

uniformément intégrable, via la Proposition 1.3.8, on obtient que J est §-intégrable et

T
limf J(t, ¢, (1), Ca(E)) dt?:/ J de.
nJiuy I

xHxU

En vertu de la Remarque 1.3.3 1), la fonction

t J(t, 2, u)p, ) @ pe(d(z, u)) =/ J{t, 2, (1), w)pse (du)
v

HxU

est A-intégrable et

/Mw = f:fy J (b2 (8), whpe(de) di.
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3.3. Résultat de relaxation

Par conséquent
T T '
iim | I @60 di= [ [ a0, wpld) de
T I To JU
Ceci achéve la démonstration de la Proposition. O
Remarque 3.3.4 En effet, nous avons démontré que, pour u™, u € S (n > 1), si la suite

(1™} converge dans Y(I, M, U) vers u alors (zyn () converge uniformément vers z,(-) dans
Cu(l).

Démontrons maintenant le résultat le plus important de cette section, concernant les

deux problémes de contréle suivants :

T
oL A J(t, 2 (8),C(2)) dt (P.0)
et .
T
inf /1 h /U J(t, 5, (1), wpe(du) dt. (P.R)

Théoréme 3.3.3 Sous les hypothéses de la Proposition 3.3.2 le probléme de contréle

(P.R} admet une solution optimale. De plus, on a

min(P.R) = inf(P.0).

Démonstration. De la Proposition 3.3.2, I'égalité inf(P.R) = inf(P.O) est vraie.
En effet, pour tout 4 € Sy, du résultat de densité de Castaing et Valadier (Proposition
3.2.2), il existe une suite {,(-) € St telle que les mesures de Young associées converge

dans Y(I, A, U) vers p, et la Proposition 3.3.2 assure que

T T
lim fT (7 (1),al0) d = /T | fU It (8), e ) .

Comme il est évident que, pour tout n
T
J(t,2¢,(t),(al(t)) dt > inf(P.O),

1
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3.3. Résultat de relaxation

on a

f:r / J(t, 2, (1), ) e (du) dt > inf(P.O),
et d’ol mww-%maf% ﬁm-ﬂmmm
inf(P.R) > inf(P.O).
L’inégalité inverse {3.2) étant toujours vraie implique que

inf(P.R) = inf(P.O).

Reste & démontrer que inf(P.R) est un minimum.

(3.10)

Pour cela, soit ((a(-)) une suite minimisante de (P.0), i.e., (a(-) € Sr pour tout n et

T
inf(P.O) = lim J(t, ze, (8), ¢

nJT
Pour tout =, on définit u™ : I — ML (U) par uf := 4,
It est clair que " € Sg. Ainsi, de la Proposition 1.3.9
extraire une sous-suite 4" que I'on suppose convergente

s'en suit de la Proposition 3.3.2 que la suite (z, (+)) conv

solution z,(-) du probléme (PR(u)) et

¥y '
lim ] It T, (), Calt)) dit = / f Jit,4
A e Ty JU

D’oty, tenant compte de (3.11), on a

L(t)) dt. (3.11)

(t}:

et la Proposition 3.2.1, on peut
dans Vas (I, A, U) vers p € Sz. 1l

erge uniformément vers I’unique

(), wpae(du) dt.

T
inf(P.O)———/T /UJ(t,x,,,(t),u)m(du) dt. ‘ (3.12)

Maintenant, égalité (3.10) révéle que p est actuellement
inf(P.O) = min(P.R).

Ce qui achéve la démonstration du Théoreme. [

98

un contréle optimal relaxé, i.e.,




Chapitre 4

Existence et unicité de [solution pour

un probleme d’évolution avec une

perturbation univoque contenant un

retard

4.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre, & I'étude d’une inclusion d'évolution gouvernée par

I'opérateur sous-différentiel ot, la perturbation univoque

Dans tout ce qui s’en suit, I est 'intervalle [0, 7], i.el

contient un retard.

y Iy = 0.

Soit r > 0. Considérons I'espace €, := Cu([—r,0]) muni de ia norme de la convergence

uniforme notée par || - ||c,. A tout ¢ € [0, T], on associe une fonction

T(t) : Cu(|—n,t]) = Cy

définie, pour tout z(-) € Cy([—r,¢)) par

(r(t)x())(s) :==2(t + 5) pour tout ls e [—r 0]

Soient ¢ : [0, T} x H — [0, +00] et f: I x Cy — H deux fonctions. Soit % un élément fixé

de Cy tel que 1(0) € dom (0, -). Nous allons établir un Théoreme d’existence et d’unicité
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4.1. Introduction

pour

) —z(t) € Bp(t, z(t)) + f(t, 7
z(s) = 9¥(s) Vs € [-r0].

t)z(-)) p.p.t€(0,T]

On appelle solution de (Py) toute fonction z(-) : [~r, T] = H telle que

(a) pour tout s € [—r,0], on a z(s) = ¥(s);
(b) la restriction z|jp 7}(-) de z(-) est absolument

satisfait & l’inclusion

_i(t) € a‘p(t! Jl(t)) + f(tr T(t)

z(-))

continue et sa dérivée, notée par z(-),

p.p.t€[0,T].

Mitidieri-Vrabie (34}, ont établi un Théoréme d’existence locale pour le probléme suivant

i

—&(t) € Az(t) + f(t, 7(t)z("))

oll X est un espace de Banach, U C Cx([~r,0]), A

m-accrétif, et f:[0,T] x U — X. Existence et unici

pp. t€ (0,7,

: Dom A C X — 2% est un opérateur

té ont été obtenues pour le processus

de rafle avec retard (9], i.e., p(t,-) étant la fonctior

vide fermé de R?, qui est p-prox-régulier, ol1 f : [0, }] x Cpe([-7,0]) — RY.

Le probleme généralisant (Py) s'obtient en remplagant f par une multi-application, |

F:[0,T) x Co— H, ie.,

(Pe) —&(t) € Op(t, z(t)) + F(t, T

z(s) = ¢(s) Vse[-r0].

Dans le cas particulier du processus de rafle, ou

1 indicatrice d'un ensemble C(t) non

()z()) pp-t€(0,T],

(¢,-) étant la fonction indicatrice d’un

ensemble mobile convexe fermé, ou p-prox-régulier C(t), le probleme (Pr) correspondant
l

& été résolu par Castaing-Monteiro Marques [10] dans le cas convexe. Ensuite, Thibault

[41] a démontré, en dimension finie, 'existence de solutions pour des ensembles généraux

C(t) et pour F satisfaisant

F(t,¢(-)) C B(t)B
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4.1. Introduction

pour tout (2, ¢(-)) € [0,T) x Gy, ob B(-) € L+ ([0,77]). Castaing-Salvadori-Thibault (15]
ont établi le méme résultat pour les ensembles C(t)! qui sont bornés et p-prox-réguliers,

ou F' satisfait & une condition de croissance plus générale du type

F(t, ¢()) C B(t)(1 + 6(0) B (4.1)

pour tout (¢, ¢(-)) € [0,77] x Cy. Aprés, Bounkhel-Yarou [7] (voir aussi [12]) ont prouvé,
en dimension infinie, existence de solutions ol la multi-application F prend toutes ses
valeurs contenues dans un ensemble compact fixe. Récemment, un résultat plus général
ou Fl satisfait & (4.1) avec B remplacé par un ensemble compact fixe, a été obtenu dans
[18].

On s’adresse dans ce chapitre, en dimension infinle, au cas olt F est univoque. On va
établir un résultat d’existence sans aucune condition de compacité. Plus précisemment,
on démontre que le probléme (Py), posséde une unique solution, dés que f est mesurable

par rapport & la premiére variable, Lipschitz par rapport a la deuxiéme, et

1 (& (M < BLe) (2 + 14()lleo)

pour tout (¢, ¢(-)} € (0, T] x Cq. Inspirés de quelques idées d’Edmond [20], nous allons nous
ramener i une inclusion du type (Pr(..y), pour appliquer les résultats du Théoréme 2.3.1
(concernant un probléme perturbé sans retard). On procéde comme suit On considere,
pour tout n € N, une partition de [0, T] donnée par 1P = — (2 = 0,---,n). Ensuite,
sur chaque sous-intervalle [t7,¢7, ], on remplace f par la fonction f7*: [¢7, ttaixH— H
définie par fP(t,z) := f(t, T(t)R2 (-, z)), ob
P(t) si té€[-r0]

Y(0) + Ft(z — (0)) Isi ¢ e 0,47,

hy(t, 2} =

et h¥(-,-) (¢ > 1) sont définies d’une quasi similaire maniére. Ainsi de suite, on obtient un

probléme perturbé sans retard pour lequel, le Théoréme 2.3.1 assure 'existence de solution
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

za(+). En faisant intervenir autres techniques (en raison d’absence de compacité), cette

adaptation nous permet de démontrer la convergence de la suite (zn(-)) vers la solution

du probléme original.

Nous entendrons par ¢ et m, les constantes définies p

ar (2.13), et (2.14) respectivement.

4.2 Théoreme d’existence et d’unicité

Maintenant, nous allons démontrer notre résultat d’existence et d’unicité concernant

le probléme (P,).

Théoréme 4.2.1 Soient la fonction ¢ : I x H — [0,
Théoréme 2.2.1, et f : I x Cy = H une fonction vérifia
(i) pour tout ¢ € Co, f(-,¢) est mesurable;

+oo} satisfaisant (H)) et (Hy) du

nt :

(44} pour tout n > 0, il existe une fonction non-négative v,(-) € LE(I) telle que, pour

tout é1, ¢2 € Co avec ||¢illc, <7 (i = 1,2) et poun

(#12) il eziste une fonction non-négative B(-) € Li(I
tout ¢ € Cy,

IF @)l < B+

outte I,

||¢1 - ¢2||Co;

) telle que, pour tout t € I et pour

Plico)-

Alors, pour tout ¢ € Co avec ¥(0) € dom(0,-), le probléme (Py) admet une unique

solution qui satisfait l'inégalité suivante

T T
T 2 T
[o I dt < & + o [ 17,

0t
T
ko= (K0) +3(p+1)2) ] 62(t) dt + 2[T +
4]

Démonstration. I) Supposons d’abord, que

T
/ B%(s) ds < m.
0

62

(DI dt, (4.2)

©(0,%(0)) — (T, z(TY))].

(4.3)




4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Nous allons construire une suite de fonctions (z,(-)) dans Cy([—r,T]) qui converge uni-
formément sur [~r, T] vers une solution de (P,).

A) Construction de la suite (z,()).

On va introduire une discrétisation inspirée de celle utilisée dans (15, 20]. Pour tout n > 1,

. YA .
considérons la partition de [0,7] définie par les points ¢ ;= : (i=0,---,n). Définissons

n
sur [—r,1}] x H la fonction A? par
Y(t) si t€[-r0)

¥(0) + Ft(z —9(0)) si t €0,

ha(t,z) =

Soit la fonction f§': [0,t7] x H — H définie par
S5t 2) = f(t, 7R3, 2)).

On a, pour tout ¢ € [0,£7] et pour tout z,y € H,

()RS (- 2) — TR (-, 9)llen = S[upm ho(t+s,2) — hy(t +s,)||
8€ | —r,
= sup |lhg(s,z) — h3(s,v)|
SG[—-r+t,t]
= sup ”hg(‘s:x)“hg(say)”
s€[0,¢)
= sup =s|lz —y||
seiog T iy
< = -yl
D’autre part,
Ir@hsa)lle, = sup  ||AR(s,z))

SE[—r4t.t]

n
max{[|%}lc,, o l%(0) + 7@~ %O}

IA

IA

max{{[¥le,, sup (1= Zs) ()] + Zslial)}
max{|[lles, (0} + =]}
bl + ).

FaN

IA
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4.2. Théoréme d ‘existence et d’unicité

Pour tout 1 > 0, pour tout (z, y) € B{0,n] x B[0,n] et pour tout ¢ & [0,27], on a

”T(t)hg('aﬂ")”a, < ”I‘rb”Cn +n, et ||7'(t)h3(':y)”6n < ”w”Cn +7.
Alors, par I'hypotheése (3), il existe une fonction non-négative notée par v,(-) € Li(I)
telle que pour tout ¢ € [0, ¢7], et pour tout z, y € B[0,7], -
13 (8 2) = S5t )l < wm(®)l|z —u).

De plus, grace a (i41), pour tout (t,z) € [0,t7] x H,

IS @ o)l =7 r@hg 2l < BE)A + (A5 (- 2) e )
< B+ [[ley + ll=]))
< (T4 1le)BE)(T + [121).
Notons aussi que, h} (-, z) étant uniformérnent continye sur [0,t}], la fonction ¢ — Tty (-, x)
est continue de [0,¢}] dans (G, || - lleo), ainsi f2{-, ) est mesurable. Par conséquent, le
Théoreme 2.3.1 entraine I'existence d’une et une unigue fonction absolument continue
z5() [0, ¢F] = H telle que 27(0) = ¥(0) et, pour presque tout ¢ € [0, 7],
2(t) + f5(2,25(2) € —Bp(t, 23(1)) pp. t € [0, 7],
avec
iy ) 7
fo g (" dt < ko + 0/0 17 T (@RS (-, 25 (0))))I? at, (4.4)
ol
4
R0 = O+ 3417 [ 60 a4 208 +000,010) - o, g
Maintenant, définissons : A7 : [~ 3] x H - H par
W(t) st t € [~r, 0]
hi(t,z) = zg(t) si te€[0,27],

WA+ 2~ 1)z —28(2) si te (47, 3].
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Comme précédemment, on montre que, pour tout € [0, 3], la fonction z — T(t)hT (-, z)

est 1-Lipschitz et

U (A1 (- 2)lle, < max{|l¢llc,, ||$ollcﬁ([0t"1)} + [i]l-
'D’Ol\], la fonction f}': {t},t3] x H — H définie par
(. 2) = ft, ()R (- 2))

satisfait aux hypothéses du Théoreme 2.3.1, et donc il exijste une unigue fonction absolu-

ment continue () : [7, 3] = H telle que z}{(t7) = 5 (£7) et,

() + f7 (4,73 (1) € Bt 27(t)) pop. ¢ € [, 2],

avec

1y £

fﬂ @I dt < k4o / A TR 2 0))]12 de, (4.5)
ol ;
Ky = (kz(o) + 3(!3 “+ 1)2)[ t) dt + 2[tn — 11+ ‘P( 1=1’1( )) ( 2,-'131 tn))]

Maintenant, supposons que z3(-),- - -, 27 ,(-) (1<i<n- 1) sont définies de la méme

fagon. Soit A} : [—7,t%,,] x H - H définie par

¥ () si te ;[—r, 0],

Rt z) = 27(1) si te[t;‘,t;‘ﬂ]je{O,---,z’—l},
T @)+ FE— )z - 27, (1) si te [t?, ta]

et considérons la fonction f7: [¢7,t2,] x H = H définie par

frit) = £, T(t)h?(-,r)).j

De méme qu'en haut, il n'est pas difficile & démontrer que, pour tout ¢ € t?,¢7,,] et pour

tout z,y € H,

IR 2) — 7R W)y < 12—y
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(SO,

el 4.2, Théorémé d’éxistence et d'unicité

et
@b @)lles £ A7+ |2

oll
At = max{[|¢llc,, omax lleflles
Il s’en suit que la fonction fP*(-,-} vérifie les hypothes

existe une et une unique fonction absolument contimie

g (t7) = 27, (6),

e
e

e, -
cs du Théoreme 2.3.1. Do, il

at(-) - [t th,] — H telle que

7 () + fi' (2, 27 (2)) € —0p{t, 27 (1)) pp- t € [, 1]

De méme, on-définit z3(-),- -

5 Tn_1(-) telles que, pour tout ¢ € {0,---,n — 1}, a7(-) est

absolument continue sur [, 2], 27{#}) = 27, (t7} ( avec la convention z™,(0) := (0)),

(1) + fi' (6, 27 (6)) € —0p(t, a7 (t)) p-p. £ € 7,214,

avec

[240Y . g t?+1

/t 23O dt < i + 0 / | £(t, 7(2)

? tn
oll

2 o [0
ko= (K(0)+3(p+1)?)
e

Soit la fonction z,{-) : [—r,T] = H définie par

) Y(t) si te|-r0],

7 (2P ()P de, (4.7)

(12(?3) dt + 2[1'?+1 — &+ (2t (t) — (51 xr}(t?ﬂ))]-

i

i)y si te[th ), ie{0,--,n—1}. .

Alors, pour tout 7 € {0,---,n —1},

nta) =] 0

Za(t7) + 7t — 1)@ — za(t]))
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

A T T T T R T R T R MR M

On pose

0 s t=0,
On(t) :=

st telt?,er,], ie{0, -, n—1}L

t

On a, par construction, z,{0) = 1(0) et, pour presque tout ¢ € 7,

Ealt) + £(0. TR0, (- 70(1)) € ~Bp(t,2a(1)), (48)

avec

Zn(s) =1(s) pourtout s € [—7,0].

En vertu de (4.7), on
f lEn ()12 dt < 5o + crf L (6 TR0, 0 2m O (4.9)
ou
020) +3(p+11) [ %0 de+ 20T +0(0,9(0) = (T, 2,(T)).
Gomme —(T, 7,(T)) < 0, posons
& = (K*0)+3(p+1)?) f:zf(t) dt + 2[T + (0,1 (0))),
on a alors,

/ ()" dt < +0f 7 T(t)hﬂsnm( () dt. (4.10)

De (4.6)
17 @R %0000) (- 2 Elew < 202 Mlepirans (4.11)

ceci, avec (%41), implique que

178 TG00 Za @D lles < BEA + 2llzalllcy(-ran) p-p- t € 1. (4.12)
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Tenant compte de (4.10), (4.12), et iii) on déduit que (&,(-)) est bornée dans L ([0, 1))
B) Nous allons montrer que (z,(-)) converge uniformément dans Cu([—r,T)).

De (4.12), (4.10) s’écrit comme suit
T ’ T
[ 1u@1 < 68+ 001 + 2l ory? [ rwa
0 ’ 0
T
< K+ 20(1+ 4an( ), ry) /0 B2(t) d,
< 1480l Olygony | 20) b,
ol
)
[ = &0+20/ G2(t) dt.
0

En se servant de la continuité ahsolue de Zn(+) pour tout n, et de I'inégalité de Cauchy-

Schwartz sur [0, 7, pour tout s € I, on a
fn(s) = YOI < s( [ Ban(o)? ds)
T
< T [ (o) as,
0

avec

lza()I* < 2lzals) — $(O)]2 + 201 (0)) 2

= 2llznls) — PO + 2)lp12,-

Alors, il résulte de ce qui précéde

T
lza(s)* < 2Tl+16T0Hxn(-)l|c2zﬁu--r,ﬂ)A A1) dt + 2|12, .

Tenant compte de (4.3), ie., 1607 j}jT BE(t) dt < 1, il S'en suit que

M
12 (Mep(-rayy < - (4.13)
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

olt

Moo= \/ 8(TL+II1¥lIZ,) |
= T L
1—160T f; B3(t) dt

Démontrons maintenant que, (z.(-)) est une suite de Cauchy dans Cy({0,7)). De (4.8),

et de la monotonicité de 'opérateur sous-différentiel, pour p, ¢ > 1 et pour presque tout

l|2(t) — o) lzp(t) — 2, (2)}]

)~ ()], (4.14)

tel,ona
(=2p(t) — 2p(t) + Zq(t) + 24(t), Zp(2) T Z4(t)) 2 0
ou
5(1) = [(L TR, 0 (5 )
Ainsi,
(Zp(8) = Zg(th 2p(t) — z{t)) < {=2(t) + 2,(t), 2,(t) — x,(t))
<

et donc

1d 2

5&}:(“3313(‘1) = Z()*) < Bpg(t)llz,(t
oll

Byg(t) = IS (7 (O) 5,0 (- @) = S (0%, 1 (- a0

" Par hypothése (ii), (4.11), et (4.13), on a, pour une foncti

et pourtout £ € 1

Bya(t)

Fa

Alors,

Bpolt) < ymu@lr (@)l (5 2p(8)) = ()RS

|
7M(t)“T(t)hp§99“)(', Iq(t)) - T(t)hq
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lon non-négative yp(-) € LA([)

50,0 (2 Ta(t))llcy-

«:,}’—.9,,(1:}('1 xQ(t)) ”Cn +

%aq(t)(‘a zo(t))lco-




4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

La fonction z — %(t)hiap(t)(-, r) étant 1-Lipschitz, il résulte alors
T

Byolt) < u{t)llzp(t) — 48]l (4.15)

# (O 0 2(0) = 7O 0Dl

\
Soit i€ {0, -, p—1} et je{0,--,g—1} telle que ¢ E]t"’,tiH et t €]tf, ¢ ;1. Alors,
|

||7'(t)h,;9 (" el () — hig NOLQEZICMLN

—_ sup ||hf(s, mq(i)) - h,;(s, mq(t)) II

se{—r+t ] ‘
t

< sup [|Af(s, 24(t)) — Ri(s, 2, ().
sef0,t] i

Sith < tj-' on obtient

sup |57 (s, 24{t)) — hi(s, ()|l = max{A; (1), A7 ,(t), A7 ,(1)},

sef0.t]
avec
Apglt) = sup |lap(s) = zy(s)l,
s€(0,47]
A1) = Sup, Ias(eD) + 7 P s = ) (wg(t) = 2,(21)) = my(),
et ‘
Apalt) = sup 2t + 2 s ~ ) (wolt) - 2,(t1))
seils t ‘
=24(t]) = (s — ){g() — 5o (tD)]].
Ona

|
Abat) < sub, lan(iE) =25 (o) + [#5(s) = 2ol
£l

+35 (s = ) ig(t) =zl + o (t) - 2, (D).

‘Tenant compte de (4.12) et (4.13), il s’en suit que, pour tout n

| £ 7 ()00 (o2l < BE + 1),
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

De retour a (4.10), on obtient

k T T

’ / |z (8)||° dt < &%+ (1 + M)2f BEt) dt < +oo. (4.16)
0 0

[>'ol1, posons

S, = sup WZall 12, 0.1

De Ia continuité absolue de z,, pour tout p, il revient que pour tout s € [#, ti], s<t

2o (8) = zs)l| < [ )l dr

Ainsi,

L

Aa) < s ([ W)l dr -+ ayls) = 2o + hagt) = 50 + [ ot dr)

s€itl tf]

< 25:(t—1t9)7 + sup Hap(s) — zols)).
seft? 1]

De plus, on a

Aa®) S sup (125(8) = 2,0l +s(t) = 228 + o) = 2,4
+7:(5 = E)leg(t) = 2B + llp(8) — (1))
(s = )llza(t) — 2 @I}
<

Vol dr 4 lte) =2l + [ (et o
a0 =500+ [ Wan(r)) dr s [ (o)) ar

Alors,

ASo(8) S 28[(t — 1) + (£~ 41)3] + 2]z, (t) — ().
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Par conséquent, si ¢ < tJ, on aura

i — Y5

s 148(s2(0) - hi(s, o)l <
se[0,t]

\
max{ sup “mp(s)—mq("")ua sup ||mp(s) "'rq( M 2llzp () — 2o ()1}
s€[0,17) s€[t] 1]
+28,|(t — 9)7 + (t — t8)7]

< 22 () — 2o()llentuey + 2S1[(t — &)F + (£ 12)3].

i
De méme, si t] < t}, en échangeant ] et ¢}, on obtiendra la méme précédente inégalité.

Dlou, pour tout ¢t € {—r, T}, on a

7 ()R g, 2a(8)) = T(00R gy s 2o e < 20) — 2ol o

+2S1[(t — 6,(1))F + (¢ = 6,())%].
De retour & (4.15), on obtient

B, (t) < 3ym (E)l|zp(-) — mq(')llcﬁ(fﬂ;‘l) + 27m (£)bp (L),

ol

bpa(t) = Su[(t = 6,(t))7 + (t — 6, !(t»%].

(4.14) s’écrit alors pour presque tout ¢ € I, comme suit

gi(”xp(t) - -Tq(t)“2) < 3ym )|z () — xq(')”ga(lo,tl) + 2{|zp(+) — To( Mew o0y Yae (8)bp.g(1);

(SR

tenant compte de (4.13), il en résulte que

B —
Sl.lg_

(“%(t) —2,M*) < Bvm(t)l|z,(-) — Iq(')”cn‘([o ) + 2Mp (t)by o(2). (4.17)

Dans la suite, on se sert de la continuité de la fonction : ¢ ‘}—) flzg(-) — mq(‘)”CH({o.t])-

Par integration sur [0,¢], on a

1 ) t t
(0 = O < 3 [ o)) =y auands + 2 [ (ol ofs) ds.
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Cette inégalité étant vraie pour tout £ € [0, T, il s’en suit alors que

t .
17p() = g WMenqoay < ap.q+6f0 (176} = 29 (W, o, I

ol
T
Qpg == 4M/ T (8)bpo(s) ds.
0

Notons que pour tout £, lim ﬁp(t) =1, Iim Bq( ) =t, et alors lim b,,(t) = 0. Ainsi, par

P,g—+o0

le Théoréme de la convergence domlnee on obtient lim @,, = 0 et, via le Lemme 1.3.13
P,g—00

p,Lile llzp(-) — Iq(‘)”oo =0,

et d’ol la convergence uniforme de la suite (z,(-)) dans Cy([—r,T]) vers une fonction
z(-) € Cu{[-r,T1]) avec z(s) = (s) pour tout s € [~r,0]. De plus, grice a (4.16), on
peut supposer que (&.(-)) converge faiblement dans L}([0,T1]) vers une fonction g(-) €
L%([0,T}). Tl en résulte que, pour tout ¢ € [0,7], z(t) = $(0) + [, g(s) ds et d'on z(")
est absolument continue sur [0,T] avec (1) = g(t) poij;r presque tout ¢t € [0,T]. Par
conséquent, ‘

&n(') — (-} faiblement dans L,([0, ). (4.18)

C) Montrons maintenant que, z(-) est une solutioh du probleme (P,).

D’abord, démontrons que, pour tout ¢ €]0, T}, on a

I
i (4 TR0, 0,5 (0)) = S0, 7(0)2 ().

Y
|
|
Fixons ¢ €]0,T]. Pour tout n > 1, il existe j € {0, - -
i

1= 1} tel que t €D, 7] et

6.(t) = t3. Alors,

7%, (s 2 (8)) — T()2( )l = s, B3 (2 + 5, 2a(t)) ~ x(t + 5)|
= SE(S_IiEt . [[R5(8, n(t)) — ()]
< max{sslgg | lzn(s) — z(s)ll, BE . ()},
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

ol

By m(t) = sup |lza(t7) + %(8 = 15)(2n(t) — 2a{t5)) — z(3)l.

se(t] t]

Ona

By < sup (lza(t]) = 2(s)] + fwa(t) — 2l

se[t" t]
< :llt{?q(llivn(t") — za(8)|| + lza(s) — z(s)l| + Hznlt) — 2 (E))I)-

Il s’en suit que

Bl ()< sup aa(s) — 2(s)] +2 / Nl dr

s€[t? 1]

Par conséguent,

17 (8P 6, (> 20 (1)) = T(B)T(les < l7nl-) = 2( Moo + 28(t — 0u(2))%.
Ainsi,
7R, (s 2a(8)) — T()2()llc, — O

Le comportement Lipschitz de f (t, -} pour tout ¢ fixe dans [0, T] conduit &

Tim (£ (6,0 (> 2 () = £t (020 = 0, avec

lim / 17 (O g0 2a8)) — (8702 i = 0,

n—ro0

par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue - Alors,

lim f £ (@)% (- 2nlE))]? dt = j 1£, TP de. (4.19)

n—o0

Alors, en passant & la limite supérieure sur n dans {4.9), et en se servant de (4.18) et

(4.19), il résulte

7t s
f |Z(E)||? dt < lim sup &, + af Nf& () (-))|? dt. (4.20)
0 n ¢

74

N R i T e e e e = i e e e s




R b T el T i P T d i G R L G 3P e s et 11 B

4.2. Théoreme d’existence et d’unicité

Comme z,(t) — () et ©(t, ) étant sci pour tout ¢t € [
T
limsuprn = (k2(0) +3(p+1)?) f a2(¢) dt + 2T 4
n Q
T
< (k30) +3(p+ 1)) f 2(0) dt + 2T 4
0

Do,

, il 8'en suit

(0, %(0)) = lim inf (T, 2,(T))]

T I
/U @I dt < k4o / 17, d, (4.21)

ol

T
K = (k2(0)+3(p+1)2)/0‘ &*(t) dt + 2T +p(0,%(0)) — (T, 2(T))}.

Pour établir que

—&(t) € Op(t. 2(t)) + f{t,7(t)2(-)) pp.t€0,7),

introduisons d’abord, 'opérateur A défini sur LZ ([0, T)
Az = {y € L([0,T]) : y(t) € Oyp(t, 2(2)

Alors, on a, pour tout t € I et pour tout n € N,
—(t) = P& TR0 2a(0))

A étant maximal-monotone sur L%([0, 7)), remarquons
© Za(t) € dom A(t), —dn(t) = F(t, 7D, (- 7alt)

® Zn(-) ~— z(') fortement dans L3,(J);

¢ =Ee() = F 7RGy, (2 2a(1)) — () - f(2,

par

) pp. sur [0, 7T}

€ Az, (t).

que

)) € Az, (t), Vi € I, ¥n € N:

7(t)z(-)) faiblement dans LZ(7);

la demi-fermeture de A entraine que, z(-) est solution dé Pinclusion différentielle {(Py).

II) Maintenant, supposons que jE)T 5%(s) ds > m.
Considérons une partition 0 = Th<Th < - <T, =

t1€{0,--,n—1}
ity

B*(s) ds < m.
1;
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

En vertu de la partie I), il existe une fonction zy(-) : [—7, 71] = H absolument continue
; sur [0, 71} telle que

Zo(s) = ¥(s) pour tout s € [—7,0],

et
* Go(t) + £(t, T(B)20(-)) € =Bp(t, 20(t)) P.p. ¢ € [0,T3).

\ Supposons que, pour tout i € {0,- -, n ~ 2}, il existe une fonction z;{-) : {~r, Toy] = H

absolument continue sur [0, Ti4,] telle que

z:(s) = 9 (s) pour tout s € [—r, 0}, (4.23)
et
Ei(t) + f(E, T(t)zi()) € —Op(t, zi(t)) p.p. t € [0, Tiga)- (4.24)
En vertu de (4.21), l'inégalité
Tit1 Tit1
[P a<are [T e romoR
0 0
a lieu, oli
Tisr |
&= (K*(0) +3(p + 1)2)‘/0 a*(t) dt +2[Tipr + (0 ¥(0)) — (T, 2:(Tigr))]-

Définissons f : [0, iz — Tipa] X Co = H, & : [0,Tiya — Tipa] x H — [0, +o0l, et () :

|—r, 00 - H par

f(t: ¢) = f(t + T%Jrl:d))) (ﬁ(t: 2’) = ‘,O(t + T'i+11 :L'), (425)

et
’»Z(S) = zi(s + Tiga).

Soit a{-) : [0, Tiye — Tiy1) — R définie par

, a(t) = a(t + Tipy). (4.26)
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4.2. Théoréme d’existence et. d’unicité

Définissons aussi A(-) : [0, Tiys — Tiv1) = R par
Bt) = Bt + Tipa)-
Evidemment, pour tout ¢ € [0, T2 — Tiya) et pour tout ¢ € Gy

I £t o)l < B+ [Iolle)

avec {4.22) qui s’écrit

Yipe—Tig1 _
/ B(s) ds < m.
0

En vertu de la partie I) encore une fois, il existe une fonction )i [-nTipe—Tia) = H

qui est absolument continue sur [0, Tiy o — Tiyy] telle que

(s) = %(s) pour tout s € [~r, 0],

B

et
;"‘(1) + f(ta T(f)%()) € —3(,5(t, ’F(f)) pp.f€ [Os Ti+2 - rFt'+l]’

Considérons la fonction ;41 (-) : (~7, Tiyo] — H définie par

2;(t) st t€ [~ Tiyl,
Tiga (t) =
E( —Tipr) si L€ [Tigr, Tirq).

Il résulte de (4.25) et (4.28) que

Zip1(t) + (8, 7(8) i1 (1)) € —0p(t, 21 (t)) pp. t € [Tis1, Tepa].

De (4.23) et (4.24), avec (4.29), on obtient

Ziv1(8) = ¥(s) pour tout s € [—r, (]

et

Zir1(t) + f(8 7(D)2:01(-)) € —Bp(t, 21 () pp. t € [0, Tiya).
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

Tenant compte de (4.28} et (4.21}, il résulte
Ti+2 R 9 Ti+2—Ti+l . 9 Ti+2—T(+1 - 5
/ [2(t = Ta)ll dt:/0 IZ(" dt < i +an £ (8 7 (&)2(- )] dt,
Pigr

ol

Tit2—Tir |
€1 = (K3(0) +3(p + 1)%) /0 82(1) dt

+2[Tiye — Tips + 9(0, 2(0)) — G(Tivz — Tig1, E(Tip2 = Tip)))-

De (4.25) et (4.26), on obtient

' ) Tiye )
£ = (K2(0) +3(0 + 1)%) f G(t) dt + 2Tiez — Toas
Tip1

0T, 8(0)) — o(Tisa, T(Tive — Tiv)))-

Comme x4 (t + Tiyy) = Z(t), il sen suit alors,
iy

i1 = (K*(0) + 3(p + 1)2)/ a’(t) dt

Tinr
+2[Ti2 — Tivt + 0(Tiwr, oea (Tig1)) — 0T, i1 (Tig2)))-

Combinons ces résultats avec la définition de 44, et le fait que 2:(Tiy1) = 2441 (Tirr), on

a
Tiy2 YRS Tz
[ sawr e = [ @ as [ o
1] 0 1
Ti+e
< uato /0 £t 7 (82 (D)2 (4.30)
ol

£uar = (K(0) + 3(p + 1)?) / 7 62(0) dt 4 2T + (0, $(0)) = @(Toay meas (Tona))].

En répétant cette opération, on obtient une solution sur I'intervalle tout entier |—r,T).

Il est évident que (4.2) a lien. On a aussi

a T
- 2 0
/0 @] dt < & +of0 £, Tz NP de, (4.31)
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

€ = (0 +3(p + 1) /(, &2(2) dt + 2[T + (0, $(0))]. (4.32)

; Etudions maintenant, Punicité de cette solution. Supposons que Z1(-} et x2(-) sont

E deux solutions de (F,). Considérons
7 i= max(||z1 (e -ran, |20 llek (=rip)-

| Alors, pour ¢ = 1,2 et pour tout ¢ € [0, 7,
I @)z Heo < n. (4.33)

Op(t, -) étant monotone entraine, pour presque tout ¢t € I
(=21(t) = f(& 7021 () + 22(8) + £t 7(8)22()), 21 (1) — 22(2)) 2 0,

et alors

| e

(l21(8) — 22 (OIF) < Iz (2) = O & T(@21()) = FlErOz(D). (4.34)

B | b
2,

't
En vertu de (i) et (4.33), il existe une fonction non-négative v,{-) € L&(I), telle que,

pour presque tout ¢ € /,

£ () = 201P) < 200ll210) - 2O oy

Par intégration sur [0, t], on obtient

lza(8) — ()] < 2/0 MSl22() = 22( M, o1y ds-

Ceci implique que, pour tout t € (0, T},

|1 (-} — -"UZ(‘)”gH([O,t]) < 2/0 W(S)izi(-) — 52(‘)”53([0,5]) ds.

Via le Lemme de Gronwall, on a
| 210) = 22()lewgomy = 0,

} .




4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

ce qui prove que z;(-) = z2(-). Ceci achéve la démonstration. U

La Proposition suivante donne une estimation de la solution du probleme (F,).

Proposition 4.2.2 Notons par z(-) Uunique solution de (Py), alors pour

K= e, + (6 (D)3,

on a
e (Hles (—ran < K1,

et T T
/ |E(0)[ dt < &+ o (1 + K )? f 82(1) di,
0 ¢}

ot & (-) est une fonction continue, croissante, et non-négative définie sur [0,T] par

£1(8) = by(s) + 20s fo ) by{T) (1) exp(20 f | 85%(8) do) dr,

et pour tout t € (0,7

bi(t) = tfs0+20(1+ [Pl /U 5°(0) db],

k0 est définie par (4.32).
Démonstration. Soit z(-) 'unique solution de (F,). Alors,

' e
fo IO dt < K+ o / £t T (IR db. (4.35)

En vertu de i), on a

[fr @z < BO1+[+(0)z()llc)
< B + max(|[Plle,, sup [lz(s)]))

3610.9]

< B+ 2() = e(O)lleaoen + 1¥lleu),

d’ou, pour tout 8 € {0, 7],

.7 @)z(DI* < 287 O + 1¥lle,)* + () — (013, r0.0)




4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

De cette inégalité, (4.35) et la continuité absolue de z(-) sur [0, T, résulte, pour presque

tout s € [0, T},

lo(s) = (O} < s / 1O db
o+ 201+ ol )? [ 576 o 20 [ B0)) ~ Ol gom 1

IA

Ainsi, pour tout s € [0,T], on obtient

2 ()= OE, o < 8[%°+20(1+||¢Hc..)2fosﬁz(ﬂ) d6)+20s /0352(9)”5’3(‘)—?/1(0)||gH([0,e|) df.

L’inégalité de Gronwall, entraine, pour tout s € {0, 77, et pour

£1(s) = buls) + ea(s) f by (£)82(t) exp [ #®a©

que
l2(-) = Y(OME, 0,0 < 61(8)

ol

bi(t) =t +20(1+ [P ller)? / £2(0) do),

(&1 (t) = 2at.

[ est clair que de telles fonctions b (-), a1 () et £;(-) sont croissantes et continues sur [0, T7].

Par conséquent, posons
Ky = |9, + [ (T))?
on obtient
M2 e —ray < K1
Ainsi

(s, 7($)a( NI < (1+ K1)B(s) pp- s € [0,T].
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4.2. Théoréme d’existence et d’unicité

et de (4.35),

T T
f 2| dt < &%+ o(1 + Kl)“/ B2(t) dt.
4 0

La démonstration de la Proposition est ainsi termihée. [J

L’application 9 + z4(-) qui associe & tout 4 dans I'ensemble C := {¥ € Cu([~r,0)) :

¥(0) € domp(0,-)}, unique solution du problem

résultat suivant.

Proposition 4.2.3 Sous les hypothéses du Théore

Punique solution du probléme perturbé avec retard
~&(t) € Op(t, z(t)) + f(t, 7(t)z
z(s) = ¥(s) Vs e [-r,0].

Alors, Uapplication 1 — z4(-) de C dans ['espace

e (Py) est continue. Cest le but du

me 4.2.1, pour tout ¢ € C, soit zy(")

—

) p.p.t€[0,7)

Cx([—7,T)) muni de la norme de la

convergence uniforme est Lipschitz sur tout sous-ensemble borné de C.

Démonstration. Soit M un nombre réel positif fixe. Nous allons montrer que applica-

tion 9 > zy(-) est Lipschitz sur C N MBy, ol By ést la boule unité de Cp = Cu([—r,0]).

En vertu de la Proposition 4.2.2, il existe un nombre réel M, dépendant seulement de M

tel que, pour tout ¥ € C N MB, et, pour presque tout t € [0, T,

1f@&7(®zy (DI < (14 M)B(2) (4.36)

et

T T
/ 6@ dt < &° + (1 + M1)2f B3(t) dt.
0 0

Gréce & cette derniére inégalité, pour un certain n > 0 dépendant seulement de M, pour

tout i € C N MB, et, pour tout ¢ € [0, 7],

g (Mew=r < n. (4.37)

Fixons v, ¥s € C N MB,. dyp(t,+) étant monotone entraine, pour presque tout t € [,

('—j"u’): (t) - f(t’ T(t)xﬁn(')) + fffwg(t) + f(t1 T {t)x'ﬁz('))vxfh(t) = Ly (t)) 20
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et alors

%%(Il% (&) = 2u, (D11%) < g (O) = 2 ONFE ()24, () = Fl& 7Oz (D). (4.38)

En vertu de (44}, il existe une fonction non-négative v,(-) € Li(J) telle que f(z,-) est
n R

¥ (t)-Lipschitz sur 7By (cette fonction dépend seulement

(4.37), entraine que pour presque tout ¢ € {0, T,

2 lon(0) = 20 OIF) < 23 Ollew,() -

Par intégration sur [0, %], on déduit que

de M), I'inégalité en haut, avec

$wz(')“gﬁ({hr‘z]}-

|z, (-} — x!ﬁz(')”g‘y([—r,t]) <|lgh(-) - %(')”é; + 2/0 Yo (S Te, () ~ xgbz(‘)“g,,([_r,s}) ds.

Via le Lemme de Gronwall, on obtient, pour tout ¢ € [0, 7],

2y ) = @o (M iiorey < W1 () = (12,

+2090) =401, [ o) expz [ s(r)ar) ds.

Do,

25, () = gy (Mew-ran < Lir () = P2(Hleo s

ol

L= (1+2exp(2 /{, o(r)dr} fo o(s) ds)3.

Ce qui achéve la démonstration. [
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Fi

Perspectives

Le présent travail présente de nombreuses perspectives; en effet, les hypothéses de
Peralba peuvent étre utilisées pour généraliser le Théoremej2.3.1 dans un espace de Hilbert
de dimension infinie, en remplagant f(-,-) par une multi application F(-,-), sous des

conditions convenables sur F. D’un autre coté, I'étude d’un probléme de contrdle optimal

gouverné par Popérateur sous différentiel avec une perturbation univoque contenant un
retard, en faisant intervenir a la fois les résultats obtenus dans le Théoréme 4.2.1 et la
Proposition 3.3.2, fera 'objet de futurs développements.ile cas d’existence de solution
BV (& variation bornée) est aussi intéressant comme perspective ainsi que le cas général

d’un opérateur maximal monotone.
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Abstract

On evolution inclusions associated with time dependent subdifferentials -
Differential inclusions inolving subdifferential operators, in Hilbert spaces,

have been considered in several frameworks. On the one hand, we provide in the
setting of infinite dimensional Hilbert space, a result concerning the existence
#t¢  and uniqueness of solutions for evolution problems associated with time-
3¥%  dependent subdifferential operators with single-valued perturbations. This
result is then used to extend to optimal control problems associated with such
¥ equations the relaxation theorems with Young measures. On the other hand, we
; investigate the existence and uniqueness of solutions for a differential inclusion
§&  involving a subdifferential operator with time delay in the infinite dimensional
setting. The perturbation which contains the delay is single-valued, separately
measurable, and separately Lipschitz. We:prove, without any compactness
condition, that the problem has one and only one sclution.

Sur des problémes d'évolution régis par des opérateurs sous différentiels

Les inclusions différentielles gouvernées par  les opérateurs sous
différentiels, dans les espaces de Hilbeit, ont été considérées dans plusieurs
travaux. Dans ce mémoire, nous établissons dans le cadre Hilbertien de
dimension infinie, un théoréme d'existence et d'unicité de solution & des
probiémes d'évolution gouvernés par| les opérateurs sous différentiels
dépendant du temps avec perturbations univoques. Ensuite, nous exploitons ce
résultat pour étendre aux problémes de contréle optimal liés a de telles
équations les théorémes de relaxation via les mesures Young. Nous étudions aussi
I'existence et I'unicité de solutions pouriune inclusion différentielle gouvernée
par Yopérateur sous différentiel avec retard. La perturbation qui contient le
retard est univoque, séparément mesurable et séparément Lipschitz. Nous

montrons, sans aucune condition de compacité, que le probléme admet une unique
solution.
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