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NOTATIONS GENERALES

Tout au long de ce mémoire, on adopte les notations suivantes :

0, T intervalle de R.

H :=R? espace de Hilbert de dimension finie.

Cu([0,T]) espace des fonctions continues f : [0,7] — H, noté encore C([0,T], H).
ensemble des nombres entiers naturels.

ensemble des nombres réels.

[—00, +00].
R, ensemble des nombres réels positifs.
1g fonction indicatrice définie par

0 sixz €S

Is(z) =
+oo sixz & S.
d(z,S) distance entre x € X et un sous-ensemble S d’un espace métrique X, notée aussi dg(x).
|S] :=sup{||y||, y € S} ou S est un sous-ensemble de H

|- valeur absolue.
() produit scalaire dans H.
-1l norme associée a (-, ).

| []oo norme de la convergence uniforme ou ||f||c = sup ||f(2)||,f:[0,T] — H.
€10,



Notations générales

P-pP- presque partout.

. du o .

U= m dérivée de u par rapport a t.

Byl0, 1] boule unité fermée dans H de centre 0 et de rayon 1.
Byl0, 1] boule unité ouverte dans H de centre 0 et de rayon 1.

= égal par définition.

L([0,T]) espace des fonctions intégrables f: [0,7] — H.

L%([0,T]) espace des fonctions mesurables f : [0,7] — H telles que : fOT | f(®)]]? dt < 4o0.
(

LY ([0,T]) espace des fonctions mesurables f : [0,7] — H et il existe ¢ tel que|f(z)| < ¢ p.p.

sur(0, T
X espace topologique.
X' espace dual de X.

o(X,X’)  topologie faible sur X.
— convergence forte.

— convergence faible.



INTRODUCTION

L’inclusion différentielle est une généralisation de la notion d’équation différentielle ordi-
naire. Par conséquent, tous les problémes envisagés pour les équations différentielles, a savoir
I’existence de la solution, la continuation de la solution, la dépendance a des conditions et

parameétres initiaux, sont présents dans la théorie des inclusions différentielles.

Comme une inclusion différentielle comporte généralement de nombreuses solutions a partir
d’un point donné, de nouveaux problémes apparaissent, tels que l'investigation des propriétés
topologiques de ’ensemble de solutions, la sélection de solutions a propriétés données, la relation
entre I’ensemble de solutions du probléme original avec ’ensemble de solutions du probléme
convexifié, etc. Pour résoudre ces problémes, des techniques mathématiques spéciales ont été

développées.

Ainsi, les inclusions différentielles ne sont pas seulement des modéles pour de nombreux
processus dynamiques, mais ils fournissent également un outil puissant pour divers branches de

I’analyse mathématique.

Le théme de recherche considéré dans ce mémoire est autour des problémes d’évolution avec

perturbation multivoque. Il est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats fondamentaux de topologie, me-

surabilité et modes de convergence. On rassemble aussi des notions d’analyse fonctionnelle et
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d’analyse convexe. On parle notamment de multi-fonctions et sélections. On termine ce cha-
pitre par rappeler des résultats utiles tels que le théoréme du point fixe et le théoréme d’Ascoli-
Arzela.

Dans les chapitres suivants, on travaille dans un espace de dimension finie H = R?.

Le deuxiéme chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére, on étudie le cas

d’inclusion différentielle du premier ordre avec perturbation univoque de la forme

—u(t) € New(u(t)) + h(t),
(Pry)
w(0) = uy € C(0),

ot Ne(y(u(t)) est le cone normal d'un ensemble r-prox régulier fermé non vide C(t) au point

u(t). La perturbation h : [0,T] — H est une fonction vérifiant des conditions appropriées.

Dans la deuxiéme section, on s’intéresse a I'existence de solutions dans le cas multivoque. Le

probléme est le suivant

—u(t) € New(u(t)) + G(t, u(t)),
(Pe.,)
u(0) = uy € C(0),

ou G :[0,7] x H— H est une multi-fonction semi-continue supérieurement mesurable satisfai-
sant G(t,u) C p(t) + q(t)||u||Bx[0, 1] pour tous (t,u) € [0,T] x H, ot p et q sont des fonctions

intégrables. On procéde par le théoréme du point fixe pour démontrer le résultat d’existence.

Soit 7 un retard fini. Soit Cy := Cy([—r,0]) 'espace de Banach de toutes les fonctions
continues de [—r, 0] dans H muni de la norme de la convergence uniforme. Pour tout ¢ € [0, 1],
soit 7(t) : Cy([—r,t]) — Co une fonction définie par (7(t)u)(s) = u(t + s),Vs € [—r,0],Vu €
Cu([—r,t]). On considére une multi-fonction G satisfaisant des conditions convenables.

Dans le troisiéme chapitre, on discute 1'existence des solutions de 'inclusion différentielle avec

retard de forme

—u(t) € New(u(t)) + F(t, 7(t)u), p.p sur t € [0,1],
(Pr)

u(s) = (s),Vs € [—r,0],u(t) € C(t),vt € [0,1].
Les résultats d’existence (et d’unicité s’il y a lieu) de solutions aux problémes considérés dans

ce mémoire sont pris de [8], [1].



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Ce chapitre a pour but d’introduire tous les outils nécessaires dont on aura besoin dans la
suite. En effet, on va rappeler des notions de base, quelques résultats fondamentaux, y compris
divers concepts concernant 1’analyse multivoque. Essentiellement, on rappelle le théoréme du
point fixe, le théoréme d’Ascoli-Arzela, ainsi que d’autres résultats classiques. Le contenu du

chapitre a été pris des références |B], 8], [9], |18], |19].

1.1 Rappels et résultats fondamentaux

Dans tout ce qui s’ensuit X est un ensemble non vide.

Définition 1.1.1. On considére I' C P(X), ou P(X) est I’ensemble de toutes les parties de

X. I est dite topologie si
1.0el, Xel.
2. Une intersection finie d’éléments de I' appartient a I.

3. Une réunion quelconque d’éléments de I appartient a I.



1.1. Rappels et résultats fondamentaux

Dans ce cas, le couple (X, I") est dit espace topologique.
Les éléments de I' sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Définition 1.1.2.
Soit (X, I") un espace topologique et x € X. On dit qu’une partie V de X est un voisinage de

x sl existe un ouvert U de X tel que x € U C V.

Définition 1.1.3. On dit que X un espace séparé si pour tous points distincts x et y dans X,

il existe un voisinage V. de x dans X, et un voisinage V, de y dans X tels que V, NV, = 0.

Définition 1.1.4. On appelle Tribu sur X toute famille I de parties de X telle que :
1. 0el.
2. I est stable par passage auxr complémentaires.
3. I est stable par passage aux réunions dénombrables.

Dans ce cas, le couple (X, I") est appelé espace mesurable.

Définition 1.1.5. (Application mesurable)
Soient (X1, 1) et (Xo, Is) deux espaces mesurables. Une application f : (X1,11) — (Xo, I3)

est dite mesurable si f~1(A) € I, pour tout A € I5.

Définition 1.1.6. Soit (X, I') un espace mesurable. Une mesure sur (X, I') est une application
p:I' = [0, +o0] vérifiant
1. p(0) =0.
2. Pour toute famille {A,, n € N} d’éléments de I' deuzx & deux disjoints (c’est-a-dire que
A,NAn =0 lorsque n #m), on a la propriété d’additivité dénombrable
n(U A) = 5 p(4,)
On dit alors que (X, I', p) est un espace mesure.

Lorsque u(X) < oo, on dit que la mesure u est finie.

Un ensemble A est dit p-négligeable s’il existe B € I tel que A C B et u(B) = 0.



1.1. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.1.7. (Propriété vraie u-presque partout)
On dit qu’une propriété est vraie p-presque partout sur X si la propriété est fausse sur une

partie p-négligeable de X, on note pup.p.

Définition 1.1.8.

L’application d : X x X — [0, +o0o[ est une distance sur X si pour tous z, y, z € X, on a
1. d(x, y) =0 si et seulement si x =y,
2. d(z, y) = d(y, x),

3. d(z, z) < d(z, y) +d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Définition 1.1.9.

Soient (X, d) un espace métrique, S C X et xy € X, alors
d S) = infd
(0, 5) = infd(zo, ),
d(xg,S) est la plus petite distance entre le point xq et l'ensemble S, notée encore dg(xg).

Définition 1.1.10. On appelle norme sur un espace vectoriel réel ou complere X, de dimension
finie ou infinie, toute application x — ||z|| de X dans R, vérifiant les conditions

i)VeeX: ||z|]| =02 =0,

i) Ve e X, VA e R || Az|| = |A|.||=]],

iii) Vo, y € X o a4yl < ||zl +|yl|.

Toute norme définit naturellement une distance : d(z,y) = ||z — y||.

Définition 1.1.11. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, || -||) ot X est un espace
vectoriel et || - || est une norme sur X.

Définition 1.1.12. Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. La suite (z,),cn est dite une

suite de Cauchy si et seulement si :

Ve >0,3ng € N,Vp, ¢ € Nyp>qg>ng: ||z, — 24| <e.



1.1. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.1.13. Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé. On dit que (X, ||-]|) est un espace
complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour || - ||, composée d’éléments de X, admet

une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.1.14. (Continuité séquentielle)

Soient (X1, I'1), (X, I's) deux espaces topologiques et f : Xy — Xg. La fonction f est dite
séquentiellement continue en x € Xy si pour toute suite (x,) C Xy telle que x,, — x, alors, on
a: flz,) — f(z).

La fonction f est séquentiellement continue sur Xy si elle est séquentiellement continue en tout

point de X;.

Définition 1.1.15. Soit (X, ") un espace topologique et soit A C X. On dit que A est dense

dans X si A =X, ot U'on note A Uadhérence de A qui le plus petit fermé contenant A.

Définition 1.1.16. On dit qu’un espace topologique (X, I") est séparable s’il existe un sous-

ensemble A C X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.1.17. Soit (X, I") un espace topologique.

1. Un recouvrement de X est une famille (A;);c; de partie de X telle que X C |J A;.
i€l
Si de plus, I est un ensemble fini, on dit que (A;)ic 1 est un recouvrement fini de X.

2. Soit (A;)ier un recouvrement de X. Soit J C I tel que X C |J Aj, on dit que (A;);c est
jed
un sous-recouvrement de (A;)icr.

3. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (U;);c tel que X C |J Us.
i€l

Définition 1.1.18. On dit que X est compact s’il est séparé et de tout recouvrement ouvert de

X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.1.19. Soit (X, I') un espace topologique. On dit que

e K C X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts, on peut extraire un

sous-recouvrement fini.

e A C X est relativement compact si A est compact.

10



1.2. Généralités sur 'analyse convexe

Soient E, X deux espaces normés, (f, : X — E), ¢y une suite d’applications et f: X — E.

Définition 1.1.20. (Convergence ponctuelle)
On dit que (fn)nen converge ponctuellement vers f (sur X) si et seulement si, pour tout = de

X, la suite (fn(x))nen converge vers f(z) dans E.

Définition 1.1.21. (Convergence uniforme)

1) On dit que (fn)nen converge uniformément vers f (sur X) si et seulement si :

Ve>0,IN € NVn € N,Ve € X, (n> N =||fu(z) — f(2)]] <e).

2) Si (fa)nen et f sont bornées, alors pour montrer que (fn)nen converge uniformément vers f

sur X, il faut et il suffit de montrer que :

1fn = flloe = 0.

Définition 1.1.22.

Soit X un espace de Banach. Soit f € X' et soit
PYr X —R
r— @p(z) = (f,x).

Lorsque f parcourt X', on obtient une famille d’applications (¢f)fex-
On appelle topologie faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications

(¢f)rex: continues sur X et on la note o(X, X").

Définition 1.1.23. (Convergence faible)

Soit (x,) une suite de points de X, alors
T, =& (f,r,) — (f,x)Vf e X"

Corollaire 1.1.1.

Dans un espace de Hilbert, toute suite bornée admet une sous-suite faiblement convergente.

11



1.2. Généralités sur 'analyse convexe

1.2 Généralités sur ’analyse convexe

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.1.
Un ensemble S C H est conveze siVx,y € S, ¥Vt € [0,1]: te+ (1 —t)yeS.

Une fonction ¢ : H —] — 00, +00] est dite conveze si

Ve,y € Hy YVt € [0,1]: ¢t + (1 —1t)y) <ty(z)+ (1 —t)Y(y).

Définition 1.2.2.
Le sous-différentiel proximal d’une fonction semi-continue inférieurement f au point x noté

P f(x) est l'ensemble de tous les & € H pour lesquels, il existe 6 > 0 tel que
Vo' € 1 +6By[0,1] ona: (&2 —z) < f(2') — f(x) +6||2" — 2|?,
ot By|0,1] est la boule ouverte de centre 0 et le rayon 1.

Définition 1.2.3.
Soient S un sous-ensemble non vide fermé de H et x € S. On définit le cone normal proximal

de S en x noté N?(S,x) ou N&(z) par
NP(S,z) = 0"1s(x),
qui s’exprime comme Suit
NP(S,x)={¢ € H 36> 0,Va' € (x+5By[0,1)) NS, (&2 — z) < 5|2’ — 2||*}.

Proposition 1.2.1.

Soient S un sous-ensemble non vide fermé de H et x € S, alors
a) NP(S,z)={£€ H:30 >0,(, 2/ —x) < |2/ — z||?, Vo' € S}.
b) NP?(S,x) est conveze.

c) Si S est convexe, alors NP(S,x) = {£ € H, tel que : (¢,2' —z) <0, Va' € S}.

12



1.3. Multi-fonctions et sélections

Définition 1.2.4.
Soit S un sous-ensemble non vide fermé de H et soit T € S. Le cone normal de Fréchet est

donné par

N§(z):={y € H : limsup(y, i

N R

) <0},

avec v —° T signifie que v — T et x € S.

Théoreme 1.2.1. (Relation entre le cone et le sous différentiel de la fonction distance)

Soient S un sous-ensemble non vide fermé de H et x € S alors :
oPd(S,x) = NP(S,z) N By[0,1],
ot By[0,1] est la boule unité fermée de H.

Définition 1.2.5. (Ensemble r-proz régulier)
Soit v €]0,400]. Un sous ensemble S est r-prox régulier si est seulment si : si pour x € S et

tout v € NP(S,x) tel que v #0 on a :
v 1 9
<—,y—£lj'> < —Hy—mH ’ Vy S S,
1al r
par convention % = 0 pour r = +o0.

Proposition 1.2.2.

Tout ensemble r-prox réqulier vérifie l’estimation suivante :

(U] — Vg, k] — Tg) > —\|x1—x2|]2, Vi=1,2 z; €5, ||v]| <.

1.3 Multi-fonctions et sélections

Soient X et Y deux ensembles non vides.

Définition 1.3.1. Une multi-fonction ou multi-application F définie sur X a valeurs dans
l’ensemble de parties de Y est une fonction qui a tout élément x € X associe un sous-ensemble

F(z) deY et onnote F: X Y.

13



1.3. Multi-fonctions et sélections

Définition 1.3.2. Soit F : X = Y une multi-application. On appelle sélection de F toute

application f: X — Y vérifiant f(x) € F(x), Vo € X.

Définition 1.3.3.
Soient (X, I') un espace mesurable, Y un espace métrique, et F': X =Y une multi-fonction.

On dit que F' est mesurable si pour tout ouvert V de 'Y

F'V)y={ze X, Flx)NV #0} € I

Théoréme 1.3.1. Soient (X, I") un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable
et soit F': X ==Y une multi-application mesurable a valeurs fermées. Alors, elle admet au

moins une sélection mesurable.

Définition 1.3.4. (Graphe de multi-fonction)
Soit F': X =Y une multi-fonction. On appelle graphe de F noté graph (F') l’ensemble défini
par :
graph(F) ={(z,y) e X XY, y € F(x)}.
Définition 1.3.5.
La multi-fonction F : I = X (I et X sont deuz espaces topologiques) est dite semi-continue

supérieurement (scs) au point ty € I si est seulement si, pour tout ouvert Ude X tel que

F(ty) C U, il existe un voisinage V' de ty tel que F(t) C U, Vt € V.

Définition 1.3.6.

La multi-fonction F est dite scs sur I si ' est scs en tout point de 1.

On rappelle le résultat suivant (voir proposition 1.17 [I4]).

Proposition 1.3.1.
Soit ¢ une fonction de type Lipschitz définie de R? & valeurs dans R. Alors, le sous-différentiel
de o noté Oy est une multi-fonction semi-continue supérieurement & valeurs convexes compactes

dans RY.

Définition 1.3.7. (Multi-fonction intégralement bornée)
Soit E un espace normé. Soit F : I = E une multi-fonction mesurable. La multi-fonction F' est

dite intégralement bornée si il existe h € Ly (I) telle que |F(t)| < h(t) presque pour tout t € I.

14



1.4. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.3.2. Soit ' : I = E une multi-fonction intégrablement bornée a valeurs non vides
converes faiblement compactes dans un espace de Banach séparable. Alors, Sk est o(LL(I), LS (I))-

compact ot Sk est I'ensemble des sélections intégrables de F défini par

Sp=A{f € Lp(I) : f(t) € F(t) p.p.}.

1.4 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.4.1. (Fonction scalairement intégrable)
Soit H un espace de Hilbert. Soit f : I — H une fonction. La fonction f est dite scalairement

intégrable si pour tout y € H, (y, f(-)) est intégrable.

Théoréme 1.4.1. (Fonction absolument continue)
Soit un intervalle |a, b] de R, une fonction i : [a, b] — H est dite absolument continue si est

seulement si elle est lintégrale de sa dérivée, i.e.,

b
v o)) 00) di
Remarque 1.4.2. 1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Définition 1.4.2. (Fonction lipschitzienne)

Soit ¢ : H—R. On dit que 1 est Lipschitz de rapport L >0 ou L-Lipschitz, si et seulement si,

Va,ye H [¢Y)—y)l < Lilz—yll

La fonction v est dite non-expansive si elle est 1-Lipschitz.

Remarque 1.4.3.

Toute fonction Lipschitz est absolument continue.

Théoréme 1.4.4. (Théoréme de Kakutani-Ky Fan)
Soit S un sous-ensemble conveze faiblement compact d’un espace de Banach. Soit F: S = S
une multi-fonction a valeurs faiblement fermées convezres. Si le graphe de F est faiblement

fermé, alors, il existe x € S tel que x € F(x), i.e., F' admet un point fize.

15



1.4. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.4.5. (Théoréme de fermeture)

Soit H un espace de Hilbert. On considére une multi-fonction ¢ définie sur [0,T| x H a valeurs
non vides convezes compactes dans H telle que pour t € [0,T), ¢(t,-) est semi-continue supé-
rieurement. On suppose qu’il existe des applications (f,), f de [0,T] dans H et (g,), g sont

scalairement intégrables de [0,T] dans H telles que

a) gn(t) € O(t, fu(l)) p-p.
b) Pour tout x € H fizé, la suite (x, g,(-)) converge vers (x,g(-)) par rapport a la topologie
faible o (Ly ([0, T1), L5 ([0, T7)),

) m f(1) = £(2) pp.
Alors, g(t) € o(t, f(t)) p.p.

Théoréeme 1.4.6. (Théoréme d’Ascoli- Arzela)
Soit (X,d) un espace métrique compact et (Y,d') un espace métrique complet. Alors, une partie
H de Cy(X) est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme, si et

seulement si les deux conditions sont satisfaites :

1. H est équicontinue .i.e :
Vee X, Ve>0, 30 >0, VfeH, Vye X: (d(z,y) <) = (d(f(x), f(y)) <e).
2. Pour tout x € X, l'ensemble H(x) = {f(z), f € H} est relativement compact.

Lemme 1.4.1. (Inégalité de Gronwall)

Soient «, B,r : [0,T] — [0, +o0o[ des fonctions intégrables positives pour tout t € [0,T]

r(t) < a(t) + B(t) /0 ' (s)ds.
Alors, on a
(0 < a(t)+ 50) [ o) [ plrlarias
pour tout t € [0,T).

Lemme 1.4.2. (Lemme de Gronwall "Forme intégrale”)

Soient 1 : [0,T] — Ry et ¢ : [0,T] — R deux fonctions continues qui vérifient

Vi>to: o) < K+/t P(s)p(s)ds
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1.4. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

ot K est une constante. Alors, on a

Vi>to:  ot) < Kexp(/t P(s)ds).
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN PROBLEME

D'’EVOLUTION PERTURBE

Tout au long de ce chapitre on note 9Pd(S,z) = 9d(S, x) et NP(S,z) = N(S,z), on travaille
dans un espace de dimension finie H = R¢.
Le but de ce chapitre est d’établir le résultat d’existence de solutions absolument continues de

I'inclusion différentielle de la forme

—i(t) € Newl(ult)+ Gt ult)),
u(0) = wup € C(0),

(Pe.,)

ou G est une perturbation multivoque définie sur [0, 7] x H a valeurs convexes compactes dans
H. On commence par rappeler le théoréme d’existence et d’unicité de solution absolument

continue au probléme d’évolution de la forme

—i(t) € New(u(t)) + h(t),
w(0) = up € C0),

(Prey)

ot h € LL([0,T]). On montre aussi que 'ensemble de solutions de ce probléme est compact

dans Cy(I). Enfin, grace au résultat d’existence correspondant a (Py)) et d’autres techniques

18



2.1. Cas d’une perturbation univoque

telles que le théoréme du point fixe, on démontre le résultat d’existence relatif a (Pg(.,.)).

Cette partie a été prise de [§], [15].

2.1 Cas d’une perturbation univoque
On commence par énoncer les Théorémes 2.1, 2.2 ainsi que Corollaire 2.1. de [15]. Les dé-
monstrations étant longues, alors, on les a enlevées.

Théoréeme 2.1.1.
On suppose qu’il existe un nombre r(t) > 0. Soit C(t) un sous-ensemble r(t)-prox régulier de

H tel que : il existe une fonction croissante, absolument continue v : [0,T] — R satisfaisant
|d(e,C(t)) —d(e,C(s))| < |v(t) —v(s)|Vt,s € I, Ve € H. (2.1.1)

De plus, on suppose que

Q/tb(s)ds <r(t) pour t>0. (2.1.2)

Alors, une fonction x(-) est une solution de l'inclusion différentielle
t(t) € =New(x(t)),2(0) = 2o € C(0) (2.1.3)
st et seulement si x est une solution de l'inclusion différentielle

i(t) € —0(t)dde (x(t)), 2(0) € C(0). (2.1.4)

Théoréme 2.1.2.

On suppose qu’il existe un nombre r(t) > 0. Soit C(t) un sous-ensemble r(t)-prox régulier de

H satisfaisant (2.1.1)-(2.1.2). Alors, les inclusions différentielles (2.1.3)) et (2.1.4)) ont le méme

ensemble de solutions et cet ensemble de solutions est non vide. De plus, pour toute solution
z(+), on a

lz@)|] <o) p.p.tel0,T].
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

Corollaire 2.1.1.

Sous les hypotheéses du Théoreme|2.1.2|, on suppose de plus que la fonction t — % est intégrable

sur [0,T]. Alors, le processus de rafle (2.1.3) admet une unique solution xz(-), et cette solution
satisfait ||z(t)|| < 0(t). De plus, si z, indique 'unique solution associée o a € C(0), alors, la
fonction a — x, est lipschitzienne sur C(0) dans l’espace des fonctions continue de [0,T] dans

H muni du la norme sup.

On revient maintenant aux hypothéses de [8]. On suppose que :
(H,) Pour tout ¢t € [0,T], C(t) est un sous-ensemble non vide fermé de H qui est r-prox régulier
pour tout r €]0, 00| fixé.
(Hy) C(t) varie de maniére absolument continue c’est-a-dire, il existe une fonction absolument

continue v : [0,7] — R telle que :

|d(z,C(t)) —d(y,C(s))| < ||l —yl|| + [v(t) —v(s)| Yo,y € H et Vs, t € [0,T].

Rappelons que ’hypothése (H;) garantit que pour tout réel non-négatif 6 < r, tout point de

C(t) + 6B[0,1] a le point le plus proche dans C(t) (voir par exemple [13]).

Proposition 2.1.1.
On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont satisfaites. Alors, pour tout h € L ([0,T])

linclusion différentielle

—u(t) € New(u(t)) + h(t)
(Py) v

u(0) = uy € C(0),

admet une unique solution absolument continue u(-) qui vérifie
[la(t) + RO < [o(@)] + [[A@)]]-
De plus, soit m une fonction intégrable, positive définie sur [0,T) et soit
H = {h e Ly([0.7)), In(t)[] < m(t) pp}.

Alors, lensemble de solutions {un,h € H}, ot uy est l'unique solution absolument continue de
Uinclusion ci dessus est compact dans Cy([0,T)), et Uapplication h — wy, est continue sur H ot

H est muni de la topologie faible o(L([0,T)), L3([0,T7)).
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

Démonstration. Soit h € L} ([0,7]). On pose

b(t) = /Oth(s)ds, D(t) = C(t) + 9(t), ¥t € [0, T).

Il est clair que tous les ensembles D(t) sont non vides fermés et r-prox réguliers, alors les
ensembles D(t) satisfont (H).

Pour tous s,t € [0,7] et tout e € H, on a

|d(e, D(s)) — d(e, D(t))| = |d(e — 3(s), C(s)) — d(e — (1), C(t))|
< [9() = D) + [v(t) = v(s)]

t

<\ [ nwydr - /0 hr)dr|| + |

0

<l [ werar +1 [ ot
/||h ||d¢+/ o(r |dr—/[||h< )|+ [o(7) s
< |V(t)

7

t

o(r)dr — /OSD(T)dT]

0

ou
t
V(t) = / (lo(s) + [Ih(s)]])ds
0
Alors, les ensembles D(t) satisfont (Hy) avec la fonction V' au lieu de la fonction v.

L’inclusion différentielle suivante

—(t) € Neow(u(t)) + h(t)

(Pn())
u(0) = uy € C(0).
équivaut a
—y(t) € Npe(y(t))
y(0) = ug € C(0) = D(0).

y(t) = u(t) + (1), vt € [0, T7].
En effet, C(t) étant un ensemble non vide fermé, —g(t) € N¢)(u(t)), de la Proposition

il existe 0 > 0, tel que

(=g(t),x —u(t)) < dllz —u(®)|]*, Vo€ C(t)
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

ie.,

(=9(t), (@ +¥(1) — (u(t) +$(t))) < dll(z + (1) — (ult) + ¥(E)]*, Yo e ()

(=y(t), 2 —y(t)) < dllz —y(O)II*, ¥z € D(1)

car z = x + ¥(t) € D(t) pour tout z € C(t). D’ot, —y(t) € Npw)(y(t)) et équivalence des
deux inclusions a lieu, avec y(0) = uo € C(0) = D(0).
D’aprés le Théoréme et le Corollaire on sait que (Py(+)) admet une unique solution

absolument continue tel que y(-) satisfait I'inclusion

—y(t) € V()ddpe (y(t))
y(0) = ug € C(0) = D(0).
Alors, on a
[y @[] = [[a(t) + h(D)]] < [0(E)] + [[R(D)]]-

Ainsi, le probléme (P(-)) admet une unique solution absolument continue u; et pour tout

h € H, I'estimation suivante
i ()] = [l (t) + () — R(1)]]
< [lin(8)| + A @) + |2 ()]
< [o(t)] + 2[[h(®)]]
< |o(t)] + 2m(t),
a lieu pour presque tout ¢ € [0, 7.

On va montrer que {uy, h € H} est relativement compact dans Cy ().

Soit h € H, alors pour tout t € I, on a
t
up(t) = uo +/ Up(s)ds
0

[un(®)]] < HWH/O [l (s)|lds = H%H+/O (Io(s)] + 2m(s))ds < oo,

(up(t)) étant bornée (H de dimension finie ) alors (up(t)) est relativement compact dans H.

La suite (uy,) étant équi-continue car pour tous s,t € [0,7], on a
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

t
[un(s) — un(t)]] = ||/ ip(7)dr]|
tS
< [ lin(oliar
St
< / [lo(T)| + 2m(7)]dT.
Par application du théoréme d’Ascoli-Arzéla (Théoréme , découle le résultat.
Montrons la continuité de h — wu,. On note que H et
K= {h € Ly([0,T]) : [[A(®)]] < [6(t)] + 2m(t) p.p}

sont des sous-ensembles faiblement compacts de L1 ([0, T]). Soit (h,) une suite dans H qui
converge faiblement vers h € H. Par 'estimation précédente w;,, € K pour tout n. Alors,
on peut extraire des sous-suites telles que (iy,) converge faiblement dans LL([0,7]) vers la

fonction z € KC et (up,) converge uniformément vers la fonction w € Cy([0,7]) avec :
t
w(t) = ug +/ z(s)ds,V € [0,T7.
0
D’ou, w = z p.p. En utilisant le Théoréme [2.1.1] il résulte que uy, satisfait I'inclusion

i (1) € W ()0 (un, (1) + hult),
up, = up(0) € C(0),

W(t) = /0 (j0(s)| + m(s))ds, vt € [0, T].

On a (ty, +h,) converge faiblement vers w+ h dans L};([0,T]) et (up,) converge uniformément
vers w. Or, la fonction distance dc;)(-) d’un ensemble fermé r-prox régulier C(t) étant de type
Lipschitz, d’aprés Proposition [1.3.1} la multi-fonction 2 = W(t)(‘?dc(t)(x) est semi-continue

supérieurement a valeurs compactes convexes sur H. En utilisant le résultat de fermeture (voir

Théoréme [1.4.5)), on trouve

—w(t) € W(t)@dc(t)(w(t)) + h(t),
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

Alors, la fonction absolument continue w satisfait I'inclusion

i (t) € Nog (w(t)) + h(t),
w(0) = uy € C(0),
De l'unicité de la solution résulte w = wuy,. D’oul la continuité séquentielle de h — wuy,. On déduit

la continuité de cette application (les espaces sont métriques).

En utilisant le Théoréme 2.1.1} il résulte que I’ensemble de solutions de I'inclusion

—(t) € New(u(t)) +m(t)Byl0, 1],
u(0) = up € C(0),

est compact dans Cy([0,T7). O

Maintenant, on s’intéresse a chercher un lien entre la solution de

(

—ip(t) € Nog(ug(t) + f(1),

ur(0) = uy € C(0),

\

et la solution de )

—14(t) € New (ug(t)) + 9(t),

ug(O) =g € 0(0)7

\

ot f et g sont deux fonctions intégrables.

On pose par convention % =0 pour r = 400,

Y= exp (%/0 [i(s)|ds) > 1.

Proposition 2.1.2.
Soient f,g € LL([0,T]) avec ||f(t)]| < o(t) et ||g(t)|| < o(t) o o est une fonction intégrable.

Sous les hypothéses de la Proposition on a : pour tout t € [0,T]
1 T t
) = w0l < vexp (- [ ats)ds) [ 11565) = gls)las

Démonstration. Comme

—uy(t) € Now(us(t) + f(1),
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2.1. Cas d’une perturbation univoque

et
—ty(t) € New(ug(t)) + g(t),

on a de la Proposition pour presque par tout ¢ € [0, 7]

i (8) + FOI < 0@ + LA < [o()] + o (t),
et

|lig () + g < [0(0)] + [lg)]] < [o(t)] + o (t).
Alors, pour tout ¢ € [0,7]

wortem (s (t) + f(t) € New(up(t) et || gamem (U @) + FO)] < 7,
et
Toram (e () +9(1) € New (ug(t)) et || gmmmm (te(t) + g(@)l] <7

D’on, de [12]

(ip(t) = (1) = (=tg(t) = g(1)), us(t) = uy(t)) = —%(I@(t)! + o ())|ug(t) — ug(t)]I*.

Il s’en suit que pour presque tout t € [0, 7]

{tp(t) = tig(t), ur (t) — ug(t))
< (g(t) = f(), up(t) = uy(t)) + %(Iv(t)l +o()Jup(t) — ug (1),

et I'inégalité suivante

%(Ilw(t) —ug(t)]|*) = 2%(|Iw(t) = g (t)[[) s (t) — ug(1)]]

0@ + o (t))
< 2(/1£(8) = 9Ol + —— " llug(t) = ug(@)Dlus () = ug(B)]] (2.1.5)
a lieu. De plus, pour tout ty €]0, 77 tel que < |[us(-) — uy()||(to) existe, il n’est pas difficile de
voir
d
Sl () = ug()][(to) = 0 (2.1.6)
car pour tout ¢ au voisinage de to, ||us(t) — ug(t)|| — ||us(to) — ug(to)|| = ||lus(t) — uy(t)|| > 0.

La fonction t — ||us(t) — uy(t)|| étant absolument continue (car la norme est lipschitzienne),

(2.1.5) et (2.1.6) entrainent que pour presque tout ¢t € [0, 7]

[0@)| +o(t))

%(I\Uf(t) —ug(D)]]) < 1f(8) = 9] + [y (t) = ug (D]
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2.2. Cas d’une perturbation multivoque

Comme ||uf(0) — u,(0)|| = 0, d’aprés le lemme de Gronwall (Lemme [1.4.2), on obtient pour

tout t € [0, 7]

lus(®) = @)1 < exp (- [ 100+ 0(6)) [ 1766) = sl

et donc

lus(®) = )] < vexp (& [ a(s)as) [ 1) = glo)las.

2.2 (Cas d’une perturbation multivoque

On commence cette section par le lemme suivant.

Lemme 2.2.1.
On suppose que (Hy) et (Hy) sont satisfaits. Soit G : [0,T) x H = H une multi-fonction a

valeurs compactes telle que

(i) Pour toute fonction absolument continue w : [0,T] — H, la multi-fonction t = G(t,u(t))

est intégrable sur [0, T).

(ii) Il existe deux fonctions p,q € Ly, ([0,T]) telles que
G(t,z) C (p(t) + q(®)l|2l]) Bul0,1], ¥ (t,2) € [0,T] x H.
Si u(-) est une solution absolument continue de " inclusion différentielle suivante :
—lt) € Neg(u(®)) + G(t, u(®)) pp. u(0) = uo, (2.2.1)

alors, pour presque tout t € [0,T]

la(®)]] < alt) + 5()

a(t) = [o(6)] + 2p(t) + 2¢(1)||uol|

et



2.2. Cas d’une perturbation multivoque

Démonstration.
On suppose que u(-) est une solution absolument continue de (2.2.1). De (i) et les techniques
usuels pour les multi-fonctions mesurables, il existe une fonction mesurable ¢ : [0,7] — H

telle que
p(t) € Gt u(t)) et —u(t) —p(t) € Now(u(t)), (2.2.2)

pour tout t € [0,7]. De (iz), on a

eI < p(t) + g(@)[[u@)]];

alors ¢ est intégrable sur [0, 7] car p et ¢ sont intégrables et u est bornée sur [0, 7).

On pose (t) = fg ©(s)ds pour tout t € [0, 7], alors 1 est absolument continue et v)(t) = o(t),
vVt € ]0,T]. On fixe t € [0,7] tel que satisfaite, ©(t) existe, et 1)(t) = ¢(t) a lieu. De
(H1), New(u(t)) coincide avec le cone normal de Fréchet Ng(t) (u(t)). Donc par définition, il

existe une fonction € : H — [0, 4+o00[ telle que lim e(z) = 0 et pour tout x € C(¢)

z—u(t)
(=a(t) —o(t),z —u(t)) < e(@)||lz —u®)]] (2.2.3)
On fixe 0 > 1 et on observe de (Hs), pour tout s < ¢
Au(s) +(5) — (1), C(0)
< d(u(s) +¢(s) = ¥(t), C(s)) + [v(s) = v(t)]
< |l(s) = @) + [v(s) = v(®)],
ot I'inégalité précédente a lieu car u(s) € C(s). Donc il existe y(s) € C(t) tel que :
[lu(s) +(s) = (1) = y(s)ll < al[v(s) = D) + alo(s) —v(t)],
et d’apres (12.2.3).
(—a(t) = @(t), u(s) +9(s) = (1) —y(s) + y(s) — u(t))
< alfat) +e@I[([lvs) = L@ + |v(s) = v(®)]) + ey(s)lly(s) — uld)]
< alfat) +e@I[([lv(s) = L@l + |v(s) = v()])
+e(y(s)(alle(s) = Y@ + alo(s) —v(B)])
+e(y(s))(lluls) + ¥ (s) = o(t) —u(@)]]).
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2.2. Cas d’une perturbation multivoque

Comme t — s > 0, I'inégalité précédente entraine

(ift) +p(r), L P A,
< ofi(t) — (o)1) 222D 12Dy )

avec ligm(s) =0 car

lim——(o145(s) — v(O)l| + olo(s) — v(®)] + [fu(s) — u(t) + () - v,

sttt — s

existe dans R et lirr%e(y(s)) = 0. Alors, par passage a la limite quand s 1 ¢, il résulte
s—

(@(t) + @(t),a(t) + (1)) < alla(t) + e@II(e@)]] + [o@)]]),

pour tout o > 1, on obtient

[1a(8) + eI < lle@)] + [o(2)] (2.2.4)

et donc, d’apreés (ii), on peut supposer pour ¢ fixé (en haut)
a(@)[] < [0()] + 2lle@)]] < [0()] + 2p(t) 4 2q ()] lu(?)]].

On va maintenant appliquer 'inégalité de Gronwall (Lemme . On observe d’abord que

l'inégalité ci-dessous assure pour tout t € [0, 7],
t
la()]] < [o(t)] + 2p(t) + 2q(t)][uo +/ i(s)ds||
0
t
< [0(t)] 4 2p(t) + 2q(t)|uol| + 261@)/ |li(s)llds,
0

par I'inégalité de Gronwall, on trouve

|meSaw+o«wAhw$wmg/quﬂua
ot a(t) := [6(t)] + 2p(t) + 2q(0)] o]l 0

Théoréeme 2.2.1.
On suppose que (Hy) et (Hs) sont satisfaits. Soit G : [0,T] x H = H est une multi-fonction a

valeurs compactes convexes telle que :
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2.2. Cas d’une perturbation multivoque

(i) Pour tout t € [0,T], la multi-fonction x = G(t,z) est semi-continue supérieurement sur

H.
(i) Pour tout x € H, la multi-fonction t = G(t,z) est mesurable sur [0,T].

(iii) Il existe deux fonctions p et q dans L]}M([O,T]) telles que :
G(t,x) C (p(t) + q(t)||z]|)Bul0,1],¥(t,z)) € [0,T] x H.

Alors, pour tout ug € C(0), il existe une solution absolument continue w : [0,T] x H du probléme
u(t) € —New(u(t)) + G(t,u(t)), p.p. w(0) = uo,

et pour toute solution u(-), on a
la(®)]| < a(t) + B(¢)

pour tout t € [0,T] ot a(t) et 5(t) sont données dans le lemme précédent.

Démonstration.

Etape 1 :

On suppose que G(t,r) C m(t)By[0,1] pour tout (t,z) € [0,T] x By, m est une fonction
intégrable non-négative sur [0, 7. Soit A(t) = m(t)Bg|0,1],Vt € [0, 7). Alors, A est une multi-
fonction a valeurs convexes compactes et intégrablement bornée et ’ensemble

Sk ={f € LL([0,T]), f(t) € A(t) = m(t)Bg([0,1])} des sélections intégrables de A est non
vide et o(LY([0,1]), L53([0,1])) compact.

Pour tout f € S}, soit uy I'unique solution absolument continue de
u(t) € =Nee (u(t) + f(t) pp. u(0) = uo € C(0),
dont I'existence est assurée par la Proposition Pour tout f € S}, on a
G(t,us(t)) C A(t),Vt € [0,T].

De la Proposition 2.1.1] 'ensemble X := {u; : f € SA} est compact dans Cp ([0, T]). Pour tout
f € SX, on définit ¢ : SA = LL([0,T]) tell que

U(f) = {g € Ly([0,71) : g(t) € G(t, ug(t)) pp. €[0T}
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2.2. Cas d’une perturbation multivoque

On va montrer que la multi-fonction ¢ a valeurs convexes faiblement compactes définie sur S
qui prend des valeurs convexes faiblement compactes dans S} est semi-continue supérieurement.
Comme S} est convexe faiblement compact dans Lk ([0,T]), il suffit de montrer que le graphe
de 1) est séquentiellement compact pour la topologie considérée. Soit (f,,) une suite dans S}
qui converge faiblement dans Lk ([0,T]) vers f € SX. Par la Proposition (uy,) converge
uniformément vers uy € X. Soit ¢, € ¥(f,). Comme la suite (g,,) est inclue dans I"ensemble
convexe faiblement compact S}, on peut supposer que (g,) converge faiblement vers g € S},
il résulte du Théorémel.4.5| que ¢(t) € G(t,ur(t)) p.p. D’ou, le graphe de 1 est faiblement
compact dans S x SX. Par le Théoréme [I.4.4]du point fixe, 1) admet un point fixe f € SX. Il

s’en suit que us est une solution absolument continue de

u(t) € =New (u(t)) + f(t) p.pu(0) =ug € C(0) et f(t) € G(t,us(t)) p.p. t €[0,T].

Etape 2 :
On passe maintenant au cas général. On suppose que G satisfait (i)-(iii). Pour «(t) et 5(t)
données par le Lemme , on pose Y(t) := ||uo|| + fot[oz(s) + B(s)]ds. Considérons la fonction

v si|lz|] < ()
I1:]0,7) x H— H oull(t,z) =

Wi ]| > (1)

et on pose

Go(t,z) = G(t,11(t, z)).

Alors, Gy(t,-) est semi-continue supérieurement par la propriété (i) et G(¢,-) et mesurable par
la propriété (i) sur G(-,x). Pour m(t) = p(t)+q(t)y(t), on a Go(t,z) C m(t)By[0,1] pour tout

x € H. Comme u(-) est une solution de

W(t) € =Ne (u(t) + Gt u(t)) pp. u(0) = uo,
si et seulement si u(-) est une solution de

(t) € =New(u(t) + Go(t, u(t)) p.p. u(0) = uo,

on peut appliquer I’é¢tape 1 a la derniére inclusion pour terminer la démonstration. O]
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN PROBLEME

D’EVOLUTION PERTURBE AVEC RETARD

Tout au long de ce chapitre, on travaille dans un espace de dimension finie H = R

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’existence de solutions pour I'inclusion différentielle contenant
un retard fini régie par le processus de la rafle.
Dans tout ce qui s’en suit, on suppose T = 1.
Soit 7 un retard fini. Soit Cy := Cy([—7,0]) 'espace de Banach de toutes les fonctions continues
de [—r,0] dans H muni de la norme de la convergence uniforme. Pour tout ¢ € [0, 1], soit 7(¢) :
Cu([—r,t]) — Co une fonction définie par (7(t)u)(s) = u(t + s),Vs € [—r,0],Vu € Cy([—r,1]).
On considére une multi-fonction G satisfaisant des conditions convenables. Il s’agit de résoudre
le probléme de la forme

—(t) € Now(u(t)) + F(t, 7(t)u),p.p sur t € [0, 1],

(Pr)

u(s) = ¢(s),Vs € [—r,0],u(t) € C(t),vt € [0,1],
et ce par une méthode de discrétisation, en combinant le résultat d’existence du chapitre 2
concernant le probléme d’évolution avec perturbation multivoque ne contenant pas un retard.

Cette partie a été prise de [§].
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3.1. Résultat d’existence

Avant de donner le résultat principal du chapitre, on énonce la remarque suivante sans la

démontrer.

Remarque 3.0.1. On pose
o (t) = 0(t) + 2p(t) + 2¢(t)|C([0, TT)]

t t
5(0) = 20(0) [ ()expl2 [ alr)an)ds.
0 s
Alors, pour tout intervalle [so,to] C [0,T] et pour toute solution absolument continue de
u(t) € —New (u(t)) + G(t, u(t)) p.p. t € [so,to], u(so) = uo € C(s0),

on a l’estimation suivante
()] < ~'(t) == /(t) + ()

pour presque tout t € [sg, to).

3.1 Résultat d’existence

On suppose que :
(Hy) Pour tout t € [0, 7], C(t) est un sous-ensemble non vide fermé de H qui est r-prox régulier
pour tout r €]0, +-o00] fixé.
(Hy) C(t) varie de maniére absolument continue c’est-a-dire, il existe une fonction absolument

continue v : [0,7] — R telle que :
|d(z, C(t)) — d(y, C(s))| < [lw =yl + [o(t) — v(s)| Va,y € H et Vs, t € [0,T].
On démontre le théoréme d’existence du chapitre 3.

Théoréme 3.1.1. On suppose que (Hy) et (Hsy) sont satisfaites et C(t) est un sous-ensemble
compact de H pour tout t € I. Soit p € Cy([—7,0]) avec ¢(0) € C(0). Soit F' une multi-fonction
F :[0,1] xCu([-7,0]) = H séparément mesurable et séparément semi-continue supérieurement

a valeurs converes compactes satisfaisant la condition croissance |F(t,u(t))| < p(t)+q(t)]|u(0)]|
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3.1. Résultat d’existence

pour tout (t,u) € [0,1] X Cy([—r,0]) ot p(-) et q(-) sont des fonctions intégrables non-négatives

définies sur [0, 1]. Alors, l’ensemble de solutions de

u(t) € —=New (u(t)) + F(t, 7(t)u), p.p sur t € [0,1],
(£r)

u(s) = (), Vs € [—r,0], u(t) € C(t), Vt € [0,1],

est non vide et compact dans Cy([—r,1]).

Démonstration. La démonstration repose sur le Théoréme R.2.1|et une technique de discré-

tisation développée dans [4] et [5]. Nous considérons une partition de [0, 1] par les points

th =%k =0,1,2,3..n. Une suite (u,) dans Cy([—r,1]) sera définie telle que sa sous-suite

converge uniformément sur [—r, 1] & une solution u(-) de (P;).

Etapel : Affirmation : pour tout entier n > 1 et pour tout 0 < k < n — 1, il existe ux € C(%)

k+1

et une fonction continue w,, : [, T] — H qui vérifie les propriétés suivantes

(i) u, = ¢ sur [—r,0].

(ii) La restriction de u, sur [£, %51] est une solution absolument continue du probléme

—u(t) € New(u(t)) + F(t, 7(55) (L ult)) pp. t € [, 55 avec u(f) = ung, ot fi! est

n
une fonction continue de [—r, 1] x H dans H définie par

up(t) sit € [—r, £
f]?(t,l’) -
un(ﬁ) +n(t — %)(x — un(g)) site [E Eily

n

k k“] est une solution absolument continue de

De plus, (ii) signifie que la restriction de u sur [,

Pinclusion ci dessus avec valeur initiale u(%) = u, . Pour tout (¢,z) € [-r, 1] x H, on pose

t) site|—r0,
fot.2) = o(t) [, 0]

(0) + nt(z — ¢(0) si t € [0, 7].
Notons que f§'(%,z) = z,Vo € H. On va montrer que la fonction z +— 7(2)f5(-, z) définie de

H dans Cy([—r,0]) est non-expansive. En effet, nous avons

1 1 1
(- ) fi 2) =T Coylllen—roy = sup [Ifg ¢+~ 2) = fy'(t+ .yl

te[—r,0]

= sup ||fg(s,@) = fi'(s,9)l| = sup [[ns(z —y)|| = ||z —yll.
selortl L sef0, 1]
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3.1. Résultat d’existence

D’ou, la multi-fonction (¢,z) = Fg'(t,z) := F(t,7(2) fi'(-,x)) est semi-continue supérieurement

et satisfait

!F(t,T(%)fS‘(ww))l < p(t) + a7~ )fo (0, 2)I = p(t) + q(®)]|]],

pour tout (t,z) € [0,1] x H. Le Théoréme assure I’existence d’une solution absolument

continue v : [0, 1] — H au probléme
i 1 n
5 € —=New (v () + Ft, 7(= )fo( 0 (1) ppt € [0, -] et vg = p(0).

DeﬂmnmaH%@MSVWMZaﬁ%+E®pptemle
o/ (t) == 0(t) + 2p(t) + 2q(1)|C([0,T])| et B'(t) := 2q(t) [y[e'(s) exp(2 [} q(7)dr)]ds
(voir Remarque [3.0.1)), rappelons que les ensembles C'(¢) sont compacts. On pose

wnlt) = o(t) site[-r0],

vp(0) sitel0,L].
1

Alors, u, est bien définie sur [—r, -] avec u, = ¢ sur [—r,0] et

(1) € Neg(n(t)) + F{t, 7S5 n(t))) - £ €10,

un(t) € C(1), Vit € [0, 2],

n

avec |[u(t)]| < ~/(t) p.p. t € [0, %]. Supposons que u, est définie sur [—r, £] avec u, = ¢ sur

[—7, 0] est une solution absolument continue du probléme

. kE—1 k
(1) € ~Negw (u(t)) + Flt, () s u(t)) pp.sur £ &[22 5
k—1 k—1
u( n ) - un( n ) = Un,k-1,
avec |[i, ()] < /(t) p-p. ot fi'y : [-r, %] x H — H est définie par
un(t) sit € [—r, %],
fl?—l@? I) =
un (1) +n(t = B (2 —un(B1)) sit € [kn ]
Par conséquent, on peut définir de la méme maniére f}' : [—r ] x H — H par
un(t) sit € [—r, %],
fl?(tv x) =

Un(E) +n(t — £)(z — un(£)) st t € [, 2],
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3.1. Résultat d’existence

Notons que 7'( LY fr(0,7) = f,?(%, x) = x pour tout x € H. Alors, pour tous x,y € H, nous

avons

D e =D ooy

P e+ )

17

= sup |[fi(t+
te[—r,0]

= sup Hfl?<3>x)_fl?(8>y>’|
se[—r4 kL kil

n '’ n

On va vérifier que la fonction z — 7(E2) (-, z) de H dans Cy/([—r,0]) est non-expansive. Il

ya deux cas

(1) Si —r + 5L < % "hous avons
n n

sur [—r, %],
sup Hfl?(sax) - fl?(say)H =0
se[—r,g]
donc
sup ||y (ss2) = fi(s,9)ll = sup |[|f(s,2) — fii (s,9)]
s€[—r4 kL kL] se[£, ]

n ’n n’ n

k
= sup ||n(s — ~)(@ = y)|l = [lz —y]|.
selk, Bl "

n n

(2) Si % < —p 4 < %, nous avons

sup ||f]?($,l’) _fl?(‘say)”
[ T,+k+1 k+1]

n ’n

< sup [[f (s, 2) — fi (s, )]

[lc k+1]

= s (lnls — )@ =)l = llz — sl

se[ﬁ ﬂ]

La multi-fonction F}' : [0,1] x H == H a valeurs convexes compactes définie par

Fp(t, ) = Ft, () o)

est séparément mesurable et séparément semi-continue supérieurement. Comme F}' satisfait les

conditions précédentes

k+1 1)f,?(0,x)|!Ip(t)-irQ(t)HxHa

F D e o)) < o) + g@)lr
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3.1. Résultat d’existence

pour tous (t,z) € [0,1] x H — H.

Le Théoréme assure l'existence d’une solution absolument continue v} : [%, £81] — H du

probléme
Ui (t) € =Now (vE () + Fi (6 ve (@) pptel, ——],
ok k
G = (),
k k k+1
BRI <7 () ppt €[ ).

Par conséquent, il existe g' € Li;([£, £1]) tel que

i € F(t. () o 0) po b€ [, T,

et
(1) € ~New( () + g0, pp. 1 e [ 20
W) =),

Par induction, on peut construire la fonction u, sur Uintervalle [—r, 1] avec u,, = ¢ sur [—r, 1]

telle que pour tout intervalle [%, %], elle est une solution absolument continue de

S ) po e (52

u(t) € —New(t) + F(t, 7(

avec u(E) :=w,y et |[u(t)]| <+ (¢) pp.

I suffit, en gardant la notation précédente, de définir w, = v sur [£, 2] g, () = g7 (¢) pour
tout t €)%, 2 et u,, = ¢ sur [—r, 0].

Nous avons d,(t) = £,6,,(t) = © pour tout t €)%, 1] et a I’aide de la notation précédente, il

est facile de vérifier que

gn(t) € F(t,7(0n(t)) 7111971(1‘,)—1(.7 u,(t))) p-p- t €0, 1],
[E(, 7(0n () f 10, 1)1 (- un (E) ] < p(2) + g () [un(?)]]. (3.1.1)

Par construction, u, est continue sur [—r, 1] avec u, = ¢ sur [—r,0] et sa restriction sur [0, 1]
vérifie

itn(t) € ~Nego(un(t)) + galt) pp. t €10, 1], (3.1.2)
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3.1. Résultat d’existence

avec u,(0) = p(0) et ||a,(t)|]| <~/(t) pour tout ¢ € [0, 1].
Etape 2

On va montrer que (u,) converge uniformément sur [—r, 1] vers la fonction u € Cy([—r, 1]).

Soient (u,) et (g,) comme dans (3.1.1) et (3.1.2). Nous avons

gn (DI < p() + a(@)[[un(®)]] < m(t) = p(t) + ¢@)(|l@(0)]] +/0 7' (s)ds) pp-t €10,1]

et pour tout n. Il s’ensuite que (g,) est relativement faiblement compact sur L} ([0,1]). Sup-
posons que (g,) converge vers g € L}, ([0,1]) sur o(L} ([0, 1]), L5, ([0,1])). Tl est évident que la
suite (u,) converge sur Cy/([0,1]).

Supposons que (u,) converge sur Cy ([0, 1]) vers une fonction v € Cy([0, 1]) avec

pour tout ¢t € [0, 1], pour tout ¢ € [—r, 1], on a

a(t) = @ site|-r0],

v sitel0,1].

Alors u € Cy([—r,1]) et (u,) converge vers u sur Cy([—r, 1]).

Etape 3

Montrons que 7(6,(t)) S, -1 (- u(t)) converge sur |0, 1] vers 7(t)u dans l'espace de Banach
Cr([=7,0]).

On fixe ¢ €]0, 1]. Soit n un entier positive pour tout % <r.Illy aunentier 0 < k <n—1 pour
tout ¢ 6]%, %] Alors, nous avons 'estimation suivante :

17 (0 (1)) f,. 1) -2 (5 (@) = T(@)ullep

< sup [IffCE 4w (6) — u(E 1)l 4+ sup [[u(EEE +€)) — ule + 1))

e€[—r,0] e€[—r,0]
< sup [un (B2 4 €)) — u(E2E + €| + sup un () +n(e + L) (un(t) — un(2))
e€[—r,— ] e€[—,0]
—u(E )|+ sup [Ju(EL 4 ) — ufe + )]
e€[—r,0]
< [ Supl]llun(% +e) —u(EL +e)|| + Tuy ]Ilne(un(t)) — un(£)]]
—T,—g ec —5,0
+ sup ||u,(t) — u(% +e)||+ sup Hu(kni1 +e) —ule+1)||
e€[—21,0] e€[—r,0]
< [sup 1HI%(% +e) —u(EL - e)|| + [[un(t) — un(E)|| + [Jun(t) — u(t)|]
ec|—r,—=
+ sup (JJu(t) —u(EEL +e)||+ sup [[u(EEL +e) —ule +1)|].
e€[—21,0] e€[—r,0]
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3.1. Résultat d’existence

Nous allons montrer que I'estimation précédent

17 (On(0)) )1 (5 un () = T@)ulleyy gy — 0

quand n — oo. Nous avons u,(t) — u(t) — 0. De plus, on a

k
[ln () = wn(I] < Jun(t) = w@] + [Ju(t) — w(Ga@)I] + [u(0a(t)) = un(Oa())]]-
Comme §,,(t) — t et u est continue, ||u(t) —u(d,(t))|| — 0 tel que ||w(d,(t)) —un(d,(t))|| — O car
u,, converge uniformément vers u. Alors ||u, () —u, (6, (t))]| — 0. Soit € > 0. u est uniformément

continue, il y a n > 0 pour tout |s—t| < n = [[u(s)—u(t)|| < e. Or, nous avons [ +e—¢| < L

pour tout e € [ 0]. Dot sup (||u(t) — u(®L + ¢)||) < e pour L < 5. De méme, on a
ee[f%,O]
B +e— (e+1)| < L pour tout e € [—r,0], alors sup [|u(®t +e) —u(e+1t)|| < e pourt <.
e€[—r,0]

Comme u,, — u converge uniformément, pour n assez grand, nous avons

sup ||un(e) —u(e)|| < e. Mais
e€[—r,1]

= sup ||un(€e) —ule)||

eel—r+EEL k]

n ’n

< sup |[un(e) —ule)|| <e.
e€[—r,1]

Donc, nous pouvons conclure que 7(60,(t)) fry -1 (- un(t)) = 7(t)u dans Cy([—r,0]).
Etape 4.
g(t) € F(t,7(t)u) p.p. t €]0,1] et conclusion.
En effet, nous avons g,(t) € F(t,7(6n(1)) [}, 1)—1 (> un(?)) p-p. t €]0,1]. Comme g, — g fai-
blement dans L3;([0,1]) et |[7(0,(t)) fu(-, un(t)) — 7(t)ul] — 0 pour tout ¢ €]0, 1] et la multi-
fonction F(t,-) est semi continue supérieurement sur Cy([—r,0]), par un résultat de fermeture
(voir Théoréme [1.4.5), on a g(t) € F(t, 7(t)u) p.p. t €]0,1], de plus et Proposition R.1.1]
assure que

i(t) € —Neg () + gt) po. ¢ € [0,1].
Cela montre que u est une solution de (P,). De ce qui précéde résulte la compacité de ’ensemble

de solutions.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a rassemblé quelques résultats de [8], [I5] sur une classe d’inclusions
différentielles liée au processus de la rafle perturbé.

D’abord, on a étudié en dimension finie 'existence de solutions pour le probléme

—u(t) € N (u(t)) + h(t),
(Pu()) Y
u(0) = uy € C(0),

ou h € Ly ([0,T]) et Nog) est le cone normal d’un ensemble r-prox régulier C(t).

Ensuite, on a résolu le probléme

—u(t) € Now(u(t)) + G(t, u(t)),
(PG('> )) -
u(0) = uo € C(0),

ol GG est une multi-fonction.

On a terminé ce mémoire par I’étude du probléme avec retard

) —u(t) € Newy(u(t)) + F(t, 7(t)u) pp sur te[0,1],
u(s) = p(s),Vs € [—r,0],u(t) € C(t),vt € [0,1],

De nombreux travaux concernant les inclusions différentielles avec perturbation univoque (ou
multivoque) du premier ordre régies par le cone normal d’un ensemble fermé ou r-prox régulier
ou par le sous différentiel d’une fonction convexe semi-continue inférieurement, avec ou sans

retard se trouvent dans la littérature. Pour plus de détails, on référe le lecteur a consulter par

excemple [2], [, [6], [7]. [10], [T, (2], [I6], [7].
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