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Introduction

Soit  est un ouvert borné de R? de frontiere I' et considérons I’équation aux dérivées
partielles linéaire elliptique donnée par

(1)

—Ay+by=20 dans €,
{ Yy=1u sur I,

ou b € L>®(Q). Il est bien connu que si la donnée u dans la condition de Dirichlet n’est
pas une fonction suffisamment réguliere (typiquement si u € L?(T)), alors la solvabilité
de (1) ne peut se faire que dans le cadre variationnel L2, en utilisant la méthode de
transposition et la notion de solution tres faible. Comme nous le verrons plus loin, des
résultats d’interpolation dans les espaces de Sobolev nous permettent de montrer que
la solution trés faible est un peu plus réguliere et appartient a ’espace intermédiaire
HY/ 2(Q). Mais ce cadre n’est pas plus adapté quand il s’agit d’approximation numérique
ot le cadre variationnel H' (utilisant la notion de solution faible classique) est plus
attractif car plus naturel.

La procédure de pénalisation de Robin consiste a approcher la condition au bord de type
Dirichlet (1), par une condition au bord de type Robin

0
el ty=u sur T,

ol le parametre de pénalisation € > 0 est assujétti a tendre vers zéro. Cette procédure
induit un effet régularisant et permet de traiter le cas de problemes avec des données
non régulieres dans le cadre variationnel H'. Elle est aussi plus facile & mettre en oeuvre
numériquement et est largement utilisée dans les codes utilisant les méthodes numériques
variationnelles pour la résolution de problemes du type de (1).

La question naturelle est quel lien existe-t-il entre les deux probleémes ? Autrement dit,
si yS € HY(Q) est la solution faible de

—Ay+by=20 dans (2,
(2)

5%+y:u sur I,

et si y, € L%(Q) est la solution trés faible de (1), la suite (y;i)6 converge-t-elle vers y,
quand le parameétre de pénalisation ¢ tend vers zéro, et si oui pour quelle topologie ?



2 INTRODUCTION

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ’analyse mathématique d’un probleme de
controle optimal gouverné par ’équation d’état (1) (le controle étant la donnée u dans
la condition au bord de type Dirichlet.) Plus précisément, le premier objectif est d’étudier
le probleme suivant

Minimiser J(u) = %/ o — yal? dz + g/ ul? da
(P) Q Q

u € Uad,

ol yg € L*(Q) est une fonction fixée, A > 0 et ou 'ensemble des controles admissibles
est donné par

Uwg={ue L>®T) | a<u(r)<pB pourpt. xec}, avec a, B € R.

Le manque de régularité de I’état que nous avons évoqué plus haut rend délicats tous les
aspects de l’analyse mathématique du probleme (P), allant de Iexistence d’un controle
optimal aux conditions d’optimalité, en passant par la solvabilité de ’équation adjointe
associée. D’oul notre deuxieme objectif : étudier le probleme de contréle optimal pénalisé
gouverné par (2). Plus précisément, nous considérons le probleme suivant

Minimiser J.(u) = ;/ s — yal® do + ;‘/ ul® da
Q Q

u € Uyyq,

(P)

Une fois achevée l'analyse mathématique de (P¢) (celle-ci comportant en particulier
la solvabilité de ’équation d’état pénalisée, celle de ’équation adjointe associée, ’exis-
tence d’un contréle optimal, les conditions d’optimalités correspondantes ainsi que sa
caractérisation), nous nous tournons vers I’analyse asymptotique qui nous permet de
lier les deux problemes. Nous montrons en particulier que si % est un controle optimal
de (P) et si u® est un controle optimal de (P¢) alors

18— @l 2y < Cel/?,

ou C' est une constante positive indépendante de . Ce résultat est la conséquence de
résultats similaires liant ’état yz et ’état pénalisé yZ, ainsi que 1’état adjoint et I’état
adjoint pénalisé.

La pénalisation de probleme de controle a été tres étudiée au cours des vingt dernieres
années. Nous citerons en particulier [1], [2], [3] pour les problemes paraboliques, [4] et [5]
pour les problemes elliptiques. Cette these est principalement basée sur les références [5]
et [6]. L’analyse mathématique et numérique du probleme (P) a été menée dans [6] dans
le cas plus général d’une EDP semi-linéaire, d’'une fonctionnelle cotit non nécessairement
quadratique par rapport a la variable état et d’'un domaine polygonal convexe. Dans
le méme cadre, I’étude du probleme (P°) et lanalyse asymptotique relativement au
parametre de pénalisation a été faite dans [5]. Nous avons préféré considérer le cas d’une
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équation linéaire, d'un cotit quadratique et d’un domaine de classe C? afin de mettre en
valeur la procédure de pénalisation et de simplifier 'analyse asymptotique (basée sur des
conditions d’optimalité suffisantes du second ordre naturellement satisfaites dans notre
cas). Il a cependant fallu faire un travail bibliographique et de recherche cohérent et
consistant.
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Chapitre 1

Problemes de controle optimal
dans une condition de Dirichlet



6 1. PROBLEMES DE CONTROLE DANS UNE CONDITION DE DIRICHLET

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étudier 'existence d’un contréle optimal et d’établir les
conditions d’optimalité pour le probleme (P). Comme déja indiqué dans l'introduction
générale, le manque de régularité de la variable contréle impose de considérer le cadre
variationnel L? pour I'analyse de I’équation d’état (1) et d’utiliser la méthode de trans-
position. Pour fonctionner, celle-ci nécessite que soit garantie la solvabilité d’une classe
d’EDP linéaires elliptiques de la forme

{ —Az+bz=f dans {2, (1.1)

z=0 sur I,

ot f € L?() et b€ L*(£). Nous commencerons donc par étudier systématiquement le
probléme (1.1), obtenant des résultats d’existence et de régularité dans HE(2) N H?(€)
et des estimations associées.

Nous passons ensuite a 1’étude de 1’équation d’état et considérons en premier lieu le
cas ot le controle u € H~Y2(I"). Utilisant la méthode de transposition, nous montrons
l'existence d’une solution trés faible y, dans L?(£2). Nous rappelons ensuite le résultat
classique qui stipule que si u € H'/2(T), alors la solution trés faible est en fait une solu-
tion faible appartenant & H'(Q) (la démonstration, basée sur la méthode de relévement
est aussi donnée). Finalement, utilisant des résultats d’interpolation dans les espaces de
Sobolev, nous montrons que si u € L2(I") (et est donc plus régulier que H~1/2(T") mais
moins régulier que H/2(T")), alors la solution trés faible y, appartient & H/2(Q) (elle est
donc plus réguliere que L?(2) mais moins réguliere que H'(Q)). Finalement, utilisant le
principe du maximum, nous montrons que si u € L*°(I"), alors y,, € L*°(Q2).

La section 1.3 est alors dévolue a l’existence d’un controle optimal et la section suivante
aux conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité. Utilisant ces dernieres, nous ca-
ractérisons le controle optimal et montrons qu’il hérite de la régularité de I’état adjoint.
Les notations et des résultats auxiliaires sont placés en appendice & la fin du manuscript.

1.2 Solvabilité de I’équation d’état

1.2.1 Equation avec condition aux limites de type Dirichlet homogene

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) du probleme (1.1). Cette classe de problemes auxiliaires sera tres utilisée par la
suite.

Définition 1.2.1. Soit f € L*(Q) et b € L>®(2). Une fonction zy € H}(Q) est une
solution faible de ’équation (1.1) si

(Vzp, Vo) + (bzp,0) = (f,0) Vo € Hy().
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Proposition 1.2.2. Soit f € L?(Q) et b € L®(Q) avec b > 0. Alors l’équation (1.1)
admet une solution faible unique dans z; € H}(). De plus, lestimation suivante est
satisfaite

12¢l ) < CPllfllr2@):

o, Cp est la constante de Poincaré.

Démonstration. La formulation variationnelle associée peut-étre écrite sous la forme

a(zp, ¢) = F(9) Vo € Hy(9), (1.2)
ou a est la forme bilinéaire définie par
a(C,0) = (V(, V) + (b, ¢) V¢, ¢ € Hy(Q) (1.3)

et ou F' est la forme linéaire définie par

F(¢)=(f,¢) Vo€ Hy(Q).

Vérifions que a est continue dans H}(€2). En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et
I'inégalité de Poincaré, il vient que

la(¢, )| = [(V(, Vo) + (bw, ¢)|
< IVCIlL2@) VAl L2y + 10l 2o () €] 2y 191122 (0)
< (L+ CPlbllre@) Sl g 19lm@) V¢, ¢ € Hy(Q).

Prouvons & présent que a est coercive dans H}(€2). Prenant en compte le fait que b > 0,
on obtient

a($,0) = (V6, V) + (b8, 0) = [V 720 + (b9, 0)
= |6y + (b6, )
> ¢l Vo€ Hy().
Finalement, en utilisant 'inégalité de Poincaré et des arguments classiques, on obtient

IF()| = (£, 0)] < Iflz@llele@) < Crlfllz@llmioy Vo € Ho(R),

montrant ainsi la continuité de F'. Les conditions d’application du théoreme de Lax-
Milgram étant satisfaites, nous déduisons que I’équation (1.1) admet une solution faible
unique zy € H}(Q).

Pour obtenir 'estimation a priori correspondante, posons ¢ = z; dans la formulation
(1.2) et utilisant la coercivité de a et la continuité de F', nous obtenons

|27 ) < alzr, 27) = F(zp) < Cpllfll2c)l2f ()
et donc
|Zf|H3(Q) < CPHfHLQ(Q)‘

Ceci termine la démonstration. O
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Comme nous le verrons dans la proposition 1.2.4 ci-apres, la solution faible de (1.1)
est plus réguliere que H}(Q2). Ce résultat est une conséquence des résultats classiques
énoncés dans le lemme suivant.

Lemme 1.2.3. L'opérateur —A est un isomorphisme de H} ()N H?(Q) dans L*(Q). De
plus, la semi-norme || g2y = [|A-|| 12(q) est une norme sur HY Q)N H?(Q), équivalente
a la norme usuelle ||-|| g2(q). Plus précisement, il existe deuz constantes positives Cy et
Cy tel que

16llz72() < C110lp2(0) < C2 02y Vo € Ho(Q) N H?(9). (1.4)

Démonstration. Rappelons en premier lieu que pour g € L%(£2), le probleme

—Ap=g dans €, (15)
¢=0 sur I

admet une solution unique dans H}(2) N H2(Q) et que celle-ci satisfait I'estimation
suivante

10l 20y < Crllgllz2(q) - (1.6)
ou C7 est une constante positive indépendante de g. Une conséquence directe est que
I'opérateur —A est un isomorphisme de H} () N H2(Q) dans L?(Q2). De plus, la semi-
norme ||z est une norme sur H 2(Q), équivalente & la norme usuelle ||-|| H2(0)- En
effet, remarquant que n’importe quelle fonction ¢ € HE(Q) N H?(Q) est solution de (1.5)

avec g = —A1), nous déduisons grace a (1.6) que
9l g2y < Crlelgzi) < CrV2I[Ull g2 Yo € Hy(2) N H?(9Q).
Ceci termine la preuve. O

Proposition 1.2.4. Soit f € L*(Q) et b € L>®(Q) avec b > 0. Alors la solution faible
zp de Uéquation (1.1) appartient a Hi(Q) N H2(Q). De plus, on a Uestimation suivante

22y < € (14 1Bl oy ) 11200
ou C' > 0 est une constante indépendante de b et de f.

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.2, ’équation (1.1) admet une solution faible
zp € H}(Q). De plus, il est clair que cette solution satisfait (1.5) avec g = f—bzy € L*(9).
Il vient alors que zy € H%(2) et grace a (1.6), l'inégalité de Poincaré et I'estimation
donnée dans la proposition 1.2.2, nous obtenons

12f 12y < CLISf = b2gll o) < Ch (”f”ﬁm) bl o HZf”L2<Q>>
< €1 (Ifls(@ +Cr Il imiey 1] )

< 1 (14 C3 bl e (@y) 11200y

ce qui termine la preuve. O
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1.2.2 Equation avec condition aux limites de type Dirichlet non ho-
mogene

Cette section est dévolue a la solvabilité de I’équation d’état (1). Nous allons commencer
par étudier le cas ot u € H~1/2 (T") et utiliser la méthode de transposition pour montrer
I'existence d’une solution trés faible au probléme (1) dans L?(Q2). Nous analysons ensuite
le cas plus régulier ott v € H'/?(I") et montrons Pexistence d’une solution faible classique
dans H'(§). Combinant les résultats ainsi obtenus avec des arguments d’interpolation,
nous montrons que dans le cas intermédiaire ott u € L%(T') la solution trés faible définie
par transposition appartient & H/2(Q).

Considérons alors le premier cas.

Définition 1.2.5. Soit u € H-Y/2(') et b € L>®(Q). Une fonction y, € L*(Q) est une
solution tres faible de l’équation (1) si

(s =26 + bd) = — (u, 52 Ve HYQ)NHAQ).  (L7)

>H*”Z’(F),Hl/Q(F)
Nous avons alors le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Proposition 1.2.6. Soitu € H='/2(T) etb € L>(Q) satisfaisant b > 0. Alors I’équation
(1) admet une unique solution trés faible y, € L*(Q). De plus, I’estimation suivante est
satisfaite

Il 2y < © (14 16l 0w ) Tl -2ty
ou, C est une constante indépendante de b et de u.

Démonstration. La preuve sera divisée en deux parties.

Partie 1. Commencons par le cas b = 0. Prenant en compte le lemme 1.2.3, il est facile
de voir que y, est solution de (1) si, et seulement si, ¢, = (—A)_1 yu est solution du
probléme suivant

{Trouver Cu € HY Q) N H?(Q)  tel que (1.8)

ao(Cu, @) = F(¢) Vo € Hy(2) N H*(),
ou ag est la forme bilinéaire définie par
aO(C? ¢) = (A<7 A¢) )

et ou F' est la forme linéaire définie par

F(9) = (u, 52

>H*1/2<r>,H1/2<r> '

Vérifions que ag est continue dans H¢ () N H?(2). En effet, de simples calculs montrent
que

la0(C, @) = 1(AC, Ad)| < AN 2oy 1862
— [Cliegey [Blie G0 € HEQ) N HA(9).
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De P’autre c6té, on a
ao($, 6) = A 720 = [8l7r2(0)

et par conséquent ag est coercive dans H}(Q)N H?(€2). Finalement, utilisant le théoreme
de trace dans H?(Q2) et prenant en compte (1.4), nous obtenons

LOIRE

>H—1/2(r),H1/2(r)

99
on

< ollgaroqey | 52 oo

< Cllull g-172(0y 191l 2

<C HUHH*U?(F) ’¢’H2(Q) )
ce qui montre que F est continue dans H}(2) N H?(). Les conditions d’application
du théoréeme de Lax-Milgram étant satisfaites, nous déduisons que le probleme (1.8)

admet une solution unique ¢, € H}(Q) N H?(Q). Posant ¢ = ¢, dans (1.8) et utilisant
la coercivité de ag et la continuité de F', nous obtenons

2
[Cultr2(0) < @o(Cu, Cu) = F(Cu) < C llull g-1r2(ry [Sul g2
et donc
Cul 2y < Cllull g-1/2(ry -
L’estimation correspondante a y, suit alors en remarquant que |[yul|12(q) = [Cul g2(q)-

Partie 2. Considérons maintenant le cas b # 0. D’aprés la premiere partie, le probleme

_ - _ 99 1 2
0,86) = (0 52) s ey TOEHQNEYQ@), (19)
admet une solution unique y; € L?(€2) et que
Y1l 2y < Cllull g-1/2(ry - (1.10)

Vu que b > 0 et que by; € L?(Q2), nous déduisons grace a la proposition 1.2.2 que le
probleme

—Ays + bys = —by; dans €2,
y2 =0 sur I,

admet une solution faible unique yo € Hg(Q) et qu’elle satisfait
Hy2||L2(Q) <Cp \y2|H3(Q) < 0129 ||b?JlHL2(Q) < 0123 HbHLoo(Q) Hy1||L2(Q) . (1.11)

La formule de Green montre alors que yo est une solution tres faible du probleme
précédent, i.e.

(Y2, —A¢ + bo) = — (byy, P) Vo € Hi(Q) N H(Q). (1.12)
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Combinant alors (1.9) et (1.12), il vient que y, = y1 + y2 € L%(Q) satisfait

(g — 20 + bg) = — (u, 52 Vo € HY Q)N HA(Q).

>H*1/2(F),Hl/2(1“)
En d’autre termes, y, est une solution treés faible de (1). L’estimation correspondante
vient en combinant (1.10) et (1.11).

Afin de conclure la démonstration, il faut montrer que la solution ainsi obtenue est
unique. Supposons qu’il existe une deuxieme solution x,. Alors y = y, — X, satisfait

(y,—Ad+bp) =0 Vo € HH Q)N H*(Q).

Choisissant ¢ = 2z, € H(Q) N H*(), la solution du probleéme (1.1) correspondant &
f =, on obtient

2
19llz2(0) = 0,
et donc y =0, i.e. Yy, = Xu- O

Plus de régularité sur le controle, nous permet de considérer une formulation variation-
nelle plus classique et de définir une solution au sens faible.

Définition 1.2.7. Soit u € HY?(T'). Une fonction y, € H'(Q) est une solution faible
de l’équation (1) si
yuh_‘: U

(1.13)
a (Yu, ) =0 Vo € HL(Q),

ot a est la forme bilinéaire définie par (1.3).

Utilisant la formule de Green, nous pouvons voir que si une solution faible existe au sens
de la définition 1.2.7, alors c’est une solution trés faible au sens de la définition 1.2.5.

Proposition 1.2.8. Soit u € HY/2(T) et b € L®(Q) satisfaisant b > 0. Alors Iéquation
(1) admet une solution faible unique y, € H*(Q). De plus, les estimations suivantes sont
satisfaites

Il sy < C (1418l ooy leilgosagry (1.14)

Il /2y < € (1+ 1Bl ooy ) il oy (1.15)
ou, C est une constante indépendante de b et de u.

Démonstration. La preuve est divisée en trois parties. Dans la premiére, nous mon-
trons I'existence d’une solution faible et établissons une estimation correspondante dans
H'(2). L'unicité de la solution est traité dans la deuxiéme partie. La derniére partie est
dévolue a l’estimation de la solution dans H'/2(Q).
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Partie 1. Grace au théoréme de relévement (voir le théoréme de traces dans H'(Q)),
nous savons qu’il existe U € H () tel que

{ U|1" =1Uu
Ul g ) < Cllwll gy -

Considérons alors le probleme

{Trouver by € H () tel que (1.16)

a(thu, §) = —a(U,¢) V¢ € Hy(Q)

ou a est la forme bilinéaire définie par (1.3). Nous avons déja vérifié que a continue et
coercive sur Hg(Q) (cf. la démonstration de la proposition 1.2.2). Utilisant les mémes
arguments, on obtient

|—a(U,¢)| < |(VU, V)| +|(bU, ¢)|
< [VUll g2 (0 1011 ) + [1bll oo () 1T 2y €1l 220
< (HVUHL2(Q) + Cp [l 100 () HUHL2(Q)) 9130 -

ce qui montre que la forme linéaire ¢ — —a(U, ¢) est continue sur H{(Q). Les condi-
tions d’application du théoreme de Lax-Milgram étant satisfaites, nous déduisons que le
probléme (1.16) admet une solution faible unique v, € H}(2) et que

uliy@ < (VU 2y + Cp bl ey 1012y ) < € (14 10l zoe ) 10 a2y

Il est alors clair que y, = ¥, + U € H'(Q) est une solution faible de (1) (au sens de la
définition 1.2.7) et que

Il @) = I+ Ullsey < IWull iy + 10 e o
<(1+ 01%)1/2 [Yulgz + Ul g1 o
<C (1 + Hb||L°°(Q)) (PR
<O (1 Bl Tl -

d’ou D'estimation.

Partie 2. Supposons qu'il existe une deuxieéme solution y,. Alors y = y, — xu € Hg ()
et satisfait
aly, ) =0 V¢ € Hy(Q).

Choisissant ¢ = y, utilisant la coercivité de a et I'inégalité de Poincaré, on obtient

2 2
c%% 19llz2(0) < YlH ) < aly,y) =0,
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et donc y = 0, i.e. Yy = Xu-
Partie 3. Nous allons estimer y, dans H/2(f).
Soit g € L?(2) et soit 2, € HY(Q)NH?(Q) la solution de I’équation (1.1) correspondante.

Posant ¢ = z, dans la formulation tres faible (1.7), il vient que

(Yur9) = — <u %>H71/2(F)7H1/2(F) = - (u %)F. (1.17)

Nous savons que H/2(Q) = Hé/z(Q) (cf. [11, Théoreme 1.4.2.4]) et donc (HY?(Q)) =
H~/2(Q). Utilisant le fait que L?(Q) soit dense dans H~/2(Q), on obtient

Hyu”Hl/Q(Q) = sup <97yu>H—1/2(Q)’H1/2(Q)
geH~1/2(Q)

\|9HH71/2<Q):1

= (90, Yu) g-1/2(0),11/2(02)
= Hm(ge, Yu) g-172(0),11/2(0) = 1M (gk, Yu)

L%F)) '

Ozg,,
on

De lautre coté, grace au Lemme A3 dans [5], on a

0z,
‘ D oy =€ 1zgill g2y < € (1 + ”b||L°°(Q)) 19kl =172y »
et donc
Nyall /20y < lim (C (14 (1B e ) ltll 2oy N9l 5r-1/200
() 2 () (1) ()
=0 (14 100 By (B -
= O (14 10l ey ) Nl oy
d’ou le résultat. O

Remarque 1.2.9. Linjection de H'(Q) dans H'Y?(Q) étant continue, en prenant en
compte la premiére estimation énoncée dans proposition 1.2.8, nous obtenons

lvull 12y < Cllyull i) <€ (1 + ”bHLOO(Q)) [l g2y -

La deuzieme estimation dans la proposition 1.2.8 est plus précise dans le sens ou elle
fait intervenir la norme | - |[2(ry au liew de ||| gr2(ry. Ce détail sera important dans la
preuve du résultat suivant.
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Nous nous intéressons a présent au cas ou le controle u possede une régularité in-
termédiaire (typiquement u € L?(I')) et montrons que la solution tres faible corres-
pondante appartient a l’espace intermédiaire H/ 2(Q).

Proposition 1.2.10. Soit u € L*(T") et b € L>=(Q) satisfaisant b > 0. Alors la solution
trés faible de (1) appartient & H'/?(Q). De plus, lestimation suivante est satisfaite

9ull /2y < € (1 + Ibll ey ) il z2ey
ou C est une constante indépendante de b et de u.

Démonstration. L’idée est de combiner le résultat précédent et des arguments de densité.
Soit donc u € L?(T). Tl existe uj, € HY?(T') tel que (ux)x converge vers u dans L?(T).
D’apres (1.15), la solution de (1) associée a uy, satisfait

e l17200) < C (1 + Ibll oy ) ekl ey (1.18)

et
Wk = Yum 1200 = W 17200 < € (14 10l ey ) etk = el ey -

La suite (u); étant convergente dans L?(Q) est une suite de Cauchy dans ce méme
espace. Grace a l'inégalité précédente, nous en déduisons que la suite (y,, )i est une
suite de Cauchy dans H'/2(Q). Elle y converge donc vers un élément y € HY2(Q) et
pour tout ¢ € H(Q) N H?(2), on a

i (o)
1]?1 U on r

_ 0¢
- (u7 %)F 9
et donc y = y,,. L’estimation est obtenue en passant a la limite dans (1.18). O

Nous finissons cette section par I’étude du cas ou le controle frontiere est borné. Utilisant
le principe du maximum pour les solutions faibles de (1.1), nous montrons que la solution
tres faible de (1) appartient a L () et établissons une estimation correspondante.

Proposition 1.2.11. Soit u € L*°(I") et b € L>(Q) satisfaisant b > 0. Alors la solution
trés faible de (1) appartient a L (). De plus, l’estimation suivante est satisfaite

9l ooy < Null ooy »

ou C est une constante indépendante de b et de u.
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Démonstration. Vu que u € L*°(T') C L*(T), nous savons déja que la solution trés
faible appartient & H'/2(Q), et donc & L?(Q). Posons k = [ull oo (0)> Yk = Yu — & et
Y7 = max(y,,0). Remplagant dans la formulation variationnelle correspondante & 1, il
vient que

(s =6+ b9) + (5, — Ao +b6) = — (w, 52) Vo € H(Q) N H(Q).
Gréce A la formule de Green, on a
(r.20) = — (. 52)
et donc
(s =6+ b6) + (1,b0) = (k—u, 52) Vo € H(Q) N HA(Q).

Pour g € L?*(Q), soit 2z, la solution de (1.1) correspondante. De I'identité précédente,
nous déduisons que

(s 9) + (1 b20) = (5 =, %i;)r Vg € L2(9).
Si g > 0, alors le principe du maximum classique (voir [13]) implique que
29 >0 dans Q et %iggo sur I
Par conséquent, prenant en compte le fait que b > 0 et que k — u > 0, il vient que
(Ui, 9) < (Yr, 9) + (K, bzg) = (/-i — u, %)F <0 Vg € L*(9) tel que g > 0.
Choisissant ¢ = y;I > 0 et remarquant que y, y; = (y,j)Q, on obtient alors

0< HyiHiz(Q) = (yr, ) <0,

et par conséquent
y: =0 <<= 1y, <k

Des arguments identiques nous permettent de montrer que —k < y,. ]

1.3 Existence de controle optimal
Le but de cette section est d’établir 'existence d’un controle optimal au probleme (P).

Théoréme 1.3.1. Le probléme (P) admet au moins une solution u.
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Démonstration. Soit (ug)r C U,q une suite minimisante de (P). Elle est uniformément
bornée dans Uyq et il existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et @ € L*(T") tel
que

up — faiblement dans L*(T).

De plus, U,q étant un sous-ensemble convexe fermé de L?(I') est faiblement fermé et
donc u € U,q. De 'autre coté, grace a la proposition 1.2.10, on a

I3 ) < € (1 Dellooqey) Hellzogry

et donc (yy,, )i est uniformément bornée dans H 2 (Q). Il existe alors une sous-suite, encore
indexée par k, et y € H%(Q) tel que

Yu, — Y faiblement dans H %(Q)

L’injection de H%(Q) dans L?(Q) étant compacte (cf. Théoréme 1.4.3.2 dans [8]), nous
déduisons que

Yupy — Y fortement dans L%(€).

Prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la limite dans la formulation
tres faible correspondante a y,, ,

on obtient
(1, ~D0+b0) = — (@ 52) Vo e HYQ)NHAQ),

autrement dit y = g. Finalement, utilisant la semi-continuité inférieure de || - [|z2(r) et la
convergence de (yy, ) vers § dans L?(92), nous déduisons que

—12 P 2
3y < liminf g 7oy,

et

Hm |[yu, — Yall72i0) = 17— vall 720 -
[y, 12(Q) 12(Q)

Combinant ces résultats de convergence, et prenant en compte la définition de J, il vient
que
J(u) < liminf J(ug) = inf(P).

k—o0

Ceci montre que @ € U,q est un contrdle optimal de (P). O
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1.4 Conditions d’optimalité

1.4.1 Différentiabilité du coit par rapport a la variable controle

Proposition 1.4.1. Soit u € L*(T) et soit y, € L*(Q) la solution trés faible correspon-

dante. Alors
J' (W = (Yu — Yd yo) + A (u,)p

= (—%% + /\u,v) Vv € LA(T),
ot py, € HY(Q) N H?(Q) est la solution de I’équation adjointe

{—Ap +bp = Yy — Yq dans €,

(1.19)
p=20 sur I'.

Démonstration. Soit v € L*(T') et soit u, = u + pv, p > 0. De simples calculs montrent
que

2 2
= % Hyup - yuHLz(Q) + (yup — Yu> Yu — yd) + % Hup - UHLQ(F) + )‘(up - u,u)r.
La linéarité de I'équation d’état implique que yy, = yu + py» et donc

J(up)—J
T g 2, 00+ Wos Y — ya) + 2 o] 20y + Av, )

Passant a la limite, nous obtenons

J(up)—J(w)

J' (u)v = lim , = (Yvs Yu — Ya) + A (v, u)p.

p—0t

Considérons maintenant 1’équation adjointe (1.19). Prenant en compte le fait que y,, —
yq € L*(Q), et grace a la proposition 1.2.4, il vient que (1.19) admet une solution unique
pu € H%(Q). Multipliant 'équation (1.19), par y, et intégrant, on obtient

(_Apu + bpu, yv) = (yu - ydayv) (1.20)

De l'autre c6té, choisissant p, comme fonction test dans la formulation variationnelle
correspondant a y, nous donne

(Yo, —Apy + bpy) = — (v, %’%)F : (1.21)
Combinant (1.20) et (1.21), on obtient finalement que

Opu
(yu - yd7yv) = - (U) g;n)r
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et donc
J (u)v = (—% + A\, U)F Vv e L3(T).

Ceci termine la preuve. ]

Proposition 1.4.2. Soit u € L*(T') et soit y, € L?(Q2) la solution trés faible correspon-
dante. Alors

J?(w)uv = (Yu, Yo) + X (6, 0)p Vu,v,w € L*(T). (1.22)
De plus,

(J' (u) = J'(0)) (u—v) = J"(w) (u— v)? Yu,v,w € L*(T). (1.23)
Démonstration. Soient w,v € L*(T') et posons w, = w + pv. Utilisant la proposition
1.4.1, nous obtenons

J! _J
Tl T — L (g, = ya, yu) + A (W ) — (Y — Y ) — A (w, 0)p)
5 (W + pyo = Ya, yu) + A (0 + pv,u)p = (Yo — Yas Yu) — A (w,u)p)
= (yva yu) + )\ (’U, u)F )
et donc

J (up)v—J' (u)v

I (wyu = lim ZETC0 gy (w,0)y

p—0+

Reste a prouver (1.23). Utilisant la proposition 1.4.1, nous obtenons
(J'(u) = J'(0)) (u—v) = J(u)(u—v)=J(v)(u—"0)
= (Yu = Ya, Yu—v) + A (0, u — v)p
~ (Yo = Yd, Yu—v) — A (v,u = v)p
= (Yu = Yo, Yu—v) + A (u—v,u —0)p
= (Yuv> Yu—) + AJu = |72y
= ”?/uw”%%ﬁ) + A u— UH%?(F) )
et la conclusion vient de (1.22). O

Remarque 1.4.3. Observons que l’expression de J” dans (1.22) et (1.23) ne dépendent
pas de w. De plus,

T (w9 2 Molfery  Yv,w e L(T).
1.4.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
Nous sommes en mesure d’établir les conditions nécessaires d’optimalité.

Théoréeme 1.4.4. Si u € Uyq est un contréle optimal de (P), alors il existe § €
HY2(Q) N L>®(Q) et § € HY(Q) N H?(Q) satisfaisant
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FEquation d’état
{ —Ay+by=0 dans €2,

Y=1u sur I,
FEquation adjointe
—Ap+bp=9Y —yq dans 2,
p=20 sur T,

Condition d’optimalité pour le contréle
(—% + NI, u — ﬂ)r >0  Vu € Ugg. (1.24)
Démonstration. Par définition, nous avons
J(u) < J(u) Vu € Ugg.

Soit u € Ugq et considérons la perturbation convexe u, = 4 + p(u — @), p €0, 1[. II est
clair que u, € U,q et donc

I (up)—J(@)

P >0 Yu € Uyy.

Par passage a la limite, nous obtenons

J'(@)(u— ) = Jim, e >0 Yu € U,

et la conclusion est alors une conséquence directe de la proposition 1.4.1. O

Le cout J étant quadratique et I’équation d’état étant linéaire, les conditions nécessaires
d’optimalité énoncées dans le théoreme précédent sont aussi suffisantes. Plus précisement,
nous avons le résultat suivant.

Théoreme 1.4.5. Si u € Uyq satisfait (1.24), alors u est un contréle optimal de (P).

Démonstration. Grace aux propositions 1.4.1 et 1.4.2, on a
J(@)(uw—1) == yayu— 9 + A(@u—a)p  Vue L*T),

et
I (w)(u—a)* = HyufﬂH%?(Q) +[Ju— ﬂ”%%r)
= lgu = 972y + AMlu— @l T2y Yu,w € LX)
Utilisant alors la définition de J, nous pouvons facilement montrer que
J(u) = J(@) +J' (@) (u—a)+ 3 I (w) (u—a)?
> J(u) + J'(a) (u—a) vu € L3(T).
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Or si u € Uy satisfait (1.24), alors
J'(@)(u—1u)>0 Vu € Ugq

et par conséquent
J(u) > J(u) Yu € Ugg,

autrement dit,  est un controéle optimal. ]
Théoréme 1.4.6. Le contréle optimal de (P) est unique.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux controles optimaux. Alors d’apres (1.24),
on a

J' () (ug — @) >0 et J'(ug) (6 — u2) > 0.

Ainsi
(' (1) = J'(@2)) (@1 — 1) < 0.

De lautre coté, utilisant (1.22) et (1.23), nous avons

Mlar = @2l Fo iy < (T (1) = J'(ua)) (1 — 1) -
Combinant les deux dernieres inégalités, nous déduisons que

2
A Hul - UQHLQ(I‘) < 0

et donc w1 = o O

L’objet du résultat suivant est de montrer que dans le cas particulier de I’ensemble des
controles admissibles que 'on considere, le controle optimal peut-étre caractérisé d’une
maniere simple et naturelle.

Théoréme 1.4.7. Soit u € Uyg le contréle optimal de (P). Alors

u(s) = Proji, g <% 8—5(3)) = max <a,min (B, 3 %(s))) .
De plus, @ € H'/*(T') et j € HY().
La démonstration est basée sur la lemme suivant.

Lemme 1.4.8. Supposons que les hypothéses du théoréme 1.4.4 sont satisfaites et soit
@ un contrdle optimal de (P). Alors
(7) —%(w) + Aa > 0 si et seulement si u(x) = a.

(i) —g—g(x) + A3 <0 si et seulement si u(x) = B.

(iii) Si —%(z) + Aa <0< =2 (z) + A3 alors — 92 () + Au(x) = 0.
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Démonstration. Soit v € [, ] et soit s € T' un point de Lebesgue de la fonction
(—% + Aﬁ) (v —u). Pour k € N, soit uy la perturbation définie par

{ v si s € T'k(s0),

ukls) = u(s) sinon,

olt Ty(so) = {s €Tl ||s—so| <4}. Il est clair que uy € Uyq. Prenant en compte le
théoreme 1.4.4, il vient que

|Fk( o)l Te(s0) <_%(5) + Aﬂ(s)) (v—1a(s))ds > 0.

Passant alors a la limite sur k, et utilisant la définition d’un point de Lebesgue, nous
obtenons

(=2 (50) + Ma(s0)) (v = a(s0)) > 0.

Rappelant que I'ensemble des points de Lebesgue est de mesure pleine, nous déduisons
que pour presque tout s € I', on a

( 9 (5) + Ni(s )) (v—a(s)) >0 Yoe a8 (1.25)
Considérons maintenant les différentes assertions.

(1) Si u(s) = a, alors d’apres (1.25), il vient que
(*%(S)‘F)\O{) (v—a)>0 Yo € [a, ]

etdonc(9 (s) + Aa > 0.

Pour montrer la réciproque, commencons par observer que
(~28(s) + 2als)) (a = als)) < ($E(s) +Aa) (@ = a(s)),
et qu’en utilisant (1.25), nous avons
0< ( % (s) + m@)) (o — (s)) < (—%(s) + )\a) (o — a(s)). (1.26)
De plus, si — gp( ) + Aa > 0, alors

(=22(s) + 2a(s)) (a = als)) < (= 52(s) +Aa) (o = a(s)) <0

et grace a (1.26), nous concluons que

(~82(s) +Ma(s)) (a — () = (—~2(s) + a) (@ —a(s) =0.  (1.27)



22 1. PROBLEMES DE CONTROLE DANS UNE CONDITION DE DIRICHLET

o Si —@(S) + Aa > 0, la deuxieme identité dans (1.27) implique que u(s) = a.

o Si— ( ) + Aa = 0, alors —g—p( ) = —Aa et en substituant dans la premiere identité

de (1.27), nous obtenons A (a(z) — a)® = 0, i.e. 4(z) = o

(77) Cette assertion peut-étre démontrée en utilisant des arguments similaires a ceux
dans (7).

(t31) Si —%( )+ <0< — ( ) + AB, alors d’apres (i) et (i7), nous déduisons que
a < u(s) < . Choisissant v = a dans (1.25), nous obtenons

(%) +2a(s) ) (0 = (s)) 2 0

ce qui implique que —%(s) + Aa(s) < 0. De maniere similaire, en choisissant v = § dans
(1.25), nous obtenons

(=22(s) + 2a(s)) (8 als)) = 0
et donc ——( ) + Au(s) > 0. Par conséquent ——( ) + Au(z) = 0. O

Nous sommes en mesure de montrer le théoreme principal de cette section.

Démonstration du théoréme 1.4.7. Supposons que %gp( ) < a alors ——( )+ Aa >

0 et d’apres Passertion (i) du lemme 1.4.8, on obtient

u(s) = a = Projj, g (% %(s)) .

De la méme maniere si %%(s) > 3, alors d’apres l'assertion (i7) du lemme 1.4.8, on

obtient )
(x) = B = Proj[a g (% %26)).

Finalement si o < 5 8n( s) < B alors —32 + Xa < 0 < p(z) + A3 et d’apres Iassertion
(747) du lemme 1.4.8, on a

u(s) = (s) = Proji, g (—% %(s)) .

>
S

Ceci prouve la premiere partie.

La régularité de u est alors une conséquence de la régularité de p et de la continuité
lipschitzienne de la fonction Proj. En effet, la proposition 1.2.11 et le fait que yq € L*(9)
impliquent que 7 — yq € L?(Q) et, d’aprés la proposition 1.2.4, I’état adjoint p € H?(Q)
satisfait I’estimation suivante

1Pl < C (14 bl ey 17— wall 2oy
< C (14 bl ey ) (Il oy + Iall ey ) -
Prenant en compte le théoreme de traces, nous déduisons que

|2 Cl18ll 2@y < € (Il ey + Mol 2o (1.28)

on

H1/2(r)
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De lautre coté, grace au théoreme 1.4.7 et a la continuité lipschitzienne de ’opérateur
Proja, f], on obtient

1/2
fallnvsy = (Ml + | F“(T)_:f()dsdt)

1/2
(HU\LQ F)Jrv//l ) OF 44 dt>
1/2

on
Combinant (1.28) et (1.29), nous concluons que @ € HY?(T'). La régularité de I'état §

est alors une conséquence de la régularité du controle optimal @ et de la proposition
1.2.8. |
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2.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre I’étude du probleme pénalisé (P¢). Dans le méme esprit
que dans le chapitre précédent, nous commencgons par étudier la version pénalisée de
I’équation (1.1), donnée par

—Az+4+bz=f dans €2,
(2.1)

58n+z—0 sur I,

ot f € L*(Q) et b € L*°(9). Lexistence d’une solution faible unique dans H' () est
obtenue en utilisant des arguments classiques. D’autres arguments tout aussi classiques
nous permettent de garantir dans un premier temps que la solution correspondante ap-
partient & L>(Q2) et dans un second temps qu’elle appartient & H?(2). De plus, une
analyse minutieuse nous permet d’établir des estimations & priori dans H'(2) N L*(Q)
indépendantes du parametre de pénalisation €.

Nous considérons ensuite ’analyse de I’équation d’état pénalisée (2). Comme déja indiqué
précédemment, I'introduction de la dérivée normale a un effet régularisateur. Contraire-
ment au cas de I'équation d’état, le cadre variationnel naturel est H' et il est possible
d’utiliser différentes techniques classiques afin de garantir ’existence et I'unicité d’une
solution faible y; et d’obtenir différents résultats de régularité dépendamment de la
régularité du controle u. Un autre aspect important que nous considérons est lié aux
estimations a priori associées a y;, et a leur dépendance par rapport au parametre de
pénalisation e. Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant.

Régularité Régularité Dépendance de 'estimation
de la donnée v | correspondante de y;, | a priori par rapport a e
H=12(I) HY(Q) ¥ dans L?(€2) (uniforme)
~1 dans HY(Q)
L*(T) HY(Q) N L>®(Q) 0 dans L?(Q) (uniforme)
~!dans HY(Q2) N L>(Q)

L>(T) HY(Q) N L>*(Q) 0 dans L*°(€2) (uniforme)

~1 dans HY(Q)

H2(T) H2(Q) N L>®(Q) 50 dans L?(Q) (uniforme)
e~ dans HY(Q) N L>(Q)
e~1/2 dans H3/?(Q)
e72 dans H%(Q)

Dans les deux sections suivantes, nous montrons que le probleme (P¢) admet une so-
lution u*, établissons les conditions d’optimalité correspondantes et donnons une ca-
ractérisation du controle optimal. Celle-ci implique en particulier que u® € L*°(T) N
HY 2(T"). Finalement, nous considérons I'analyse asymptotique de (P¢). Nous com-
mencons par montrer 'estimation suivante

lya — yall2(q) < Cé,
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cdui uite u i i imilaire fai i veni & jol i
déduisons ensuite une estimation similaire faisant intervenir les états adjoints et finissons
par établir I'estimation suivante

[ — @l 2y < Cel/?,

ou C est une constante indépendante de &.

2.2 Solvabilité de I’équation d’état pénalisée

2.2.1 Equation avec condition aux limites de type Robin homogeéne

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) du probleme (2.1).

Définition 2.2.1. Soit f € L?(Q) et b € L>®(QQ). Une fonction 25 € HY(Q) est une
solution faible de l’équation (2.1) si

(V25,V9) + (b25,0) + L (27, 0) . = (f,0) Vo€ H'(Q).

Proposition 2.2.2. Soit f € L?(Q2) et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors l’équation (2.1)
admet une solution faible unique z]i. De plus, l’estimation suivante est satisfaite

sz‘HHl(n) < Clifllce )
ou C est une constante positive indépendante de f, b et de €.

Démonstration. Prenant en compte la définition 2.2.1, nous pouvons écrire la formulation
variationnelle associée a (2.1) sous la forme

Trouver 25 € H(Q) tel que

(2.2)
(ZE(ZJEc,Qb) :Fi(qb) vquHl(Q),
ol a. est le forme bilinéaire définie par
ac(¢,0) = (VC, V) + (06, ¢) + £ (¢, 9 V¢, ¢ € H'(Q), (2.3)

et ou F; est la forme linéaire définie par

F-(¢) = (f,¢) Vo€ HY(Q).

Vérifions que a. est continue dans H'(€2). Utilisant la continuité de l'opérateur trace
H'(Q) — L?(I'), nous déduisons l'existence d’une constante Cy > 0 tel que

1<l 22y < CollSl oy V¢ e H'(Q).
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Il vient alors que
a:(¢. 8| = [(VE, Vo) + (b, ) + L (G d)r ]
< (V¢ V)| +1(0¢, ¢)| + L 1(¢, o)
<Vl 2y 1Vl 2y + 101l oo ey N L2y 19N 220y + 2 <N L2y 1811 22y
< <l e ) 191 gy + 101 oo () IS ) 191 1) + %g 1Sz ) 101l 1 @)
< (14 10l + L) Il I9llmaay 6,0 € HA(Q).

Vérifions maintenant que a. est coercive dans H'(€). Utilisant 1'inégalité de Friedrichs
et I'inégalité de Holder, on obtient

2
1612y < Cr (yv<\§2(ﬂ) - (/Fws) ) < € (V¢ 72y + ICllzar ) -
ce qui, combiné avec le fait que b > 0 et € €0, 1], donne
a=(¢,¢) = V¢l 72y + (06, ) + Iy
> IV 720y + <N T2
> ||V<”i2(ﬂ) + HCH%?(F)
LKt Ve HY(Q). (2.4)

Finalement, il est clair que F. est continue car

FQ] =100 < 112 Il 2o
<Ml Iy ¥C € HY(Q).

v

Les condition d’application du théoreme de Lax-Milgram étant satisfaites, nous
déduisons que le probleme (2.2) admet une solution faible unique 25 e H L(Q). De plus,
en choisissant ¢ = 2§ dans (2.2), il vient que

2
& 125 1 ) < 0e(F:27) = Fe(5) < MLz 125 1y
ce qui donne I'estimation énoncée. O

Proposition 2.2.3. Soit f € L*(Q) et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors la solution de
I’équation (2.1) est bornée. De plus, on a l’estimation suivante

125 ] oy < C 112y -
ou C' > 0 est une constante indépendante de f, b et €.

Afin de montrer le résultat, nous aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.2.4. Soit My € R et supposons que ¢ est une fonction non négative et non
croissante définie dans [My,+oo[ satisfaisant la propriété suivante

{ Pour tout h > k > M
(h— k)" (h) <y (k)7
ouy>0,a>0cetf>1. Alors,

-1 8
o(My+w)=0 ot w=nryap(M) s 271,

Démonstration de la proposition 2.2.3. Pour tout £ > 0, nous considérons la fonc-
tion v{ € H'(2) définie par

25(x) —k si 23 (x) > k
vi(z) =<0 si |Z§‘($)’ <k
25(x) + k si 23 (z) < —k.

Nous allons montrer que vy = 0 presque partout pour k suffisamment grand, ce qui
implique que 25 est borné. Afin de simplifier la rédaction, nous poserons z = z5 et
v = vy, dans toute la suite. On introduit les ensembles

Q={zeQl|z(x)| >k} et Tp={sel||zp(s)| >k}.

Le reste de la démonstration sera divisé en trois parties.
Partie 1 : estimation de |[vg| g1 (o)-

Prenant v;, comme fonction test dans la formulation variationnelle associée a z, on obtient

as(Z,'l}k> - (f: ’Uk) ’ (25>
ol ac(z,vp) = (Vz,Vug) + (bz,v) + L (2,05)p. Vu que Vz = Vo, dans Q et vy = 0
dans Q\ il vient que

(Vz,Vu) = Vz- Vo dr + Vz -V dz
Qe Q\Qy,

= / ]Vvk\Q dx+0
Qk
= | VorlZ20) - (2.6)
De plus, puisque
z—k>0 dans Q) ={z€Q|z(z) >k},
z+k<0 dans Q ={zr€Q]z2(x) < —k},
v =0 dans Q\Q,
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on obtient
(bz,vg) / bz (2 dx—i—/ bz (z + k) dx

QF K

:/ b (z—k)k]d$+/ b[(z+k)2—(z+k)k
@ 9,
/ b(z da:—i—/ b(z+ k)
oF K

:/bvkd:n:(bvk,vk). (2.7)
)

De maniére similaire, nous pouvons montrer que

o = [ obds =l 2.5)
Combinant (2.6), (2.7) et (2.8), et utilisant (2.4), il vient que
as(z,00) 2 | Vorlzz) + (o, o) +  loelZ2r)
= ac(ve, k) = & lowllz ) »
et grace a (2.5), nous obtenons donc
& lonllzr o) < (frve) - (2.9)

Partie 2 : estimation du second membre de l'inégalité (2.9).

e [’inégalité de Holder et 'inégalité de Sobolev
lollza) < Cs vl Yo e HY(Q), (2.10)
avec des arguments classiques, donnent
[(Froe)l < WfllLzo) vkl L2y = 1122 1okl 22(qy)
< Al 2o 1okl Laga 1 Lagay)
< 11 1Lz2qey el oy 1]
< O 171l 2oy lowl s oy 2]
Utilisant alors I'inégalité de Young
af <6’ + 4B Va,BERet V5 >0,

on obtient

1\ 2
(£, 0] < 8 lloellgs ey + 35 (Cs 11 2y 917

02
= 6 ||vrllFr ey + T2 IF 1120 1962 (2.11)
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Combinant (2.9) et (2.11), nous déduisons que

CQ
L llorlFny < 8 llollin oy + 5 11720 (oS

Choisissant § = % implique alors que

2 2 1/2
lorllZrr o) < C 1F 120y 19212 (2.12)

ol C' > 0 est une constante indépendante de f, b et de k.

e De l'autre coté, étant en dimension 2, nous avons l'inégalité de Sobolev

[oll Loy + 10l oy < Cllvllgrqy Vo €]l +o0l,
Et par conséquent
2 2 2 2 2
||Uk||LP(Qk.) + HUkHLp(rk) = HUkHLp(Q) + ||Uk||Lp(r) <cC HUkHHl(Q) :

Remarquant alors que

ey = [ ol dot [ oo
k

k

:/ \z—kz|pd$+/ |z + k|P dz
QF Qr

k k

:/Qz(z—k:)pdx—i-/ﬂ (—z — k)P dx

k

:/Q+(|z|—k)pd:c+/9_(!z|—k:)pdx:/Q (2] — k)P da

k k k

et, de la méme maniere, que

A R
I

nous obtenons

</Q (12 = B d:fc)z " ( / RS d:n)i <Clulng.  (213)

Partie 3 : application du lemme 2.2.4.
Supposons que h > k. Alors Qp, C Qp et T'y, C Ty, et par conséquent

(/Qkaz\ —k)pdx)i > (/Qhozr —k)pdm)‘%

> (/Qh (h—k)pdx>§ — (h— k)% |7 . (2.14)
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De la méme maniere, on a

</F (2] —k>”d8)p > (h— k) [Tal7 . (2.15)
K
Prenant en compte (2.12), (2.13), (2.14) et (2.15), nous déduisons que
(h= k> (12]7 +IThl?) < CUFIF 20 1912
< Ol ey (17 + T4l?)
pour tout p € [1,+o00]. Choisissant p > 4 et utilisant 'inégalité
A< (et B a=0,820et A1,

nous obtenons

W

2 2 2 2
(h— k)2 (121> +ITh[? ) < C I f 2y (1917 + Tel? )

Posant ¢(h) = ]Qh\% + ]Fh|%, on a donc
(h— 12 o) < C I f |2y $(0)E ¥R > k>0,

. . 2
Appliquant maintenant le lemme 224 aveca =2, =5 >1, My =0ety=C 11220

il vient que
1 g=1__B_
p(w) =0 avec w = v2 ¢(0) 2 27T,

Autrement dit
|z(x)| < w pour presque tout = € ) et ‘z‘p(s)’ < w pour presque tout s € I'.
Ceci termine la preuve. |

Proposition 2.2.5. Soit f € L*(Q) et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors la solution de
Uéquation (2.1) appartient ¢ H*(Q). De plus, on a l’estimation suivante

1
15 ey < € (24 bl o) 12
ou C' > 0 est une constante indépendante de f, b et e.
Démonstration. Remarquons que z]i est aussi solution du probleme
{ —Az = f— bz} dans €,

%—l—z:%z; sur I'.
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Puisque 25 € H(Q), il vient que f — bz5 € L3(Q) et zjc‘r € H'Y?(T"). Des résultats
standard (voir [8]) impliquent alors que 2§ € H 2(Q) et que

15 |z < € (1F = 055l 2y + 152255 | pasagey ) -

Utilisant alors la proposition 2.2.2 et le théoréme de trace dans H'(£2), nous déduisons
que

15 12y < € (11 2oy + Ibll ey 12512y + 52 125 arn ey

< C (L4 bl gy ) 11220 -

La preuve est terminée. O

2.2.2 Equation avec condition aux limites de type Robin non homogeéne

Dans cette section, nous étudions la solvabilité (existence, unicité et régularité de solu-
tion) de ’équation d’état pénalisée (2).

Définition 2.2.6. Soit u € H~Y/?(T') et b € L>(Q). Une fonction y5, € H'(Q) est une
solution faible de l’équation (2) si
(vyfu v¢) + (byfu (b) =+ % (yfu (b)F = % <u7 ¢>H—1/2(1‘)7H1/2(I‘) V(Z5 € Hl(Q)
Proposition 2.2.7. Soit u € H '/2(T) et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors I’équation
(2) admet une solution faible unique y5,. De plus, l’estimation suivante est satisfaite
qui”Hl(Q) = % ||U”H71/2(F)>
lvall L2 < Cllullg-12(ry » (2.16)
ou, C est une constante positive indépendante de b, u et de €.

Démonstration. Prenant en compte la définition 2.2.6, nous pouvons écrire la formulation
variationnelle associée a (2.1) sous la forme

Trouver y5 € H'(Q) tel que
as (y°,¢) = Ge(¢) Vo € H'(Q),
ou a. est le forme bilinéaire définie par (2.3) et o G. est la forme linéaire définie par

Gs(¢) = % <Ua ¢>H—1/2(F),H1/2(F) Vo € Hl(Q)

Nous savons déja (voir la démonstration de la proposition 2.2.2) que la forme bilinéaire
a. est continue et coercive dans H'(Q2). De plus, utilisant le théoréme de trace dans
H'(£2), nous obtenons

(2.17)

|G5(<)| = %<uaC>H*1/2(F),H1/2(F)

A

< 2Nl ooy € ey
el g=rrery 1€y V¢ € HY(Q),

IN
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ce qui montre que G. est continue dans H'(£2). Grace au théoreme de Lax-Milgram,
nous déduisons que le probleme (2.17) admet une solution faible unique 35 € H'(£2). De
plus, en choisissant ¢ = y° dans (2.17), il vient que

2
% ||y1€L”H1(Q) < ae(Yys Yo) = Ge(yo) < % ||UHH—1/2(F) HyZHHl(Q) )

ce qui donne la premiere estimation énoncée. La preuve de la deuxieme estimation est
plus technique et sera omise (pour plus de détails voir [5]). O

Proposition 2.2.8. Soit u € L*(T') et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors la solution de
I’équation (2) est bornée. De plus, on a l’estimation suivante

192l oo () < g lull 2y 5

o C' > 0 est une constante indépendante de b, u et €.
Démonstration. Elle est similaire a celle de la proposition 2.2.3. Pour le confort du
lecteur, nous indiquons les modifications & apporter. Pour tout k > 0, nous considérons
la fonction wi € H'(2) définie par

Yulz) =k siyg(z) =k

wi(x) = {0 st |y (z)] <k
v (x) + k si g5 (x) < —k.

Nous allons montrer que wj, = 0 presque partout pour k suffisamment grand, ce qui
implique que y;, est borné. Afin de simplifier la rédaction, nous poserons y = y: et
wy, = wj, dans toute la suite. On introduit les ensembles

Qp ={z Q| |ylx)| >k} et Fk:{seF\ ‘y‘p(s)‘ Zk}.

Prenant wi comme fonction test dans la formulation variationnelle associée a y, on
obtient

ac(y, wy) = ¥ (u, wp)p . (2.18)

Utilisant exactement les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 2.2.3,
nous pouvons montrer que

S lwl2pe gy < 2 () (2.19)

L’inégalité de Holder, 'inégalité de Sobolev (2.10), le théoreme de trace et I'inégalité de
Young donnent

% | (w, wi)p| < : ||U”L2(r) ||wkHL2(F)

IN

1
: lull 2y llwell oy el

IN

1
% lwll L2y lwrll gy [Tel?
2
< 8 lwkll}r ) + sz Il ITR12 (2.20)
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Combinant (2.19) et (2.20), nous déduisons que

2 2 2 1/2
Lllwel ) < 0wl + S llullfo ) [Tel .

Choisissant § = % implique alors que

2 2 1/2
lwrlF ) < S lullfaey Tel?, (2.21)

ol C' > 0 est une constante indépendante de u, b et de k.

De l'autre coté, raisonnant encore une fois exactement comme dans la preuve de la
proposition 2.2.3, nous pouvons montrer que

2 2
(h = k) (1917 +ITal? ) < C llwnl3 o) (2.22)

pour tout h > k > 0 et tout p € [1,400[. Prenant en compte (2.21) et(2.22), nous
déduisons que

1/2

IA

2
Egz ”UHL2(F) Tk

< G llullaqry (1272 + 1)

(h— k) (1917 +ITal?)

VAN

pour tout p € [1,+o00[. Choisissant p > 4 et utilisant I'inégalité
A A A
ot + < (a+B) a>0,>20et A >1,

nous obtenons

]

2 2 2 2
(h— k)2 (12]7 + Tul? ) < G Jullaqry (12607 +ITk]?) "

=c
Posant ¢(h) = ]Qh]% + |Fh\%, on a donc

(h=k)p(h) < & l[ullZoy p(k)s VA >k>0.
Appliquant maintenant le lemme 2.2.4 aveca =2, 8 =4 >1, Ko =0et v = E% ||uH%2(F),

il vient que
B-1

_B_
ow)=0 avec w = 7% ©(0) 2 28-1.
Autrement dit
ly(z)| < w pour presque tout = € Q et ‘y|p(s)‘ < w pour presque tout s € I.

Ceci termine la preuve. O
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Proposition 2.2.9. Soit u € H'/2(T') et b € L>(Q) avec b > 0 p.p. Alors la solution
de I’équation (2) appartient o H*(Q). De plus, on a l’estimation suivante

il sy < O™ (1 Bl ey ) Ml gnrzqry

1Yallgarz ) < Ce™'/? lwll g2 ry (2.23)

ot C > 0 est une constante indépendante de u, b et €.
Démonstration. Remarquons que y;, est aussi solution du probleme
—Ay = —by;, dans §2,
{gg—i—y:;u—{—eglyi sur I.
Puisque y5 € H(Q), il vient que —bys, € L?(Q) et Yar € H'Y2(T'). Des résultats standard
(voir [8]) impliquent alors que 35 € H2(Q) et que

iy < C (1095l agey + 12wt 96l o) -

Utilisant alors la proposition 2.2.7 et le théoréme de trace dans H'(£2), nous déduisons
que

iy < C (I8l 195l z2@) + 2 Tellimray + 255 Wil
< O (14 bll oy ) Il 1721

ce qui donne la premiere estimation. La deuxiéme estimation est obtenue utilisant les
résultats de régularité dans H' () et dans H?(f2) et des arguments d’interpolation. La
preuve, treés technique, sera omise (pour plus de détails, voir [5]). O

Proposition 2.2.10. Soit u € L>(T") et b € L*(Q) avec b > 0 p.p. Alors la solution
de (2) satisfait l'estimation suivante

lyall ooy < C llull poo(ry s
o, C' > 0 est une constante indépendante de u, b et €.

Démonstration. Nous savons déja que 1’équation (2) admet une solution unique y5 €
HY(Q) N L>®(Q) (voir la proposition 2.2.8 et la proposition 2.2.7). 11 nous faut alors
établir I’estimation uniforme.

e Supposons dans un premier temps que u > 0. Soit (uy)r C CL(£2) une suite de fonctions
positives tel que

lakll oo ry < Null pooqry et dim flug —ul] 2y = 0,
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et soit y; la solution de (2) correspondant a uy. Il est facile de voir que y;, — y;, est la
solution de (2) correspondant & u — ug. Par conséquent, grace a la proposition 2.2.8,
nous avons

195 = ill Loy < € llu = wrll 2y — 0 quand k — +oo.

Les résultats de régularité classiques nous permettent d’affirmer que y; € C (). De plus,
d’apres le principe du maximum (voir [12]), il existe sp € ' tel que

6 €
yilso) = max i ()] = Iuillcmy et 2 (s0) > 0.

Rappelant que
8 '
5 (s0) = £ (ur(s0) — yi(s0)) ,

nous déduisons que

uk(s0) — yi(s0) = uk(s0) — [%illc@) > 0,
et donc
||?Ji||c(Q) < uk(s0) < ||uk:||L°°(F) < ||UHL°°(F)'

Passant a la limite sur k, on obtient

HyiHLw(Q) < HUHLOO(F)' (2.24)

e Considérons maintenant le cas oll u n’est pas nécessairement positif. Soit ut et u™
les parties positives et négatives de u, de sorte que u = u™ — ™. Notons y§ et y5 les
solutions de I’équation (2) correspondant & u™ et u~, respectivement. D’apres (2.24), on
a

il < Mo ooy 195l oeq) < 1 [l ooy -
et donc
”nyHLOO(Q) = [lyt — y§||Loo(Q) < ”yf”Loo(Q) + HngLN(Q)
< [Ju™ | ooy + 17 [l ooy
<2 ||U||L°°(r) )
ce qui donne le résultat. ]

2.3 Existence de controle optimal

Théoréme 2.3.1. Le probleme (P¢) admet au moins une solution uc.



38 2. PENALISATION DE PROBLEMES DE CONTROLE DANS UNE CONDITION DE DIRICHLET

Démonstration. Soit (uj,), C Uaq une suite minimisante de (P). Elle est uniformément
bornée dans U,y et il existe alors une sous-suite, encore indexée par k, et @° € L%(T) tel
que

ug, o a’ faiblement dans L?(T").
—+00

De plus, U,q étant un sous-ensemble convexe fermé de L?(T') est faiblement fermé et
donc u® € U,q. De I'autre coté, grace a la proposition 2.2.7, on a

Hyfci Q) S % HuiHm(r)’

et donc (yii ) . est uniformément bornée dans H L(Q). T existe alors une sous-suite, encore
indexée par k, et y° € HY(Q) tel que

€

Yoz — y° faiblement dans H'(£2).

De plus, par le théoréme de trace dans H'(f2), il vient que

Vi —¥r  faiblement dans HI2(T).

Les injections de H'(Q) dans L?(Q) et de H'/?(T") dans L?(T) étant compactes (cf. [8]),
nous déduisons que
yii —yF fortement dans L%(€),

et
yii\r — Y |r fortement dans L*(I").

Prenant en compte ces résultats de convergence et passant a la limite dans la formulation
faible correspondante a yii ,

(Ve Vo) + (byis, 6) + 2(vie, 0)p = L(uin9)p Vo € HY(Q),

on obtient

(Vy5, Vo) + (by",8) + 2 (v°, ) = L (&%, 0)p Vo€ H'(Q),

autrement dit y° = y°. Finalement, utilisant la semi-continuité inférieure de || - || L2(r et
la convergence de (yii)k vers §° dans L?(Q), nous déduisons que

et

Jim Iy = vall 32 ) = 15 = allan

Combinant ces résultats de convergence, et prenant en compte la définition de Jg, il vient
que
J- (@) < liminf J.(uf,) = inf (P°).
k—o0

Ceci montre que @ € U,q est un contrdle optimal de (P?). O
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2.4 Conditions d’optimalité

2.4.1 Différentiabilité du cotiit J. par rapport a la variable controle

Proposition 2.4.1. Soitu € L?(T') et soit y5, € H'(Q) la solution de (2) correspondante.
Alors
Ji(wv = (Ys = ya,y5) + A(u, v)p

= (—%—i—)\u,v)r Vv € L*(T),
ot pf, € H%(Q) est la solution de I’équation adjointe

{—Ap +bp =y, —ya dans 2,

2.25
Eg—z +p=0 sur . ( )

Démonstration. Soit v € L*(T') et soit up, = u + pv, p > 0. Des arguments identiques a
ceux utilisés dans la preuve de la proposition 1.4.1 donnent

Je _Js 2 A 2
%(u) = S lvsll720) + Was v — ya) + % vl z2(ry + Alv, w)r

Passant a la limite, nous obtenons

Ji(upo = lim Tl — (e ey X (0, u)y
p—0t p

Prenant en compte le fait que 35 —yq € L?(Q), et grace & la proposition 2.2.9, il vient que
I’équation adjointe (2.25) admet une solution unique pS, € H%(92). Choisissant y5 comme
fonction test dans la formulation variationnelle correspondant a pf,, nous obtenons

(Yoo, Vys) + (b5, v5) + L (05, v5)r = (Yo — ya, v5) -

De l'autre coté, choisissant pj, comme fonction test dans la formulation variationnelle
correspondant a y; nous donne

(Vyg, Vo) + (bys, %) + 2 (95, p0)r = 2 (0,9%)r -
Combinant les deux identités précédentes, on obtient finalement que
(y'i — Ya, yi) = é (Uapi)f‘

et donc

JL(u)v

(%pi + Au, v)r

(—%L;?—i-)\u,v)r Vv € L3(T).
Ceci termine la preuve. O

Proposition 2.4.2. Soit u € L?(T) et soit y5 € H'(Q) la solution faible correspondante.
Alors
J" (w)vw = (v, ys,) + A (v, w)p Vo, w € L*(T).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 2.4.1 et d’arguments identiques
a ceux utilisés dans la preuve de la proposition 1.4.2. O
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2.4.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Théoreme 2.4.3. Si u¢ € U,y est un contréle optimal de (Ps), alors il existe y° €
HY Q)N L®(Q), p° € HX(Q) satisfaisant

Equation d’état
{ —AyE+byF =0 dans 2,

E% +y° =u° sur T,
Equation adjointe
—ADF +bp° =G —ya dans Q,
6% +p°=0 sur T,
Condition d’optimalité pour le contréle
(197 + A0, u— ) > 0 Vu € Uy (2.26)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.4.1 et d’arguments
similaires & ceux utilisés dans la preuve de théoreme 1.4.4. ]

Théoréme 2.4.4. Si u® € U,q satisfait (2.26), alors u® est un contréle optimal de (P*).
De plus, u® est unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe des propositions 2.4.1 et 2.4.2 et d’argu-
ments similaires a ceux utilisés dans la preuve de théoreme 1.4.5 et celle du théoreme
1.4.6. ]

Comme dans le cas de controle dans une condition de Dirichlet, le contréle optimal
correspondant au probleme pénalisé peut-étre caractérisé de maniere simple.

Théoreme 2.4.5. Soit u® € U,y le contréle optimal de (PE). Alors

€

u*(s) = Proj, g (—A%ﬁf(s)) = max (o, min (3, —/\%ﬁa(s)))
— Projj, g (% %i:(s)) . (2.27)
De plus, € € HY?(T) et i € H*(Q).

Démonstration. Elle est identique a la preuve du théoreme 1.4.7 et sera omise. ]

2.5 Analyse asymptotique

Proposition 2.5.1. Soit u € H'/?(T') N L>(T). Soit y, la solution de Iéquation (1)
et y5 la solution de l’équation (2) correspondantes a w. Alors l’estimation suivante est
satisfaite

Iy = vl 2y < € (1 + 1ell ey ) & Netlgasagry

ou C est une constante indépendante de u et de ¢.



2.5. ANALYSE ASYMPTOTIQUE 41

Démonstration. Prenant en compte la proposition 1.2.8 et la proposition 2.2.7, il vient
que ¥y, y5 € HY(Q). 1l est alors facile de voir que y = y — y, est la solution faible de
I’équation

—Ay+by=0 dans €2,
%
on

Edn—i-y—— sur I'.

Utilisant alors (2.16) et le théoréme de trace dans H'(Q), il vient que

Oyu
5 = vll 2oy < © |~

a3 < Ce ||yu||H1(Q)

La conclusion vient alors de la proposition 1.2.8. O
Lemme 2.5.2. Si z € H3?(Q) avec Az € L*(Q), alors zr € HY(T) et STZL € L*(T"). De
plus, nous avons l’estimation suivante
2llarsy + 1182 oy < € (1 lsraay + 1820 2y -
Démonstration. Soit zg, z1 les solutions respectives de
—Azp=0 dansQ, 20=z2r surl,

et
—Az1=Az dansQ, 2z =0 surl.

D’apres la proposition 1.2.8 et la proposition 1.2.2, nous avons que zg, 21 € H'(Q). De
plus, il est clair que z = z1 + z9. De 'autre coté, grace a la proposition 1.2.4, il vient que
21 € H?(R), satisfait I'estimation

||751”H2(Q) <C ||AZ||L2(Q) ,

et donc zg = z — z; € H3?(Q). D’apres [9], on a

120/l g1 1y < 20l gar2(q) -

L*(T)

Par conséquent, tenant en compte le théoréme de trace dans H?(Q), nous obtenons

12l ey + H%HLQ(F) = llzoll g1 (ry + H&HLQ(F)

82’0 0z1

< [lzoll g )+) on

L2(T) ‘ L2(T)

< C (ol ssr2(y + N llzzcey
< € (12l mavzca + Izl + 21l ey
(u livaey + Nl oy

C (12l sz + 1821120y )

ce qui complete la preuve. ]
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Proposition 2.5.3. Soit u € HY/?(I') N L>(T"). Soit p, la solution de I’équation (1.19)
et p5, la solution de ’équation (2.25) correspondantes a u. Alors ’estimation suivante
est satisfaite

on on

‘ Opu 05,

2
1/2
peey € (1 10lmqy) 22l gar2qry + vl 2y
ou C est une constante indépendante de u, b et de €.
Démonstration. Soit ¢S € Hg(Q) la solution faible du probleme

~AY b=y, —ys  dans Q
=0 sur I'.

Les fonctions y,, ya et y5 appartenant & L?(Q), d’aprés la proposition 1.2.4 et la pro-
position 2.2.5, il vient que p,, p et 15 appartiennent tous a H?(£2). De simples calculs,
montrent que z° = ¢}, — p, est la solution de

—Az+bz =y, — Yy dans €2,

z=0 sur I'.

Grace au théoreme de trace, a la proposition 1.2.4 et a la proposition 2.5.1, il vient que

|8z

2y < Ol
< C(L+ 16l oo ) 1195 = Yull 2y
2
= C(l + ”bHLOO(Q)) € ||U||H1/2(r) . (2.28)

De l'autre coté, w® = ps, — %, est la solution de

—Aw+bw =0 dans €2,

w oy,
E5s Tw=—e5+ sur I'.

Utilisant le lemme 2.5.2, il vient que

[E <C (stum/zm) + !!Aw€!!L2<m>

)
= C (Il a2 + =0l 2
ool ars/2g + 1Bl ooy ol 2

<0
<C (1 + (bl Lo () ) W a2 -
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Gréce a (2.23), au théoréme de trace dans H2() et & la proposition 2.2.7, nous déduisons
que

e ~1/2 g
|2 <C (1 1161l oo ) e H 21
< C (1+ Ibllgmqey ) €2 15 20
< C (14 1Bl ey ) 72 105 = wall 220
< C (14 iy ) €72 (ullg-vaey + Iall oy ) - (2:29)
Finalement, remarquant que
Opu _ 9P Ow® 92°
Hp*p Q)SlﬁL2r+’TiLL2(r)
nous obtenons le résultat énoncé en combinant (2.28) et (2.29). O

Maintenant nous sommes en mesure d’établir notre résultat principal.

Théoréeme 2.5.4. Soit u le contréle optimal de (P) et u° le contréle optimal de (P*).
Alors on a lestimation suivante

i — oy < CV2.
ou C' est une constante indépendante de .
Démonstration. Puisque u® € U,q, d’apres les conditions d’optimalité relatives a (P), on
a
J'(a)(u — u°) < 0.
De méme , puisque @ € Uyq, d’apres les conditions d’optimalité relatives & (P¢), on a
JL(a®)(u — u) > 0.
Prenant en compte la proposition 1.4.1 et la proposition 2.4.1, nous déduisons alors que
(J'(w) = J'(w)) (w—u’) < —J'(u)(u—u)
< (Ji(@®) = J'(w)) (u — wf)
-z

H apu‘E

A

L2 @ = ull 2y -

De l'autre coté, prenant en compte (1.23) et (1.22), on obtient
(J'(@) = J'(@)) (@ — @) = (@) (@ —a)* =A@ — @[z
Combinant ces deux estimations, nous obtenons finalement que

- 1||9pas 95
%= oy < & | %5 - %

L2(T)
et la conclusion vient de la proposition 2.5.3 et du fait que u° est borné. ]
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Appendice : Notations et
résultats auxiliaires

Caractérisation de la géométrie du domaine

Soit n > 2 et soit 2 C R™ un ouvert borné de frontiere I'. On dira que €2 est de classe C™"7

si pour tout point x de la frontiere I, il existe un systeme de coordonnées orthogonales

(Y1, ,yn), un hypercube U* =II?" ;] — a;, a;[ et une application

de classe C"™7 tel que

QQUI:{(yL 7yn) eU” ‘ yn>q)x<y17'” 7y7’b—1)}7
PmUﬂ: :{(yh 7yn) c U‘T | Yn :<I)$(y17 7yn—1)}'

Espaces de fonctions différentiables

Rappelons qu’un n-uplet de la forme o = (aq, -+ ,a,) € N est appelé multi-indice
d’ordre || = a1 + - - - + @y Si @ est un multi-indice, on note D* Popérateur différentiel
défini par

lat]
DaZ(.'Ij) = %
oy Og)

L’ensemble C™(f2) représente I'espace de toutes les fonctions z € C(£2) dont toutes
les dérivées partielles D%z (|| < m) sont bornées et uniformément continues dans ).
De la méme facon, nous définissons C™1(Q) comme l'espace des fonctions z € C™(Q)
dont toutes les dérivées partielles D®z (Jae| < m) sont lipchitziennes dans Q. Munis des
normes

1l om ey = Ogll}jgmilelgll?%(rc)\ :

|D*z(x) =Dz (y)|

I#lem@ = Ielonm * 2, up =5
Ty

C™(Q) et C™1(Q) sont des espaces de Banach (Nous désignerons C°(2) par C(Q)).

45
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Espaces de Lebesgue

Une fonction mesurable (au sens de Lebesgue) z : § — R est dans LP(Q) si
/z(m)]p dr < o0, sil<p< oo,
Q

esssup |z(x)| =inf {M € R | |z(z)| < M p.p. dans 2} < oo, sip= 0.

zeQ
1
p
||z||LP(Q) = </Q |z (x)P] dﬂv) sil<p< oo,

12[] oo () = €88 sUPgeq [2(2)] st p = oo.

Munis des normes

les espaces de Lebesgue LP(£2) sont des espaces de Banach. L’espace L%(Q) est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(z,9) :/QZ(:E)y(I) dx.

Espaces de Sobolev

Soit D(Q2) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans §2.
Pour m € N, on définit ’espace de Sobolev H™(2) de la maniére suivante

H™Q) = {z € L*(Q) | D"z € L*(Q) Va € N", || <m},
muni de la norme

Izl gy = | D I1D*2l720

laf<m

Nous noterons aussi par H{ (Q2) I'adhérence de D(€2) dans H'(2). Nous savons que H}(£2)
est caractérisé de la maniere suivante

Hy(Q) ={z€ H'(Q) | z2p =0} .

Nous désignerons par H~1() le dual de Hi () et on le munit de la norme duale

o~ =

[ fllg—1 = sup B Z>H*1,H3 :
|Z‘H(]). (Q)Sl
Pour s € Ry \ N | lespace de Sobolev fractionnaire H*(2) , est défini par la norme :

1

(D 2
ol = |l + 2 [ / DIy )|

la|=m |x - y‘Q

ol s =m + o, m est la partie entiere de s et o €]0, 1[ sa partie décimale.
Nous noterons aussi par H(€2) 'adhérence de D(€2) dans H*(€2).
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Inégalités
Nous collectons aussi les inégalités classiques suivantes
12l 20y < CP V2l 120 Vz € H(Q) (Inégalité de Poincaré),
12l L) < Cs IV2l 12 vV ze HY(Q) (Inégalité de Sobolev).
Une conséquence directe de I'inégalité de Poincaré est que la semi-norme
121 0) = IV2ll 2
est une norme sur Hg (), équivalente & la norme ||-|| ()

Théoreme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert réel de norme || - ||z. On considére une forme bilinéaire
continue sur H x H, i.e.

IM >0, Vy,ze H, la(y,2)| <M llyllg Izl g,
et on suppose qu’elle est elliptique (ou coercive) sur H, i.e.
Ja >0, Vz € H, alz2)>alz|};.
On considere aussi une forme linéaire F' sur H. Alors le probleme

Trouver y € H tel que
VieH, a(y,z) = F(2),

admet une solution unique z € H. De plus, cette solution vérifie

lylla < S

Théoréme de trace pour H'(Q)

Soit Q un ouvert borné de R” de frontiere I' de classe C'!. Alors I’application trace
Y: v y(v) =

définie pour v € CH1(Q), se prolonge par continuité en un opérateur de H'(f2) dans
H'Y2(I'). Cela implique en particulier qu’il existe une constante C' > 0 tel que

o@)llzrzwy < Cllvllmey Vo e H(Q).

De plus, cet opérateur admet un inverse a droite continu. (cf. Théoréeme 1.5.1.2 [8])
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Théoréme de trace pour H?(Q)

Soit Q un ouvert borné de R” de frontiere I' de classe C:1. Alors I’application trace
(vo,11): v (’YO(U) =, 7 (v) = (%)IF>

définie pour v € CH1(€Q), se prolonge par continuité en un opérateur de H?(f2) dans
H'Y2(T') x H3/%(T"). Cela implique en particulier qu’il existe une constante C' > 0 tel que

o(g) ey < Cllvlluzg) Yo € HY(Q).

De plus, cet opérateur admet un inverse a droite continu. (cf. Théoréme 1.5.1.2 [8])

Formule de Green dans H?()

Soit £ un ouvert borné de frontiere I' de classe C' par morceaux, u € H?(2) et v €
H'(Q). Alors

/(Au)vdm = —/ Vu - Vodx + %vda.
Q Q r
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