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Introduction

Les inclusions différentielles représentent un sujet largement abordé ces derniéres an-
nées. Elle sont utilisées pour construire des modéeles Mathématiques de phénomeénes phy-
siques et d’économie, par conséquent, elles représentent un vaste champ d’étude, aussi
bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées. L’étude revient souvent a
déterminer les solutions quand elles existent, ou a donner une étude analytique pour en

dégager leurs propriétés.

Au fil des années plusieurs auteurs se sont intéressés a I’étude de 'intégrale de Pettis qui
est I'une des extensions de l'intégrale de Lebesgue aux cas vectoriel. Elle a été introduite
par Pettis (1938) [12], et beaucoup étudiée ensuite, par Musial [11], Castaing [8] et de

nombreux autres chercheurs.

L’intégrale de Pettis est un concept plus général que celui de Bochner dans la théorie
de l'intégration dans les espaces de dimension infinie, en effet, il est connu qu’un espace
de Banach E est de dimension infinie si est seulement si il existe une application Pettis

intégrable qui n’est pas Bochner intégrable.

Le but de ce travail est de présenter quelques résultats dans ce domaine, se rapportant
a la Pettis intégrabilité, avec une application a une inclusion différentielle du second ordre
dans un espace de Banach séparable avec conditions aux limites en deux points de la

forme

(Pr) u(t) € F(t,u(t), u(t), p-p. t €[0,1],

u(0) = u(1) = 0.
Ce mémoire se présente en trois chapitres. Dans le premier, on présente les théorémes

fondamentaux pour mener a bien ce travail, on donne aussi un rappel sur I’analyse fonc-

tionnelle et ’analyse multivoque.
Le deuxiéme chapitre est destiné a I’étude de la Pettis intégration et de la Bochner
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Introduction

intégration avec une comparaison entre les deux.

Le troisieme chapitre concerne I’étude des propriétés topologiques de ’ensemble des
solutions de l'inclusion différentielle
ia(t) € T(t), p.p-telo1],

(Pr)
u(0) = u(l) =0,

o, I : [0,1] = FE est une multi-application mesurable scalairement Pettis uniformément
intégrable, a valeurs convexes compactes, et on présente un théoreme d’existence pour
I'inclusion différentielle (Pr) ou F' est une multi-application semi continue supérieurement

a valeurs convexes compactes et F(¢,u(t),u(t)) C I'(t), p.p. t € [0,1].

L’étude des équation ordinaires du second ordre avec deux conditions aux limites
semblent revenir & Hartman (1964)[9], cette étude a été généralisée par Gupta (1992),
Marano (1992,1994), Gomaa (2000), ils ont donné des résultats d’existence pour des équa-
tions et inclusions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en deux et
trois points. Tous ces résultats ont été obtenus dans un espace de dimension finie. Azzam,

Castaing et Thilbault [4] ont généralisé ces résultats aux espaces de Banach séparables.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théorémes de base qui nous
seront utiles dans les chapitres suivants.
Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire. Soient E un espace
de Banach, E' = L(FE,R) son dual topologique, i.e, '’espace des formes linéaires continues
définies sur F, (.,.) leur produit de dualité, E” le bidual de F , i.e, I'espace des formes
linéaires continues définies sur E’ et || . || la norme de E.
on note par
e R, =[0,00].
e o(E, E') la topologie faible sur E.
e F, l'espace de Banach F muni de la topologie faible.
e 7(E', E) la topologie de Mackey.
e By la boule unité fermée de E.
e Bp la boule unité fermée de E'.
e D(f) domaine (effectif) de la fonction f.
e co(A
e Co(A

)
e 0(., A) la fonction indicatrice de A, définie par

) I'enveloppe convexe de A, A un sous ensemble de F.
)

I’enveloppe convexe fermée de A.

0, si z€A,
oz, A) =
+oo, si xé¢ A



1.1. Notations

e 0*(., A) la fonction polaire de (., A), appelée aussi fonction d’appui de A, définie sur
E’ par
6% (2!, A) = sup(2/, x), V' € F'. (1.1)

z€EA

Notons que, si A est un convexe fermé de E, nous avons la relation suivante
d(z, A) = sup [(2,z)—0*(2',A)], Vz € E (1.2)
I'GEE/
avec

d(z,4) = inf ||z —al]

est la distance du point = a ’ensemble A.

e 14 la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné, définie par

1, si z€A,

0, si xz¢A.

On note par

e £([0,1]) la tribu de Lebesgue sur [0, 1].

e P(FE) I'ensemble de tous les sous ensembles de E.
e B(FE) la tribu de Borel sur l'espace E.

e L2.([0,1]) (1 < p < o00) l'espace des applications p®™° intégrables, c’est a dire,

f[O,l] | u(t) ||P dt < 400, définies sur [0, 1] a valeurs dans l'espace de Banach E muni de

la norme,
1

FaC o= [ llute) 7 at)"
(0.1]
e L7 ([0,1]) 'espace des applications u : [0,1] — E essentiellement bornées sur £ muni
de la norme,

| u(.) lLe=inf {c >0, || u(t) |< ¢, p.psur[0,1]}.

e Cg([0,1]) 'espace de Banach de toutes les applications u : [0,1] — E continument

différentiables muni de la norme sup,

|u(.) lle= sup_ || u(®) ||
te€[0,1]

e CL([0,1]) I'espace de Banach de toutes les applications continues v : [0,1] — E, ayant

une dérivée continue %, muni de la norme,

lu() ller= maX{tilﬁ | u(t) ”’t?[épu Fae) ||} = max { | u() fle; [[4() e }
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1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

e Sr l'ensemble des sélections mesurables de la multi-application I'.

° Sffe I’ensemble des sélections Pettis-intégrables de la multi-application I'.

e P3([0,1]) I'espace de toutes les applications Pettis-intégrables définies sur [0, 1] & valeurs
dans E.

. W%}E([O, 1]) espace de toutes les applications u € Cg([0, 1]) ayant une dérivée premiére

absolument continue et une dérivée seconde faible dans P%([0, 1]).

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Les résultats de cette section sont pris des références [6, 13]

1.2.1 Espace topologique

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide. On dit que © est une topologie sur X
st elle vérifie les propriétés suivantes
1) 0 et X sont des éléments de ©.

2) Toute intersection finie d’éléments de © est un élément de ©. C’est a dire,
VO, 0y, ...,0, €0, (0; € ©.
i=1
3) Toute réunion (quelconque) d’éléments de © est un élément de ©. C’est a dire,

Y(Oi)ier O, | JOi € ©.

=1

o Les éléments de © sont appelés les ouverts de la topologie ©.

Définition 1.2.2. On appelle espace topologique le couple (X,0) constitué par un en-

semble X et par une topologie © sur cet ensemble.

Définition 1.2.3. Soient (X, 0) un espace topologique, on appelle complémentaire de A
dans X et on note X\ A lorsque il n’y a pas d’ambiguité l'ensemble {x € X, x ¢ A}.

Définition 1.2.4. Soient (X,0) un espace topologique et x € X. On dit qu’une partie
V de X est un voisinage de x sl existe un ouvert U de X tel que x € U C V. Plus
généralement, soit A une partie de X, on appelle voisinage de A toute partie V de X telle

qu’il existe un ouvert U de X wvérifiant AC U C V.
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1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.5. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X,0). On dit que
A est un fermé ou partie fermée de X lorsque le complémentaire de A dans X est ouvert.

Autrement dit, si l'on a X\ A € ©.

Proposition 1.2.1. Soit X un espace topologique. Alors
1) Toute intersection de fermés est un fermé.

2) Toute réunion finie de fermés est un fermé.

Ces propriétés des parties fermées découlent directement des propriétés vérifiées par
les parties ouvertes d’une topologie et des égalités suivantes
X\ (Uu) =N ), x\ (o) =J @\
iel iel iel iel
Définition 1.2.6. Soient X un espace topologique, v € X et A C X.

On dit que x est adhérent a A lorsque tout voisinage de x rencontre A. L’ensemble des

points adhérents a A s’appelle ’adhérence de A et se note A.

Définition 1.2.7. Soit (X,0©) un espace topologique et soient A, B C X. On dit que A
est dense dans B si et seulement si A C B C A.
e On dit que A est dense dans X ou que A est partout dense si A C X C A, et comme

nous avons toujours AcC X, alors A est partout dense si et seulement si A=X.

Définition 1.2.8. (Espace séparable).
Soit (X, ©) un espace topologique et soit A C X. On dit que X est séparable si et seulement

st il admet un sous ensemble dénombrable partout dense.
Exemple 1.2.1. R" est séparable.

Définition 1.2.9. (Espace métrisable).

Un espace topologique est dit métrisable sl existe une distance induisant sa topologie.

1.2.2 Espace métrique

Définition 1.2.10. Soit X un ensemble non vide. On dit que d : X x X — R, est une
distance sur X si et seulement si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

1) Ve,ye X, d(z,y) =0& xz=y.

2)Vr,y € X, d(z,y) = d(y, ).



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

3) Vr,y,z € X, d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire).
e On appelle espace métrique tout couple (X,d) constitué d’un ensemble X et d’une

distance sur X.

Définition 1.2.11. Soient X un espace métrique et A une partie non vide de X. La
distance d’un point x € X a l’ensemble A est donnée par

d(z,A) = inf d(x, a).

acA

Définition 1.2.12. Soit (z,)nen une suite d’éléments de [’espace métrique (X, d). Soit

x € X. On dit que la suite (x,), converge vers x € X si
Ve>0, dng e N, Vn e N: n > ny = d(z,,z) < e.

Proposition 1.2.2. Soient X un espace métrique et A un ensemble non vide de X . Alors,

r€AedrA)=0s3Ir,), CX, limz, =2

n—0o0
Proposition 1.2.3. Soit X un espace métrique. On dit que x est une valeur d’adhérence
de la suite (xn)nen Si et seulement si il existe une suite extraite (T,m))nen de la suite

(Tn)nen qui converge vers x.

1.2.3 Espace complet

Définition 1.2.13. Soit X un espace métrique. La suite (x,)nen est dite une suite de

Cauchy si et seulement si
Ve >0, dng e N, Vp,q e N: p,q>ny= d(z,,2,) <e.

Définition 1.2.14. Soit X un espace métriqgue. On dit que X est un espace complet si et

seulement si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

Définition 1.2.15. Soit X un espace vectoriel sur le corps K = R.

Une norme sur X est une fonction N : X — R, vérifiant

1) N(z) =0< 2z =0.

2)Vr e X, VA€ R; N(Az) = |A\|N(z).

3)Vr,y e X, Nz +y) < N(z)+ N(y).

e Le couple (X,N) ou X est un espace vectoriel et N est une norme sur X est appelé

espace normé et on note souvent || . || au lieu de N.
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1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.16. Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé

complet.

1.2.4 Espace compact

Définition 1.2.17. Soit X un espace topologique. On dit que X est un espace de Hausdorff

(ou espace séparé) si

Ve,ye X, x#y: AV eV(x), IW € V(y) tell que VW = 0.
V(z) l'ensemble des voisinages de x, V(y) l'ensemble des voisinages de y.
Remarque 1.2.1. Tout espace métrique est un espace de Hausdorff.

Définition 1.2.18. (Recouvrement d’un ensemble).

Soit (X, 0) un espace topologique et (A;)ier une famille de sous-ensembles de X. On dit
que (A;)ier est un recouvrement de B C X si B C | A;.

o Soit B =X, (A)iecr est un recouvrement de X SIX C U A; et comme |JA; C X on
aura (A;)ier est un recouvrement de X si X = |J A;. “ “

e Side plus I est un ensemble fini, on dit que Z(eili)ief est un recouvrement fini de X.

o Si(A;)icr CO on dit que (A;)ier est un recouvrement ouvert.

Définition 1.2.19. (Sous recouvrement).
Soit (A;)ier un recouvrement de B C X. Si J C I et (A))jes est un recouvrement de B,

alors (A;)jes est appelé un sous-recouvrement du recouvrement (A;);er de B.

Définition 1.2.20. Soit (X, 0) un espace topologique. On dit que X est compact s’il est

séparé et de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exemple 1.2.2.
e R n’est pas compact.
e Tout intervalle de la forme [a,b] C R est compact.

o Tout ensemble A fermé borné de R™ est compact.

Proposition 1.2.4. Tout sous-ensemble fermé d’un espace topologique compact est com-

pact.

Définition 1.2.21.
Soit X un espace topologique,

11



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

e Un sous-ensemble S de X est dit compact si de tout recouvrement ouvert de S on peut
extraire un sous-recouvrement fini.

o S est dit séquentiellement compact si toute suite de points de S admet une sous-suite
qui converge vers un point de S.

e S est relativement compact si S est compact.

e S est relativement séquentiellement compact si toute suite de points de S admet une

sous-suite qui converge vers un point de X.

Définition 1.2.22. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est précompact (ou bien
totalement borné) si et seulement si Ve > 0 il existe un recouvrement fini de E par des
boules de rayon €, c’est a dire X = |J B(xy,¢€).

=1

Théoréme 1.2.1. Tout espace métrique précompact est séparable.

Théoréme 1.2.2. Soit (X, d) un espace métrique, alors

X compact <= X complet et précompact.

1.2.5 Notions de mesurabilité

Définition 1.2.23. Soit T' un ensemble non vide. On appelle tribu ou o-algébre sur T
une famille 3 de parties de T possédant les propriétés suivantes :

1) T eXx.

2)SiAeX, alorsT\ AeX.

3) Si A, €X, VneN, alors |J A, €.

e On appelle espace mesumblzetl\lout couple (T,%) formé d’un ensemble T et d’une tribu
> sur T

e Sila troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que 3 est une
algebre sur T

e Si T est un espace topologique, la tribu Borélienne sur T notée B(X) est la plus petite

tribu contenant la topologie de T'.

Définition 1.2.24. Soit (T,%) un espace mesurable et soient X un espace métrique,
B(X) la tribu Borélienne sur X et f: T — X.

o On dit que f est (¥, B(X))-mesurable si et seulement si VA € B(X), f~1(A) € X.

e On dit que f est Y.-étagée (resp. dénombrablement Y-étagée) si [ est L-mesurable et
f(T) est finie (resp. f(T) est dénombrable).

12



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Ceci revient a dire qu’il existe une X-partition finie (resp. dénombrable) (1})c; de T,

telle que f soit constante sur chaque Tj,

f= Zaijj, avecT; ={x € T/f(x) =a;, a; € X}.
jed
e On dit que [ est Bochner ¥-mesurable si f est X-mesurable et f(T') est un sous ensemble

séparable de X.

Remarque 1.2.2. St X est un espace métrique séparable, alors
f Bochner X-mesurable <= f est YX-mesurable.

Définition 1.2.25. Soient (T,%) un espace mesurable, E un espace de Banach, E' son
dual topologique.
Une application f : X — E est dite faiblement mesurable si pour tout x' € E', lapplication

z— (2, f(2))p g est mesurable de X dans R.

Lemme 1.2.5. Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique et f : T — X.
Les caractérisations suivantes sont équivalentes

a) [ est Bochner X-mesurable ;

b) il existe une suite d’applications (fn)n X-Etagées définies sur T vers X convergent sim-
plement vers f, (i.e.Vt € T, hﬁr\n fu(t) = f(1));

c) il existe une suite d’applicgtio;;; (fu)n dénombrablement X-étagées convergeant unifor-

mément vers f (i.e. lim sup || f.(t) — f(¢) [|=0).
n—aoo teT

Corollaire 1.2.6. Soient (T, %) un espace mesurable, X un espace métrique, f : T — X
et soit (fn)n une suite d’applications Y-mesurables définies sur T a valeurs dans X telles

que, pour chaque t € T, lim f,(t) = f(t) alors [ est X-mesurable.
n—oo

Définition 1.2.26. Soit (T,X) un espace mesurable. Alors Uapplication i : ¥ — R est

une mesure sur 1" st

1) p(0) = 0.
2) u est o-additive, c’est a dire que pour toute suite (Ay)nen d’éléments de X, disjoints

deuzr a deuzx (i.e. A, N A, =0, sin#m), ona

N(U An) = ZM(An)-

neN neN

o Le triplet (T, %, p) est appelé espace mesure.

13



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.27. Soient (T,%, 1) un espace mesure.
e On dit que u est finie (ou que (T,3, u) est fini) si u(T) < 4o0.
e On dit que p est o-finie (ou que (T, %, 1) est o-fini) si

I(An)nen C B, (Ay) < +00, ¥n€Net T = |_J A,

neN

Définition 1.2.28. Soient (T,%, 1) un espace mesuré et A € X.
e On dit que A est u-négligeable si

dB e X :AC Bet u(B)=0.

e On dit que p1 est une mesure compléte (ou que (T, %, 1) est complet) si tout les ensembles

u-négligeables sont mesurables i.e,
VA,BeP(T), (ACB, BeEX, u(B)=0) = AeX.

Définition 1.2.29. Soient (T, X) un espace mesurable, E un espace de Banach, E' son
dual topologique.
Une application f : X — E est dite faiblement mesurable si pour tout x' € E', lapplication

x> (2, f(z))p g est mesurable de X dans R.

Le Théoréme de mesurabilité de Pettis, donne une relation entre fortement mesurable

et faiblement mesurable.

Théoréme 1.2.3. Une application f : X — E est fortement p-mesurable si et seulement
1,

(i) f est faiblement mesurable,

(i1) [ est a valeurs p-essentiellement séparables i.e., 3A € N(u) tel que f(X \ A) est un
sous ensemble séparable de E.

(N (1), la collection des ensembles p-négligeables).

Proposition 1.2.7. Soient (T1,%1), (1,3s), (T3,%3) trois espaces mesurables. Soient
g1, 92, - gn des fonctions (X1, Xo)-mesurables définies de Ty wvers Ty, h une fonction

(39, X3)—mesurable définie de Ty vers Ty, alors la fonction f: Ty — Ty, définie par

@) =h(g1(t), ..., gu (1))

est (X1, X3)—mesurable.

14



1.2. Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.6 Ensemble convexe

Définition 1.2.30. Soit E un espace vectoriel, et soit A C E. On dit que A est convexe

s1 seulement si

Va,be A, X €[0,1]: da+ (1 —\)b e A.
Autrement dit, pour a,b € A le segment de droite
la,b] = {da+ (1—-X)/ A€ [0,1]} C A

Définition 1.2.31. On appelle simplexe de R™ [’ensemble A,, défini par
1

Définition 1.2.32. Soit E un espace vectoriel et soient x1, xs, ..., x, € E. On appelle com-
n

binaison conveze des éléments x1, T, ..., T, tout élément x = > \jx; tel que (A, A, ..., \) €
1

A,

Proposition 1.2.8. Soit E un espace vectoriel et soit A C E. Alors A est convexe si et

seulement si il contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

1.2.7 Enveloppe convexe

Définition 1.2.33. Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel E. On appelle enve-
loppe conveze de A, qu’on note co(A), Uintersection de tous les sous-ensembles convezes
de E contenant A. C’est donc le plus petit convexe de E contenant A.

e Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de A, que
l’on note ¢o(A), Uintersection de tous les sous-ensembles convexes fermés de E contenant

A, c’est en fait le plus petit conveze fermé de E contenant A.

Théoréme 1.2.4. Soit E un espace vectoriel et A C E. Alors
co(A) = {Z)\jxj :neq0,1,...}, (M, Ans1) € Ay, Ty, ooy Tpyq € A}.
j=1

Théoréme 1.2.5. (Théoréme de Carathéodory).
Soitn € N et A C R". Alors

n+1
co(A) = {Z)\jxj © (A, e Ana1) € Apig, T, Tpgg € A}.
=1
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1.3. La topologie de la convergence uniforme

Théoréme 1.2.6. Soient E un espace vectoriel, A et B deux sous-ensembles de X . Alors
i) co(a.A) = a.co(A), co(A+ B) = co(A) + co(B).

Si E est un espace vectoriel topologique, alors

ii) Si A est un sous ensemble convexe de E, A l’est aussi.

iii) co(A) = co(A).

iv) co(a.A) = a.co(A).

v) Sico(A) est compact, co(A+ B) = co(A) + co(B).

1.3 La topologie de la convergence uniforme

Soit X un ensemble, (Y, || . ||) un espace vectoriel normé.

Définition 1.3.1. Soient X un espace métrique et E un espace de Banach.

Soient (fn X = E) une suite d’applications et f: X — F.

neN
On dite que (fn)nen converge simplement vers f sur X si et seulement si, pour tout x € X,

la suite (fn(2))nen converge vers f(z) dans E.

Définition 1.3.2. On dit qu’une suite de fonctions (f,)nen telle que f, : X — Y, converge

uniformément vers f si
Ve >0, dng € N, Vn >ng, Vo € X :|| fu(z) — f(x) |[< e

< lim sup || fu = f =0

i
— P geX

Définition 1.3.3. La topologie sur C(X) muni de la norme || . ||« telle que

I/ lloo= sup || f() |

est appelée la topologie de la convergence uniforme.
e La topologie de la convergence uniforme est plus fine que la topologie de la convergence

stmple.

Définition 1.3.4. (Espace localement compact).
Un espace topologique est localement compact si tout point de l’espace admet un voisinage

compact.

Définition 1.3.5. (Topologie de Mackey). |8
Soit E un espace de Banach, E' son dual topologique. On note par T (E) la topologie de
la convergence uniforme sur les sous ensembles faiblement compacts de E.

Restreinte a E', cette topologie est appelée topologie de Mackey et notée T(E', E).
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1.4. Multi-application et sélections

1.3.1 La topologie de la convergence compacte

Définition 1.3.6. Soit (X,0) un espace topologique, (Y,dy) un espace métrique. Soit
(fn) une suite d’applications de X dansY .
On dit que (fn)nen converge de maniére compact vers f : X — Y si pour tout compacte

KCX, (fa)|lx= () |x ie

VK compact C X : lim supdy (fa(z), f(z)) = 0.

n—aoo zeK

1.4 Multi-application et sélections

Les résultats suivants sont pris des références [1, 2, 3, 8, 10]

Définition 1.4.1. Soient XY deux ensembles non vides. Une multi-application F' définie
sur X a valeurs dans Y est une application qui associe a chaque élément x € X un sous-

ensemble F'(x) deY. On note F : X 3Y.

Le domaine, le graphe et 'image (ou le rang) de la multi-application F': X =% Y sont
donnés par
o dom(F)={ze X :F(z)#0}.
e gph(F)={(z,y) € X XY : 2 € dom(F), y € F(x)}.
e R(F)=Im(F)= | F(x).

xedom(F)
Définition 1.4.2. Soit F': X =2 Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : D(f) — Y wvérifiant

f(z) € F(x),Vx € dom(F).

Définition 1.4.3. Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X,d), l’écart
entre A et B est définie par
¢(A, B) = supd(a, B),

acA
et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par
H(A, B) = max (e(A, B), e(B, A)).

Notons que Pp(X) (les sous ensembles fermé de X) muni de la distance de Hausdorff H

est un espace métrique.
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1.4. Multi-application et sélections

1.4.1 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.4.4. Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique et I' : T =
X. On dit que I est (3, B(X))-mesurable si pour tout ouvert V de X

I'(V)={teT;Tt)NV #0} € X.

Lemme 1.4.1. Soient (T,3) un espace mesurable, X un espace métrique complet sépa-
rable et I' : T = X une multi-application a valeurs non vides fermées.

Considérons les propriétés suivantes ;

1. T7YB) € X, pour tout Borélien B de X,
I1(C) € %, pour tout fermé C de X,
I=1(V) € X, pour tout ouvert V de X,

il existe une suite (0y,), de sélections mesurables de I' telle que

Vte T, T(t) = {on(t)}

neN*

5. Vx € X, la fonction distance d(z,I'(.)) est mesurable.
6. Le graphe de I' appartient o ¥ Q) B(X).
Alors (1) = (2) = (3) & (4) & (5) = (6).
Si I est a valeurs non vides complétes alors (3) < (4) < (5).
Si I' est a valeurs non vides compactes alors (3) = (1).
St X est un espace de Banach séparable et I' est a valeurs convexes compactes, alors la
mesurabilité de I' est équivalente a la mesurabilité de la fonction d’appui 6*(z',T'(.)), pour

tout ' € X'.

Lemme 1.4.2. Soit (T, %, v) un espace mesuré, avec v > 0, o-finie et 2 v-compléte. Soit
X un espace métriqgue complet et I' : T = X wune multi-application a valeurs non vides

fermées. Alors (1) & (2) & (3) & (4) < (5) < (6).
Définition 1.4.5. Soit F': X =2 Y une multi-application. On appelle sélection de F toute
application f : X — Y vérifiant

f(z) € F(z),Vz € X.

Théoréme 1.4.1. (Théoréeme d’existence de sélections mesurables de Castaing)
Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable, F' : T =
X une multi-application X-mesurable a valeurs fermées. Alors F admet au moins une

sélection mesurable.
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1.4. Multi-application et sélections

Définition 1.4.6. Soient (T,%) un espace mesurable, X et Y deux espaces métriques.

Soit p: T xY =Y. On dit que ¢ est une application de Carethéodory si

O I'—Y

t— u(t) = ot x)
est Y-mesurable pour chaque v € X, fixé et application

o X — Y

z— pi(x) = @(t, )
est continue sur X pour chaquet € T, fizé.

Définition 1.4.7. (Tribu produit).

Soient (Q1,71), (Q2,72) deux espaces mesurables.

La tribu produit, notée T X 1o, permet de donner une structure d’espace mesurable a
l’ensemble produit 21 x s, c’est la tribu engendrée par les pavées mesurables R = Ry X Ra
ot R € 7, Ry € 1».

Ou, de maniére équivalente, la plus petite tribu contenant les pavés mesurables.

Lemme 1.4.3. Soient (T, X)) un espace mesurable, XY deux espaces métriques séparables
complets et soit ¢ : T x X — Y une application de Carathéodory. Alors ¢ est ¥ @ B(X)-

mesurable.

Théoréme 1.4.2. Soient (T,Y) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable.
Soit F:' T x E = E une multi-application mesurable et soit u : T — E une application

Y-mesurable. Alors la multi-application F(.,u(.)) est X-mesurable.

Démonstration. Posons H(.) = F(.,u(.)), comme u est une application mesurable, alors
@ est aussi mesurable donc d’aprés la Proposition 1.2.7, la fonction f : T'— T x E définie
par f(t) = (t,u(t)) est mesurable.

Soit V' un ouvert de E. Alors,

H Y V)={teT:Ftul)nV #£0}
={teT:F(fit))nV #0}
={teT: f(t)e F7'(V)}
= [THETHV)).
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1.4. Multi-application et sélections

Comme F est mesurable on a F~}(V) € ¥ ® B(E) et gace a la mesurabilité de f, on
obtient f~Y(F~1(V)) € X, c’est a dire H (V) € X.

Par conséquent F'(.,u(.)) est X-mesurable. |

Théoréme 1.4.3. (Théoréme de James)
Soient Y un espace de Banach séparable, K un sous ensemble convexe fermé de E. Alors

K est faiblement compact si et seulement si
ke K:0*(2',K) = (2, k), Vo' € F.

Lemme 1.4.4. Soient E un espace de Banach séparable, E' son dual topologique muni
de la topologie de Mackey. Soit f une fonction convexe sur E’', finie et continue au point

xy € E'. Soit D un sous ensemble dense dans E'. Alors
inf{f(y'):y € E'} =inf{f(2') : 2’ € D}.

Donc,

sup{f(y') : v € E'} = sup{f(a') : 2’ € D}.

Définition 1.4.8. Un espace localement convexe est un espace vectoriel topologique dont
la topologie peut étre définie a l'aide d’une famille de semi-normes.

C’est une généralisation de la notion d’espace normé.

Proposition 1.4.5. Soit E un espace localement conveze, (T, X 1) un espace mesuré,
' : T = E une multi-application a valeurs fermées convexes, faiblement localement com-
pactes. Soit o : T — E une fonction a valeurs fermées convexes.

SiVa' € E' 6% (2! o(t)) < o*(a',T'(t)), p.p.p, alorso(t) C I'(t), p.p.

Corollaire 1.4.6. Soit E un espace localement convexe muni de la topologie faible o(E, E'),
E’ son dual topologique muni de la topologie de Mackey T (E,E"), C' un sous ensemble
non vide fermé conveze. Alors les propriétés suivantes sons équivalents :

a) il existe y, € E' tel que 6*(.,C) est finie et continue en y.

b) C est localement compact.

c) il existe yy € E' tel que pour tout b€ R; {y € C: (y,,y) > b} est compact.

Définition 1.4.9. Soit (T, X) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.
Soit F': T = E est une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si

pour tout ' € E', Uapplication t — 0*(x', F(t)) est mesurable.
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1.5. Continuité des multi-applications

Proposition 1.4.7. Soit (T, %) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.
Si F T = E une multi-application a valeurs non vides convexe faiblement compactes,

alors F(.) est mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Lemme 1.4.8. (Lemme de Grothendieck)
Soit E un espace de Banach et soit H un sous-ensemble de E vérifiant : pour tout nombre
positif €, il existe un ensemble K. faiblement compact dans E, tel que H C K. + ¢Bg.

Alors H est relativement faiblement compact.

1.5 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris des références [1, 3, 8, 10]

Définition 1.5.1. Soient X, Y deux espaces topologiques, F' : X =Y une multi-application.
F' est dite semi-continue supérieurement au point xo € X, st pour tout ouvert V de Y tel
que F(xzo) C V, il existe un ouvert U de xy dans X tel que xy € U et F(z) CV, Vo € U.
On dit que F' est semi-continue supérieurement sur X si elle est semi-continue supérieu-

rement en tout point v € X.

Lemme 1.5.1. Soient X,Y deux espaces topologiques, F' : X =Y une multi-application
semi-continue supérieurement a valeurs non vides fermées. Alors le graphe de F est fermé

dans X xY.

Théoréme 1.5.1. Soient X,Y deux espaces topologiques, F' : X =Y une multi-application
a valeurs compactes. Alors F' est semi-continue supérieurement sur X si et seulement si
pour chaque x € X et chaque suite (z,), de X telle que x,, — x, et (yp), de Y avec

Yn € F(xy,), il existe une sous suite (ym) de (y,) telle que

lim vy, € F(z).

m—0o0

Définition 1.5.2. Soient (X,d), (Y,d') deuz espaces métriques. Soit F(X,Y') l'ensemble
de toutes les applications f : X — Y. Une partie H de F(X,Y') est dite équicontinue au
point x € X st

Ve>0,30>0,Va' e X, Vfe H: dlz,2) <d=d(f(x), f(2')) <e.

e H est dite équicontinue sur X si elle est équicontinue en tout point x € X,
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1.6. Quelques résultats de convergence

Définition 1.5.3. Soient Y un espace métrique et T > 0, F : [0,T] = Y une multi-
application. On dit que F est absolument continue si pour touty € Y et tout t,t' € [0,T]

on a
t

|d(y, F(t)) — d(y, FX)| < [ |a(t) — a(t)]
t/
ot a :[0,T] — Ry est une fonction absolument continue satisfaisant a # 0 p.p sur [0,T].

D’apres la distance précédente nous avons pour t >t/

t
o F) = dy. FO)I < [ JaGo)lds

Théoréme 1.5.2. (Théoréme de fermeture)
Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topologique et ® une multi-application
définie sur [0,T] X X a valeurs non vides converes compactes dans E et telle que pour
tout t € [0,T) fixé, ®(t,.) est semi-continue supérieurement.
Soient (x,(.)), x(.) des applications définies sur [0,T] a valeurs dans X et (y,(.)),y(.) des
applications intégrables définies sur [0,T] a valeurs dans E.
Supposons que :

1. nh—>1£10 zn(t) = z(t), p.p sur[0,T].

2. Pour tout 2’ € E', (2, y.(.))) converge o(Li([0,T)), L([0,T])) vers ({',y(.))).

3. yn(t) € O(t, x,(t)), p.p sur[0,T].

Alors, y(t) € ®(t,z(t)), p.p sur [0,T].

1.6 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris des références [6, 13|

Théoréme 1.6.1. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soient (T,%, 1) un espace mesuré, E un espace de Banach, soient 1 < p < +oo et (f,)

une suite de fonctions mesurables définies sur T' a valeurs dans E, si la suite (f,) vérifie
(1) fo —> fuppsurT,
(it) il existe une fonction positive g € Ly (T) telle que, pour tout n € N,

| fu) < g(t)  pepep.

Alors, f, — [ dans L5(T).

En particulier, dans le cas p =1,

/T Fudp — /T fdp.
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1.7. Quelques résultats de compacité

Lemme 1.6.1. (Lemme de Fatou)
Soit (T, %, 1u) un espace mesuré, pour tout suite (f,), de fonctions mesurables sur T a
valeurs dans [0,4+00]. Alors la limite supérieure (resp. inférieure) de la suite (f,) est

mesurable et l'on a :

/ lim sup f,dp > lim Sup/ fndu,
T n—oo T

n—oo
(resp.
/ lim inf f,dp < lim inf/ fadp.)
T T

n—oo n—o0

L’égalité n’est pas en générale vérifiée.

Théoréme 1.6.2. Soit v une fonction a valeurs réelles, définie sur Vs x (E'\ A), ou Vj
est un voisinage dun point s € R, E =RF et A C E un sous ensemble p-négligeable.

Si pour chaque t € V, la fonction x — p(t,x) est p-intégrable sur E et si de plus sur
Vs X (E'\ A), la fonction ¢ admet une dérivée partielle par rapport a t vérifiant linégalité

dp

| S (t0) 1< (o),

ot g est p-intégrable et indépendante de t, alors la fonction t — [ (¢, z)du(x), est

dérivable au point s et lon a

d Op
ngwwW—/g@@w

1.7 Quelques résultats de compacité

Les résultats suivants sont pris des références [1, 10]

Théoréme 1.7.1. (Théoréme d’Ascoli-Arzela)

Sotent J un espace métriqgue compact, Y un espace métrique complet, et H un sous en-
semble de C(J,Y) (lespace des applications continues définies sur J a valeurs dans 'Y ),
muni de la topologie de la convergence uniforme.

Alors H est relativement compact si et seulement si H est équicontinu et H(x) = {f(x) :

f € H} est relativement compact.

Théoréme 1.7.2. (Corollaire du théoréme d’Ascoli-Arzela)
Soient J un ensemble compact de R, E un espace de dimension finie et soit (f,) une
suite de fonctions absolument continues définies sur J a valeurs dans E satisfaisant les

conditions sutvantes :
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1.7. Quelques résultats de compacité

1.Vt e J, (fu(t))nen est un sous ensemble relativement compact dans E.

2. 1l existe une fonction & valeurs réelles positives h € LL(J) tel que || f(t) || < h(t),
p.p sur J.
Alors, il existe une sous suite de (f,)n (qu’est on note aussi (f,)) qui converge vers

une fonction absolument continue f : J — E au sens suivant :

(a) (fn)n converge uniformément vers f.

(b) (fo)n converge faiblement vers f dans Ly (J), c’est a dire (f,) converge vers f
o(Lp, Lg).

Définition 1.7.1. Soit (€},) une suite délément du dual E' dun espace topologique E.
On dit que (e},) sépare les points de E si pour tout x,y € E, x # y, il existe n € N tel que

(€, x) # (€, y)-

Théoréme 1.7.3. Soit E un espace de Banach séparable. Alors, Bg: est métrisable pour
la topologie o(E, E').

Réciproquement, si B est métrisable pour o(E, E") alors, E est séparable.

Théoréme 1.7.4. (Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E est compacte pour la

topologie o(E', E).

Théoréme 1.7.5. (Théoréme de Banach-Dieudonné)
Soit E un espace de Banach séparable, By la boule unité fermée de E'. Alors sur By la

topologie de la convergence faible coincide avec la topologie de la convergence compacte.

(Bg/,o(E',E)) est métrisable.

Proposition 1.7.1. Soit K un sous ensemble borné convexe de E, alors K est compact
si et seulement si la fonction 2’ — 6*(a', K) est continue sur B muni de la topologie

de la convergence compacte.

Théoréme 1.7.6. (Théoréme d’Eberlein-Smulian)

Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

2. S est faiblement (relativement) compact.
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1.8. Théoréme du point fixe de Kakutani-ky Fan

Théoréme 1.7.7. (Théoréme Smulian)
Soit S un sous ensemble dun espace de Banach E, si S est relativement faiblement com-
pact, alors pour chaque x € S° (fermeture faible de S) il existe une suite (x,) déléments

de S convergeant faiblement vers x.
Théoréme 1.7.8. (Théoréme de Hahn-Banach)
Soit p: E — R une application vérifiant :
1. p(Az) = A\p(x), Vo € E et VA >0,
2. plx+y) <p(x) +ply), Yo,y € E.
Soit d’autre part G C E un sous-espace vectoriel et soit g : G — R une application linéaire
telle que
g(z) <p(z), Yz € G.
Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e g(x) = f(z), Vo € G
et telle que
f(z) < p(x), Vo € E.

On donne maintenant une conséquence de la forme analytique du Théoréme de Hahn-

Banach.
Théoréme 1.7.9. Soit E un espace vectoriel normé, soit xg € E telle que xq # 0, alors

il existe f € F', telle que || f ||=1 et f(xo) =|| xo ||-

Théoréme 1.7.10. ( Théoréme du graphe fermé)
Soient E, F deux espaces de Banach. Soit T" un opérateur linéaire de E vers F'. On suppose

que le graphe de T, gph(T) est fermé dans E x F, alors T est continu.

Théoréme 1.7.11. (Théoréme de Mazur)

Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E, alors co(A) est compact.

Théoréme 1.7.12. (Théoréme de Banach-Mazur)
Soit (z,,) une suite déléments de E convergeant faiblement vers x. Alors, il existe une suite
(zn) (00 z, est une combinaison convexe des éléments x,,Tp.1,...) convergent fortement

VErs I .

1.8 Théoréme du point fixe de Kakutani-ky Fan

Les Théoréme suivantes sont pris de la référence [10]
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1.8. Théoréme du point fixe de Kakutani-ky Fan

Théoréme 1.8.1. Soient X un espace topologique séparé localement convexe, S un en-
semble non vide convexe compact de X et F': S = S une multi-application semi-continue
supérieurement a valeurs non vides convezes fermées, alors F admet un point fize dans

S, c’est a dire, il existe x € S tel que x € F(x).

Comme corollaire du Théoréme précédent, on obtient une version faible du Théoréme

du point fixe.

Théoréme 1.8.2. (Corollaire du Théoréme de Kakutani-ky Fan)
Soit E un espace de Banach, S un sous ensemble non vide conveze faiblement compact de
E et F: S = S une multi-application faiblement-faiblement semi-continue supérieurement

a valeurs non vides convexes faiblement compactes, alors F' admet un point fixe dans S.

Ceci est due au fait que (E,0(F,E")) est un espace topologique séparé localement

convexe.
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Chapitre 2

Comparaison de l'intégration au sens
de Pettis avec I'intégration au sens de

Bochner

Ce chapitre est consacrés a I’étude de l'intégration au sens de Pettis avec la Bochner.
On donne dans une premiére partie quelques définitions et propriétés de l'intégrale au
sens de Bochner qui sont médées a comparer a ceux de l'intégrale au sens de Pettis. Puis
on présente quelques résultats sur 'intégrabilité au sens de Pettis.

Dans la deuxiéme partie, on donne une comparaison entre 'intégrabilité au sens de Pettis
et au sens de Bochner.
En fin, on termine par donner un exemple d’une fonction Pettis intégrables mais non

Bochner intégrables.

2.1 Intégrale au sens de Bochner

Soit £ un espace de Banach.

Définition 2.1.1. (fonction simple)
Soit (2, %, 1) un espace mesuré positif. Une fonction f : (Q,3,u) — (E,B(E)) est dite

stmple si elle peut s’écrire sous la forme :
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

f= in]lAi, (2.1)
i=0

ot Agy ...y Ap € X, o,y o, p € E, avec p(A;) < 400 pour tout i = 0,...,n et les A;

deux a deux disjoints.

Remarque 2.1.1. a) Notons que f est constante sur chaque A; (Yw € A;, f(w) = x;) et
nulle en dehors de |J Ai Vwe X\ U A f(w)=0)
0<i<n

0<i<n <
b) La décomposition (2.1) est en général unique.
Définition 2.1.2. (intégrale au sens de Bochner d’une fonction simple)
Soit f:(Q,5, 1) = (E,B(E)). Si f est simple, on définit son intégral de Bochner sur (2,

relativement a p, par
[ faui=>" (), (2.2)
@ i=0
ou les x; et les A; sont ceuxr donnés par (2.1).

Remarque 2.1.2. a) On voit immédiatement que cette définition pose un probléme de
cohérence lié a la non unicité de la décomposition (2.1). En effet,

Soit [ #0, telle que f =Y 214, = ) y;lp,, et les B; sont deux a deux disjoints.
i=0 7=0

Posons Apy1 =3\ U Ai, Bt := X\ U Bj et montrant que A; N Byp1 = ¢. En effet,
=0 j=0
stw € A; N Bpy1, on aura w € A; et done f(w) =x; #0 et w € Bpyq et done f(w) = 0.

Ce qui est contradictoire.
m+1

Soit i tel que x; # 0. Remarquons que U B; =% .
On peut alors écrire =
m+1 mt1 m
A=A ( UO Bj) = UO (4 B)) = U()(AiﬂBj)-
j= j= j=

Ce qui donne p(A;) = Y u(A; N B;).
j=0

n

En utilisant les mémes arguments, si y; # 0,B; = U (Ai N Bj), ce qui donne p(B;) =

i=0
On a aussi A; N\ Bj # ¢ = x; = y;. En effet, siw € A,NB;, f(w) =z, et f(w) =y,

donc x; = y;.
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Nous pouvons maintenant écrire,

inu(Ai) = Z zip(A;)

1=0,2;#0

= Z IEiZM(A N B;)
=0,0;#0  j=0

= inz,u(/ll N B;)
=0 j=0

= Z yin(Ai N B;)
i=0 j=0

b)Remarquons que l'intégrale de Bochner des fonctions simples est linéaire i.e

/Q(Oéerﬂg)du = oz/Qfdquﬂ/diu, (2.3)

pour tous réels o et B et toutes fonctions f et g.

De plus pour toute fonction simple f, on a

I i =St H<Z|llelu )= [ 1) Ndue). 24

Cette derniére intégrale est une intégrale au sens classique.

Définition 2.1.3. (Intégrale au sens de Bochner)
Soit f @ (Q,%,pu) — (FE,B(E)) une application fortement mesurable, on dit que f est

Bochner intégrable s’il existe une suite de fonction simples f, telle que

fo 2L f (25)
et
L 15w) = 1) ) 0, (26)

<:>V6>O,E|N(8)>O,Vn€N,n2N(5):>/ | fo—flldu<e.
Q
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

On pose alors

Bochner
/ fdu = / fdp == lim / frndp. (2.7)
Dans cette Définition, l'intégrale utilisée dans (2.6) est une intégrale au sens de Lebesgue.
Nous n’utiliserons la notation lourde f ochner que lorsqu’il s’agira de comparer ['intégrale

au sens de Bochner avec 'intégrale au sens de Pettis.

Remarque 2.1.3. a) L’espace de Banach E étant complet. Alors, l’ezistence de lim fQ fndp
n——aoo
est due au fait que la suite ( fQ fndp)n>1 est de Cauchy. En effet, soit € > 0, R(e) € N,

Par les relations (2.3), ( et (2. 6) nous avons pour n,m > V()
I [ - / it | 2 [ (8= f)d ]
AT AT”
Q

(LT)
Z /Q(Ilfn—f||+||f—fm||)du

2.3) o _
—Aun M@Hfﬂf fu Il dp

(2.6)
< 2e.
b)La limite [, fodp ne dépend pas du choix de la suite approximante (f),. En effet,
Soit (gn)n>1 une autre suite de fonctions simples telles que
=5 fet follgn—Fll—0.
D’apres la remarque précédente (fQ gndpt)n>1 est une suite de Cauchy dans E.

On pose alors,

fi=tim [ wﬂm/%m
n—oo Q

n—o0
et définissons la suite (hy)n>1 des fonctzons simples par hop = fr, hort1 = g1

Comme la suite (hy)n>1 vérifie la condition (2.6), la suite des intégrales ( [ hndpt)p>o est
de Cauchy dans E donc a une limite h € E. De plus, ([, hndjt)n>1 admet une sous suite
convergeant vers [ f et une autre convergeant vers [ g donc [ f = [ g = h. D’ou lunicité

du choiz de la suite (fp)n.

On donne maintenant une Condition nécessaire et suffisante de la Bochner intégrabi-
lité.
Théoréme 2.1.1. Soit f: (2, X, u) — (E,B(E)) une application fortement mesurable.
Si f est Bochner intégrable. Alors [ || f ||< +oo .
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Démonstration. D’aprés la Définition 2.1.3, f Bochner intégrable implique 'existence

d’une suite (f,,) de fonctions simples telles que
fo = f,

et
/HE—HWW%Q
Q

cest a dire, Ve > 0,3ng > 0,Vn >ng: [o || fu — f || du <e.

Ceci implique en particulier que pour ng assez grand

AHﬁm—fWM<+m,

et puisque f,, est une fonction simple, on a d’aprés (2.2)

Lunme=2]mmwumwm

i€lp

pour un certain ensemble fini d’indices I, avec les A,,; € X de p-mesure finie, donc

Jo Il oo I dpt < +o0.

Finalement

d — Jno d no d Q.
Anfnuslﬂf f||u+AHf|lu<+

Corollaire 2.1.1.
i) Si f: Q) — E est Bochner intégrable, alors

yémwgzﬂfHW<+w. (2.8)

i) Si E est séparable et [, || f || du < +o0, alors f est Bochner intégrable et vérifie (2.8).

Démonstration.
i) Puisque f et Bochner intégrable, d’apres le Théoreme 2.1.1, [, || f || du < +00 et nous
avons au moins une suite (f,,) de fonctions simples convergent u-p.p vers f.

Nous pouvons définir alors une suite (g,,) de fonctions simples, g, : Q@ — FE, par

faw) si || fulw) [[< 2 fw) [I;
0 si || fa(@) 1= 2] f(w) -

grt(“) =
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

Donc,

/fd,u: lim/fndu: lim /gndu.

b) gn =5 f.
&)l gnw) I€2] flw) | VYweQ.

Comme (g,,) est une suite de fonctions simples, on a par (2.4),

H / gdyt |1< / I gn | di (2.9)
Q Q

I [ fauli= Jim | [ g .10
Q nTreo Q

et d’aprés le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue 1.6.1 et par b), ¢) on a

Jlonlidn—— [ 1£ 1 an
Q n—0oo Q

En passe a la limite dans (2.9), on obtient

I [ fdol= i [ g < s [ ol = [ 15 )

et par a)

c’est & dire

H/Qfdu IIS/QHfH dt < oo,
[ |

Corollaire 2.1.2. Soient E; et Fy deux espaces de Banach, tel que Fy est séparable. Soit
T : Ey — E5 un opérateur linéaire continu et f: (Q, X, u) — (Ey, B(E})) une application

Bochner intégrable. Alors
T(f)=Tof:(Q X pn) — (B B(E,))

est Bochner intégrable et

/QT(f)dp:T(/Qfdu). (2.11)

Démonstration. f étant Bochner intégrable et (X, B(E}))-mesurable et T" est borélienne

parce que continue, donc (B(F1), B(F>))-mesurable Ainsi Tof est (3, B(E,))-mesurable.
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2.1. Intégrale au sens de Bochner

La Bochner intégrabilité de T'(f) découle facilement de celle de f, de la continuité de T'

et du Corollaire 2.1.1 en écrivant :

LHTUMdué AHmeumt

- HTWAHow<+m

La finitude de cette derniére intégrale provient de la premiére partie du Corollaire 2.1.1
appliquée a f et 'espace B(E]) et par la deuxiéme partie du Corollaire 2.1.1 appliquée a
T(f) et Despace B(E,), la finitude de [, || T(f) || du implique la Bochner intégrabilité
de T'(f), Vérifions maintenant (2.11). Par la Bochner intégrabilité de f, nous disposons
d’une suite de fonctions simples (f,), f. : @ — B(E)), telle que

ARt
0 n (e 9]

/fndﬂ—+>/fdﬂ
Q n—-+0oo 0

par la continuité de f, on déduit

et

/ fadpt) —— T /Q Fdp) (2.12)

La fonction simple f,, peut s’écrire
= Z frila,,

i€l
avec I, fini, les A,,; deux & deux disjoints pour n fixé et u(A,;) < +oo.
Pour tout w € Q

(Tofn)(w) = T frila,, (@) => 1a, T(fos),

i€ln i€l,
par la linéarité de T (les f,; sont des vecteurs de B(E)), et pour w fixé les 14, ,(w) sont
des scalaires).
Cette égalité vraie pour tout w € €) peut se réécrire sous la forme de I’égalité fonctionnelle

= Z fn,iﬂAn,w

i€l

qui montre que T'(f,) est une fonction simple définie de €2 & valeurs dans B(FEs) . En
particulier I'intégrale de Bochner fQ (fn)du a bien un sens. Elle peut se calculer comme

suit.

/ fn dﬂ' ZT fnz 7”) = T(Z fn,i,u(An,i)) = T(/Q fndﬂ)

’LEIn iEIn

33



2.2. Intégrale au sens de Pettis

La premiére et la troisiéme égalité ci-dessus expriment la définition de 'intégrale de Boch-
ner d’une fonction simple, la deuxieme égalité vient de la linéarité de T'.

Pour établir (2.11), nous allons passer a la limite dans 1’égalité

| 7= fudn)

Par (2.12), le second membre converge vers T'( [, fdu).

Pour justifier la convergence du premier membre vers fQ T(f)du, on écrit les majorations

suivantes :
l / T(f)dpi / Tl = | [ T( = Hiu |
< /QHT(fn—f)Hdu
< /QHTHan—fHdu

= T [ = w0
QO n o0

2.2 Intégrale au sens de Pettis

Définition 2.2.1. Soient (2,3, u) un espace mesuré, E un espace de Banach, E' sont
dual topologique, f : Q — FE wune application faiblement mesurable, on dit que f est

scalairement j-intégrable si

Vi € B, /Q (', Fldu < +oo.

Pour construire I'intégrale au sens de Pettis de f, on commence par montrer que si f
est scalairement intégrable, Papplication @' — [, [(2/, f)|du est un élément & du bidual
topologique E” de E. Si on peut identifier £ avec un élément v de E, alors on dit que f
est Pettis intégrable et son intégrale au sens de Pettis est précisément cet élément vy

de E.
Proposition 2.2.1. Si f est scalairement intégrable, 'application
§:F —R
o [
Q
est une forme linéaire continue sur E', donc c¢’est un élément du bidual topologique E".
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2.2. Intégrale au sens de Pettis

Démonstration. a) La linéarité.

Soient =, x5 € E', o, B € R

£(ad + Br) = / (o, + Bab), f)du

- /Q ((azh, £) + (Bch, F))dp
—a /Q (@), fydu+ B /Q (e}, f)du
= ob(a) + BE(h).

Dans la premiére équalité on utilise la linéarité de la forme de dualité et dans la deuxieéme
on utilise la linéarité de 'intégrale au sens de Lebesgue.
b) La continuité.

Considérons 'application ¥ définie par

U E — L(Q,%, 1)

o — (2 ().

Pour montrer que V¥ est continue, il suffit de montrer que son graphe est fermé, c’est a

dire montrer que si, (z),),>1 est une suite dans E’ vérifiant : 2/, — 2’ et V() @
zoua' € E et z € Lg(Q,%, 1), alors ¥(a') = 2. T
Puisque (27,),, converge dans E’ vers z’, alors, pour tout ¢t €

(@) F(8) —— (' £ (1),
donc,

U(xl)(t) —— W (2')(¢). (2.13)

n—o0
D’autre part, comme (¥(2/)) converge vers z dans Lg (€2, ¥, 1), on peut extraire une sous-
suite(¥(z!,)) qui converge vers z p-p.p sur Q. On déduit de (2.13) que z = ¥(2') p-p.p
sur €2.

Puisque z € Ly (2,3, i) alors, le graphe de U est fermé. D’aprés le Théoréme 1.7.10, W
est continue.

Cette continuité implique que
Vo' € B || U(a) <[ W Il 2",

alors

/Q & Pldu <) W 2 |
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2.2. Intégrale au sens de Pettis

d’ou
Vo' € B Jee)| = | [ @ Pl < [ 1 Dldn< el o], telquec =] @ |
Q Q

ce qui établit la continuité de €. |

Remarque 2.2.1. Si f est Bochner intégrable, 'appartenance de & a E" est immédiate

en écrivant pour tout x’ € E’

| [ ol < [ 1 seplate)
< / |2 1 £ | dpuct)
2| / | £G2) | dpa(t) < +oo, (2.14)

et en notant que par la Bochner intégrabilité de f, [, || f || du est finie (constante relativement & ).
Comme sous-produit de (2.14), notons au passage que la u-Bochner intégrabilité de f

implique son intégrabilité scalaire.

Définition 2.2.2. (Intégrale au sens de Pettis)

Soient f : Q — E une application scalairement intégrable et £ ’élément de E" associé a
f par

(€, o) = / (@', F(0)du(t).

On dit que f est Pettis intégrable si & € J(F), image canonique isométrique de E dans
son bidual, autrement dit si
E|Vf SO V' e E/, <91;’, Vf>E’,E = /<$/, f>E/,Ed,LL.
Q

On définit alors 'intégrale au sens de Pettis de f en posant

Pettis
/ fdu = / fdp = vy.
Q Q

Remarque 2.2.2. 1. Lorsqu’elle existe, lintégrale de Pettis fQ fdu est Punique vec-
teur vy de I vérifiant
V' € E', (', vp) = /(x’,f)du. (2.15)
Q
En effet,
si (z',vyp) = (@, 0f) pour tout &' € E', comme les formes linéaires continues sur E

séparent les points de E. Alors vy = d;. D’ot l'unicité.
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2.2. Intégrale au sens de Pettis

2. Par construction de l'intégrale au sens de Pettis commute avec les formes linéaires

continues puisque lorsque [ est Pettis intégrable, (2.15) peut se réécrire

V' e E' (a, /Q fdu) = /Q<:1c', fdp.

Proposition 2.2.2. L’ensemble des fonctions Pettis intégrables définies de (2, %, 1) a
valeurs dans E noté P.(u, E)est un espace vectoriel, et l'intégrale de Pettis est un opé-

rateur linéaire de cet espace dans E. De plus pour toute f Pettis-intégrable
Pettis
I sl [ 15 di < e 210
Q Q

Démonstration. Montrons (2.16)

Soit vy 1= ;ettis fdp, tel que vy # 0. Par le Théoréme 1.7.9, il existe 2’ € E' telle que

(@ vy =|lvs g et || 2 |p=1.

Nous avons alors,

Pettis
HL fdu | = (', vg)

< {17 dn
Q
:/wam<+m.
Q
]

Théoréme 2.2.1. Une fonction [ :[0,1] — E scalairement intégrable si est seulement si

{’ensemble
{{', f) |l 2" |I< 1}

est uniformément intégrable.

Remarque 2.2.3. On note par Py([0,1]), I’espace de toutes les fonctions Pettis-intégrables
définies sur [0,1] a valeurs dans E.

Soit f € PL([0,1]), on définit la Pettis-norme de f par

Hfmf:wp/'manwm
[0,1]

x’ EEE/
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2.2. Intégrale au sens de Pettis

qui est équivalente a la norme

sup | / fdu |-
Eex  JE
En effet,

sup | /Efdu I = sup ( sup |<$'7/Efd“>|)

Eex x’GEE/

< sup }(w’,/fdu>|
r'eEB gy

= sup /! Fldu
r'€EB gy

= f llpe -

D’autre part,

si on prend 11 = {E,, ...., E,} une partition de Q par des éléments de ¥ deux a deur
disjoints, on obtient,

o [ pa] = /fdu
3 I [ s

- EZ+< / Fa) - Zf / Fap)
= +/ fdu) — _/ fdu)

< 2sup ‘(x
Eex

avec II" = {E; : (ZE',fEi fdp) >0}, II- = {E; : (x’,fEi fdu) <0}.

Nous obtenons alors,

sup [(o' [ fa] <2 swp (suplia' [ )

x/EEE/ $/€§E/ Eex

I f lp.< 2sup || / fdp |,
Eey  JE
par conséquent,

sup | / fdu|l<Il
Fexy E

< 2sup | / fdu ).
Fey E

( PL([0,1)),] - |lpe) est un espace vectoriel mormé.
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2.2. Intégrale au sens de Pettis

Définition 2.2.3. Soient (2, %, 1) un espace mesurable complet, E un espace de Banach
séparable.

On dit qu’une famille H de L}, uniformément intégrable si

w/ T
fetd J{|f|>a} a=re0

Ceci équivalent a,
pour tout € > 0, Jag € N, tel que pour tous f € H et a > ay, f{‘f|>a} |fldu < e.
Ou, équivalent a

Sup”f”Ll < oo et lim Sup/ ||f||du =0.
feHd w(A)—=0fcr Ja

Définition 2.2.4. Un sous ensemble H C Pp([0,1]) est Pettis-uniforément intégrable
(P.U.I), siVe >0, 30 > 0 tel que VA€ X

p(A) <0 =sup || Laf [|pe<e.
feHd

Théoréme 2.2.2. Une multi-application T' : [0,1] = E scalairement intégrable est sca-

lairement Pettis-uniformément intégrable si et seulement si

{(@.T®) | 2" <1} = {@" f(®) : f(t) €T(B), || " |< 1} ¥t € [0, 1]

est uniformément intégrable dans Lg([0,1]), ot ce qui est équivalent a l'uniforme dans

L ([0,1]) de ’ensemble :
{16*(2",T(t)| <)) 2’ |< 1}, Vt € [0,1]
Corollaire 2.2.3. Si H C P([0,1]) est scalairement Pettis-uniformément intégrable

alors il est Pettis-uniformément intégrable.

Démonstration. H est scalairement Pettis-uniformément intégrable donc 1’ensemble

{@. f): fed | |<1}

est uniformément intégrable dans Lg ([0, 1]) daprés le Théoréme 2.2.2, doit

lim sup sup / |(z', f(¢))|dt = 0. (2.17)
(2", f(£))|>a

a0 feH x’EEE/

Pour chaque 2/ € Bg/, et chaque sous-ensemble Lebesgue-mesurable A C [0, 1], nous

avons

/ﬂ%ﬂ%%z/ K%ﬂmw+/ (o, () dt.
A ANz, f(t))|<a] AN[[{z’, f(t))|>a]
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

Soit € > 0, on choisit a assez grand de telle sorte a obtenir

V' € By, Vf€H, (2, f(#))]dt <
ANl(@’,f(1))]>a]

’

DO | ™

grace a la relation (2.17).
Soit ¢ > 0, assez petit, vérifiant ad < 5, on obtient alors,

/ (!, FE)|dt < a.u(A) < ad < 2,

AR[(@?.£(1))<a] 2
des que u(A) < 6. D’ou
Ve >0, 30 >0,VAeX: u(A) <4,
[ sonlae= | @ sopla+ [ (@ (8 | dt
A AN[(@’,f(t))|<a]

AN[[(@’,f(t))>al
n:
2

VAN
M oM

IN

Donc, H est Pettis-uniformément intégrable. |

2.3 Comparaison de 'intégration au sens de Pettis avec

I’'intégration au sens de Bochner

Théoréme 2.3.1. Soient (2,3, 1) un espace mesuré, f : Q — E une fonction fortement

mesurable.

1. f est Pettis intégrable si est seulement si il existe une fonction g bornée, forte-
ment mesurable, et une suite (E,) d’éléments de ¥ deux a deux disjoints, et une

suite (z,,) d’élément de E tels que,

=9+ an]]‘Erm
n=1

et la série Y x,u(E,) simplement convergente, et on a
n=1

Pettis Pettis o0
[ = [ gdus S e(ENE,),
E

E n=1

2. f est Bochner intégrable si est seulement si la série Y x,u(E,) est absolument
n=1
convergente, et on a

Bochner Bochner 0
/ fdu = / gdp+ . u(ENE,).
E

E n=1
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

Pour la démonstration de ce Théoréme nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.3.1. 5i f : Q0 — E une fonction fortement mesurable, alors,
il existe une fonction g : 0 — E bornée, fortement mesurable et une fonction h : Q@ — E

fortement mesurable vérifiant
o0
WE) =) anlg,,
n=1

pour toute famille (FE,) d’éléments de ¥ deuz o deux disjoints, et (x,) C E, tel que,

f=g+h

Démonstration. D’aprés le Théoréme 1.2.3 de mesurabilité de Pettis, on a f(2) est un
sous-ensemble séparable de E.

Soit (z,,) une suite dénombrable dense dans f(2). Soit

n—1

E, = {w eQ: f(w) e [$n+§E]\U[$k+EE]}

et
)
h = Z .ZEn]lEn,
n=1

alors h et fortement mesurable d’aprés la Définition et || f(w) — h(w) ||< 1, Vw € E.

En effet,

e siw€kE,: 1y (w)=1alors, h(w) =, = f(w)—h(w) € Bp = f(w)—h(w) ||< 1,
e siw¢ E,:1g, (w)=0 alors,

Fw) & ln + B\ |l + Bel = () € | Jlos + Bl

= 3Jk € {1’ e 0 1}7 f(w) € Ty +§E et h(w) = Tk
— f(w) — h(w) € Bg
= f(w) = h(w) [[< 1.

Alors, si on prend g = f — h, on a g fortement mesurable et bornée, c’est a dire, il existe

une fonction ¢ fortement mesurable bornée et f = g + h. |

Démonstration. du Théoréme 2.3.1
1. Pour démontrer la nécessité, on suppose f Pettis intégrable, alors d’aprés le Lemme

2.3.1, il existe g, h : Q@ — E, g bornée fortement mesurable, h fortement mesurable, telles
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

que h(E,) = Z z,1g,, (E,), C X deux a deux disjoints, et f = g + h.

k=1
Alors,

Pettis -+00 Pettzs
[ rdu- > /

E ENE,
+o0 Pettis +oo Pettis
+oo Pettis
= Z/ gdp + anu(E NE,)
n=1" ENEn n=1
Pettis +0oo
E n=1

Il est clair que la série > z,u(E,) est simplement convergente.
Pour montrer la suffisance, on prend pour simplifier, yu(F,) > 0 pour tout n € N.

Soit E € ¥ alors,
S BB <Y wun(En)
n=1 n=1

o0

Alors ) z,u(E N E,) est simplement convergente.
n=1

En particulier, pour chaque ' € E’, on a,

Z|x o) | W(ENE,) <400

n=1

et puisque (z/, h) est intégrable, Alors,

oY aap(ENE,)) =Y (2, 2, )u(ENE,)

o0

:/ Z(m',xnﬂlEndu
ENE, 521

:/Z@’,xnn&)du

En:l

:/(x',ZIn]lEn>du
E n=1

_ /E o' hydp.

Par conséquent, h est Pettis intégrable de plus, f est Pettis intégrable.
2. Soit. f Bochner intégrable, donc f est fortement mesurable. D’apres le Lemme 2.3.1, il

existe une fonction g bornée, fortement mesurable et une fonction h : Q@ — E fortement
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

mesurable vérifiant, h(E,) = > z,1p,.

n=1
Puisque g est bornée alors g est Bochner intégrable, d’ou [, || g || du < 400 et
Jo |l 21 g, ||< +oo.

Puisque les E,, sont deux & deux disjoints, on a Y || =, || u(E,) < oo.

n=1

Dot Y || @y || u(E,) est absolument convergente. De plus
n=1

Bochner 00
hdp = / h(E,)du
/E Z ENE, ( )

n=1
= n d
= ;/EnEn xn]IE'nd:u
= ixn,u(E NE,).

n=1

Donc,

Bochner Bochner
/ fdu = / (9 +h)du

E E

Bochner Bochner
= / gdu + / hdu
E E

Bochner 0
=/ gdp+ Y wapu(ENE,).

E n=1

Corollaire 2.3.2. Soit f : Q) — E une fonction de la forme,

0o
f = Z xn]lEn-
n=1

(E,) C X deuz a deux disjoints. Alors,

a) [ est Pettis intégrable si et seulement si Y x,u(E,) est simplement convergente,

n=1
et on a,
Pettis 00
/ fdu = anu(E NE,).
E n=1

b) f est Bochner intégrable si et seulement si > x,u(E,) est absolument conver-
n=1

Bochner 00
/ fdp=> w g u(ENE,).

E

gente, et on a,

n=1
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

Proposition 2.3.3.
a) Si f:Q — E est Bochner intégrable, alors f est Pettis intégrable et

Bochner Pettis
/ fdu :/ fdpu. (2.18)
E E
b) la réciproque est fausse.
Démonstration.
a) Posons z( := ]f N L.

En appliquant le Corolaire 2.1.2 avec T' = E’ et E5 = R séparable, on obtient,

Bochner
v e, [Wndu=te, [ fdn) = ).
Q

E

Donc f est Pettis intégrable et f;ettis fdp = vy.

Bochner Pettis
| gw= [ s
E E

Donc,

Pour le b) et pour montrer que le réciproque est fausse on donne le contre exemple

suivant.

2.3.1 Exemple de fonction Pettis intégrable et non Bochner inté-

grable

On prend E = [*(N*) et un espace de probabilité (2,3, 1) sur lequel on peut définir
une fonction f = (f;);>1 : Q — [*(N*) vérifiant :
F) = J{u}, v = (u)iz
jET*
uji = JLg1(0)
et

c
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

Nous avons f n’est pas Bochner intégrable. En effet, il suffit de vérifier que [, || flldp =
+00. Pour cela, introduisons g,, 1= (f;)1<i<n-

11 est clair que ||g,|| < [|f]|. En effet,

1 gn || =1l (fi)r<i<n |

(fE+ 2+ +f)
< (Pt 2 fA+ )
=| (fi)1<i<too |l

=[£I

N

NI

On va calculer [, [|g,|/dp pour voir qu’elle tend vers +oo quand n tend vers +co.
On a

gl sino =il

N[

I gn 1=l (fidr<icn 1= (w5, + -+ u5,) . ,
0 si n<]|jl|

D’ou

/Q lgnlldie = 3" 1 ga || 1(F = uy)

JEL*

= > il
0<|j|<n J

= Z i +Zy
j=—n

=ij%+2jj%
j=1 j=1

= 2c Y 1 — 400

= i n—-+00

On en déduit que [, || flldp = +00 et donc que f n’est pas Bochner intégrable.

Pour la Pettis-intégrabilité, notons #' = (;);>; un élément quelconque du dual I2(N*) =
[(N*).

En rappelant que pour lespace de Hilbert [*(N*), la forme de dualité est donnée par

<x', hy=>" hzx;

i>1
En particulier on a pour h = f = u; pour tout j € Z*,

a: uj Zu],a: Z]ﬂ m) jl’m

i>1 1>1
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2.3. Comparaison de I'intégration au sens de Pettis avec 'intégration au sens de Bochner

Vérifions d’abord que f est scalairement intégrable.

En effet,

J1 e = 3 16wl = )

- Z |JIIJI | 2
JEL*
—1
= > -7|%\| +ZJ|%||
j:—oo

:ZJ E |5 +ZJ | 2 |
:202]95;1—,
n=1
SQc(ix]
n=1

< +00.

o0

1.1
Z —2 : (inégalité de Holder)

w\»—A

n=1

Puisque ({2, u;)pu(f = uj))jez~ est une famille de réelles, on peut sommer par paquets

indexés par {—7, 7}, d’ou

= . c
/I Pldp = Z(ﬂ}—]w})j—zzo-

n=1
Nous venons ainsi établi que
va' e (1) / |(z', f)|du = 0.
Pettis
Autrement dit, f est Pettis intégrable et f fdu = 0.
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Chapitre 3

Inclusions différentielles du second
ordre avec des conditions aux limites en

deux points

Dans ce chapitre on s’intéresse a 1’étude de l'inclusion différentielle du second ordre

avec des conditions aux limites en deux points de la forme

(Pr) i(t) € F(t,u(t),u(t)), p-p.t € [0,1],

ol E est un espace de Banach séparable, F': [0,1] x F x E = E une multi-application
semi continue supérieurement a valeurs convexes compactes, I' une multi-application me-
surable scalairement Pettis uniformément intégrable, & valeurs convexes uniformément
compactes.

Au début, nous donnons deux Lemmes préliminaires ot nous démontrons quelques pro-
priétés d'une fonction de Green, en aura besoin dans la démonstration de nos résultats
d’existence de solution.

Cette fonction a été utilisée par plusieurs auteurs pour ’étude des équations et inclusions
différentielles du second ordre, nous citons Hartman [9] qui a introduit une telle fonction,
pour I’étude du probléme avec des conditions aux limites en deux points pour une équa-

tion différentielle ordinaire du second ordre.
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3.1. Fonction de Green

3.1 Fonction de Green

Lemme 3.1.1. Soit E un espace de Banach séparable, et soit G : [0,1] x [0,1] — R la

fonction définie par

G(t,s)= -

Alors, on a les résultats suivants

a) G(.,s) est dérivable sur [0,1] pour tout s € [0,1], sauf sur la diagonale et sa dérivée

est donnée par

oG S st 0<s<t,
a_(t> S) -
t (s—1) si t<s<l.
oG
b) G(.,.) et B (.,.) vérifient
sup ‘G(t, S)| <1 , sup |a—G(t, S)} <1
t,5€[0,1] t,5€[0,1] ot

Démonstration.

a) Soit 0 < t < 1. Pour tout s € [0,1] fixé et pour tout h > 0 assez petit, avec
0 <t<t+h<1,nous avons,

sh ,
Gt+h,s)=Gts) )7 si 0<s<t<t+h,
o —1
h —h(sh ) s tth<s<1
donc
. G(t+h,s)—G(t,s) 0G NE si 0<s<t
hlino . = E(t, s) = » (3.1)

c’est a dire G(., s) est dérivable a droite sur [0, 1]

De la méme fagon on démontre que G(., s) est dérivable a gauche sur ]0, 1] et sa dérivée
est donnée par la relation (3.1).

c¢) D’aprés la définition de G et —, on a

ot
e pour 0 <s<¢<1
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3.1. Fonction de Green

G(t,s)| = |s(t—1)] =s(1—1t) <1,

‘Et,s | =[s|=s<1

e pour 0 <t<s<l1
‘G(t,s)|:|t(s—1)‘:t(l—s)gl,
’E(t,s)’:‘s—llzl—sgl. Donc,

oG
sup |G(t,s)| <1 ,  sup |§(
t,s€[0,1] t,s€[0,1]

Lemme 3.1.2. Soit E un espace de Banach séparable et soit G : [0,1] x [0,1] — R la
fonction définie dans le Lemme 3.1.1.

Soient f € PR([0,1]) et us : [0,1] — E la fonction définie par

us(t) :/0 G(t,s)f(s)ds, ¥Vt € [0,1].

Alors, nous avons les propriétés suivantes

a) la fonction t — us(t) est une fonction continue sur [0, 1] dans E, i.e., uy € Cg([0,1]).
b) us(0) = us(1) =0.

¢) La fonction uy est scalairement dérivable i.e. pour tout ' € E', la fonction scalaire

(@', uy) est dérivable, et sa dérivée uy satisfait

U h) —u Loa
i (SR i) = [0 syt pos = (0, [ 5 )

par conséquent pour tout t € [0, 1] et pour tout 2’ € E',
fol S f(s)ds, vt € [0,1] est une fonction continue de [0, 1] dans E.

d) la fonctwn uy est scalairement dérivable, c’est a dire, pour tout ' € E' la fonction

scalaire (x',uy(.)) est p.p. dérivable avec &L(z',up(t)) = (2, uy(t)), et sa dérivée faible

notée uy est égale a f presque partout, uy = f p.p.
Pour la démonstration de notre Lemme nous avons besoin du résultat suivant

Lemme 3.1.3. (Grothendieck 1964 [8])
Soit (gn) une suite de fonction bornées dans Ly ([0,T1]), telle que g,(t) — 0 ponctuelle-

ment, alors pour toute partie H uniformément intégrable dans Ly ([0,T)) la suite

T
((9:1) = (| a0ty
converge uniformément vers 0, pour tout h € H.
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3.1. Fonction de Green

Démonstration (du Lemme 3.1.2)
a) Soit f € PL([0,1]).

Remarquons d’abord que les fonctions

s G(t,s)f(s) et hr— %(t, s)f(s),

sont Pettis-intégrable, Vt € [0, 1].
En effet, puisque f est Pettis-intégrable, d’aprés le Théoréme 2.2.1, ’ensemble

{(/, f()), || # ||< 1} est uniformément intégrable, et comme

G
sup ‘G(t, s)‘ <1 et sup |—(t, s)| <1,
t,s€[0,1] t,s€[0,1] ot
on conclut que les ensembles
/ / / aG /
{(@, Gt )f(), 12" IS 1} et {<I,§(t,-)f(~)>7 |2 < 1}
sont uniformément intégrable.
Pour tout 2’/ € E’ la fonction
(t,5) — G(t, s)(2’, f(s)) (3.2)

est une fonction de Garathéodory sur [0, 1] x [0, 1], c’est & dire mesurable par rapport a s

et continue par rapport a t avec

|G(t,5)(2', f(s))] < [(2/, £(5))]

et

@oust) = & [ Gl = [ Gt fohs

Par le Théoréme de Lebesgue, on déduit que la fonction ¢t — (2, ug(t)) est continue sur
[0,1],Va! € E'.

Donc, uy est une fonction continue sur [0, 1] dans I'espace faible E,, i.e., uy € Cg,_ ([0, 1]).
D’autre part, montrons que uy € Cg([0, 1]).

Puisque f € P3([0,1]), d’aprés le Théoréme 2.2.1, I'ensemble

ha () = {2, f()]; || 2" [|I< 1}

est uniformément intégrable dans Lg ([0, 1]).

Soit (t,), une suite de points de [0, 1] convergent vers ¢ € [0, 1].
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3.1. Fonction de Green

Nous avons
Jus(t) = g8) | = sup |0y (1) = (1)
= swp [(@' [ (Gt 5)(5) = Gt 5)f(3)ds)
< sw / Gt 5) — G(t, 5)[|{a', £(s))]ds

1
= Ssup |G(tm 3) - G(t, 3)|hx’(s)d8

x'EEE/ 0
Comme la suite v,(.) = |G(t,,.) — G(t,.)| est uniformément bornée et converge ponctuel-

lement vers 0 (grace a la continuité de G(t,.)), et comme ’ensemble

H = {ho() = @, SOl 2’ 1< 1)

est uniformément intégrable dans Lg([0,1]) .
D’aprés le Lemme 3.1.3, on conclut que (v,(.)) converge uniformément vers 0 sur H dans

le dualité (L°, Lg), c’est a dire

1
(el () = [ (o))
converge uniformément vers 0, pour tout h,, € H.

Par conséquent
1

[up(tn) —up(t) [|= sup [ [G(tn,s) = G, 8)|har(s)ds

2'€Bp /0
tend vers 0, d’ou la continuité de uy, i.e., uy € Cg([0,1]).
b) On a us(t) = fo s)ds, d’aprés la Définition de la fonction G, G(0,s) =
G(1,s) = O,Vs € [0, 1], d’ont uf(O) =us(1) =0.
¢) On doit démontrer que uy est scalairement dérivable, i.e., pour tout 2’ € E’, la fonction

scalaire (2',uy) est dérivable.

Nous avons
t+h) —up(t (t+ h,s) — G(t,
Jim (o, M) < o, [ AR 0

~—

G(t, s)

(', f(s))ds

>

) / (t+h,s
= lim
h—0 0

! t+h
:/ lim G(t+h,s
0

~—

—G(t,s)

(', f(s))ds

h—0 h
oG
= [ Bty s
a_G

<x s)f(s)ds>

o1



3.1. Fonction de Green

donc,
(2! up(t)) = (2, ) %—f(t,s)f(s)ds%% € [0, 1].

Comme FE est séparable on déduit que

us(t) = i %—Cj(t, s)f(s)ds, ¥t € [0,1].

Maintenant, nous démontrons la continuité de u;.
En utilisant les mémes arguments de la démonstration de la continuité de us et en prenant

en compte le fait que sup |%—f(t, s)| < 1.
t,s€[0,1]

d) On veut démontrer que uy est scalairement dérivable, i.e., pour tout 2’ € E’, la fonction
scalaire (z’,uy(.)) est dérivable .

On a
us(t) = 01 %(t, s)f(s)ds, ¥Vt € [0,1]
:/O sf(s)ds +/t (s — 1)f(s)ds, ¥t € [0,1].

Pour tout 2/ € E’, nous avons,
) 0 .
(o i 1)) = 2 ity (1)
a , t 1
= E@,/O sf(s)ds —/t (s —1)f(s)ds)

e 8 oo v

= (. [sF () + [(s = DG
= (& tf(t) = (t— 1) f(t))
= (2, (1)), pp. t € [0,1].

Soit (e!)) une suite d’éléments de E’ qui sépare les points de E. Alors nous avons

(enritg(t)) = (en, f(1)),

pour tout n € N et pour p.p. ¢t € [0, 1].
On conclut donc iy = f p.p sur [0, 1].

52



3.2. Propriétés topologiques de ’ensemble des solutions de l'inclusion (t) € T'(¢)

3.2 Propriétés topologiques de I’ensemble des solutions

de 'inclusion i(t) € I'(¢)

Dans cette section on étudie les propriétés topologiques de I’ensemble des solutions de

I'inclusion différentielle

o) u(t) € T'(t), p.p-t €[0,1],
u(0) =u(l)=0

ou I': [0,1] = F est une multi-application mesurable scalairement Pettis uniformément

intégrable, a valeurs convexes compactes.

Théoréme 3.2.1. [8§] Soit E un espace de Banach séparable et soit I' : [0,1] = E une
multi-application mesurable scalairement Pettis-uniformément intégrable a valeurs non

vides convexes compactes. Alors

Sre = {f € Pp([0,1])/ f(t) € T(t), Vt € [0,1]},

l’ensemble de toutes les sélections Pettis-intégrables de 1" est non vide, convexe, séquentiellement-
compact pour la topologie de la convergence ponctuelle sur Ly @) E'.

De plus, 'intégrale multivoque,

1 1
I= / L(t)dt = {/ f(t)at, fe S}
0 0
est convexe compact pour la norme de E.

Théoréme 3.2.2. Soit E un espace de Banach séparable et soit T : [0,1] = E une multi-
application mesurable scalairement Pettis-uniformément intégrable a valeurs convexes com-

pactes. Alors l'ensemble Xt des solutions dans Wi;’lE([O, 1]) de Uinclusion différentielle

o) u(t) € T'(t), p.p. t €10,1],
u(0) = u(l) =0,

est non vide, conveze compact dans Uespace de Banach C([0,1]) muni de la norme || . || 1.

Démonstration.

On reprend les idées des preuves dans [3, 4].
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3.2. Propriétés topologiques de ’ensemble des solutions de l'inclusion (t) € T'(¢)

Soit S{* = {f € Py([0,1]) : f(t) € T(¢), Vt € [0,1]}, I'ensemble des sélections Pettis-
intégrables de T'.

On a SE® est non vide et séquentiellement compact pour la topologie de la convergence
ponctuelle sur Ly” @) £'.

D’apreés le Lemme 3.1.2, 'ensemble Xr des solutions dans W?D’}E([O, 1]) de (Pr) est non

vide et est donné par,
1
Xr = {uy:[0,1] — E, ug(t) = / G(t,s)f(s)ds, Vt € [0,1]); f € S},
0

Xr est convexe. En effet, soient uy,,us, € Xr et A €]0, 1], alors,

1
uy, _/ G(t, 5) fi(s)ds, ¥t € [0, 1]
0
et )
uf, = / G(t, s)fa(s)ds, Vt € [0,1]
0
avec f1, fo € SEe.
Par conséquent,
(>\U’f1 + (1 - )‘>uf2)<t) = )‘U’fl (t) + (1 - )‘)ufz (t)

= [ Gt snas = 0=y /0 G(t, 5) fals)ds

- / G(t,s)(Afi(s) + (1 = A) fa(s))ds

0

- / Gt )M+ (1= ) fo)(s)ds,

comme fi, fo € SE¢ et SL est convexe on obtient, Af; + (1 — \) f, € SE°.
On conclut alors que, Aug, + (1 — Nuy, € X, d’ot la convexité de Xp. Montrons main-
tenant que Xr est compact.

En effet, si (t,,) est une suite de points de [0, 1] convergeant vers t € [0, 1], on aura,

Jus(t) = us(0) | = sup |y (t) = us(0)
= swp |(@, [ Gt 5) () - Gt 5)f()ds)

= sup | [ (Gltws) — Glt 9))(a, f(s)ds]

z’ EEE/

< sup /0 |G(tn, s) — G(t,s)||6" (2", T(s))|ds,

! EEE/
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3.2. Propriétés topologiques de ’ensemble des solutions de l'inclusion (t) € T'(¢)

et
it (0 1 = s [ ) 0
=;€g\<xe [ 00051 116) = G0, 60)s)
- s;g,! O %fan,s) X ), £(5))s|
< s [ 155 09 - 55 s

IGB/

pour tout f € Sge.
Comme I est scalairement Pettis-uniformément intégrable, par le Théoréme 2.2.2, I'en-

semble

{167, TN 2" 1< 1}
est uniformément intégrable dans Lg ([0, 1]), et d’aprés le Lemme 3.1.1, les suites (v,(.)) :=
(IG(tn,.) — G(t,.)]) et (wa(.)) = (|%(tn,.) — Z(¢,.)|) sont uniformément bornées et

convergent ponctuellement vers 0.

En appliquant le Lemme 3.1.3, on obtient

sup | G(tn,s) — G(t,s) || 0%(«',T'(s)) | ds

:B’EEE/ 0
et )
oG oG )
sup [ St = S0 |1 67T () | s

2'€B gy
convergent vers 0.
Par conséquent Xr et {1 : uy € Xr} sont équicontinus dans Cp([0, 1]).
D’autre part, pour chaque t € [0, 1],

Xr(t) = {us(t) : uy € Xr}

et
{ﬂf tuy € Xp}

sont relativement compacts dans E puisque

C {/0 G(t,s)[(s)ds}

{as(t) s up € Xr} C {/ (s)ds}

%)
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3.2. Propriétés topologiques de ’ensemble des solutions de l'inclusion (t) € T'(¢)

et {fol ds} { 1 ‘9G (t,s)l ds} sont compacts dans F.

En effet, d’aprés les propriétés des fonctions G et 2¢ on voit bien que les multi-applications

R
G(t,)I(.) et Z(t, )I(.) vérifient les mémes hypothéses qu'on a supposé sur la multi-
application I'(.).

On déduit que {fol G(t,s)[(s)ds} et { [, 01 % (¢, )I'(s)ds} sont compacts dans E.

Alors d’aprés le Théoréme d’Ascoli-Arzela (Théoréme 1.7.1), Xr est relativement

|| . [|ci-compact dans Cg([0, 1]).

Démontrons maintenant que Xr est fermé dans Cg([0, 1]).

Soit (f,,) une suite d’éléments de SE¢. D’aprés le Théoréme 3.2.1, S1® est séquentiellement
compact pour la topologie de la convergence ponctuelle sur Ly” @) E’; et par le Théoréme
1.7.2, la suite (uy,) est relativement compacte dans Cg(]0, 1]), on peut alors extraire de
(f,) une suite qu’on note aussi (f,,) qui converge o(Py, Le @ E’) vers une fonction

f € SF¢, et telle que (uy,) converge uniformément vers une fonction continue

¢ € Cy([0,1]).

La convergence faible de (f,,) vers f nous permet d’écrire pour chaque 3’ € Ly’ @ E’
lim (y', fo) = (¥, f)
n—-r~o0

1.€.

En particulier, pour ¢ = G(t,.)2’ € Ly Q F’, avec 2’ € E’ et pour tout t € [0, 1], nous

avons
1 1
. / . . /
Jim ([ G (65 = lim [ (Gl gy (s)ds
1
~ [ (Gt stsds
"o
— (@, [ Glt9r
0
et pour y = %(¢t, )2’ € Ly ® E', avec z’ € E' et pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

1

lim (. /0 %—f(t,s)fn<s)ds>: lim <%—f(t,s)x', £.(s))ds

n—oo n——oo 0

- [ <%f<t ), (5))ds

. [ s

0
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3.3. Résultat d’existence dans W?D’}E([O, 1]) pour une inclusion différentielle du second

ordre
Comme {fo (s)ds} et { [ %5 (t,s)['(s)ds} sont compacts, alors
! , Loag
(141,0)) = ( / Glaslh(s)ds) et (i, () = ([ Granh(s)as)
convergent simplement vers u (. fo (,8)f(s)ds, us(.) = 01 %(., s) f(s)ds respective-

ment pour £ muni de la topologle forte.
D’autre parts, (uy,) converge uniformément vers ¢ € Cp([0, 1]), alors que & = uy, et donc
Xr est fermé dans CL([0,1]) et puisque il est relativement compact, on conclut que Xr

est compact dans Cg([0, 1]).

3.3 Résultat d’existence dans W3',([0,1]) pour une in-

clusion différentielle du second ordre

Dans cette section on démontre notre résultat principal dans ce chapitre, 7.e., I'exis-

tence de solution dans W?;}E([O, 1]) pour l'inclusion différentielle

(Pr) i(t) € F(t,u(t), i(t)) pp-te[0,1],

Ce Théoreme d’existence est le résultat obtenu par Azzam-Castaing-Thibault dans [3], au

cas des conditions au limites en trois points.

Théoréme 3.3.1. Soit E un espace de Banach séparable. Soit F : [0,1] x Ex E = E
une multi-application Lebesque mesurable sur [0,1] et semi continue supérieurement sur
E x E, a valeurs convexes compactes.
Soit T' : [0,1] = E une multi-application mesurable scalairement Pettis uniformément
intégrable, a valeurs convexes compactes, telle que F(t,x,y) C ['(t), pour tout (t,z,y) €
[0,1] x E x E. Alors l’ensemble des solutions dans W?;}E([O, 1]) de notre inclusion diffé-
rentielle

i(t) € F(t,u(t),u(t)) p.p..tel0,1]

u(0)=u(1)=0

(Pr

est non vide et compact dans Cg([0,1]).
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Démonstration.

On prend les idées des preuves dans [3, 4].

Etapel :

On sait que i(t) € F(t,u(t),u(t)) C I'(¢) alors, i(t) C I'(t).
D’aprés le Lemme 3.1.2, 3f € SE, telle que

u(t) == us(t) :/0 G(t,s)f(s)ds, ¥Vt € [0,1]

et
f(t) € F(tug(t).ig (1)), pop-t € [0,1].

Montrons que pour chaque applications Lebesgue mesurables, v, w : [0,1] — E, il existe

une sélection Pettis-intégrable s € SI{D ¢ telle que
s(t) € F(t,o(t),w(t)), pp. t € [0,1].

En effet, v et w sont Lebesgue-mesurables, il existe deux suites de fonction étagées dans
E, (v,), (w,) qui convergent ponctuellement vers v et w respectivement, pour £ muni de
la topologie de la convergence forte.

Comme les multi-applications F(.,v,(.),w,(.)) sont Lebesgue-mesurables, a valeurs fer-
mées, d’aprés le Théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoréme 1.4.1), il existe

une suite de sélections Lebesgue-mesurables de F'(.,v,(.), w,(.)) qu’'on note (s,),
$n(t) € F(t,v,(t), w,(t)) C T(t), Vt € [0,1]

et donc s, € S£¢, Vn € N.

D’aprés le Théoréme 3.2.1, SE® est séquentiellement o(P}, Le® &) E')-compact, donc par
le Théoréme de Smulian (Théoréme 1.7.7), on peut extraire de (s,) une suite (s,(,)) qui
converge o(Py, L’ @ E') vers une fonction s € SE°.

On doit montrer que s(t) € F(t,u(t),u(t)), p.p. t € [0,1].

Soit (e} )ren une suite dense pour la topologie de Mackey 7(E’, E) (Définition 1.3.5) , on
applique le Théoréme de Banach-Mazur (Théoréme 1.7.12) a la suite (e}, Spn)(-)))n, k €
N.

On conclut T'existence de la suite (2,), 2, € co{(e},spm)(.)) : m > n} telle que (z,)
converge fortement vers (e, s(.)).

Soit A C [0, 1] un ensemble Lebesgue-mesurable, comme F(.,v(.),w(.)) est mesurable, en
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utilisant le Lemme de Fatou (Lemme 1.6.1) et la semi continué supérieure de F'(t, .,.) on
obtient

A@%ﬁ»ﬁ_hm (e 2 (D)) dt

n—aoo A

< limsup/A5*(62,F(t,vn(t),wn(t)))dt

n—aoo

< /Alim sup 6" (ey, F'(t,v,(t), wn(t)))dt

:/ﬁmiF@mmw@»ﬁ
A

Alors (e}, s(t)) < d*(eg, F(t,v(t),w(t))), p.p-t €[0,1], Yk € N.
D’autre part, grace au Lemme 1.4.4, on a
sup (2, s(t)) = sup(eg, s(t)),
z'eR’! keN
et par le Corolaire 1.4.6, 32" € E' tel que §*(., F\(¢t,v(t),w(t))) est finie et continue en z’,
donc d’apreés le Lemme 1.4.4,
sup 8 (a/, F(t,0(t), w(t))) = sup &* (e, F(t, v(t), w(t))),
o' CE keN
d’ou
sup (2, 5(t)) — 6" (2", F(t, v(t), w(t))] = sup [(er s(t)) — 0" (eg, F(t,0(t), w(t)))].
z'eE’! €
Et puisque F' est a valeurs convexes fermées, on utilise la relation (1.2), pour obtenir
d(s(t), F(t,v(t),w(t))) = sup [(a',s(t)) — "¢, F(t,v(t), w(t)))]
m/EBE/

< sup [(2/,s(t)) — 6 (2, F(t,v(t), w(t)))]

z'eE’!

= iléll\l) [(62’ s(t)) — 5*<6;;>F(t>v<t>?w(t)))}> p.p.t € [0,1]
=0

par conséquent s(t) € F(t,v(t),w(t)), p.p. t € [0,1].
Etape 2:

D’aprés le Théoréme 3.2.2, on a,
Xr = {uy:[0,1] = E,us(t) = /01 G(t,s)f(s)ds,Vt € [0,1], f € S{°}.
Considérons la multi-application ¥ : Xy == X définie par
U(u) = {veXr:it) e F(tut),ut)), pp.-t €[0,1]}.
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On doit lui appliquer le Théoréme du point fixe de Kakutrani-Ky Fan (Théoréme 1.8.1)
pour obtenir I'existence de solution de notre inclusion différentielle. C’est & dire, montrons
que Y est a valeurs non vides, convexes, compactes et semi-continue supérieurement.
pour tout u € Xr, ¥(u) est non vide, en effet, d’aprés I’étape 1, pour chaque appli-
cation u € Cg([0,1]), il existe une sélection Pettis intégrable g € S¥ telle que g(t) €
F(t,u(t),u(t)), p-p. t € [0, 1], alors, 'application v telle que v( fo s)ds ap-
partient a W(u).

D’autre part, W(u) est convexe, en effet,

soit u € Xr, solent vy, ve € ¥(u), A € [0,1], on doit montrer que Avy + (1 — A)vg € ¥ (u).
On a v; € ¥U(u) donc vy € Xr et 91(t) € F(t,u(t),u(t)), p.p. t € [0, 1],

et vy € U(u) donc vy € Xr et ¥a(t) € F(t, u(t),u(t)), p.p.-t € [0,1].

Comme F(t,u(t),u(t)) et Xr sont convexes on aura,
Avp + (1 — X)wve € Xp p.p. t € [0,1]

et
Ay () + (1 = )i (t) € F(t, u(t), a(t)) p.p. t € [0,1],
donc
(Avi(t) + (1 = Nwa(t)) " € F(t,u(t), u(t)) p.pt €[0,1],
Clest 4 dire
Avy + (1= vy € U(u).
Dot la convexité de W(u).

On montre maintenant que pour tout v € X, ¥(u) est compact.

En effet, soit (v,) une suite de W(u) alors, v, € Xr c’est a dire

va(t) = /01 G(t,s)v(s)ds, Vte|0,1],

et ii(s) € F(s,u(s),u(s)) C I'(s) donc, & € SL® et SE® est séquentiellement o (P, L Q) E')-
compact, donc d’apreés le Théoréme d’Eberlien-Smulian (Théoréme 1.7.6), on peut extraire
de (,) une sous suite qu’on note aussi (), qui converge o(PL, L ® E') vers f € SLF.
La suite (v,,) est relativement compacte, donc on peut lui extraire une sous suite notée
aussi (v,) convergeant uniformément vers v, et d’aprés le Lemme 3.1.2, ¥ = f, p.p. sur
[0, 1].

Nous avons,

in(t) € F(t,u(t), u(t), p-p-t €[0,1],
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et (,) converge o(Pp, LY & E') vers 1,

F(t,.,.) est semi continue supérieurement, alors d’aprés le Théoréme 1.5.1
v(t) € F(t,u(t), u(t)), p-p- ¢ € [0,1],

c’est a dire v € U(u) et par conséquent W(u) est compact pour tout u € Xr.
Montrons maintenant la semi continuité supérieure de W, ceci revient a montrer que son
graphe

gph(¥) = {(u,v) € Xr x Xr:v € ¥(u)}

est fermé dans X x Xr.

Soit (uy,, v, ), une suite d’éléments du graphe de ¥, convergent vers (u,v) dans Xr X Xr.
D’aprés le Lemme 3.1.2, (up,v,) converge uniformément vers (u,v) et (ty,,v,) converge
ponctuellement vers (i, ©), pour £ muni de la topologie de la convergence forte et (i, ¥,,)
converge o (P, Ly’ ® E') vers (i, ).

Comme

Un(t) € F(t,un(t), u,(t)), p.p-t €[0,1],

en utilisant le Théoréme de fermeture (Théoréme 1.5.2), on obtient
v(t) € F(t, ult), a(t)), p-p-t € [0,1],

et donc (u,v) appartient au graphe de W. Par conséquent, par le Théoréme 1.7.10, U est
semi continue supérieurement.

En lui appliquant le Théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan (Théoréme 1.8.1), nous
obtenons 'existence d’un élément u € Xr, tel que u € V(u)

i.e.,

i(t) € F(t,u(t),a(t)), pp.telo1],

avec u(0) = u(1) = 0.

Ce qui achéve la démonstration de notre Théoréme. |
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Conclusion

Cette étude est consacrée a une application de la Pettis intégration aux inclusions

différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en deux points.

La démarche a été établie par une étude sur les applications intégrables au sens de

Pettis avec une comparaison entre la Pettis intégrabilité et la Bochner.

En fin, on a traité un Théoréme d’existence de solution dans W?;}E([O, 1]) pour une

inclusion différentielle de second ordre avec des conditions aux limites en deux points.

On peut dire que cette étude nous a permis de se familiariser de plus en plus avec cet

outil.
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