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Introduction générale

Les    systèmes    décrits    par    des    modèles    d'ordre    ffactionnaires,    utilisant    des

équations différentielles   fi-actiomaires   basées   su   la   dérivée   non   entière   ont   suscité

l'intérêt  de  la communauté scientifique. Les  ingénieus ont seulement compris  l'importmce

des  équations  différentielles  d'ordre  non entier,  que  duant  les trois  dernières  décennies,

surtout lorsque ils ont observé que  la description de quelques  systèmes est plus exacte, que

lorsque   la dérivée fiactionnaire est utilisée Œoroomand et Bagher, 2009). En effet, Nous

assistant récemment à la modélisation de nombreux phénomènes physiques par des systèmes

d'ordre fiactionnaire, motivée  par  l'application  de  ces  derniers  à  divers  domaines  des

sciences    de    l'ingénieu  comme  la  modélisation  des  processus  de  diffi]sion  :  themique

Œattaglia et al, 2000 ; Djamah et al, 2008), aœustique, électrochimique (SabatiŒ et àL, 2006),

électromagnétiques,  etc.

Les systèmes ffactionnaires sont caractérisés par la propriété de mémoire longue et de

dimension  infinie (systèmes à paramètres distribués). Contrairement à  la dérivée entière qui

ne fait intervenir qu'un nombre limité de vàLeus passées de la fonction à dériver, la dérivée

non entière nécessite la connaissance de tout le passé de la fonction qui donne la dimension

infinie.  Cefte  caractérisation  impose  l'utilisation  du  modèle  de  dimension  infinie  pour

modéliser un système fiactionnaire par des modèles entiers.

Nous devons noter que diverses définitions  mathémæiques du chaos  sont  connues,

mais tous expriment des caractéristiques proches des systèmes dynamiques qui sont concemés

par hypersensibilité ou dépendance sensible aux conditions initiales, qui sont caractérisés par
une instàbilité de Lyapunov comme propriété principale de l'oscillation chaotique.

Ô  L'hist.ire  de  la  théorie  du  chaos  remonte  à  plus  d'un  siècle,  la  révolution  de

l'ordinateur a donné naissance à leus applications præiques. 11 y'a une variété d'applications

industrielles et commerciàLes, basée sur les diffërents aspects des systèmes chaotiques.

®Ce travail s'intéresse à  l'étude des systèmes chaotiques d'ordre fiactiomaire qui   sont

décrits  par  des  équations  différentielles  d'ordre  fiactionnaire.   L'élément  principàl dans

ces équations diffénentie]]es est J'opérateur d'ordre fiactionnaiiie.   Æors,  ]a solution de œs

équations   passe   certainement   par   des   méthodes   numériques   qui   ne   sont   que   des

approximations  d'opérateus  d'ordre  fi-actionnrire.  L'approximation  directe,  sans  passer

par les opérateus d'ordre ffactionnaire, des systèmes d'ordre ffactionnaire est un outil d'étude
et d'analyse  du  comportement  de  ces  systèmes  très  convoité.  Ajnsi,  l'objectif principal

1



Introduction générale

de  ce travail  est  de  contribuer  à  l'analyse  des  systèmes chaotiques d'ordre  ffactionnaire

en  introduisant  des approximations qui facilitent cette tâche.

Ce mémoire, décomposé en 3 chapitres, est organisé de la façon suivante :

Le premier chapitre sera consacré à une description des systèmes d'ordre ftactionnaires,

systèmes   qui  meftent en œuwe les dérivées et  les intégrales d'ordres non  entiers.  Leurs

définitions et leus méthodes d'approximations seront abordés dans ce chapitre.

Le deuxième  chapitre  va porter  su les systèmes  chaotiques,  Dams ce chapitre,   on

illustre quelques modèles chaotiques  non linéaires et la méthode de Lyapunov qui permet  de

déterminer  leus comportements,   et dans œ contexte, on traite la notion de bifi)rcation qui

pemet de visualiser les changements  qualitatifs des systèmes  chaotiques.

I+e troisième chapitre est consacré à l'étude du comportement de quelques  systèmes

chaotiques d'ordre ffactionnaires et les résultats   obtenus lors de leurs  simulations,    leus

interprétations  suite à l'émde du comportement

Finalement,   on termine par une conclusion générale  ainsi que quelques  perspectives

qui peuvent  être àbordées ultérieurement
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Chapitre l                            introduction aux systèmes fi-actionnaires

1.1 Introduction

Le  calcul  d'ordre  fractionnaire  est considéré  comme  une  ancienne thématique  qui  a
\

marqué son début au XVIleme   siècle.  Cent ans  plus tard  le  calcul  fractionnaire  a attiré

l'attention de célèbres mathématiciens tels que P.  S. Laplace (1812), J. 8. J. Fourier (1822),

N. H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), 8. Riemam (1847), H. Holmgren (1865-

1867), A.  K.  Grünwald (1867-1872) et A.V.  Letnikov (1868-1872) [1].11 est resté un sujet

non populaire pamri  la  communauté  d'ingénierie,  mais  son  intérêt  n'est  reconnu  que

dans  la  deuxième moitié du Xème siècle suite au développement des outils infomatiques

qui ont pemis d'envisager des applications dans le domaine des sciences de l'ingénieu.

L'idée  des  dérivées  et  d'intégrales  d'ordre  fractionnaire  semble  un  peu  étrange  et

difficile à expliquer, cela est due au fait que 1'opérateu d'ordre fractiomaire n'à pas une

interprétation géométrique précise, contrairement aux opérateus d'ordre entier.  Pour cette

raison, cet outil mathématique  est  souvent  considéré  comme  irréel.  Cependant  plusieus

phénomènes physiques ont une description fractionnaire, donc le calcul d'ordre fractionnaire

est nécessaire pour les expliquer.

Dans  ce  chapitre  on va présenter les  différents  outils  mathématiques  nécessaires  au

calcul    d'ordre   fractionnaire.    Premièrement,   les   définitions   des   opérateus   d'ordre

fractionnaire, leus propriétés et approximations. Puis, la réalisation analogique. Enfin   les

domaines d' application seront exposés.

1.2 0pérateurs d'ordre fractionnaire

Le calcul d'ordre fractionnaire est une généralisation des opérateus de l'intégration et

de  la  différentiation à  des  ordres  non entiers.  L'opérateur intégro-différentiel  continu est

défini come :

c D`m  =

4  œ(m)"
c/'m

1    9t(m)-0

Ï(dr,-m    œ(m,<o
C

Où m est l'ordre de l'opération, généralement m€C, c et t sont des limites de l'opération.

(1.1)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fi.actionnaires

1.2.1 Définitions

11 existe plusieus définitions mathématiques pou l'intégration et la dérivation d'ordre

fractionnaire.   Les  définitions  les  plus  utilisées  sont  ceux  de  Grünwald-Leitnikov,  de

Riemann-Liouville et de Caputo [1-6].

Dmf(t)=+nl+mœh-mEÏ-_o(-1)j(:)f(t-jh)

1.2.1.1 Définition de Grünwald-Leitnikov

La dérivée d'ordre fractionnaire m > 0 d'une fonction f(t) est définie par la relation

suivante [1-6]  :

(:,-®fm,-
r(m+1)

rù.+1)r(m-j+1)

où h est la période d'échantillonnage et les coefficients

(1-z,m=Z,P=o(-1,,'(7)z,'-z,¥=o(-1,,.o,tm,z/.

= coo(m) i 1, sont les coefficients du binôme suivant:

L'intégrale d'ordre ffactionnaire m > 0 d'une fonction f(t) est définie aussi par [1-6] :

Imf(t)=D-mf(t)=lhî.mohmz:}=o(-1)j(-;)f(t-jh)

où  h  est  la  période  d'échantillonnage  et  les  temes

sont les coefficients du binôme suivant:

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

t;m]=®,t_mhvec®ot_m,=t;m]=L
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Chapitre 1 introduction aux systèmes fi-actionnaires

(i -z)-m = Z,¥=o(-i)J' (-,r) zJ. = Z,P=o(-i)J. ®,{-m)zJ.                            (i.6)

1.2.1.2 Définition de Riemann-Liouville

L'intégrale d'ordre fractionnaire m > 0 d'me fonction f(t) localement intégrable définie

sur [Zo,+œ] est domée comme suit [1-6]

Ïï:of(t)=F=)f:o(t-i)m-Lf(T)di

Avec r¢) = Jo" e-'f#-]cJr  est  la fonction gamma d'Euler.

(1.7)

La dérivée d'ordre ffactionnaire m > 0 d'me fonction f(t) 1ocalement intégrable définie sur

[ro,+oo]  ,est donnée comme suit [1-6].

D#of(t)=F±)ftto(t-T)m-Lf(i)di (1.8)

Où  le nombre entier n est tel que (n-1) (m(7!

1.2.1.3 Définition de Caputo

Caputo a proposé une nouvelle définition de la dérivée d'ordre fractionnaire qui porte

d'ailleurs son nom et qui incorpore les conditions initiales de la fonction à traiter en temes

de ses dérivées d'ordre entier.  La dérivée d'ordre fi-actiomaire m > 0 d'une fonction f(t)

définie su [to, +œ] est donnée comme suit [2] :

Dï:of¢t)=F=)ftto(t-T)n-m-Lf(n)(T)di (1.9)

où n est un nombre entier (n-1)< m < n et /(")(t) est la nîème dérivée de la fonction f(t).

L'avantage principal de la définition de la dérivée d'ordre fractiomaire de Caputo est

que  les  conditions  initiales  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  ffactionnaire

prement la même forme  que les  conditions initiales  des  équations  différentielles  linéaire
d'ordre  entier.  La  définition  de  la  dérivée  d'obnrdre  ffactiomaire  de  Caputo  peut  être
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fi.actionnaires

fomulée de la définition de Riemann-Liouville comme suit [3]

RLDmf(t)=cDmfl(t)+ Z#=ô(tÆ-m/r(k -m + i))/(k)(o+)

1.2.2. Propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire

(1.10)

Les  propriétés  principales  des  dérivées  et  intégrales  d'ordre  fractionnaire  sont  les

suivantes [2] :

1.    Si  f(t)  est  une  fonction  analytique  en  t,  alors  sa  dérivée  d'ordre  fractiomaire

Dmf(t ) est une fonction analytique en t et en m.

2.   .  Pou  m  =  n,  ou  n  est  un  entier,  l'opérationDmf(t)    donne  le  même  résultat

que  la différentiation classique d'ordre entier n.

3.      Pour m = O l'opération  Dmfl(t ) est l'opérateu identité: D°fl(t )  = fl(t).

4.   4.      La  différentiation  et  l'intégration  d'ordre   fractionnaire   sont  des   opérations

linéaires:

Dm(a f(t ) + b g(t)) = a Dmf(t )  + b Dmg(t )

1.3. Définition  d'un système fractionnaire

L'équation  (1.11) a généralement servi pour la représentation des systèmes

fractiomaires.

H(s)± (1.11)

Cependant, dans  le plus part des cas des systèmes  manifestent  une amplitude finie en basses

fi.équences  ce qui a amené Davidson  et Cole à introduire le pole à puissance  fractionnaire

pou représenter  une classe de phénomènes  diélectriques dont 1'expression  est de la fome

[4]:

H(s) -

Où K est une constante  positive, PT est la fréquence de coupure et O<m<1.

(1.12)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

Ce type d'expression  appelé  aussi pole à puissance  fractionnaire sert d'élément de base dans

la description des phénomènes  naturels  ayant  une amplitude  bomée  aux basses fféquences.

Pou quelques phénomènes physiques   un peu plus compliqués,   Sun et Onaral on étendu le

modèle de Davidson  et Cole pou représenter  convenablement  I `impédance de polarisation

d'une interface   électrode-électrolyte   dont la pente su le tracé de Bode   varie d'une zone a

une autre sue toute la bande de fféquence  [5].

L'expression  de ce type de modèle multi ffactionnaire  est de la forme :

H(s) - (1.13)

Où K est une constante  positive, s=jw est la fréquence complexe,  p£ (i=0,1 ,..., N) est la

Fréquence de coupure, et mj est le facteur  de puissance  ffactionnaire  compris  entre zéro et

un.

1.4. L'analyse d'un système  fractionnaire

Comme  la  fonction   de  transfert   d'un  système    fractionnaire   est  irrationnelle,    les

chercheurs  ont depuis  lontemps   essayé   de  faire  une  approximation   du  simple ppf et  de

l'implémenter physiquement   par un réseau   linéaire composé de résistances et de capacités

[6], [7]. H.sun  a étudié  la fonction à ppf et l'a approximé par une fonction rationnelle  dans le

domaine fféquentiel  en utilisant   l'approximation de Padé  [8].  Y.Tsao et B.Onaral ont aussi

proposé une fonction  ratiomelle pour l'approximation  du ppf dans  le domaine  fréquentiel

qu'ils appelaient la méthode  de la fonction  singulière.

Dans   le domaine   temporel, cette   fonction   jrrationnelle   ou ppf est traduite par des

expressions mathématiques  compliquées   et difficilement exploitables.  Sun  et Al ont utilisé

cette approche pour développer   une équation différentielle du premier   ordre à coefficients

variables dans le temps, pou l'étude d'un système fiactionnaire simple d'écrit  par [9]

H(s) - 1

(:-1-=`=j-r.

L'équation  différentielle  obtenue  est :

%h(t,+(pt+`=)h(t,

(1.14)

(1.15)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

Elle admet pour solution

Ou

h(t) =Cxt(m-1)e-tpT

C: est une constante
m: exposant  fractionnaire (Ordre  du système)
PT: Pulsation  de coupure

Pour un système  multi fractionnaire décrit  par  :

(Ni - 1) < mt < Ni
NisI
H  L- EH

Avec

(1.16)

(1.17)

11 est représenté  par une équation différentielle  à paramètres  temporels,  et d'ordre  n par  :

#h(t)+EËk=i¢k+b¥)#h(t)

Où

(1.18)

(1.19)



I
I
I

1

1

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

1

1

1

I

I

Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

D'où l'on trouve comme  solution asymptotique

h(t)=Zï=i[Z}±=ï(k#CJ.-ï+k"tm!-1)e"c]

Si les pôles sont identiques,  l'équation  (1.13) devient

1

Avec

(1.20)

(1.21)

P i -- P T
N-P
O<m<1
7t: le plus petit entier supèrieur à P qui est la dimension fi-actale

Cette fonction décrit alors un système  fractionnaire simple d'ordre supérieur. L'expression  de

h(t)  =    L-ï  {H(s)}  obtenue    par  la  résolution    des  équations    différentielles    a  la  forme

générale suivante  :

h(t)=[zr=-LiÆtté-i+Æ„£p-1]e-CPT (1.22)

I.5.Approximation des systèmes fractionnaires par une fonction rationne]le

La  représentation     mathématique     des  systèmes     fractionnaires  dans  le  domaine

fréquentiel donne des fonctions inationnelles  qui dans le domaine temporel conespondent  à

des équations  différentielles  difficiles à exploiter,  et jusqu'à ce jou rien, n'a été fait pour la

mise   en   pratique   de   ces   équations   temporelles      pour   réaliser   des   systèmes   d'ordre

fractionnaire  Pour  des  raisons  d'analyse,    de  synthèse,  et  de  simulation  de  tels  systèmes,

l'utilisation  des fonctions rationnelles  pou l'approximation s'avère d'une grande  importance.

Vu leur représentation   mathématique   dans le domaine fréquentiel   par une .fonction

irrationnelle,   et dans   le but de représenter la fonction  de base des systèmes   fractionnaires

qui est un pôle simple a puissance  fractionnaire (ppf) donné  par

H(s) æ 1

[1-±]*.
1.23)
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Chapitre l                            introduction aux systèmes fi.actionnaires

Pt est la fréquence de coupure et O<m<1.  On peut facilement   remarquer   que pouf o>>pt

l'équation tend vers l'équation  précédente  par conséquent.

Par  des  circuits  linéaire    Y.TSAO,  A.CIIAREF  et  B.ONARAL    ont  proposé    une

fonction rationnelle   approximant   la fonction irrationnelle;   pole a puissance  ffactionnaire

(ppf  dans     le  domaine  fféquentiel.     Cette  approximation  appelée     l'approche  par  une

singularité.   La ligne  de  -20mdb/dec   est approximée par un nombre  de lignes en zigzags

comectées  ensemble    avec  des  pentes  altemées  de  Odb/dec    et  de  -20db/dec  correspond

alternativement aux pôles et aux zéros, alors  pou une bande  limitée  de fréquences, on peut

écrire :

H(s, ± æffæfiæ
1            Hy--ol(1+;)

Pt  est la fréquence de coupure

m est un nombre  réel tel que: 0<m<1

pi et zi sont respectivement  les pôles et les zéros  de système

N est le nombre  des paires  pôles-zéros qui peut être déteminé  par  :

N-1+,„`eger

Où:

Et Po, a, et b sont donnés par:

po=pt 10Cyl20m)

zo=polo(ï#)

(N -i)è77"Zéro :zjv_i=Pjv_il0[ï#]

(A/)èmepo|e :PN=z/v_i l 0Eâ:]

Avec  <<  y > désigne  l'eneur  d'approximation.

Les valeurs  de a et b sont exprimées en fonction  de   et de l'ordre  fractionnaire m:

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

a=1o[ï#]

b -1o [ïÉ=]

(1.30)

(1.31)

A partir de ces équations, les pôles -zéros   de l'approximation sont générés automatiquement

selon l'algorithme suivant :

P£  = Po(cib)', pour i=0,1 ,..., N

z£  =  PoŒ(Œb)£, pour i=0,1 ,..., N-1

0u Po est le pôle initial de l'approximation.

En remplaçant  les Pi et les z! dans l'expression de la fonction  approximante, elle devient

HA(S)  =
nr=-01(1+£)_Hr=-Oi[1+É]

(1.34)

1.5.1. Approximation de I'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire

La fonction de transfert de l'opérateur intégral d'ordre fractionnaire est représentée dans

le domaine fféquentiel par la fonction inationnelle suïvante :

GJ(S, = ±                                                                            (1.35,

Avec  s = jw est la ftéquence complexe et m est un nombre positif, tel queo  <  m  <  1.

Dans une bande de fréquence donnée [wb, wh] , cet opérateur d'ordre fractionnaire peut

être modelé par un pôle à puissance ftactionnaire (PPF) comme suit :

G(s) - KJ

Si on suppose que pou w E [wb, wh] on à  w >> wc , on peut écrire :

G(s,-#-K¥-±-GI(S,

(1.36)

(1.37)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

Avec KJ - (±) et wcest la fiéquence de copure de PPF qui est obtenue à partir de la basse

fréquence wb  par la relation  wc =    10(€/ï°m) -1  .  wc = 0.01wb .  £   est l'erreu maximale

pemise entre la pente de la réponse fféquentielle de l'opérateu fi.actionnaire.

Dans le but de représenter le PPF de l'équation (1.37), et par conséquent l'intégrateur

d'ordre  fractionnaire,  par  un  système  linéaire  invariant  dans  le  temps,  il  est  nécessaire

d'approximer sa fonction de transfert inationnelle  par une  fonction rationnelle  [10-11].  La

méthode d'approximation consiste à approximer la pente de -20m dB/dec  su le tracé de

Bode  du PPF  par  un  nombre  de  lignes  en  de  zig-zag  produisant  une  altemance  de  pente
-20 dB/dec et 0 cZB/dec correspondant à une alternance de pôles et de zéros sur l'axe réel

négative  du  plan  p  tel  que :so < zo < si < zi < ... < z7w_ï < sN  .  D'où  1'approximation

suivante :

C(s) K,     _  y  Hy--ol(1+Î)

(±)m = " Hr-o(1i)
(1.38)

Les s! et les z[  sont les pôles et les zéros de 1'approximation. En utilisant une méthode

graphique  [11],  les  pôles  et  les  zéros  de  l'approximation  s'avèrent  sous  une  fome  d'une

progression  géométrique.   Cette  méthode  graphique  d'approximation  commence  par  une

erreur d'approximation y en dB et une bande de fréquence d'approximation wMAx = 100Wh.

Le nombre de pôles d'approximation Nest donné par :

N = pŒrtie erï±ier

L'arrangement  des  singularités  (pôle-zéro)  est  établi  selon  les  deux  progressions

géométriques suivantes :

si = (ab)tso , poui i = 0,1,2 ,..., N

z{  =  (cib){zo , pour { =  0,1,2 ,..., A/ - 1

où cz et 6 sont appelés les rapports de position. Leurs expressions en fonction de ); et m sont

domées par :

a = 1o(ï#) , b = 1o(±)

Le premier pôle po et le premier zéro zo sont donnés par :
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

Po--WcJi;b,zo=apo

1.5.2. Approximation de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire

La fonction de transfert de l'opérateu dérivateu d'ordre fractionnaire est représentée

dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

GD(S) - Sm (1.39)

avec s = jw est la ftéquence complexe et m un nombre positive tel que 0 < m < 1. Dans une

bande de fféquence donnée[wb, wh], cet opérateu peut être modelé par un zéro à puissance

fractionnaire (ZPF) comme suit [10] :

G(S)=KD(i+=)m

Si on suppose que pour w E [wb, wh] on a w >> wc , on peut écrire :

G(s)=KD(=)m=#sm=sm

(1.40)

(1.41)

Avec : KD = wcm et wc est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la basse

fréquence wb par la relation wc = 0.04 wb .

Dans le but de représenter le ZPF de l'équation (1.41), et par conséquent le dérivateu

d'ordre  fractionnaire,  par  un  système  linéaire  invariant  dans  le  temps,  il  est  nécessaire

d'approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle.  La méthode

d'approximation consiste à approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé de Bode du ZPF

par  un  nombre  de  ligne  en  Zig-Zag  produisant  une  altemance  de  pente  20 dB/dec ec

0 dB/dec conespondant à une altemance de pôles et de zéros sur l'axe réel négative du plan

p tel que zO < pO < zl < pl < . . . < zN -1 < pN  [11]. D'où l'approximation suivante :

G(S)=KD(1+=)m=KD
Hr-.(1+;)

(1.42)

En   utilisant   une   méthode   graphique   simple   [12],   les   pôles   et   les   zéros   de

l'approximation  s'avèrent  sous  une  fome  d'une  progression  géométrique.  Cette  méthode

graphique d'approximation a commencé par une erreu d'approximation }/ en dB et une bande

de ftéquence d'approximation wM,4;r = 100w/,.  Le  nombre de pôles  d'approximation N est

domé par :
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

N = pŒrtie entier

L'arrangement  des  singularités  (pôle-zéro)  est  établit  selon  les  deux  progressions

géométriques suivante :

zt=(ab)tzo,pouii--0,1,2,„.,N.

si--(ab)tazo,pouii--O,1,2,„,,N.

1.6. Réalisation analogique des opérateurs d'ordre fractionnaire

1.6.1. Réalisation d'un intégrateur d'ordre fractionnaire

En utilisant les fonctions rationnelles approximant les opérateurs d'ordre fractionnaire,

on peut obtenir des circuits analogiques qui peuvent servir comme des modèles d'intégrateurs

et  dérivateus    analogique    d'ordre    fractionnaire    [10].    La    fonction    rationnelle    de

l'équation  (1.34)  de  l'approximation  de  1'intégrateur  d'ordre  fractionnaire  dans  une  bande

fféquentielle donnée peut être décomposée en éléments simples de la façon suivante :

1GI(S)-±--KI
Hy--ol[1+*]

Ou les résidus h i, pou i=0, 1 ,..., N, sont donnés par :

hï-KI
Hy=-oL[1-#] _ y H,y=-oï[i-#]
Hy-o[1-#] Il,y=o(1-(ab)(i-,'))

(1.43)

(1.44)

Avecj±i

L'équation (1.45) corresponde à l'impédance d'un réseau RC du type Foster première fome

Dont le schéma est représenté par la figure 1.1.

L'impédance de ce réseau est :

z£(s)-zy-o(±) (1.45)
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Chapitre l                           introduction aux systèmes fractionnaires

Alors, pour i=0,  1 ,..., N, on a:

De  la  même  façon,  La  fonction  rationnelle  de  l'éqmtion  (1.43)  de  l'approximation  du

Dérivateu d' ordre fractionnaire dans une bande fi-équentielle donnée peut être décomposée en

Éléments simples de la façon suivante :

Figure 1.1 : Réalisation analogique d'un intégrateur d'ordre firactiomaire.

1.6.2. Réalisation d'un dérivateur d'ordre fractionnaire

Ily=-ol
GD(S)=Sm~~KD

"=o[
[1+È]
1+ S

"EÏ+EEHEH

Go + Zy=o (#)

Ou Go = KD  et les résidus h i, pour i=0, 1 ,..., N, sont donnés par :

Ki-- KD      _ Il/y=o(1-a(ab))(!-j)
Po(ab)!       H,y=o(1-(ab))(`-j)

(1.46)

(1.47)

Avecj± ,.

L'équation (1.47) corresponde à l'admittance d'un réseau du type Foster seconde    forme

dont le schéma est représenté par la figure 1.2.

On peut écrire 1'admittance yD(s) du circuit précédent par :
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yDts>±+zr=O(ï±)

Alors, Go±   et pou i=0, 1 ,..., N, on a:

Figure 1.2: Réalisation analogique d'un dérivateur d'ordre firactionnaire.

1.7. Représentation des systèmes d'ordre fractionnaire

Les    systèmes    ffactionnaires    sont    en    général    représentés    par    des    équations

différentielles non  entières,  mais  d'autres  descriptions  peuvent  être  utilisées,  telle  que  la

représentation diffusive. Dans   notre cas   nous considérons    un système d'ordre non entier,

linéaire à temps continu causal et invariant dans le temps décrit par l'approche classique, et

représenté comme dans le cas entier par trois modèles (Oustaloup, 1995).

>   Equation différentielle généralisée.

>   Fonction de transfert fractionnaire.

>   Représentation d'état fractionnaire.

1.8. Simu]ation des systèmes  fractionnaires

On s'intéresse à l'équation  différentielle  fiactionnaire suivante :

ÆË + Œoy(t) - bo«(t)
dtm

ou m : est un nombre non entier.

(1.48)

La fonction de transfert de cette entité qui obtenue par la transformée  de Laplace est

domée par :
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H(s)-#-#
1.9. Domaine  d'app]ication des systèmes fractionnaires

(1.49)

Une  fonction à puissance  ffactionnaire,    dans  le  domaine    fféquentiel,  ou une  pente

Fractionnaire  dans le tracé de Bode, a été longuement  observée dans la caractérisation  d'une

large   catégorie      de   processus   naturels,      incltmnt   certains   types      de   bruit   électrique.

L'impédance de polarisation  des électrodes,   les lignes de transmission, le rythme cardiaque,

le  spectre  de  puissance    de  l'onde  QRS  de  la  dépolarisation    des  ventricules,  1a  densité

spectrale de la musique, dans le domaine   de l'économie   avec la loi de paréto, ainsi que les

données  en météorologie,  et même dans la compression  des images~. etc. [13], [14], [15].

I.10.Conclusion

Ce  chapitre  constitue  d'une  introduction  au  calcul  fractionnaire  et  ses  multiples

applications, et pou cella nous avons commencé par la définition du calcul fractionnaire en

citant  les différentes  définitions. Après, nous  avons  présenté  les méthodes  d'approximation

de   ces      opérateurs. 1a réalisation analogique de ces opérateus par des circuits   électriques

est    présentée,     en    utilisant    leurs     approximations     par    des     fonctions  rationnelles.

Finalement, le domaine  d'application des systèmes fractionnaires est  présenté,



I
I
I
I
1

1

1

I
I
I
1

1



I
1

1

I
1

1

I
I
1

1

I
I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

II.1.Introduction

Depuis longtemps, le chaos était synonyme de désordre et de confusion.  11 s'opposait à

l'ordre et devait être évité. La science était caractérisée par le déterminisme, la prévisibilité et

la réversibilité. Poincaré  fut l'un des premiers à entrevoir la théorie du chaos [16].  11

découvrit la notion de sensibilité aux conditions initiales à travers le problème de l'interaction

de trois Corps célestes.

Le teme "chaos" définit un état particulier d'un  système dont le comportement ne se

répètejamais qui  est très sensible aux conditions initiales, et imprédictible à long teme. Des

chercheus  d'horizons  divers  ont  alors  commencé  à  s'intéresser  à  ce  comportement.  Ils

ont .Cherché  à  répondre  à  des  questions  telles  que :

Les  arythmies  cardiaques  ou  les  variations d'une population animale obéissent-elles à des

règles?

Les mouvements commerciaux ou les marchés financiers peuvent-ils s'expliquer?

Le  chaos  a  ainsi  trouvé  de  nombreuses  applications  dans  les  domaines  tant

physiques que biologique, chimique ou économique. Ainsi, nous nous intéresserons

principalement dans  ce chapitre  aux systèmes dynamiques chaotiques en nous attardant su
les espaces de phases,

les attracteurs étranges et les scénarios de transition vers le chaos (appelés aussi bifucations),

Les quels nous pemettront de mieux comprendre la nature du chaos.

L'objectif de ce chapitre est de donner quelques notions élémentaires su les systèmes

dynamiques afin de mieux appréhender ce qu'est le chaos : ses apparitions dans un système et

La manière de le quantifier.

H.2.Ies systèmes dynamiques

Un  système  dynamique  est  un  concept  mathématique  où  me  règle  fixe  décrit  la

dépendance de temps d'un point dans un espace géométrique.  Les modèles mathématiques
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Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

employés  pou décrire  l'oscillation  d'un pendule  d'horloge,  l'écoulement  de  l'eau  dans  une

pipe, ou le nombre de poissons dans un lac sont des exemples des systèmes dynamiques.

Le  concept  du  système  dynamique  a  ses  origines  dans  le  mécanique      newtonien.

Comme  d'autres  sciences  et  disciplines  nomales  de  technologie,  la  règle  d'évolution  des

systèmes dynamiques est domée implicitement par une relation qui donne l'état du système

dans le  futur.  (La relation est une équation ou équation différentiel.).  La détermination de

1'état futur exiger réitérer la relation beaucoup de fois.

Le procédé d'itération désigné  sous  le nom   de résoudre  le système.  Une fois que  le

système peut être résolu, donner un premier point permet de déterminer tous ses points futurs,

cette  collection connue sous le nom de  /rcr/.ecfo7.re.

Le   système   dynamique   (discret  ou   continu)   présente   deux  types   de   variables   :

dynamiques  et  statiques.  Les  variables  dynamiques  sont  les  quantités  fondamentales  qui

changent avec le temps. Les variables statiques, encore appelées pararnètres du système, sont

fixes.

H.3.Théorie du Chaos

11  n'est  pas  rare  d'entendre  quelqu'un  qualifier  une situation  de  chaotique.   Cette

qualification   porte   par nature l'idée que cette situation relève du désordre ou de   la   plus

grande   confusion.   Les   phénomènes   dans lesquels on ne pouvait déceler à priori aucune

logique ont  progressivement  été  regroupés  sous  le  terme  de "chaos" [17,18,19].

11 n'existe pas de définition rigoueuse du chaos mais par   chaos, il   faut   admettre la

notion  de    "phénomène  imprévisible    et    enatique".    Cependant,    depuis    une  vingtaine

d'années,  on  attribue  le  teme  chaos  à  des "comportements   erratiqués   qui   sont   liés   à

des  systèmes    simples    pouvant   être    régis   par   un   petit nombre    de   variables    entre

lesquelles   les   relati.ns  décrivant   leu   év.luti.n   peuvent   être   écrites.    Ces  systèmes

sont       donc       déteministes       bienqu'imprévisibles.

Cette théorie est utilisée pour prévoir l'évolution des populations avec la transformation

de Myrberg (encore appelée transformation logistique). Une autre application importante de la

théorie du chaos se trouve dans les prédictions en météorologie avec les travaux de Lorentz en

1963.  11  existe  beaucoup  d'autres  domaines  dans  lesquels  le  chaos  est  utilisé    l'étude  du

système  solaire,  l'écoulement  des  fluides,  les  rythmes  biologiques...   Dans  le  domaine  de
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l'électronique   et  plus  particulièrement   des   télécommunications,   les   signaux   chaotiques

peuvent être employés pou le codage,  1e chiffremen

L'avantage d'employer des méthodes basées su la théorie du chaos se trouve dans le

haut niveau de sécurité qu'offre ce type de systèmes ainsi que la rapidité de calcul due à leu

structure dynamique. Ainsi ils sont très compétitifs en raison du fait, qu'ils sont peu coûteux à

mettre en oeuvre et à implémenter.

H.4.Définitions

>   Système chaotique

Un système chaotique est un système  déteministe et imprévisible mais  c'est aussi  et

surtout un système non linéaire. Le lien qui relie ces deux notions paradoxales, déteminisme

et  imprévisibilité,  est  la  propriété  de  sensibilité  aux  conditions  initiales.  En  effet,  deux

conditions initiales infiniment proches peuvent conduire à des états futurs très différents du

système.

On appelle donc un système dynamique chaotique, un système qui dépend  de plusieus

paramètres et caractérisés par une extrême sensibilité aux conditions initiales. Ils  ne sont pas

déteminés ou modélisés par des systèmes d'équations linéaires ni par les lois de la mécanique

classique  ;  pourtant,  ils    ne  sont  pas  nécessairement  aléatoires,  relevant  du  seul  calcul

des probabilités.

Les définitions et  propriétés suivantes permettent de comprendre qualitativement les

points marquants des  systèmes chaotiques.

>   La  non-linéarité

On dit que ); est une fonction non linéaire de jr, si x est multiplié par une autre variable

(non constante), ou multiplié par lui-même (c-à-d, augmenté à une certaine puissance).

Un système chaotique est un système dynamique non linéaire. Un système linéaire  ne

peut pas être chaotique
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Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

>   Espace des phases

Les  trajectoires  dynamiques  d'm  système  se  situent  dans  un  espace  mathématique

appelé espace des phases. Cet espace, bien qu'abstrait, contient sous fome géométrique une

infomation concrète. Les variables qui sont à la base de la construction de cet espace sont des

grandeurs réelles et à chaque point conespond une situation physique bien déterminée.

Le choix de ces variables n'est pas arbitraire. L'espace doit contenir toute l'infomation

su la dynamique du système étudié.

>    Attracteur

Un attracteu est un objet géométrique vers lequel tendent toutes  les trajectoires des

points de  l'espace  des  phases,  c'est à dire  une  situation ou un  ensemble  de  situations vers

lesquelles évoluent un système, quelles que soient ses conditions initiales.

>   Sensibilité aux conditions initiales

Certains phénomènes dynamiques non linéaires sont si sensibles aux conditions initiales

que,  même   s'ils  sont  régis  par  des   lois  rigoueuses  et  parfaitement  déterministes,   les

prédictions exactes sont impossibles.  Comme la plupart des phénomènes sont non linéaires,

on comprend alors l'importance de la découverte de Lorenz [20].

Une  autre  propriété  des  phénomènes  chaotiques  est  qu'ils  sont  très  sensibles  aux

perturbations.  L'un  des  premiers  chercheus  à  s'en  être  aperçu  fut  Edward  Lorem  qui
s'intéressait  à  la  météorologie  et  par  conséquent  aux  mouvements  turbulents  d'un  fluide

comme  l'atmosphère.     Lorenz  venait  de  découvrir  que  dans  des  systèmes  non  linéaires,

d'infimes    différences    dans    les    conditions    initiales    engendraient    à    la    longue    des

trajectoires totalement  différentes.11  a  illustré  ce  fait    par  l'effet  papillon.  Le  battement

d'ailes   d'un papillon aujoud'hui à Pekin engendrerait une tempête le mois prochain à new

York [20].

11  est  clair  que  la  moindre  erreu  ou  imprécision  su  la  condition  initiale  interdit

de décider à tout temps quelle sera la trajectoire effectivement suivie et, en conséquence, de

faire une prédiction  su l'évolution  à long terme du système.

>   Les exposants de Lyapunov
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Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

L'évolution chaotique est difficile à appréhender car la divergence des trajectoires su

l'attracteu est rapide. Pou cette raison on essaie si c'est possible de mesurer sinon d'estimer

La   vitesse   de   divergence   ou   de   convergence.    Cette   vitesse   est   donnée   par

1'exposant  de Lyapunov qui caractérise le taux de séparation de deux trajectoires très proches

[21]  [22].

Soit /: R + R  une fonction de classe  Cï.  Pou chaque point xo on définit un exposant

de Lyapunov À (xo ) comme suit :

Â¢o)=lim„œsup:1og(|Ü")'(Xo)|)=lim7t+œs«P:log(|/'(X,.)|)

A:wecxj-_fj(Xo)

(11.1).

Donc  deux  trajectoires  dans  le  plan  de  phase  initialement  séparées  par  un  taux

Zi divergent après un temps At= t2 - ti  vers Z2 tel que :

|Z2|  æ  eÀAt|Zï|

Où     À  est l'exposant de Lyapunov

H.5.]es  dynamiques chaotiques :

(11.2)

Depuis que l'attracteur de Lorenz est découvert en 1963, la recherche dans le domaine

du     chaos  a  attiré     l'attention  des  chercheurs  et  experts,  Plusieurs  sortes  de  systèmes

chaotiques et hyper-chaotiques ont été présentés par la suite.

En termes de modèles mathématiques et   de leus propriétés, les systèmes chaotiques

peuvent  être   classés   en  chaos   continu,   chaos   discret,   chaos   commuté,   chaos   retardé,

hyper chaos ..... etc.

Dans  ce  qui  suit,  quelques  propriétés  de  systèmes  chaotiques  continus  et  discrets

seront présentées.

H.5.1.  Le chaos continu

Plusieus systèmes  chaotiques continus ont été étudiés dans  la littératue.   Parmi  ces

systèmes, on retrouve le système de Lorenz, le système de Rossler, l'attracteur de Chen et la

fonction jerk [23].
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Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

H.5.1.1.Attracteur de Lorenz

L'attracteu de Lorenz tient son nom du météorologue Edward Loremz qui l'a étudié le

premier.  C'est un ensemble d'équations  qui  sont populaires dans  le domaine du chaos.  Les

équations décrivent l'écoulement du fluide dans une boîte qui est chauffée le long du fond

[24]. Ce modèle a été prévu pou simuler la convection atmosphérique.

Lorenz  a  simplifié  une  partie  des  équations  de Navier-Charge  dans  le  secteur de  la

dynamique liquide et obtenu trois équations ordinaires. Ces équations sont les suivantes :

ol„J,)
rx - y - XZ (11.3)

cr  : est la constante de   Prandtl, qui caractérise la viscosité et la conductivité themique du

fluide.

r : est un paramètre de contrôle, qui représente la différence de température entre le bas et le

haut du réservoir.

6 : mesure le rapport entre hauteu et largeur du système de convexion.

Lorsque  les  paramètres  réels cr, r   et  b    prennent  les  valeus  suivantes : cr= 10 ,r=28   et

b=:, avec   les   conditions   initiales      x(0)   =y(0)   =z(0)   =0.01,   le   système   (11.3)   est

chaotique.

>   Evolution dans le temps

L'évolution  dans  le  temps  d'un  tel   système  est  chaotique.   On  peut  le   constater

intuitivement grâce à la coube suivante :
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Figure H.1 : Attracteu de LorerLz : Evolution dans le temps

>   Evolution dans l'espace des phases

La Figure (H.2) représente l'évolution du système de Lorenz dans un espace à deux et

trois  dimensions,  cette  solution  est  obtenue  en  utilisant  la  méthode  dEuler  et  pou  les

paramètres spécifique  :  o  =  /0, 6  = 8/3 et r  = 28, l'attracteu résulte semble aux ailes de

papillon d'où le nom de l'effet connue dans le chaos " effet de papillon".

•15          .1Û           €             0              5            10            15           2Û           25

Le temps t

Figure H.2: Attracteu de Lorenz : Evolution dans l'espace des phases
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>   Les exposants de Lyapunov

Après calcul des exposants de Lyapunov (voir figure 1 . 8),  nous avons obtenu les valeurs

suivantes :

Â 1 = 0.85922,  À 2 = -0.0015763 , Â 3 = -145208

Nous  constatons bien  qu'il  y a un  exposants  de Lyapunov,  ce  qui  signifie   que  le

système est Chaotique.

5Û                    l m                   15Û                  æœœ                  æ5o                   æoœ
lüïüs

Figure n3 : Exposants de Lyapunov du système chaotique continu de Lorenz
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II.5.1.2.Attracteur de Rëssler

En 1976, l'AJlemand Otto RÔssler mis à fomuler le système dynamique continu le plus

simple qui est lié à l'étude de l'écoulement des fluides [11]. Ce système  pourrait de générer

les solutions chaotiques. Les trois équations résultantes sont :

=++z)
= J, + +qy

=6+z('-c)
(11.4)

Les dérivées des premiers membres sont des dérivées partielles par apport au temps,  ¢, 6 et c

sont des constantes réelles, on prendra désomais : cz = 0.398, 6 = 2 et c = 4. On est alors en

présence d'm système chaotique

>Evolution dans I'espace du temps

50 1 C]tJ
Le temps t

Figure H.4 : Attracteu de RÔssler : Evolution dans le temps

150



Chapitre 11

>   Evolution dans I'espace de phases

Les systèmes chaotiques

Tout comme pour 1'attracteur précédent, on génère l'espace des phases en deux et trois

dimensions.

-3          -2          .1            0            1            2           3            4           5           6

Le temps t

Figure n5: Attracteur de RÔssler : Evolution dans l'espace des phases

H.5.2. Le chaos discret

Le système  chaotique discret le plus connu est la fonction logistique qui est 1'une des

fonctions  de  Chebyshev,  il  existe  toutefois  d'autre  systèmes  chaotiques  discrets  cornme

le système de Henon,  la fonction de  Tent et la fonction Gaussienne discrète.

H5.2.1. La fonction logistique

La fonction logistique très connue dans la théorie des systèmes non linéaires, est une

application non bijective du domaine [0,  1] dans lui-même qui sert de récurrence à la suite

[24]  :
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Xk+i  = r(1 -XÆ)XÆ (11.5)

Où k = 0,1 ,....,..  dénote le temps discret, x la variable dynamique et r un paramètre réel.

IÆ dynamique de cette application correspond à un comportement très différent ; ainsi

selon  la  valeu  du  paramètre  r,   une  plus   grande  variété   de   régimes  pemanents   se

présente,

parmi lesquelles on trouve, par ordre de complexité :

•    Pou 0  < r < 3,   le  système possède un point fixe attractif,  qui devient instable

lorsque  r = 3.

•    Pou 3 < r < 3.57 ........, le système évolue périodiquement de période r 7i , avec n

un entier qui tend vers l'infiri lorsque r tend vers 3.57 .......

•    Pou r = 4, le système évolue de manière chaotique.

1 tNDO 2000                 300®
k

4œo

Figure H.6: Trajectoire de la fonction logistique

5"

De même que pou le cas continu, nous présentons dans ce qui suit quelques propriétés du

Système chaotique discret (11. 5).
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Chapitre 11 Les systèmes chaotiques

•     Aspect aléatoire

La figure suivante illustre 1'aspect aléatoire du système (11.5) pour r= 4.  11 est alors

impossible de discemer à l'oeil  nu cette trajectoire de celle d'une variable aléatoire.

:=__`j,iïîT!!-FÎ,-,ïjï!!Î[-l,Î-,iî;,!,lîiï;Ï-,,Î,i,:EÎ,]ï,Î,!-|_j

25Û    2€Û    27Û    zsÛ    2gû     3ûÛ    31Û    3æû    33æ
Étér*|tîûm£

Figure 11.7: Application logistique pou r = 4

>   Exposant de Lyapunov :

Comme il a été déjà mentionné la fonction logistique présente un comportement

chaotique à partir d'une valeur spécifique  du paramètre r soit r= 4.

Après calcul de l'exposant de Lyapunov de  fonction logistique :

Xk+i = 4(1 -XÆ)Xk (11.6)

Nous avons obtenu la valeur Â= !7i2 > 0, d'où le comportement  chaotique.

11.6. Bffurcation et routes  vers le chaos :

La  théorie  de  bifurcation     est  l'étude  mathématique  des  changements  quàlitatifs

ou Topologiques de la structure d'un système dynamique [25].
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Une   bifimcation   survient   lorsqu'une   variation   quantitative   d'un   paramètre   du

système engendre  un  changement  qualitatif  des  propriétés  d'un  système  telles  que   la

stabilité,   le nombre de points d'équilibre ou la nature des régimes permanents. Les valeurs

des paramètres au moment du changement sont appelées valeus de bifiircation.

Dans les systèmes dynamiques, un diagramme de bifi]rcation montre les comportements

Possibles  d'un  système,  à  long  terme,  en  fonction  des  paramètres  de  bifi]rcation  [24]

(figure (11. 8)).

Le Diagramme de bifiircation de la fonction logistique

1                          1.5                          2 3                      3_5                       4

Figure H.8: Diagramme de bifiircation de la fonction logistique

Ce diagramme permet de connaître tous les comportements de la suite logistique en

fonction de r.  En particulier, pour r = 3  on observe un doublement de période appelé  ici

bifiircation.  Avant de basculer dans  le chaos il y une  cascade de doublements de  période.

Après un doublement de période l'orbite périodique précédente est toujous présente mais

instable, ce qui explique qu'elle n'est pas visible su le diagramme de bifiircation, un système

chaotique a donc une infinité d'orbites périodiques.
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Chapitre ll                                                          Les systèmes chaotiques

En première  définition,  Lm  système  dynamique  est  dite  chaotique  si  les  solutions  du

système se trouvent dans un ensemble bomé 8 de l'espace des phases et présentent plusieus

caractéristiques fondamentales :

>   Une transfomée de Fouier ou un spectre de puissance analogue à celui d'un bruit

blanc. Cette propriété indique 1'aspect non périodique de la trajectoire chaotique.

>   Des trajectoires très proches l'une de l'autre se divergent  de façon exponentielle. Cela

se traduit par l'extrême sensibilité aux conditions initiales.

>   L'ergodicité et le mélange des trajectoires dans l'ensemble bomé 8 de l'espace des

phases.  La  caractéristique  implique  que  chaque  trajectoire  chaotique  parcourt  la

totalité de 8. La seconde traduit une dynamique fortement dissipative dans 8 malgré

des conditions initiales, pour chacune des trajectoires, proches les unes de autres.

II.7.Conclusion

Ce chapitre a permis d'apporter quelques définitions et notions de base  sur les systèmes

chaotiques Ainsi leus évolution dans l'espace de temps que dans l'espace des phases qui sont

à la base de l'étude des systèmes chaotiques. Puis on a présenté les exposants de Lyapunov

qui pemettent de déteminer si un système en régime chaotique ou non, enfin on a traité la
notion de bifucation qui pemet de visualiser les changements qualitatifs du comportement

du système chaotique étudier.
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Chapitre 111

HI .1. Introduction :

Systèmes chaotiques d'ordre fi.actionnaires

49Les systèmes chaotiques ont été un point focal d'intérêt renouvelé pou beaucoup de

cherchetH.s à travers le monde.   Les tels systèmes non linéaires   peuvent   se produire   dans

plusieurs systèmes   naturels et artificiels et demièrement   ils deviement   appliqués sur les

systèmes   fractiomaires.

Un  système  non linéaire chaotique   d'ordre  d'un nombre   entier doit avoir un ordre

minimum   de  3  pour le chaos puisse   apparaître.  Cependant,  ce n'est   pas le cas  dans  les

systèmes non linéaires d'ordre fractionnaire.

L'analyse  de systèmes  d'ordre   fractiomaire  n'est par aucm moyen insignifiant.   Par

conséquent.     Le  cours  de  simulations    numériques  est  souvent  adopté    pour  étudier  le

comportement  de ces systèmes.

Dans ce chapitre, on va étudier  trois   systèmes  chaotiques autonomes qui sont d'intérêt

pratique:  le système   chaotique   de Rôssler ffactionnaire, le système chaotique   de Chua
fractionnaire,  et  le  système  chaotique  de  Lorenz  fiactionnaire.  puis  on  va  simuler  deux

modèles  fiactionnaires  (système  de  Liu  et  système  de  Lorenz)  sous  logiciel  électrorique

workbench.

Nous    présenterons    les  résultats  de  la  simulation  des  comportements    chaotiques

produits de ces systèmes  comme ils acquièrent des ordres fractionnaires.

IH.2.Attracteur  de Rôssler  fractionnaire  :

m.2.1.Définition :

A.  Attracteur  de Rôssler  :

Otto Rôssler a proposé  le  système  de Rôssler avec  l'attracteur étrange en  1976,  Cet

attracteur  a  seulement  une  tubulure  et  peut  être  obtenu  comme  solution  des  équations

suivantes :
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±=-(y+z)
c''

¥-x+ay
c7'

dgf--b+z(x-c)
d'

(III .Ï)

Où a, b et c représente  les paramètres  du système.

Rossler à démontré que pou certaines  valeurs de a, b et c, le système  admet  un état

chaotique.

8. Attracteur de Rossler  fractionnaire  :

Maintenant     on   considère      une   généralisation     du   système   de   Rossler   d'ordre

factiomaire,

dans ce système  la dérivé  conventionnel  est remplacé  par une dérivé  fractionnaire.

11 est défini par les équations [23] :

= -(J, + Z)

- b + z(x -c)

(111 2)

Où a,  b  et c  représente   les  paramètres   du  système,   ql,q2  et q3  sont   les  ordres

ftactionnaires   du système.  Rôssler à démontré que pour certaines   valeurs de a, b et c,  le

système  admet un état chaotique.
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IH.2.2. Résultats de simulation :
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Figure  ml. Evolution des variables d'états du système de Rossler ffactionnaire
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y(t)
-20      -20

x(t)

Figure.m.2. Trajectoire d'état du système de Rossler  dans l'espace d'état 3D

La  figure  (111.2)  est  représentée  la  trajectoire  de  phase  du  système  de  Rossler

ffactiormaire . pour les ordres  ql = q2 = q3 = 0.9  et paramètres a = 0.5, b = 0.2, c = 10, avec

les conditions initiaux (x (0), y (0), z (0)) = (0.5,1.5, 0.1), pendant le temps   de simulation

120s et le pas h = 0.005.
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y(t)
-20      -20

x(t)

Figure.IH.3. Trajectoire d'état du système du Rossler  dans l'espace d'état 3D

La  figure   (111.3)  est  représentée  la  trajectoire  de  phase  du  système  de  Rossler

fractionnaire pou les ordres  ql = 0.90, q2 =0.85, q3 = 0.95 et paramètres a = 0.5, b = 0.2, c =

10,  avec  les  conditions  initiaux (x  (0),  y  (0),  z  (0))  = (0.5,1.5,  0.1),  pendant  le temps   de

simulation 120s et le pas h = 0.005

D'après  les résultats obtenues   lors  des  simulations précédentes,   on peut   remarquer

que:

•    Les valeus qui peuvent prendre l'ordre fractionnaire q pou que le système admet un

comportement  chaotique  sont : q=0.75, q=0.8  et q=0.9. par contre, pour des valeurs

inferieu  à q=0.75,  le système  n'admet plus ce comportement.
I     la trajectoire ne repasse jamais par un même état.  Ce qui signifie, entre autres, que

cette trajectoire passe par une infinité d'états.
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IH.3.Awracteur  de chua  fractionnaire  :

m.3.l.Définition :

A.Attracteur  de chua  :

Le système de Chua est un circuit électronique  simple, et l'un des exemples  les plus

intéressants  du chaos  [21], qui est décrit  par les équations dynamiques  suivantes :

È = oiù - x - f (x))
y=x-y+z
Z --Py

f(X)=mix + ± (7m-mi)(|x + 1| -|x -1|)

m|r + (mo-m|)
mox

7»|x - (mo-m|)

sj x 2 1
sZ lrl  <  1

si x S -1

(111.3)

Où

Les paramètres du système sont P = 14.87, mo= -1.27 et  mi= -0.68, et pour certaine

valeur de cr le système  admet  un état chaotique.

8. Attracteur de Chua fractionnaire :

Le système  de Chua d'ordre  fractiomaire est donné  par les éqtmtions fractionnaires

suivantes :

- œ (y - x -  f (xÏ)

=  J¥ - J' + Z

--Py

Ou ql,q2 et q3 sont les ordres ffactionnaires du système.

(111.4)



I
I
I
I
I
I
I
I
I
L
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Chapitre 111 Systèmes chaotiques d'ordre fractionnaires

111.3.2. Résultats de simulation :
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Figure.IH.4. Evolution des variables d'états du système de Chua
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0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

>0

JO.1

JO.2

0.3
_0.4

œ.5

Systèmes chaotiques d'ordre fi-actionnaires

--T_---_--T_:_-:T=-:-i_:=_=-----:-=_i--L-=-==:-=:-:==`:,:-----
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Figure.111.5. attracteuiT étrange du système du Chua d'ordre ffactionnaire en 2D.

Attracteur étrange du système du Chua d'ordre fi.actionnaire avec les paramètres : Œ =

10.725, P = 10.593, y = 0.268, ql = 0.93, q2 = 0.99, q3 = 0.92, mo = -1.1726, ml = -0.7872

et temps Tsim = 100s de simulation.

Figure.m.6. L'évolution de l 'attracteu de Chua fractionnaire en 3D.
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Chapitre lll                     Systèmes chaotiques d'ordre fractionnaires

On remarque  que pour ces valeurs   de  q et Œ ,  le  système prend un comportement

chaotique. Ce qui confirme  l'influence de l'ordre  ffactionnaire su l'évolution  de système.

111.4. Attracteur  de Lorenz  fractiannaire  :

IH.4.1. Définition :

A.  Attracteur  de lorenz :

Les équations de Lorenz ont été développées en 1963 par le météorologiste Ed Lorenz

pour imiter l'écoulement d'air de chauffage de dessous. Ils sont un ensemble de trois équations

couplées qui décrivent l'évolution de temps de trois variables x, y, et z.

- cr(y(t) -r(c))
-x(t)(p -z(t)) -y(t)
--x(t)y(t)-Pz(t)tz;

(111.5)

Ou cr, p et P sont les paramètres de système.

8.  Attracteur de Lorenz fractionnaire :

Le système   de lorenz d'ordre   fractionnaire est donné   par les équations fractionnaires

suivantes :

dqlJr

iiE - cT(y(t) - XO)

d#-x(txp-zo)-y„

- x(t)y(t) - P z(t)

Ou ql,q2 et q3 sont les ordres ffactionnaires du système.

(111 .6)
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IH.4.2. Résu)tats de simulation :

Pou  qi=  q2=  q3æ.995 ,  o=10;  p=28;  P=2.66;  et  les  condition  initial  x(OFO.1;

y(0)=0.1 ; z(0)æ.1,et Tsim = 100s

Le comportement du système dans le plan de phase ainsi que l'évolution des variables

d'état est schématisé par les figures suivantes.
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Figure.III.7. Evolution des variables d'états du système de lorenz.
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I                                   1                                  1                                   '    '                           -J ------ `\

---_-i_:æÆÉÆ*--=:

'                                                                                                                         _[____

-15             -10              € 0                 5                10               15               20
x(t)

Figure.m.8.La trajectoire d'état de système de Lorenz sur le plan( x/y)

Figure IH.9.Trajectoire d'état de système de loremz dans l'espace d'état en 3D

1    On observe que  le système oscile de manière chaotique
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Chapitre 111 Systèmes chaotiques d'ordre ffactionnaires

IH.5. système de Liu fractionnaire

m.5.1. Définition

Le système   de Liu d'ordre   ffactionnaire est donné   par les équations ffactionnaires

suivantes :

dmx

iri --ax -by2

d#=cy+dxz-ez2

= fz + gxy

Avec q € [0,1]. Et (a, b, c, d, e , f ,g) = (2,1, 3, -4,1, -7, 4)

(III J)

111.5.2. Mesures expérimentales

Pourréaliserl'approximationde±avecq=0.1~0.9,onprendparexempleq=0.98

Depuis MATLAB, on fait l'appelle de 1'instruction FOS_FPP (wc, m, y, wmax).

Ou:

Wc=0.1        m=0.98       y=1       wmax=100

Après l'exécution de FOS_FPP on a obtenu la fonction de transfert approximative suivante :

1                  1.2974(s+1125)

SO.98         (s+1423)(S+0.01125)

Le circuit électrique conespond la fonction (111. 8) est le suivant :

(111.8)
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CIC2
1

Figure HI.10. Réalisation analogique d' intégrateur d'ordre fractiomaire ;6:;;

La fonction de transfert entre A et  8:

H(s) - R1          ,          R2+
SRici+1       SR2C2+1

-lx
Co

(Ï+8)[S+(±+±)/(Ci+C2)
(s+±1)(S+±2) (111.9)

Comparaisons     (111.8)  avec  (HI.9),  on  obtient  les  valeus  des  résistances  et  des

capacités suivantes :

Rï = 9i. i873M£i , Æ2= igo.933n, cï= o.9753#F, c2= 3.68o6 #F

111.5.3. Simulation

Le circuit électrique de système de Liu sous logiciel   workbench est représenté   dans

la figure 111.1 1
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Figure.m.11. circuit électrique du système chaotique ffactionnaire (Liu)

On utilise le logiciel électrorique workbench pou simuler le système de Liu.

Après la simulation, on a obtenu les résultats qui sont représentées sous la figure.III.12

Figure.ml2. trajectoire de système de Liu dans le plan de phase
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111.6. système fractionnaire généralisé de Lorenz

111.6.1. Définition

Le système   de Liu d'ordre   fractionnaire est donné   par les équations fractionnaires

suivantes :

-"(y-J¥)+CW

-dx -ry -xz

--xy-bz

= -J¥  -CW

Ou m est l'ordre fractionnaire tel que : 0< m < 1

Avec a=1, b=0.7, c=1.5, d=26 et r =1

IH.6.2. Mesures expérimenta]es

(111 .10)

Pouréaliserl'approximationde±avecq=0.1~0.9,onprendparexempleq=0.95

Depuis MATLAB, on fait l'appelle de l'instruction FOS  FPP (wc, m, y, wmax).

Ou:

Wc=0.1        m=0.95       y=1       wmax=100

Après l'exécution de FOS_FPP on a obtenu la fonction de transfert approximative suivante :

1                  1.28 S2+18.6004s+2.0833

sO.95         S3+i8.4738 S2+2.6574 S+0.003 (111.10)
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Le circuit électrique correspond la fonction (IH.11) est le suivant :

1
Figure HI.13. Réalisation analogique d' intégrateur d' ordre fl-actiomaire ;g:;g

La fonction de transfert entre A et 8 :

H(S)=Ri//±//(R2+±)//(R3+±)

±*æ(s+±,+(s+±,
s3+,(Rlql+R2C2+hRlhc12RïCï+51R2C2(Ci+C3)s2+Ricimîc2n+Ei:2tR±C3m3C3s+RiR2R3Cic2C3                             -     .                  RiR2R3Cic2C3

(111.12)

Comparaisons   (111.11)  avec  (11[.12),  on  obtient les  valeurs  des  résistances  et des capacités

suivantes :

Rï = 694.6M£i , J32= 62.82Mfi, R3=o.326oMn ,cï= o.7794#F, c2= o.2699 #F , c3=o.2i33 #F
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IH.6.3. Simulation

Le  circuit  électrique  de  système  ffactionnaire  généralisé  de  Lorenz    sous  logiciel

workbench est représenté  dans  la figure 111.14.
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Figure.m.14. circuit électrique du système chaotique fractionnaire (Lorenz).

ANec .. RL = 694.6 MÏL , R2 = 62.82 MCL , R3 = 0.3260Mn , C± -- O.7794uF

C2=O.2699uF     ,    C3=O.2133UF     >    R4=R5=R8=Ri5=R2i--R24=R26--R27=

iookn   ,   R6 = 66.7kn   , R7 ~-R9 = RLO = Rl4 --RI6 = R17 = RI9 --R22 = R23 = R25 =

R28 = R29 = iokn , R±L = 5kn , RLZ = RL8 = ikîL , RL3 = 2ookn > R20 -- i43kn .
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Après la simulation, on a obtenu les résultats qui sont représentées sous la figure.III.15

1-

11.

1.

`}  -_____
lj+ -------.-  tl!

!    (1                  1).'1                  '1                      1)   -'                    111                                         ''                           i                       1)                          1                          '-,                                                           lj                               1                               „                              ,'

Figure.III.15. trajectoire de système de Lorenz dans le plan de phase

111.7. Conclusion

Dans  ce  chapitre  on  a  étudier trois    systèmes  fractionnaires  (Lorenz,Chua,  Rossler),

leurs  simulation  se  fait  a  l'aide  du  Matlab.Puis  on  a  simuler  deux  exemples  sous  logiciel

electronique Workbench (système de Liu fractionnaire et système de  Lorenz fractionnaire )

Nous  avons     démontré  par  l'intemédiaire  des  simulations     numériques  que  des

attracteurs de plusieus cycles peuvent être obtenus  à partir des systèmes chaotiques  d'ordre

fractiomaire.



1

I
I
1

1

I
1

1

I
I
I
1

1

I
1

1

I

I

I

I
I



1

I
I
1

1

I
I
I
1

1

I
1

1

I
1

1

I
I

I

I
I

Conclusion générale

Le  travail    réalisé  conceme    l'étude  des  systèmes    fractiomaires  à  comportement

chaotique.

A travers  notre travail,   on a fait dans  le premier chapitre un aperçu détaillé  su les

systèmes fractiomaires ; définitions et caractéristiques.

Dans le premier chapitre de ce mémoire,  nous avons évoqué d'abord quelques notions

sur les systèmes ffactionnaires

Pour  le  deuxième     chapitre,  nous  avons  évoqué  d'abord  quelques  notions  su  les

systèmes    dynamiques,  puis  on  a  parlé  des  systèmes    chaotiques  incluant    des  exemples

spécifiques qu'il soient en temps continu ou en temps discret,

Le  demier  chapitre  est  réservé  pour  la  simulation    des  systèmes  chaotiques  d'ordre

fractionnaires;  on a entamé  vigoueusement  le comportement  chaotique approprié  à chaque

système.

Nous  avons  finalisé  notre  travail  par  des  résultats  de  simulation  numérique  sous

Matlab    puis    par    des    résultats    expérimentaux    obtenus    après    la    simulation  sous

workbench.

En conclusion, on peut dire que l'étude  des systèmes  fractionnaires en générale, et dans

le cadre chaotique   précisément  est assez difficile dû à la sensibilité aux conditions initiales

d'une part, et  l'influence d'ordre fractiomaire et les a
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