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Introduction

La théorie des formes modulaires est une théorie riche et importante vu ses différents
liens de prés ou de loin avec les différents domaines de mathématiques tels que : théorie
des nombres, théorie des formes quadratiques, théorie de Lie, géométrie algébrique,...,
voire méme la physique mathématique. Elle a été grandement popularisée par les travaux

de Wiles en 1999 démontrant le dernier théoréme de Fermat.

Les formes modulaires sont des fonctions holomorphes définies sur le demi plan de
Poincaré vérifiant certaines équations fonctionnelles, liées a 'action du groupe SLy(Z)
sur H. Ces fonctions ont des propriétés arithmétiques venant surtout de la théorie des
opérateurs de Hecke qui les relient avec des questions centrales de la théorie des nombres.
Mais elles ont aussi des propriétés moins bien connues et indépendantes de la théorie
de Hecke qui proviennent de l'interaction entre la notion de modularité et celle de la

différentiation.

Dans ce mémoire nous allons étudier ces propriétés. Pour cela nous I'avons partagé en
quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous rappelons des notions de base d’algebre,

d’analyse complexe et de 'arithmétique liées aux formes modulaires.

Dans le deuxiémes chapitre nous introduisons 1’espace des formes modulaires avec

propriétés et exemples et lien avec les réseaux.

Dans le troisiéme chapitre nous déffinissons ’espace des formes quasi-modulaires formes
modulaires presque holomorphes et les différents opérateurs différentiels définis sur ces es-

paces. Ainsi que, les crochets de Rankin-Cohen.

Nous terminons par le dernier chapitre ol on trouve quelques identités et équations
différentielles vérifiées par quelques formes modulaires déja présentés dans les chapitres

précédents.

v



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et quelques théorémes de base

que 'on utilise dans les chapitres suivants.

1.1 Notions d’Algébre

1.1.1 Espaces vectoriels

Soit K un corps et soit F un espace vectoriel sur K.

Définition 1.1. Soit F' une partie de E. On dit que F' est un sous espace vectoriel de E
St

1 F£0.

2.V e KNx e F,\-x € F.

3. V(x,y) € F2x+y € F.

Définition 1.2. Si F' et G sont deuz sous espaces vectoriels de E, le sous espace vectoriel
F + G défini par

F+G={z€ E/3x € F,3y € G/z =x+y} est appelé somme des sous-espaces vectoriels
FetG.

En général, si F, F, ..., F;, sont des sous espaces vectoriels de F, la somme des Fi, Fs, ..., F,

est définie par i Fo={rxe€e E/3(x1,....,x,) E 1 X Fyy X ... X F,:x =21+ x2+ ... + 2, }.
i=1

Définition 1.3. La somme de n sous-espaces vectoriels Fy, Iy, ..., F,, de E est dite somme
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i=n

directe si chaque élément de . F; s’écrit d’une maniére unique comme somme d’éléments

i=1
de F1, F>, ..., F,, elle est notée F1 ® F, d ... D F,.

Théoréme 1.4 (Caractérisation de la somme directe).
Soit (Fy, Fy, ..., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de E. Pour tout i € {1,...,n}

on consideére une base B; de F;. Les conditions suivantes sont équivalentes
1. La somme Fy + F5 + ... + F,, est directe.
2. V(21 Tp) EFY X . X Fy, my 4294 .42, =0p = 11 =29 = ... = 2, = Op.
3. La concaténation des bases By, ..., B,, est une base de F} + ... + F,.

4. dim(Fy + ...+ F,) = dimF| + ... + dimF},.

Définition 1.5. Soit K un corps de caractéristique différente de 2, une application ® :
E x E — K est appelée forme bilinéaire si on a
1. Ya e KN(z,2',y) € B> : ®(ax + 2',y) = a®(z,y) + ®(2',y), c-a-d ® est linéaire
par rapport a la premiere variable.
2.V8 € KV¥(x,y,y) € E®: ®(z,By +vy) = BP(x,y) + P(x,y) c-a-d ® est linéaire

par rapport a la deuxiéme variable.

Définition 1.6. Une forme bilinéaire ® est dite antisymétrique si

q)<x>y) = _(I)(yax)>vxay SIS

1.1.2 Bases et dimensions

Définition 1.7. Soit F = (v;)ier une famille de vecteurs du K-espace vectoriel E.Une
combinaison linéaire des vecteurs (v;);cr est un élément x de E qui s’écrit
xr = Z Aivi, Ny =0 sauf pour un nombre fini.
iel
Définition 1.8. Une partie S du K-espace vectoriel E est dite partie génératrice ou
systeme générateur de E | si tout élément de E peut s’écrire comme combinaison linéaire

d’éléments de S.

Définition 1.9. La famille F = (v;)ie; de vecteurs du K-espace vectoriel E est dite fa-
malle libre , ou que les v; sont linéairement indépendants, si pour toute famille de scalaires
(Ai)ier ;on a

D Awi=0=X=0 Viel
iel
Dans le cas contraire , on dit que F = (v;);er est une famille liée.
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Définition 1.10. Une famille B = (v;);er d’éléments du K-espace vectoriel E est une

base de E si
1. B est une famille génératrice de E.

2. B est formée de vecteurs linéairement indépendants.

Définition 1.11. L’espace vectoriel E est dit de dimension n, s’il existe une partie gé-

nératrice finie de E formée de n vecteurs linéairement indépendants.

Théoréme 1.12. Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Une famille B tel que card(B) = n est une base de E si et seulement si B est libre ou

génératrice de F.

Définition 1.13. Soit E un espace vectoriel de dimension n, Soient B et B’ deux bases
de E.
La matrice de passage de B a B' est une matrice carrée P associée a 'application identité

Idg, P = M(ldg, B, B).

1.1.3 Actions de groupes

Soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre e.
Définition 1.14. On appelle action du groupe G sur un ensemble E toute application
UV:GxFE—FE
(a,z) — VY(a,x),
qu’on note ¥(a,z) = a - x. Vérifiant les deux conditions
1. (a-b)-z=a-(b-z),Vr € E,Va,b e G.
2. e-x=ux,Vr€FE.

On dira que G opére sur E, s’il existe une loi d’action de G sur E.

Définition 1.15. Soit G un groupe opérant sur l’ensemble E et soit x € E. On appelle
stabilisateur de x le sous groupe de G, noté G, défini par G, = {a € G/a -z = x}.

Définition 1.16. On appelle orbite (ou trajectoire) de x le sous ensemble de E noté T,

défini par T, ={y € E/a € G/ly=a- -z} ={a-x/a € G}.
Proposition 1.17. Si G opere sur E, la relation R définie sur E par
TRy <= dJa € G tel que y =a - z,

est une relation d’équivalence ou T, est la classe d’équivalence de x.
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Définition 1.18. L’action de G sur E est dite transitive siVo,y € E:T, =T, = E.

Définition 1.19. L’action de G sur E est dite fidele si (| G, = {e}. Ce qui est équivalent
el

a:a-xr=zx,Vre F<=a=e.

1.1.4 Algébre sur un corps

Définition 1.20. Une algebre sur un corps commutatif K ou K-algébre, est une structure

algébrique (A, +, -, x) telle que
i. (A, +,-) est un espace vectoriel sur K.
ii. (A, +, X) est un anneau.
iii. Pour tout v,y € ANEK :(A-ax)xy=xzx(A-y)=X(zxy).

Définition 1.21. Une algébre graduée est une algébre A pour laquelle il existe un ensemble

J d’indices et une famille (A;),es de sous espaces vectoriels de A tels que

jedJ
2. Az X AJ C AH_]',\V/Z.,]. S J, c’est a dire : Vx € Al,‘v’y € A]7 TrXye AH_],\VI'Z,] e J.

Définition 1.22. Une algebre A est dite algébre de Poisson s’il existe une application

bilinéaire antisymétrique {,} de A? dans A qui vérifie
1. La loi de Leibniz {ab, c} = a{b,c} + {a,c}b pour tous a,b et ¢ dans A.
2. L’identité de Jacobi {a,{b,c}} + {b,{c,a}} =0 pour tous a,b et ¢ dans A.

L’application {,} est appelée crochet de Poisson sur A.

Remarque. La loi de Leibniz est a voir comme la dérivation d’un produit.

Plus précisément, on donne la définition suivante

Définition 1.23. Soit A une algébre et D une application linéaire surA. Cette application

est une dérivation si pour tout (a,b) € A%, on a

D(ab) = D(a)b+ aD(b).

1.1.5 Extensions de corps

Soit K un corps.
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Définition 1.24. Soit L un corps. On dit que L est une extension de K s’il existe un
morphisme d’anneauz i : K — L, ( nécessairement injectif).

Si K est un sous corps de L, alors i est linjection canonique.

Définition 1.25. Soient L une extension de K, et M une partie de L. Le plus petit sous
corps de L contenant K et M, s’appelle lextension de K engendrée par M, Ce corps est

noté K(M), ou K(xq,...,x,) si M = {x1,...,x.}.

Proposition 1.26. K (M) est [’ensemble des éléments de la forme

P(x1,...,xn) N
O@r,tm) oU Ty, ..., Ty, €

M, neN, n<cardM), P,Q € K[Xy,...,X,] avec Q(z1,...,x,) # 0.

Définition 1.27. Soit L une extension de K.
Un élément x de L est dit algébrique sur K s’il existe un polynome P € K[X] différent
du polynome nul, tel que P(x) = 0. l'extension L est dite algébrique sur K si tout élément

de L est algébrique sur K.

Définition 1.28. Une fonction algébrique est une fonction f qui satisfait une équation

du type
ao(w) + a1 (2) f(x) + az(2)(f(2))* + ... + an(2)(f(2))" = 0V € Dy

ot les coefficients ag, a1, as, ..., a, sont des fonctions polynomiales.

Une fonction polynomiale f correspond au cas
ap(z) + f(z) =0Vx € Dy.
Une fonction rationnelle f correspond au cas
ao(z) + a1(z) f(x) =0 Vx € Dy.

Ces fonctions peuvent étre tres complexes. Dans les cas les plus simples, elles s’expriment
en terme de x au moyen de quatre opérations de l’arithmétique et de [’extraction de ra-

cines.

Définition 1.29. Soit L une extension de K. Soit {ay,...,a,} une partie non vide de L.

ai, ..., a, sont dits algébriqguement indépendants sur K Si

VP e K[Xy,...,X,], P(ay,...,a,) =0 alors P = 0.

Définition 1.30. Soit L une extension du corps K.
Une partie B de L est dite base de transcendance de L sur K si elle vérifie les deux

conditions suivantes
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1. Les éléments de B sont algébriquement indépendants sur K.

2. Le corps L est une extension algébrique sur K(B).

Théoréme 1.31. Soit L une extension sur K. Alors il existe une base de transcendance

de L sur K.

Théoréme 1.32. Soit L une extension de K de type fini. Alors toutes les bases de trans-

cendance de L on le méme cardinal et est appelé degré de transcendance de L sur K.

Définition 1.33. Soit A un anneau intégre.
On dit qu’un corps K est le corps de fraction de ’'anneau A si les deux conditions suivantes

sont vérifices
1. A est un sous anneau du corps K.

2. Pour tout v € K, il existe a,b € A, b# 0 tels que v = ab™!.

Définition 1.34. Soit A une algébre de type fini (engendrée par un nombre fini d’élé-
ments) sur un corps K telle que l'anneau A est integre. On définit le degré de transcen-

dance de A sur K par le degré de transcendance du corps des fractions de A.

Théoréme 1.35. Soit L une extension du corps K. Soit A est une partie de L.
Si les éléments de A sont algébriqguement indépendants alors A est contenue dans une base

de transcendance de L sur K.

1.2 Notions d’Analyse complexe

1.2.1 Séries entiéres

On note par D(0, p) (respectivement D(0, p)) le disque ouvert (respectivement fermé)

dans C de centre 0 et de rayon p et par lo)(O, p) son intérieur.

Définition 1.36. Soit zy € C, (ay)nen une suite dans C. La série des fonctions de la

o0
forme >~ a,(z — 29)" est appelée série entiére de centre zy et de coefficients ay,.
n=0

o
Lemme 1.37. Soit > a,2™ une série entic¢re. S’il existe zo € C* tel que la suite (anzy)n
n=0

n

o0
est bornée alors la série Y anz"™ est normalement convergente sur tout disque fermé

n=0

D(0, p) de centre 0 et de rayon p <|z|.
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Définition 1.38. On appelle rayon de convergence de la série le nombre positif
R = Sup{r € R* : (a,r™), soit bornée}.
Théoréme 1.39. La série > a,z" est convergente sur tout le disque fermé D(0,r) pour

n=0

tout r < R et divergente sur C\ D(0, R).

1.2.2 Fonctions holomorphes

Dans tout ce qui va suivre €2 désigne un ouvert de C.

Définition 1.40. Soit f : 2 — C une fonction complexe. On dit que f est holomorphe

sur € si
o J) = ()

220 Z— 2

existe pour tout zy € €1 et on note

lim f(z) = f(20)

Z—r20 Z — ZO

= ['(20),

appelée la dérivée de f en zp.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur € est noté H(S2).

Proposition 1.41.
o Si f € H(Q) et g € H(N) alors f+ g et fg appartiennent aussi a H(S2).
o Si f € H(N), si f(Q) C Q et sige H), alors go f € H(Q) et pour tout z € Q,
(90 f) (20) = g (f(20))f (20).
Exemple 1.42.
1. Pour tout n € N, la fonction : z — 2" est holomorphe sur C.
2. La fonction : z — Z n’est holomorphe en aucun point de C.

8. La fonction : z — L est holomorphe sur C — {0}.

Corollaire 1.43. H(Q2) muni de la somme des fonctions et la multiplication par scalaire

est un espace vectoriel sur C.

Proposition 1.44. Si f est holomorphe alors
of é?f_l(@f .8f>
T2

— =0, avec —
0z ’

0z

ox Z@y
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Définition 1.45. Une fonction f est dite analytique sur 2 si pour tout disque ouvert de

centre zy et de rayon 1, D(z,7) C , il existe (c,), € (C)N telle que

f(z) = ch(z — 20)",Vz € D(2p,7).

n=0

On note par A(Q) l'ensemble des fonctions analytiques sur Q.

Proposition 1.46. Les zéros d’une fonction analytique non identiquement nulle sont

is0lés.
Théoréme 1.47. Si f € A(Q), alors f € H(Q). De plus f € A(Q).

Corollaire 1.48. Si f € A(Q) alors f a des dérivées de tout ordre et toutes ses dérivées

sont dans A(S2).

Proposition 1.49. Si Q est un ouvert connexe de C, f € H(Q) et f = 0,Vz € Q, alors

f est constante sur Q.

Définition 1.50. On dit que f : Q — Q' est biholomorphe si f est holomorphe sur §
et bijectif et si f~' est holomorphe sur ).

On dit dans ce cas que 2 et Q' sont conformément équivalents.

Théoréme 1.51. Soit f € H(Y), périodique de période T' = 1, alors il existe une fonction
f: D(0, 1)—{0} — C tel que pour tout z € D(0,1), f(z) = Flq) /q = e*™, f holomorphe
sur D(0,1) — {0}, de plus les conditions suivantes sont équivalentes

1. lim  f(z) ewiste.

Smz—r+00

2. f se prolonge par holomorphie en zy = 0.

3. f admet un développement en série entiere en zy = 0 de rayon de convergence

R>1.

Définition 1.52. Soit f : Q@ — C une application et soit zg € 2. On dit que zy est
une singularité isolée de f si et seulement s’il existe r > 0 tel que D(zy,7) C Q et f

holomorphe sur D(zo,r) \ {20}-

Théoréme 1.53. Soit zy € Q2 une singularité isolée de f et soit f(z) = > an(z — 2o)"
nez
le développement de [ en série de Laurent autour de zy. Alors l'un des trois cas se pré-

sente :
1. a, =0 pour tout n < 0 et on dit que zy est une singularité artificielle de f.

2. 1l existe m > 1 tel que a,, = 0 pour tout n<—m et on dit que zy est un pole d’ordre

m de f.
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3. L’ensemble {n € N/a_,, # 0} est infini et on dit que 2, est une singularité essentielle

de f.

Définition 1.54. On dit que f est méromorphe sur €2 s’il exviste A C §2 discréte avec

f e H(Q\A) et A l'ensemble des poles de f.

1.3 Notions d’Arithmétique

1.3.1 Nombres de Bernoulli

Définition 1.55. Les nombres de Bernoulli By, sont les coefficients dans le développement

en série de ==~ ,on a

ert—1 7

Remarques.
1. Si k > 3 et k est impair, alors B, = 0.

2. Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli sont

_ _ 1 _1 _ 1 _ 1
By=1,Bi=—35, Ba=5, Bi=—5, Bs = 35-

1.3.2 Fonction Zéta de Riemann

Définition 1.56. La fonction Zéta de Riemann est définie comme suit

Avec z € C et Re(z) > 1.

1.3.3 Fonction hypergéométrique

Définition 1.57. La fonction hypergéométrique ,F,(.;.;.) est définie par

D@1, sy by by 2) = 3 %

.- n

n

N

‘ ?

3

n=0
avec le symbole de Pochhammer (x), = x(x + 1)...(x +n — 1), et par définition (x)o = 1.

Parfois cette fonction est appelée "Fonction hypergéométrique généralisée”.
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L’appellation " fonction hypergéométrique " fait référence au cas spécial

2o F1(a,b,;62) = Z %%

Sia =1 et b= c,la fonction hypergéométrique est réduite a la série géométrique 1 + z +

224 ...

Proposition 1.58. Les fonctions hypergéométriques sont solutions de [’équation hyper-

géométrique de Gauss suivante

2(1—2)u"(2) + (¢ — (a+ b+ 1)2)u'(z) — abu(z) = 0.



Chapitre 2

Formes modulaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux formes modulaires et leurs propriétés, exemples

et lien avec les réseaux.

Définition 2.1. On appelle demi plan de Poincaré, noté H, l'ouvert conneze et simple-

ment connexe de C des nombres complezes de partie imaginaire strictement positive.

H={z e C/Im(z) > 0}.

2.1 Actions homographiques

On considére le groupe SLy(R) formé des matrices carrés d’ordre 2 a coefficients réels

et de déterminant 1.

Définition 2.2. On appelle transformation homographique, toute application f de la

forme
b
2 — az o Ja,b,c,d, z € C.
cz+d
e Sic#0; f c’est une fonction holomorphe sur C — {—% .

e Sic=0,d#0; f est holomorphe sur C et s’appelle transformation affine.

Exemple 2.3.

2= est appelée transformation de Cayley.

Z+i

e La transformation z —

e La transformation z — % est appelée l'inversion.

11
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Proposition 2.4. SLy(R) opére transitivement sur H par ’action

SLy(R) x H — H
a b '_>az+b
c d)” cz+d’

appelée action homographique.

Démonstration.
1. Soient v = (CCL Z) € SLy(R), z € H, en posant 7 - z = %, on a
o I A5 T AN (az +b)(cz + d)
Sm(y-z) =m (cz n d) Sm ( ez + d)?
o (ac|z]* 4+ adz + bez + bd
=Qm
lcz + d|?
ad — bc
Y e B e
(|cz T d|2) Sm(z)
Sm(z)
2.1
lcz + d|? 21)

On en déduit que Sm(y - z) > 0,Vz € H et donc 7 - z € H pour tout z € H. Ceci

donne 'existence de I'application
SLQ(R) XH—H
(7,2) — 7 2.

Reste a vérifier les deux conditions citées dans la définition (1.14).

2. Solent v = (CCL Z) Y = (; ‘}i) € SLy(R) et soit z € H

Ona(’w@'z:((i Z) (S £)>'2<3513§ ?}ci%)'z

_ (ae+bg)z +af +bh
~ (ce+dg)z +cf +dh’

d’autre part on a

/ a b e a b ez+ f
o609 ) (2
_ag+

T extf
Cm—i—d

_ (ae+bg)z+af + bh
~ (ce+dg)z +cf +dh’




2.2. Groupe modulaire 13

3. I, -z = (é (1)) sz =2z,VzEH.
4. Pour la transitivité de cette action, il suffit de montrer que tous les éléments de H
ont la méme orbite et qui est H.

On aVz =z +iy € H, il existe v = 0 qui est dans SLs(R) telle que

VY
v -1 = z, c'est a dire tous les éléments z de H sont dans la classe de ¢ et donc

T, =1T;, Vz € H et I'action est transitive.

Remarque. L’action de SLy(R) sur H n’est pas fidele car pour v € SLy(R)

b
v = <Z d> EZQHSLQ(R)Z —vy-z=2zVzEH

az+b
cz+d

— P+ (d—a)z+b=0VzEH

=z,VzeH

= c=b=0c¢ta=d,
comme vy € SLy(R), la condition

ad —bc=1=d>=1
—q =+l

Comme Iy - z = z,¥z € H, alors ﬂHSLQ(R)Z ={xL}.
zE

2.2 Groupe modulaire

Soit SLy(Z) le sous groupe de SLy(R) formé des matrices a coefficients dans 7Z .

Définition 2.5. On appelle groupe modulaire le groupe quotient T' = SLy(Z)/{xI>}.

Théoréme 2.6. les matrices S = <(1) _01) et T = ((1) %) engendrent SLs(Z).

Démonstration. Remarquons que : Vn € Z; T" = <(1) ?)’ S§2 = I, ST = <(1) —11)

et (ST)® = —1I,. Notons G = (S,T) le sous groupe de SLy(Z) engendré par S et T. 1l
suffit de montrer que SLo(Z) C G.
Supposons le contraire, SLy(Z)\ G # 0 et v ¢ G.
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Qo

Soient F = {v € SLy(Z) AN~y ¢ G} et yo = (Co

que v = (Z g € F. Nécessairement ag # 0 car sinon agdy — bgcy = 1, ceci implique

Zg) € F avec | ag |<| a |,Va € Z, tel

—bgcg = 1 et donc —by = ¢y = *1

donc vy = (Cclg flg) = (:21 :501> = +£5T*% ¢ @, ce qui est absurde avec le fait que

70¢G

Soit ¢ le quotient de la division euclidienne de —b, par ag, alors —by = agq + r avec

| 7 |<] ag |. On a la matrice :

_ (a0 b\ (1 ¢\ (0 =1\ _ (ag+by —ap\ _ —-r —ao
rYOTq(_S) - (CO do) (0 ].) (1 0 o Coq + do —Cp o Ccoq + do —Cp et
YT(—S) € F avec | r |<]| ag |, ce qui contredit la minimalité de | ag |.

D’ou SLy(Z) C G et donc SLy(Z) = (S, T).

2.3 Formes modulaires

Définition 2.7. Soit k € Z. Une fonction f : H — C est appelée forme modulaire de
poids k sur SLy(Z) si elle vérifie

1. f est holomorphe sur H.
2. Pour toute matrice v = ((Z Z) € SLy(Z),et tout z € H
(fp)(Z) = f(z)
tel que
(fp)(Z) = (cz +d) ™" f(2).
3. La fonction f est holomorphe a lUinfini, i.e, f(z) admet une limite finie quand
Sm(z) = 400 (notée f(0)).

L’ensemble des formes modulaires de poids k € Z, est noté Mj,.

Remarques.
1. La seconde condition s’appelle condition de modularité.

2. Si f € My, alors f est périodique de période 1. En effet on prend la matrice <(1) %) €
SLy(Z) dans la condition de modularité,on obtient (1)7%f(z + 1) = f(z).
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3. Les formes modulaires de poids impair sont identiquement nuls. En effet on prend
la matrice v = —I dans la condition de modularité,on obtient (—1)*f(=2) = f(z),
c’est a dire ,—f(z) = f(z) et donc f(z) =0,Vz € H.
Proposition 2.8. Soit f € M. Soit p = e
1. Si k n’est pas un multiple de 4 alors f(i) = 0.

2. Si k nest pas un multiple de 6 alors f(p) = 0.

Démonstration. Soit f € M.

1. Si k n’est pas un multiple de 4,
On a f(i) = (f|S)(i) = i £(i) done £(i) = 0.
2. Si k n’est pas 1fn multiple de 6 ,
Ona STp = p__+11 =p.
Donc f(p) = (f]LST )(p) = p~*f(p) donc f(p) = 0.
|

Proposition 2.9. Soit H(H) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur H , on

a alors My, est un sous espace vectoriel de H(H).

Démonstration.
e M, # () car la fonction nulle notée 0 est un élément de M;,.

o M, C H(H), car toute forme modulaire est holomorphe sur H.

o Vf ge My, Vvy= (CCL Z) € SLy(Z),z € H

((f + 9>L7)<Z> =(cz+d)"(f+9)(72)

= (cz+d) *(f(v2) + g(72))

= (cz+d) " f(y2) + (cz + d) *g(72)
= (flv)(Z) + (QIL’Y)(Z)

= f(2) +9(2)

=(f+9)(2).

Comme f+g e H(H) et lim (f+ g) existe, alors f 4+ g € M.

[mz—r—+o00
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e Va € C,Vf € My, ¥y = (Z Z) € SLy(Z),z € H

((a- f)’Lv))(Z) = (cz+d)™" - (af)(y2)

=(cz+d) ™" a- f(y2)
=a-(cz+d) " f(v2)
=a- (fp)(Z)

=a-f(2)
= (a- 2.

Comme o+ f e H(H) et lim (a- f) existe, alors o+ f € M.

Jmz—4-00
D’ott M}, est un sous espace vectoriel de H(H)

Proposition 2.10.

1. Les sous espaces vectoriels My, pour k € N, sont en somme directe .

2. V(k,k/) € NQ, MM, C Mk+k’

Démonstration.

1. Pour montrer que les M, sont en somme directe pour k£ € N, il suffit de montrer que
les M}, sont en somme directe pour n’importe quel ensemble fini {k1, ..., k,} C N.

On montre par récurrence

e Pour n =1, c’est évident.
e supposons le résultat établi a 'orde n — 1.

Soient (fi, ..., fn) € My, X ... x My, telles que Zfl = 0.
i=1

Pour tout vy = (Ccl 2) € SLy(Z), zeH

Z filyz) =0,

alors
n

D ez +d)* fi(z) = 0.

=1

_ 2
On fixe z € H, pour tout p € Z, on prend v = (1 1 p 1 fp) € SLy(Z)

n

Z(z +1+p)ifi(z) = 0.

=1
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Alors, ’ensemble des racines du polynéme

n

N e+ 1+ X)kfi(z) =0.

i=1
est infini (car tout les entiers sont des racines) et donc ce polynéme est nul.
Notons par k le plus grand poids, alors f; = 0. et d’aprés 'hypothése de récur-

rence on trouve que f; =0, Vi€ {l,...,n}.

2. Soient f € My, g € My, donc (f|y)(z) = f(2) et (g]|7)(2) = g(2),Vz € H,Vy €
SLQ(Z)OH a ’ ’

(fg | M) = (ez+d)" " (fg)(v2)

= (cz +d)" ") f(v2)g(v2)
= (cz+d)F f(v2)(cz + d) M g(y2)
= (fiv)(z)(glllv)(Z)

= f(2)g(2)
= (f9)(2).

Comme f et g sont holomorphes et  lim (f - g)(z) existe, alors f - g € M.
Smz—+o0
D’ou M, M C Mk—l—k’-

Corollaire 2.11. M, = € M, est une algébre graduée.
keN

Proposition 2.12. Tout élément f dans My admet un développement appelé développe-
ment de Fourier de la forme

1) =S Fa, g =enm,

n>1

normalement convergent sur toute partie de H vérifiant Imz > A, A € R7..

Démonstration. Soit f € My, comme f € H(H) et f est périodique de période égale a
1, il existe, d’apres le théoréme (1.51), f:D- {0} — C tel que f(z) = f(q), q = e¥",
holomorphe sur D — {0}. Comme %mlziin—&-oo f(2) existe, fest holomorphe en 0 et assure
I'existence d’un tel développement. |

Définition 2.13. Une fonction f : H — C holomorphe sur H est holomorphe a l'infin

St f est holomorphe en 0.
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~

Définition 2.14. On appelle forme parabolique toute fonction f = > f(n)q" € Mg
n>0

~

vérifiant f(0) =0 avec q=e

iz
L’ensemble de ces formes est noté S.

Proposition 2.15. Sy est un sous espace vectoriel de M, .

Démonstration.

e Il est clair que Sy, C M, et que S, # 0.

~

e Vfg € Sk,sif = > flng" et g= > gng" alors f+g = > c,¢" =
n>0 n>0 n>0

~ ~

> (f(n)+3g(n))q" , avec ¢y = f(0) + g(0) = 0.

n>0
Donc f + g € Sk.

~ ~

e VaeC fesSiifa-f)z)= 2 ang" = ) f(n)g" = 3, af(n)g"

-~

Dot ¢y =a- f(0)=0.
Donc a - f € 5.

2.4 Exemples sur les formes modulaires

2.4.1 Séries d’Eisenstein

Définition 2.16. Soit k > 4 tel que k est un entier pair. La série d’Eisenstein d’indice

k est définie comme suit

Gk(2)2<k_.1)! Z - pour z € H.

k ]
o) (mz+n)

Gy converge uniformément Vz € Q tel que Q = {z € H/Im(z) = n,| Re(z) |< 0} avec
n>0etd>0.

Proposition 2.17. Soit k > 4 tel que k est un entier pair, alors Gy est une forme

modulaire de poids k.

Démonstration. Soient v = (a 2) € SLy(Z), z€eH

(k —1)! 1
0% = 5 (e T
(nm)e(22)*
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(k- 1) 1
o 2(2i7r)k Z (maz+b —i—n)k

(n,m)€e(Z?)* cz+d

—(ezpap !

2(2im)k e S ((am + cn)z + bm + dn)*

= (cz—i—d)k(k_l)! Z !

2(2im)k - (m/yz +n')k

= (cz 4+ d)*Gr(2).
car il existe une bijection
fi (22— @)
(m,n) — (Cbl cci) (ZL) = (am + cn,bm + dn)
Dont l'inverse est

@y — @y

o (4 2) (3

On montre maintenant que Gy est holomorphe & linfini. Gi(z) a une limite quand
Sm(z) = +o0.
Pour calculer cette limite on peut restreindre z a €2 ot Gy converge uniformément. On

peut passer a la limite terme a terme

lim  Gi(z) = (k — D! Z lim !

Im(z)—+00 2(2im)k e (mz +n)*
~ (E=1)! 1
©2(2im)k k

k—1)! 1 k- & 1 &1
(2(2m))k 2. nk (2(2m))k < 2. i Zﬁ)
neZ—{0} n=-—00 n=1
E—IN&=1 (k-1)
- ((2m)'3 ZIE - ((2m)'3 C(k).

ou ( est la fonction définie dans la définition 1.56.
D’ou G}, est holomorphe sur H.

Donc Gy, est une forme modulaire de poids k. |
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- Développement de Fourier des séries d’Eisenstein G,

Proposition 2.18. [7] Le développement de Fourier de Gy, pour k > 4 est donné par
B
Gk(z) = —2—]5 + Z Uk_l(n)q”
n>1
tel que

e By est le k¢ nombre de Bernoulli défini précédemment (Définition 1.55 ).
o Pour ze€ C

o.(n) =Y .

deN*
d\n

On privilégie parfois le fait que le premier coefficient (le coefficient constant) du déve-

loppement de Fourier soit égal a 1. Pour cela on introduit la définition suivante

Définition 2.19. Pour tout k > 4 tel que k est un entier pair,on définit la série d’Eisen-

stein normée par

En particulier,

+o00

Sik=4; Ei(z)=1+240)  o3(n)g"
n=1

= 1+ 240q + 2160¢> + 67204 4 17520¢" + 30240¢° + 60480¢° + O(q")

+oo

Sik=6; Es(z) =1—-504) o5(n)q"
n=1

= 1 — 504q — 16632¢* — 122976¢> — 532728¢* — 1575504¢° — 4058208¢° + O(¢").

2.4.2 La fonction A
Définition 2.20. On définit la fonction A par
BB

A =
1728
tel que B3 = (E,)% et B = (Fg)?.
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Proposition 2.21. La fonction A est une forme parabolique de poids 12.

(A1) = (2 + )20
BY(02) - Bi(2)

= (cz + d)_l2 1798

_ ((ez+d) ™" Eu(y2))* — ((cz + d) °Eg(y2))?
1728

_ B} — E§

1728

= A(z).

Il est clair par considération des développements de Fourier de F4 et Fg que le premier
coefficient de développement de Fourier de A est nul, ce qui est équivalent & dire que A

s’annule a linfini. [ ]

2.5 Dimension de M,

Dans cette partie,on donne la dimension de 'espace M. Si f est une fonction méro-
morphe sur ‘H non identiquement nulle et zq € H, on note v,,(f) l'ordre de f en zy, c’est

lentier n tel que f/(z— zp)" soit holomorphe et non nulle en zy. De plus, si f = > f(n)q”
notons veo(f) = min{n/f(n) # 0}.

Lemme 2.22. [7] Soit f une fonction modulaire de poids k, non identiquement nulle. On

a alors la formule suivante

vl )+ 00) + 200 + 3 wa(h)

2
zeH
37/:27.]

=

"—_l .
ou ) =—5+1

Corollaire 2.23. Si k < 0 ou k = 2 alors M = S, = {0}.

Démonstration. Si f est un élément non nul de M. Par définition, f est holomorphe,
donc l'ordre de f en tout point z est positif, alors tous les termes du membre gauche de

la formule

1
Voo + Z0i(f) + 'U] )+ > va(f)

2
zeH
2#1,]
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sont positifs, d’otl k est positif. Si on suppose que f est une forme modulaire de poids 2

1_

done 5

ny + 5 + %, alors 6ny + 3ny +ng = 1, avec n; des entiers positifs, ce qui est

impossible. |
Proposition 2.24. Pour k > 4 tel que k pair, My, = (Gi) @ Sk , (Gy) le sous espace
vectoriel de My, engendré par Gy.
Démonstration. On a

G € M, S, C M, — Si. + <Gk> C M,. (2.2)

Soit f € My, puisque 6’2(0) # 0 on a

/]:(O) Gk € <Gk> et f — /']?;(O) Gk € Sk,
G(0) G(0)

d’ou il existe g € Sy tel que f = g\(—?o))Gk + g et donc
k

De (2.2) et (2.3) on a My, = Si+ (Gg). Comme Gy ¢ S et (Gy) = CGy donc (Gy) (S =
{0}.

D’ou S, et (Gy) sont en somme directe alors My, = (G}.) & Sk. [ |

Proposition 2.25. Sy ~ M;_15.

Démonstration. Soit f € Si, comme A € S5 alors % € M;_12, on peut considérer
lapplication ¢ : Sy — My_15 tel que p(f) = %. @ est linéaire, injective. De plus
Vg < Mk_lg, E|f = Ag € Mk_12+12 = M, tel que gO(Ag) = % =g.
De plus
A€ S, = A0)=0

— A(0)g(0) = (Ag)(0) =0

— f(0)=0
D’ott Ag € Sy et ¢ est surjective.
Alors ¢ est bijective donc Sy, ~ Mj_1s. |

Lemme 2.26. Le sous espace Sy est le noyau de application linéaire ¢ définie sur My,
par

[ f(o0)
De plus dim(My/Sk) < 1.
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Démonstration. Montrons que

¢Mk—>(C
fr—=o(f) = f(0)

est une application linéaire.

Soient f,g € M et a, 8 € C

plaf + Bg) = (af + Bg)(00) = (af)(c0) + (Bg)(c0)
= af(c0) + Bg(o0)
= a¢(f) + Bo(g).

On a

Ker(¢) ={f € Myp/o(f) = 0}
={f € My/f(o0) = 0}

0
— {f € My/F(0) =0} = S

Donc par le premier théoréme d’isomorphisme des espaces vectoriels on trouve que M\ Sy, =~
Sm(¢), ce dernier est un sous espace vectoriel de C, alors sa dimension est inférieure ou

égal 1, donc dim]\g—: <1. [ ]

Théoréme 2.27. Pour k € {0,4,6,8,10}, My est un espace de dimension 1 admettant
respectivement comme base 1, G4, Gg, Gs, Gig, de plus Sy = {0}.

Démonstration. Sik < 10 = k—12 < 0 et donc Sy = {0}, alors dim(Mj) < 1. Comme
1, Gy, Gg, Gg et G1g sont des éléments non nuls de My, My, Mg, Mg, M respectivement,
donc dim(My) =1 pour k € {0,4,6,8,10}. [ |

Corollaire 2.28. Pour k =12, dimM; = 2.
Démonstration. On a My = (G12) @ S12 avec S1o >~ My qui est de dimension 1 (et

méme engendré par la forme parabolique A de poids 12). Donc dimM;s = dim < G152 >

Corollaire 2.29. Si M. est de dimension d, alors My 1o est de dimension d + 1.

Résumons cect dans un tableau.

k| k12
A T = O

k[ <0]0]2]4]
U1

6
dimMy, | 0 |10 1|1
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Théoréme 2.30. L’ensemble
By = {ESES : o, 5 € N |4a + 63 = k}

est une base de M.

Démonstration. D’abord, on montre que B, est une partie de M), pour tout £ > 12. On a
pour o, 5 € N tels que 4da+68 = k, Ef € My, et Eg € Mg, donc EEE? € Myqyep = M.
On montre maintenant que By, engendre My.

Le cas ou k € {0,...,10} est vérifié (théoréeme 2.27), il suffit de prendre (a, ) égale
respectivement a (0,0), (1,0),(0,1),(2,0),(1,1).

Pour k£ > 10, on montre par récurrence sur k.

Le cas ot k = 10 est déja vérifié ci-dessus. Soit k > 12, soit f € My, il existe g, fp € N
tels que 4ag + 65y = k, donc

~

f—FO)EPEP € S,

alors, il existe g € Mj._15 telle que

f=FO)EPEP = Ag,

avec

9= >, JasEiE{

4a+68=k—12

d’ou
f=Ag+ fO)ESEY

1 . 1
=oe DL MaeBTUE - Y AEREST 4 JOESE.
1728 1728
4(a+3)+68=k 40+6(8+2)=k

On montre que By, est libre.
Le cas ou k € {0, ..., 10} est trivial car E4 et Eg sont différentes de la fonction nulle.
Pour k£ > 10, on montre par récurrence, le cas ou k = 10 est déja vérifié ci-dessus.
Soit k > 12, pour tout a, 8 € N vérifient 4a + 63 = k soit A\, g € C tels que
> MasESE] =0 (2.4)
da+6p=Fk
Pour z =7, on a Fg(i) = 0 (proposition 2.8), donc 'égalité (2.4) est équivalente a
> XapEg(i) =0
da=Fk
et comme FEy(7) # 0, on trouve Aso=0.

On peut déduire que si A, g est différent de zéro alors 3 est différent de zéro.
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Ainsi, 8’1l existe un 8 # 0 tel que 4a + 63 = k et vérifie la relation (2.4), alors la relation
(2.4) devient

> MapEfE; =0
4a+68=Fk

avec les § non nuls.

Comme les [ sont différents de zéro

D AagBEiEg= ) (Aa,ﬁEng_l> Eg=0

da+68=k 4a+66=k
alors
> ApEET =0
da+6(f—1)=k—6
par récurrence sur k£ on déduit que tout les A\, 3 sont nuls. |

Corollaire 2.31. M, = C[E,, Eg].

2.6 Formes modulaires et réseaux

Définition 2.32. Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Un réseau de V' est un sous-groupe Q) de V' tel qu’il existe une R-base (wy,...,w,) de V

qui soit une Z-base de Q (i.e Q = Zw, & ... ® Zw,,).

Considérons C comme R-espace vectoriel.
On note par R l'ensemble des réseaux de C, et par B I’ensemble des éléments de C? de la
forme (wy, w9) tels que {wy, ws} est une base de C : il est bien str équivalent de demander
wy € C* et 1t ¢ R, on note de plus B le sous ensemble de B des bases (wi,wy) telles
que Im(yr) >0 (ie, ot € H).

Pour un couple (wy,w;) € B on associe le réseau
Q(U)l, wQ)
de base (wy,ws) . on a alors la surjection

B — R

(U}l, w2) — Q(Ujl, U)Q).

Proposition 2.33. Deux éléments (w1, ws), (w],wh) € Bt définissent le méme réseau si

et seulement si (wy,ws) et (wy,wh) sont congrus modulo SLy(Z) (i.e, Iy € SLy(7Z) telle

-
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Démonstration. Supposons que (wy,ws), (w),wh) € BT avec Q(wy, ws) = Q(w], w)),

(wy,ws) et (w),w)) sont deux bases de C, alors il existe une matrice de passage P =

<CCL g) € GLy(R) telle que
wi\ wy
(uf) =7 ().
alors (w}, wh) = (awy + bws, cwy + dw,), et comme wi, wh € Q(wq,wy) = w1 Z ® wyZ, alors
a,b,c,d € Z, donc det(P) = ad — c¢b € Z alors det(P) = +1.

On pose z = 1, Z = Z—i, alors
, _az+b
cz+d
donc Smi2)
Sm(z
Sm(2) = det(P)m, (2.5)
Si det(P) = —1 alors Sm(z) et Im(2’) ne sont pas de méme signe, ce qui contredit le fait

que (wy,ws), (wi,wh) € BY, d’ou det(P) = 1.

Réciproquement, soient (wy,ws), (w},wh) € BT, supposons il existe v = (CCL Z) €

SLy(Z) telle que
wy . [wy
(v1) == ()

donc w] = aw; + bwy et wh = cwy + dws, alors Q(wy,wy) C Qw], wh) (car Zwy, Zw) €
Q(wy,ws) et Q(wy,wsy) est un groupe), et considérons la matrice inverse on obtient ’éga-

lité. [ |
Lemme 2.34. Le groupe C* agit naturellement sur R par
(A, Q(wy, wq))) = A.Q(wy, we) = Q(Awy, Adwy) (wy,wq) € B.
Proposition 2.35. L’application z — 27 + 7, induit une bijection
H/SLy(Z) — R/C*

zZ —zZ+ 7.

Démonstration. On montre d’abord que Z +— 27Z + Z est bien une application.

Soient z, 2’ € H tels que zZ = 2/, alors il existe v = (CCL 2) € SLy(2) telle que

o Z_az—i—b
=7 ez +d
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alors
b
Ay Ay B
cz+d
=(az+b)Z+ (cz+ d)Z
= zZ + 7.
car

(-0 ()

On montre maintenant que cette application est injective :

Soientz, 2z’ € H tels que 2/Z + 7Z = zZ + 7, alors il existe A\ € C* tel que 2/Z + Z =

AzZ + MZ. Donc d’aprés la proposition 2.33 il existe v = (CCL 2) € SLy(Z) telle que

2\ [z
1) =70 )
alors 2/ = alz + b\, 1 = cA\z + bA.

, 2 adz+bN az+b
z2 = — = = g
1 chz+d\N  cz+d

K2

donc 2" = Z.
On montre la surjectivité :

Soit wiZ + woZ € R, avec (wy,wz) € B, alors i+ ¢ R.

e SiJIm(yt) > 0, on considére z = L € H, 'image de Zest 1Z + Z = wy N Z + weZ) =
wlZ + ’LUQZ.

e Si %m(g—;) < 0, ona w1 Z — weZi = w1 Z + woZ car

1 0
(_wux) =7 <Z;) , ety= (0 _1> € GLy(Z) avec det(y) = —1.

Posons z = L € H et 7 = ~- € H, d’apres la relation 2.5 on déduit que 2z € H. Alors

on considére ,Z/ = L - H’ I'image de 2/ est 2/Z — 7 = U)lz — Wyl + w 7 + w 7.
g 2 1 2
wa

Définition 2.36. Soit F' une fonction sur R.
On dit que F' est homogéne de poids k, siV ) € R, VA € C*

F(AQ) = X*F(Q).

Remarque. Q = Q(wy,ws), on peut écrire F' comme fonction de (wy,ws), alors on peut

dire que F' est homogéne de poids k, si ¥ (wy,wy) € BT, VA € C*

F(Awy, Mwy) = AXFF (wy, wy).
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On pose A = wy ', cela implique que wiF(wy,wy) dépend uniquement de z = %, donc on

peut écrire
wn

F(wl,wg):ngf(w—2), f:H—C.

Alors, f vérifie la condition de modularité de poids k.

Soient v = (CCL Z) € SLy(2), z€ H

az+b
cz+d

fvz)=f ( > = (cz4+d)*F(az +b,cz +d) = (cz + d)*F(2,1) = (cz + d) f(2).



Chapitre 3
Structures différentielles

Dans ce chapitre on va introduire deux extensions isomorphes de ’espace des fonctions
modulaires, aussi les crochets de Rankin-Cohen et quelques opérateurs différentiels sur

Ces espaces.

On aimerait bien avoir un opérateur différentiel laissant stable par dérivation l'algébre

graduée M, = € M;,.
keN

la premiére idée est de considérer la dérivée usuelle

Df(z) = o'

27

Soit f € M} non constante, donc pour tout matrice v = (CCL g) € SLy(Z),z€eH

(cz+d)™ f (Czjg) — f(2)

on dérive, on trouve

1 oozl 1 k g1 k—1
2m(cz +d) 7 f (cz = d) =5 [(cz+d)*f'(2) + ke(ez + d) ' f(2)]
alors
ko az+b\ ko«

(cz+d) Df (cz+d> _Df(z)+27ricz+df(z) (3.1)
Si on suppose par 'absurde que D f est une forme modulaire de poids [, donc
Yy = (CCL 2) € SLy(Z),Vz € H

Df(12) = (cz + d) Df(2) (3.2)

29
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De (3.2) et(3.1) on obtient

((cz+d)' — (cz+ d)*?) Df(2) = %c(cz + d)Ff(2).

- l—-p —p°
Soit p € Z, on prend v = 1 14y € SLy(Z), alors

k
(z+1+p)' = (z+1+p) ) Df(2) — gz F1 +p)ftf(2) = 0.
Pour z € H fixé, les entiers sont des racines du polynéme

(z+14+X) = (z+1+X)") Df(z) — %(z+1+X)’““f(z).

donc ’ensemble des racines de ce polynome est infini, donc ce polynéme est nul.
Sil=k+2,alors f(z) =0, sinon Df(z) =0, dans les deux cas on aura une contradiction

avec le fait que f n’est pas constante.

Ce qui signifie que la dérivée d'une forme modulaire n’est pas une forme modulaire.
On cherche alors d’agrandir ’espace des formes modulaires de fagon & obtenir un espace

stable par dérivation.

3.1 Formes quasi-modulaires

Définition 3.1. Soit (k,n) € N. Une fonction f : H — C est appelée forme quasi-
modulaire de poids k et de profondeur s, s’il existe des fonctions fo, ..., fs holomorphes

sur H ou fs n’est pas la fonction nulle, telles que
1. f est holomorphe sur H.

2. f vérifie la relation de quasi-modularité :

n= () esn@mven upe =366 (5)

s cz+d

3. f wvérifie la condition de croissance :

‘ 1—|—|Z‘2 p
JpeN,Ic>0,Vie{0,.,.s},VzeH |fi(z)| <c :

Smz
L’ensemble des formes quasi-modulaires de poids k et de profondeur s est noté M,ﬁ, et
l’ensemble des fonctions quasi-modulaires de poids k et de profondeur inférieure ou égale

N L A<
a s est noté M°.
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Remarques.

1.

On note par Py, (X) le polynome associé a f défini par Py ,(X) =" f;(2)X?
=0

Si f € Mkss alors fo = f, En effet on prend la matrice ((1) (1)) € SLy(Z) dans la

relation de quasi -modularité.

St f € ngs alors f est périodique du période 1. En effet on prend la matrice

((1) }) € SLy(Z) dans la relation de quasi -modularité.

Une forme modulaire de poids k est une forme quasi-modulaire de poids k et de

profondeur 0.
D’apres 'égalité (3.1), si f € My, alors Df € ]\7,;2

On note par Q;(f)(z) d’une forme quasi-modulaire f, le coefficient associé au X"

dans Py, (X).

Proposition 3.2. La profondeur d’une forme quasi-modulaire est unique.

Démonstration. supposons que f est une forme quasi modulaire de poids k et de pro-

fondeur s et s tel que s < s'. Alors il existe fy, ..., fs, 9o, ---, gs fonctions holomorphes sur

H avec fs # 0 et gy # 0 telles que

a b

VW—(C d)ESLQ( ),VzeH

GRIC ij (md)
URIC Zga (cz+d)

comme f, et gy sont holomorphes sur H et donc analytiques, d’aprés la proposition 1.46

leurs zéros sont isolés, donc il existe zp € H tel que fs(zo) # 0 et gy (20) # 0.

a b

alors on a pour tout v = (c d) € SLy(Z)

donc

(ez0+ d)° (/]7)(z0) = z £3(20) (20 + d)*' 2
(e20+ " () (20) = 5 gy (ao)eezo + )

I

ijzg czo+dsj—2gjzg A(ezg 4+ d)*~

7=0
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_ 2
Soit p € Z, on prend v = (1 1 p 1 —fp) € SLy(Z), on obtient

> filz0)d (2 +14+p) 7 =D gi(z0) (20 + 14+ p) 7 =0
j=0 =0

L’ensemble des racines du polynome >° f;(20)(z0 + 1+ X)* 7 — 3 g;(20) (20 + 1 + X)*~
=0 =0
est infini (car tout les entiers sont des racines), donc ce polynoéme est nul, et comme

gs'(20) # 0, on obtient

s=s et VjeA{0,..,s} fi(20)=9;(20)-

Définition 3.3. la série d’Fisenstein Fo est définie par

DA
Ey=—
TOA
de développement de Fourier
+oo
Ey(z) =1-24) oi(n)q"
n=1

Proposition 3.4. FE, est une forme quasi-modulaire de poids 2 et de profondeur 1 et de

polynéme associé
6
Pr,o(X) = Eaf2) + —X.

(s

Démonstration. E, = %A,
on sait de la proposition 2.21 que A est une forme modulaire de poids 12 :

Pour tout v = (CCL Z) €SLy(Z), z€eH

A(yz) = (cz +d)*A(z),

et
6 ¢
~14 _ b
(cz+d)""DA(yz) = DA(z) + e — dA(z).
D’ou pour tout v = (CCL Z) €SLy(Z), z€eH
6 ¢
E =FE — .
( 2L’Y)(2) 2(2) + P —
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Notation.
M, = U M.
seN

Proposition 3.5.
1. Les sous espaces vectoriels Mk, pour k € N, sont en somme directe.

2. V(k, k) € N2, MMy C My

Démonstration.

1. Pour montrer que les M, r sont en somme directe pour k € N, il suffit de montrer que
les Mk sont en somme directe pour n’importe quel ensemble fini {kq,...,k,} C N.

Montrons par récurrence que pour tout n € N, si (f1, ..., fn) € Mkl X ... X Mkn,
k,eN, Vie{l,..,n}, > . fi=0 alors f;=0 Vie{l, .., n}
i=1

e Pour n =1, c’est évident.

e Supposons le résultat établi & 'ordre n — 1.

Soit (f1,..., fn) € ZT/[/kl X ... X ]T/[/kn telle que Y f; =0,

i=1

alors pour tout v = <CCZ Z) € SLy(Z), e H Zfi <zji_z> -
i—1

Notons par s; les profondeurs de f; , Vi € {1,...,n}.

Pour chaque f; il existe f;,, ..., f;, fonctions holomorphes sur H, telles que

J
flv ng (Cz+d) , Yy = (i Z) € SLy(Z),Vz € H.

Notons par s la plus grande profondeur, alors on a pour tout i € {1,...,n}

az+b > ks b

avecf; ; = 0, pour tout j > s;. On obtient alors

ZZf” ez + d)F+=i = .

=0 7=0

_ 2
On fixe z € H, pour tout p € Z, on prend v = (1 1 p 1 fp) € SLy(7Z)

sz” z+1+p)k+83—0

=0 75=0
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Alors, I'ensemble des racines du polynéme

YOS fii)E+ 1+ X)) =0

i=0 j=0
est infini (car tout les entiers sont des racines) et donc ce polynéme est nul.
Notons par k le plus grand poids, alors fro = 0. Or fro = fi alors fi = 0. et
d’aprés 'hypothése de récurrence on trouve que f; =0, Vi e {1,....,n}.

2. Soit (f,g) € Mk X Mk/, alors il existe fi,..., fs, g1, ..., g fonctions holomorphes sur

H telles que  f, # 0 et go # 0 et pour tout v = (Z Z) € SLy(Z),z € H

J=0

e =356 ()

Alors

(fo | v><z>=2(zfi<z>gj_i<z>> (%)

k+k’

D’ou fg € MEj;S/ C Mk+k/.

Corollaire 3.6. M, = @Mk est une algébre graduée.
keN

Proposition 3.7. Soit f € M,fs de polynome associé Py, (X) = ij(z)Xj.

Alors, Pour tout j € {0, ..., s}
—
fi€ Mijij

et pour tout z € H
I+
P00 =3 (17) fstex
En particulier,  fy € Mj_os.

Démonstration. Soient 7, = (le Zi) Y2 = ((2 Zz) € SLy(Z)
Alors
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ou
p
a3 = a1as + blcg
b3 = &1b2 + b1d2
(3.3)
c3 = Cc1a9 + d102
\dg = Clbg + d1d2
donc
C1 = dgCg — 02d3
(3.4)
d1 = —b203 + a2d3
On a
_ azz + bs
= +dsy)7F
(f’L7172)(Z) (c3z +ds) " f <ng n d3)
et

_ + b
_ d)F a1722
(7)) = e+ ) o (20220

:<C@z+@+d)%f a G b
2tdy g+

<(01a2 + dlcg)Z + Clbl + dldg) -k ((alag + 6162)2 + (llbg + b1d2>
CoZ + d2 (Claz + d1C2)Z + Clbz + d1d2

de (3.3) et (3.4) on trouve

(FIm)(22) = (e + dz)'“(fpm)(Z)-

D’autre part,

k

= (coz +dy) ™" z“”: fu(722) (cryzz—lJrall) ' (3.6)

n=0

(fl|€7172)(2) = (caz + da) *(f|71)(122)
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36
De (3.4)
C1 d203 — 02d3
= d
C172%2 + dl C3Z + d3 (CQZ * 2)
(CQZdQ)Cg — 62(032 + dd)
= d
(C2Z + 2) ( C3Z -+ dg
Coz + dp)?
= % — (CQZ + dg)Cg
_ d)2 C3 _ C2 .
(C2Z + 2> (C3 + d3 CoZ + d2
alors (3.6) devient
_ —k - 2n C3 C2 "
L S A =)
S n B n B B c3 m
— —1)ynm n—m d n+m—=k -
nzz(”;)( ) (m) ¢y " (caz + da) fn(722) <03z+d3>
— —_1)rm n n—m d n+m—=k - C3
3 S () e+t (g
= -1 d
mgo (;f ) (m> (w n dz> (22t ) MW)) <C3z + d3)
(3.7)
Par identification de (3.5) avec (3.6), on obtient
S B n CQ n—m
() =S (=1 ; 3.8
)= 20 () 0, |00 (%) (3.5)
avec 7y est une matrice quelconque de SLy(Z).
On a alors
b
vm € {0, ..., s}, ¥y = <g d) € SLy(Z),Vz € H
s—m n4m c n
" (2) = —1)" ot 3.9
&)= 20 (M) G 100 (555) (59)

Montrons par récurrence que pour tout ¢ € {0,...,s},v = (Z Z) € SLy(Z),z e H

s—1

=3 (1) ) (S )j

Jj=0
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J
e Pour i =0, f0|7 ij (cz—l—d) car fo = f.

e Supposons que 'égalité est vérifiée pour tout j € {0,...,i — 1},7 € {0, ..., s}.

Soient v = <CCZ g) € SLy(Z),z € H, on a de (3.9)

1= ) 6+ 0 (Y | 0 ()

i k—2j—2i cz+d
alors
s—1 Y
+z ¢
1,06 = i)+ 31 (Fivi | VOG5
s—i—1 . . A
(] +1+1 ¢
fi(2) P (=1) ( i > (fi+ +1k_2j|_2i_27)(2’> (cz+d)
s—i—1s—j—i—1 ] ) AR
B j+z—|—1 l+j+1+1 ¢
B () )
s—i—1 J . . . . A
i =l4+i+1\ (j+i+1 ¢
B0 (e (559
s—i—1 J (j—I—Z+1) c Jj+1
= —1 R St s i g
f(Z)+ jzo ;( ) <J+1 l)'Z|l|f]+ +1 (C2+d>
s—i—1 j J '
_ (+i+1)! c \" U+ L)
fl(z)—i- 2 (j+1),, f]+1+1 oz +d IZ(; j+1—l)lll
Or
j . J :
. +1)! 1 G D!
_131(]—:— ) LA /A,
IZ:;( ) G+1-nHu z::( ) (+1=Dm
1 .
o S 11(_1)%14&
(j+1-=0Du!
1=0
—1—(1—1)y*

~1 (3.10)
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alors

s—1

016 =56+ X o ()

= cz+d
s5—1 i +] f <z> c J
—\ ! " cz+d

Corollaire 3.8. Si f € ]Tj,f alors k est pair et k > 2s.

<
Il

Proposition 3.9. Soit f € Mlj avec Py, (X) = Z fi(2)X? son polynéme associé.
=0
Alors Df € M,ji%, et le polynome associé a Df est

s+1

Pra(X) = Y gy(2)X°

avec

go=DJfo

95 =Df; + i _‘7 i 1]’} 1, pourj € {l,.. s}
et gs+1 = kQ;Ts s

Démonstration. Soit f € M,f,

IS
S

f verifie la relation de quasi-modularité Soient v = ( c d) € SLy(Z),z € H

(cz+d)™* (Zis) ify (cz+d>j

On dérive
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alors

az+b > | — c J
(cz+d)**Df (cz Id) Dfolz) + ; (Df] B ]2m’1 - (z)) (cz + d)
s+ Jj+1
a %fs(z) (cz—i—d) ZWZZJCJ (cz+d>
= DA+ (2ra -2 5) (255) -

s ¢\ J
2_mfs(z) (cz—l—d) QWZZfJ ! (cz—i—d) *

k C S+1
o ( )
v cz+d

i k:—l J
:Dfo-l—jZl(ij( j+ —fini(z )) (czj—d) +
]{—8 c s+1
2mi /s (cz+d) '

Théoréme 3.10. Soit [ € ngs, il existe pour tout j € {0,...,s},9; € My_o; telles que

f= Zngg. Autrement dit, on a

J=0

== D M2 B
=0

Démonstration. Soit f € MES; alors il existe fy,...fs fonctions holomorphes sur H

telles que

Yy = (‘L Z) € SLy(Z),Vz € H, f|7 Zf] (Cz+d) .

On montre par récurrence le résultat énoncé,

e Pour s = 0, il suffit de choisir gy = f.

e Supposons le résultat établi & 'ordre s — 1,

On a E, € Mg, donc pour tout vy = (CCL 2) € SLy(Z),z€eH

(B3| 1)(2) = (o2 + ) E5(32)
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donc, ES € MQSSS
Ainsi, pour tout v = (ZL Z) € SLy(Z),z€H

(f - (%r)sfsESILv) (z) = i%fj(z) <Czid>j )

(5) o () ee () (75)

_ Z (fm) - (%) fs(z)_ ') Eg'S(z)) (Czid)j-

Donc, d’aprés 'hypothése de récurrence, pour tout j € {0,...,s — 1}, il existe g; €
Mj._o; telles que

. S s—1

1T ;

f- (E) fB3 = g;F}]
j=0

z , i\’
Or, d’apreés la proposition 3.7 f, € Mj_o, alors f = Zngg, avec gy = (E) fs-
§=0

On montre maintenant que la somme est directe. Soit pour tout i € {0, ..., s}, g; € My_o;,

on suppose gs # 0.

On pose
f= Z 9iE5.
i=0
Qs(f) = 9:Qs(E3) = () gs # 0. D’ou f # 0 et donc la somme est directe. [ |

Corollaire 3.11. Les formes quasi-modulaires sont des polynomes en Esy, Ey et Eg.

Démonstration. C’est un résultat de corollaire 2.31 et de théoréme 3.10. [ |

Corollaire 3.12. M, = C[E,, Ey, Fq).

Proposition 3.13. Les fonctions Fy, E4 et Eg sont algébriquement indépendantes sur C.

C’est a dire, Si P € C[X,Y, Z] vérifie P(Es, Ey, Eg) = 0 alors P = 0.

Démonstration. Soit P € C[X,Y, Z] tel que P(Es, Ey, Eg) = 0.
Par regroupement de termes de P, On peut écrire

K
PX,Y,Z)=>_ > Pu.XVYZ

k=1 (a,b,c)eN3
4a+6b+2c=k
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Comme P(FEs, E4, Eg) = 0, la proposition 3.5 implique pour tout k

> Py ESE{E; =0.

(a,b,c)EN3
4a+6b+2c=k

Supposons 'existence d’un entier ¢, tel que P, ., # 0, alors le terme de gauche est une
forme quasi modulaire de poids k et de profondeur au moins ¢y, or le terme de droite est
du profondeur 0, I'unicité donne que ¢y = 0, donc lorsque ¢ # 0 P, . = 0, d’ou

> PupoE{E;=0.

(a,b)eN?
4a+-6b=Fk

le théoréme 2.30 donne la nullité de chacun des coefficients P, ;o et donc de P. |

Théoréme 3.14. Soit f € ]T],j, alors il existe a € C, il existe g; € My_o;, i € {0, ..., s}

tels que
s ' k
D'g; 5 < —
; g sis < 3
[ = b2 I
Z D'g; + O-/Dg_lEQ si s = 7
i=0
Autrement dit, on a
k
N<E 5_2 . k 1
M;?* =@ D' M5 & CD>"'E;.
i=0

Démonstration. Soit f € Mlj
On cherche d’une fonction g € Mj_o, tel que Qs(D*g) = Qs(fs).
D’aprés la proposition 3.9, Si g € Mj._o, alors Dg € ZT/[/,i+2 et

k— 2s k— 2s

—Jo = ;
T T

Q1(Dg) =

qg.
alors

Qa(D%g) = ——(k — 25 + 1)(k — 25)g.

(27i)?

Qu.(D%g) = (2;)5 (k=5 — 1) (k — 2 + 1)(k — 25)g

1 (k—s—1)!
(2mi) (k —2s — 117

_ (2;;!@')8 (k’ e 1) g. (3.11)
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On a
(k—s—1)...(k—2s+1)(k—2s5) =0< k =2s (car k > 2s).
Donc,

—s—1

e Sis< g, qui est le cas ol (k ) # 0, on choisit

alors f — D*%g € ]Tf,j_l.

On pose gs = g. On procede par descente sur la profondeur s par appliquant les mémes
étapes sur f — D¢, € Mg_l, alors

f—Dsgs— D tgs 4 € ]/\\4/572 avec gs—1 € My_g542.

f—- ZDigi € My, avec g; € Mj_o;.

i=1
D’ou

f= ZDigi avec g; € Mj_o;.
i=0

e Sis= g, ce procédé ne peut étre efficace puisque le coefficient binomial est nul. En

revanche, par réitération de la proposition 3.9 on a

Donc
6
Q1(E>) = ot
16
QQ(DE2> - %E7
2 6
Q3(D°E») = ) ir
DBy = (-1 6 3.12
Qs ( 2) = Q)i tin (3.12)
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Alors
kE_1 ~k_1
f—aD2>""Ey e M .
On applique le 1¢" cas, il existe g; € My_o;, i € {0, ..., g — 1} telles que
b1

f—aDs By =Y Dig,
1=0

Or g, € My = {0} alors

k
E_y

f=Y Digi+aD: By
=0

On montre maintenant que la somme est directe.

— Sis< g, soit pour tout i € {0, ..., s}, g; € Mjy_o;, on suppose gs # 0, soit

= Z D'g;.
i=0

On a Q,(D*gs) # 0 (relation 3.11 et s < £), donc Q,(f) # 0 et donc f # 0.

— Sis= %, soit pour tout i € {0, ..., g — 2}, g; € My_s;, soit o # 0, soit

SIS

2
f= Digi + OzDg_lE'g.

i

o

On a Qg(f) = ong(Dg_lEQ) # 0 (relation 3.12), donc f # 0.

3.2 Formes modulaires presque holomorphes

Définition 3.15. Soit (k,n) € N. Une fonction f : H — C est appelée forme modu-
laire presque holomorphe de poids k et de profondeur s, s’il existe des fonctions fo, ..., fs

holomorphes sur H ou fs n’est pas la fonction nulle, telles que
S

1. VzeH, f(z):Z fil2)

2 Sm()
2. Vv € SLy(Z), (fln) =T
3. f wvérifie la condition de croissance :

JpeN,Fc>0,Vie{0,..,s},VzeH |filz)|]<c|——] .

Smz
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L’ensemble des formes modulaires presque holomorphes de poids k et de profondeur s est
noté M. -
L’ensemble des formes modulaires presque holomorphes de poids k et de profondeur infé-

‘ ) . o~
rieur ou égale a s est noté M.

Remarques.

1. Une forme modulaire de poids k est une forme presque holomorphe de poids k et de

profondeur 0.

2. 81 f € ]\/ZES alors f vérifie la condition de modularité, et donc [ est périodique de
période 1.

Proposition 3.16. La profondeur d’une forme modulaire presque holomorphe est unique.

Démonstration. supposons que f est une forme modulaire presque holomorphe de poids
k et de profondeur s et s tel que s < §'. Alors il existe fo,..., fs, 90, ..., gs fonctions
holomorphes sur H avec fs # 0 et gy # 0 telles que Vz € H
LB g()
IO P B G 1
Z @m(2)) Z Sm(z))
Posons f; = 0 pour j > 1, et h; = f;—g; pour tout j € {0, ..., s'}. Supposons par 'absurde
I’existence d’un plus grand entier [ tel que la fonction h; ne soit pas la fonction nulle,
on a alors pour z = = + iy
!
3 hi(z)
2= Sm(z))

On dérive par rapport a x et par rapport a y on trouve

( 6h
! (x + zy)
Yo -y (3.13)
=0
_Oh; (z + i)
L[ i (z + iy :
dy (x4 1y)
yj — -2 e =0 (3.14)
Jj=0

\
Or, les h; sont holomorphes sur ‘H pour tout j € {0,...,1}, alors d’aprés la proposition
1.44 la somme des deux équations (3.13) et (3.14) donne

! .

+1
, Yl
Jj=1
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l

.. . , hi_1(z+1
On a alors éliminé la fonction hg, on répéte le procédé pour Z(j — I)M =0,
} Y
7=1
on obtient .
— . hj—1(z + iy)
> G- =g =0
=1 Y
On a alors éliminé la fonction hy, on répéte le procédé jusqu’a trouver h; = 0; cela
contredit 'existence de [ et achéve la démonstration. |

Définition 3.17. La fonction E; est définie, pour tout z € H, par

E;(z) = FE -
() = Bl — 5
Proposition 3.18. Ej est une forme modulaire presque holomorphe de poids 2 et de

profondeur 1.

Démonstration. On a £ n’est pas holomorphe, mais F, et % sont holomorphes, de

plus, pour tout v = (CCL Z) € SLy(Z), z€ H

(Eilv)(Z) = (cz+d)*E5(72)

_ 3 (cz+d)?
= d)%E B S e
(cz +d) 2(72) T Sm(yz)
6 3
- E S d)~? d|?
2(2) + ir wSm(z) (cz+d) ez +d|
6 3 z+d
R (cz +d)

im  wSQm(z) (cz + d)

— B+ - & (1 - %C%m(z))

it wSm (cz+d)
= E5(2)
|
Notation.
M= UM, M.=@M.
seEN seN

Proposition 3.19.
1. Les sous espaces vectoriels ]\/Zk, pour k € N, sont en somme directe.

2. V(k,k') € N2, MMy C My

Démonstration.
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1. La méme démonstration que celle des M), car une forme modulaire presque holo-

morphe vérifie la condition de modularité.

2. Soit (f,g) € ]\/Zk X ]\/Zk/, alors il existe fo,..., gs, o, ..., g» fonctions holomorphes sur

H avec fs # 0 et go # 0 telles que Vy = (CCL Z) , € SLy(Z),¥Yz € H

et ) /
—~ 9i(2)
9(z) =
2 Sm()y
(2 + ) *9(12) = (2)
alors
(cz+d)" ") fg(vz2) = fg(2)
et
S I PRTICH
(Sm(
7=0 p=0
Posons pour I € {0,...,s + '} h = fjg, elles que [ = j+p, V5 € {0,...,s} et
Vp € {0, ...,s'},
D _ s hl(Z) d, N M<s+s ]/\/7
onc fg(z) = ;W, ou f.g € M) € My
|
Corollaire 3.20. M, = @]\//fk est une algébre graduée.
keN
Proposition 3.21. Soit f € ]\/ZES, f(z) = ]Z% (\s{;‘z((z))) Vze M etVy€{0,..,s}, f;

holomorphe sur H. Alors, pour tout j € {0,...,s} f; € M;SQJJ, et pour tout z € H

Py C*@Lm>l
=0

l
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D’autre part, on a pour z = x + 1y

N o axr +iay + b

Sm(yz) = Sm (cx +icy +d

—am ((ax +iay +b)(cx +d — zcy))
(cx + d)? + (Pey)

Y
=7 3.15
lcz + d|? (3.15)

1 cz+d
= d
Sm(yz) (cz+d) y

= (cz + d) (—22’0 + CZ; d) (3.16)

donc

cz+d>j

UG =Y F02) ez + d) (_zz-c +

- ZZ(—%)Hi (]l> (f; | M) ez +a)y 7

k—2

5 ey () o106 (2 )

Comme f vérifie la condition du modularité alors pour tout i € {0, ..., s}

S .

=32 (1) 1 e () (3.17

J=l

Onapourl=s, fs=(fs | ) donc f, vérifie 'égalité demandée et f, € My 5. Montrons
k—2s

par récurrence décroissante ’égalité demandée, supposons que ’égalité est vérifiée pour

tout j € {I+1,...s} avecl € {0,...s}

D’aprés (3.17)

50 =6+ 3t (1) e ()

j=l+1
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alors

G 1) =50+ 3 et () o106 (55)

k—2j cz+d

@+ 3 e () a1 e ()

k—2j—21—2

s— 1syl1 . .
— ) + 2Z]+n+1<]+§+1) (n—i—]—j—l—i—l)x

l+75+1
j+n+1
fn+j+l+1 (CZ T d)
p

s—Il—1

n l+p+1l-n +l+1
= filz) + (1)~ (2Z)p“( " )(lfp+1—n)x

fp+z+1(2)< . )7’“

cz+d

k)

—

D) ¢\
= fi(z) + (2i)p+1(1<);,_;1—;”!)fp”“(z) (cz + d) 8

o (01!
(n_o(_l) (p+1- n)!n!)

3.10 sI= 1+1 c Pl
L g 3t (M) ) (5
—0

cz+d
s—1 p
. +1 c
= :0(22);; <p l ) fp+l(2) <cz T d)

p

bS]

Corollaire 3.22. 5i f € ]\//TES alors k est pair et k > 2s.

Définition 3.23. On définit sur M, Uopérateur différentiel (de Maass-Shimura) 0y par

k k
5k:f:i.(f/+mf>:l)f_ ~— /-

211 473Im

Proposition 3.24. Soit f € ]/\4\,§, f(z) = Z( fi(2) VzeH etVy e {0,..,s}, f;

= Sm(z))7’

holomorphe sur H. Alors o f € M,fj;rl, et pour tout z € H
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avec

90 = D fo

E—j+1 .
g; =Df; — . fi-1, pourje{l,.., s}
k—
et gs+1 = — 47T8fs-
Démonstration. o -
1 [ FGEEmMR) 4 55i(Sm(2)) () k
O f(2) = 2mi jgo (Sm(z))% + 2i(Jm(z))i+t f](z))

I PR /15 I o Nl o S S S St B
o (fo( )+ ; (Sm(z)) - Z Qi(gm(z))jfa—l( ) + 2i(%m(z))5+1f5< ))

— Dfy(2) + go m (ij(z) _ ’f%;lf“(z)) _ Wﬁ(z).

D’autre part, soient v = <CCL Z) 2 EH

Buf | ) = g (e + 027 02) 4 (e + )27

2 2 2iSm(yz)
....... et(3.1 E ¢ k |cz + d|? 1
= Df(z) + 2 cz + df(z) 4r | %Tr—:(z)| (cz + d)2f(2)
k¢ ko cz+d
= D) + 2im cz + df(z)  4nSm(z) ez + df(z)
_ f(2) k _
A 2im(cz + d) (kc * 2im(z) (cz+ d))
k
= DIE) ~ e 9
= 0 f(2).

N A r<s+1
d’on, O f e M7, . [ |
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3.3 Isomorphisme entre M* et ]\/4\*

5 pour tout z € H.

Alors, Uapplication
D : ]/\J\ES — ngs
fr—Jo

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

De plus, ® définit un isomorphisme d’algébres graduées filtrées de ]\Z dans M*

Démonstration.
e O est bien définie d’aprés la proposition (3.21).

e ® est bien un morphisme d’algébres par linéarité des sommes finies, et puisque le

terme constant d’un produit de polynomes est le produit de termes constants.

e P est injective car :
Si f e M\ES telle que fy = 0, alors d’aprés la proposition (3.21) on a pour tout
= (CC‘ fz) € SLy(Z),z € H

S i) () =0

=0

alors
S

Z(Qi)lfl(z)cl(cz +d) =0

=0

_ 2
donc pour v = <1 ) D ) —fp) € SLy(Z) pour tout p € Z

S et () =0

=0

alors
S

> @) i)z +1+p) =0

=0

alors I'ensemble des racines du polynome Z(Qi)lfl(z)(z + 14 X)*" est infini d’ou
1=0
i =0,Vj €{0,..,s} alors f = 0.
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e P est surjective car :

Sife ]/\\J/ES, alors f vérifie la relation de quasi-modularité

j
f\v ng (cz+d) Vy = (CCL Z) € SLy(Z),¥z € H

Considérons 'application g de H dans C définie par

N [i®)
9(z) =2 (2iSm(2))!

=0

—~,
Montrons que f € M,

Pour les premiére et troisiéme conditions de la définitions d’une forme modulaire
presque holomorphe sont vérifiées, il reste & montrer la condition de modularité.

Soit v = (a Z) €SLy(Z),z=x+iyeH

66 S

(316) n~ fi(72) fez+d N
-1 _Ji\T=) d)? _
(cz + d)F (cz+d) 2iy ¢

N i MG) (_1)j—zcj—z(62+—d)j“

j=0 1=0 (cz + d)* (2iy)!
< L fi(vz) I\ (1) s I ]M
- J=0; (cz + d)* (l) (17 ez + d) (2iy)!
NSy [ fi(v2) c \ 1
= 2 (jl( 1) (l) (cz + d)k=2% (cz+d) > (2iy)!
38 N~ fi(2)

— (2iy)’
= g(2).

d’ot g € ]/\4\,55 et comme ®(g) = fo = f cela montre la surjectivité de ®.

Remarques.

1. Lisomorphisme ® est d’inverse
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2. Fy est limage de E5 par ®.

Corollaire 3.26. Le digramme suivant

_— O _—

<s <s+1
M Mk+2
0] ()
Ar<s Tr<s+1
M;, D Mk;+2

est commutatif,

c’est a dire, o, =D o P.

3.4 Crochets de Rankin-Cohen

Définition 3.27. Soient f € MS°, g€ M, neN
Le crochet de Rankin-Cohen |, |,.s: de f et g est défini par

[F. gl = S (=1 (’“ Tetne 1) (l St 1) D'fD"7g

r=0

Proposition 3.28. [f, g]n.s: € ]T/[/,ifﬁ%
Démonstration. Voir [7], p99. [

Soient f,g € M,, alors f et g s’écrivent de fagon unique
F=>Ff 9=
ke2N ke2N

avec fr, g € M} pour tout k.
[, J1.00 nest pas défini sur M, car [f,gli.00 dépend du poids de f et g, mais comme

M, = @ M, on définit alors le crochet de Rankin-Cohen [, |; sur M, par

ke2N
[f, gl = Z Z[flmgl]l;o,o

kEaN l€2N
avec [fi, gil1.00 = kfDg —lgDf.

Proposition 3.29. L’algébre M, munie du crochet |, |; est une algébre de Poisson.



3.4. Crochets de Rankin-Cohen 53

Démonstration. [, ]; est antisymétrique car |, |;,00 Pest.
Ainsi, par bilinéarité, il suffit de vérifier la loi de Leibniz et 'identité de Jacobi pour

f e M. ge M et he M,,.

[f9,h)1 = (k+1)fgDh —mD(fg)h
— kfgDh+1fgDh — mghDf — mfhDh
— f(lgDh — mhDg) + g(kfDh — mhDf)
= flg. by + [f, hlg-

£l hls = k(I = m)fD(g) D(h) + kLfgD*h — km fhD?g
— (I+m+2)lgD(f)D(h) + (I +m + 2)mhD(f)D(g) (3.18)

De méme

[9,[h, fli]1 = Lm — k)gD(h)D(f) + lmghD?*f — lkgfD*h
—(m+k+2mhD(f)D(g) + (m+k+2)kfD(h)D(g) (3.19)

[, [f, ghils = m(k = DRD(f)D(g) + mkhfD?*g — mlhgD? f
— (k+1+2)kfD(9)D(h) + (k + 1+ 2)lgD(f)D(h) (3.20)

La somme de (3.18), (3.19) et (3.20) est nulle.

Le fait que DA = AFE5 donne la proposition suivante

Proposition 3.30. Soient f € ngs, g€ ]\th alors
[Af, glnst = Ah

A s+t
avec h € Mk+l+2n'

Démonstration. On a [Af, glus: € MT 0010

Or, DA = AE; alors, [Af, glus: = Ah, comme A € My, dot h € Mt ]

Soit f € M, alors
[Aa f]l
12

k
= Df - = fE
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Proposition 3.31. ['application

19k : Mk — Mk+2
k

f—=Df-4

induit par prolongement linéaire une dérivation sur M,, cette dérivation est appelée déri-

vation de Serre.

A k
Démonstration. 9, est bien définit car [1éf]1 =Df — ﬁfEQ’ (A, fl1 € Mii19.2 et
a b

AEMlgetdoncsifeMk,”y:<c d) € SLy(Z), z€eH

—k—2—12+12M
12A

~(ez+ d)FHA L

 12(cz +d)12A

(cz + d)~* DY (vz2) = (cz + d)

_ [Aa f]l
12A
[A’ f]l _ k 9 N o .
Et comme 19 =Df — EfE2 , d’aprés la remarque 1.1.4 et la proposition 3.29 ¥

induit par prolongement linéaire une dérivation sur M,. |



Chapitre 4
Equations différentielles

Dans ce chapitre, on va présenter quelques identités et équations différentielles satis-
faits par les séries d’Eisenstein, ainsi on va les récrire en utilisant les crochet de Ranken-

Cohen, puis on fini par voir que chaque forme modulaire vérifie une équation différentielle.

4.1 Séries d’Eisenstein et équations différentielles

Proposition 4.1. Fs, E, et Eg vérifient les relations suivantes

1

DE, = E(Eg — E))
1

DE;, = g(E4E2 — Fy)
1

DE(; - §(E6E2 - Ei)

Ces relations sont connues sous le nom d’identités de Ramanujan.

Démonstration. D’apreés la proposition 3.9 DE, € .7\\4/49, le théoréme 3.10 donne
MZE? = My + MyEsy + MyE?
or My =CEy, My =0 et My = C, alors il existe «, 8 € C tels que
DE, = aE, + BE;
Par comparaison des développements de Fourier
—24g+ O(q) = a(1 42400 + O(q)) + 5(1 — 48¢ + O(q))

55
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on obtient
a+p=0
240 — 483 = —24
_ 1 _ 1
on trouve a = — 3, B = 15
donc
1
DE; = —(E; — Fu) (4.1)
De méme, DE, € J\Ajﬁgl
ME' = Mg + MyE,
or, Mg = CEjy alors il existe a, 8 € C tels que
DE,y = aEs + BELE,
alors
240q 4+ O(q) = a(1 = 504q + O(q)) + B(1 + 216q + O(q))
on trouve o = —%, = %
donc
1
DE, = §(E4E2 — Es) (4.2)
Enfin, DEg € MZ!
Mg' = My + MgE,
or, Mg = CE? alors il existe «, 3 € C tels que
DEg = aFE? + BEgE,
alors
—504¢ + O(q) = (1 +480g + O(q)) + 5(1 — 528 + O(q))
on trouve o = —%, = %
donc
1
DEg = §(E6E2 — E3). (4.3)
[ |
Proposition 4.2. E5 est une solution de ’équation de Chazy, c’est a dire
D3E2 = E2D2E2 - g(DEQ)Q (44)
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Démonstration. On dérive (4.1)
2 1
D E2 = E(2E2DE2 - DE4)

_ E;DE, DE,

6 12

on utilise (4.1) et (4.3)

1 1 1
DB — g tepp . tlp
2= gt T g et gple

on dérive encore une fois (4.5)

1 1 1 1
D*Ey = —E3DFEy, — —E,DE, — —E,DE, + —DE
27 2= gptallby = gy laDba+ 5o Dl

on utilise (4.1), (4.2) et (4.3)

1
D?Ey, = —(Ey — EZE,) —

288 288

donc
1 1 1 1
DBy, = —Ej — —E2— —E2E E,E,
27 988 064 T gyt g et

on multiple ainsi (4.5) par Es, et on reporte le résultat dans (4.6) on obtient

D3E, = ——E4 + FyD?Ey + — E2E4 L —F?

96 48 96
on éléve (4.1) au carré

1 1 1
DE))? = —Fy +—FE2 — —E3E
(DE) 144 1444 72

on reporte le résultat dans (4.7), on obtient

3
D*Ey = E;D*Ey — E(DEQ)?

1 1 1
— (E3E*— E}) — E(E4E§ — E¢Ey) + E(EﬁE2 -

(4.5)

E})

4.2 Crochets de Rankin-Cohen et équations différen-

tielles

Les identités de Ramanujan peuvent étre écrites en utilisant des crochets de Rankin-

Cohen, la proposition suivante le montrera.
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Proposition 4.3. Les identités de Ramanujan peuvent étre écrites comme suit

(B2, Al1a0=AE,
[Ex, Al1,00 = 4AEs
[Es, Al10o = 6AE]

Démonstration. On a d’une part,
[Ey, Al11o = EaDA — 12ADE, = AE; — 12ADE, (4.8)
d’autre part, la proposition 3.30 implique I'existence d’une fonction h € M, fl telle que
[E2, Al110 = Ah

Le théoréme 2.30 donne Mfl = My + MyFE5, or My = {0} donc ]\AﬂSl = CE,.
alors il existe a € C tel que

[E27 A]m,o = OéAE4

Par comparaison de développement de Fourier on trouve a = 1

donc

[E27 A]1;1,0 = AE4

L’égalité (4.8) donne que cette derniére équation est équivalente & la premiére équation

de Ramanujan.

De méme on obtient les deux équations restantes. [ |

La proposition suivante donne une autre démonstration que E, vérifie I’équation de

Chazy.

Proposition 4.4. On a

[[Ka A]I;O,OaA] = 24AK2

1;0,0
avec K = [Ey, A]1.1, Cette relation est équivalente a la relation (4.4), et donc Ey est une

solution de l’équation de Chazy.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.3 K = AEy, et on a [, |10 vérifie la loi de
Leibniz

(K, Aloo = [AEy, Al = A[Es, Aliyoo = AN?Eg.

donce

HK7 A]1;0,0a A]1;0,0 = [4A2E67 A]1;0,0 = 4A2 [E67 A]1;0,0 + EG [4A27 A]1;0,0
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or, [4A? Al1,00 = 0 alors
[[K, Al1:00, Al100 = [4A%Es, Al 1o = 24A°E] = 24AK?.

Il reste a vérifier que cette derniére égalité est équivalente a la relation (4.4).

On a

K = [Ey, Al11o = A(ES — 12AE)) (4.9)
ainsi
16K DA = 16KAE, = 16A*(E? — 12DF»)E,
alors
[KA]100 = 4A%(E3 — 18 By DEy + 36 D*Ey)
donc

30[K, AlyooDA = 120A3(E4 — 18E2DE, + 365, D*E)

12D([K, Al1.00)A = 48A3(2E4 — 33E2DE, + 54F,D*Ey — 18(DEy)? 4 36 D3 E))
d’ou
[[K, Al1.0.0, A0 = 24A%(Ey — 24E3DFEy + 72E,D*Ey + 36(DE,)? — 72D*E,)  (4.10)
On éléve (4.9) au carré
U4AK? = 24\*(E3 — 24E3DE,y + 144(DE,)?) (4.11)

(4.10)=(4.11) donne
2D*Fy — 2E,D*Ey + 3(DE,)* = 0.

4.3 Formes quasi-modulaires et équations différentielles

Proposition 4.5. 5i f € M, alors f est une solution d’une équation différentielle non

nécessairement linéaire d’ordre 3 a coefficients constants.

Démonstration. Soit f € M*,
On a M, = C[FEy, E4, Eg), alors f,Df, D*f D*f € C[E,, E,, Eg|, d’aprés la définition

1.34, le degré de transcendance de C[Es, Ey, Eg| est le degré de transcendance de corps
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des fractions de C[FEy, Ey4, Fg|, or le corps des fractions de C[Es, Ey, Eg] est exactement
C(Es, Ey, Eg), d’aprés la proposition 3.13 on peut déduire que Es, Fy, Fg est une base de
transcendance de C[Es, Ey, Eg|. Alors f, Df, D*f, D3 f sont algébriquement dépendantes,

d’ou il existe un polynéme non identiquement nul P € C[E,, Ey4, Eg| tel que
P(f,Df,D*f,D°f) = 0.
|

Exemple 4.6. F, satisfait [’équation de Chazy, c’est une équation différentielle non li-

néaire d’ordre 3.

4.4 Formes modulaires et équations différentielles

Le fait qu'une forme modulaire soit une forme quasi-modulaire du poids 0 implique
d’apreés la proposition 4.5 que toute forme modulaire vérifie une équation différentielle
non nécessairement linéaire d’ordre 3, mais ¢a n’est pas vraiment utile, car c’est difficile
d’extraire les propriétés d’une fonction a partir d’'une équation différentielle non linéaire.
Dans cette section on va voir une chose plus utile, une forme modulaire vérifie de plus

une équation différentielle linéaire a coefficients algébriques.

4.4.1 Fonctions modulaires

Définition 4.7. Une fonction f : H — C est appelée fonction modulaire si
1. f est méromorphe sur H
2. Ny € SLy(Z)Nz € H f(vz) = f(z)
3. f est méromorphe a l'infini.

Exemple 4.8. [invariant modulaire j défini par

j(z) = %8,

est une fonction modulaire. En effet, la fonction j est méromorphe sur H, elle a un pdle

VzeH

simple a linfini, donc 7 est méromorphe a l'infini.
)

De plus si v = (CCL Z) € SLy(Z), z€eH

NN (ORI (O R
i) = 2+ d) 2 A7) Al2) =1(2)
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Lemme 4.9. Toute fonction modulaire est une fonction rationnelle de j.

Démonstration. Soit f une fonction modulaire.

e Si f est holomorphe
Comme A s’annule a I'infini, il existe un entier n > 0 tel que g = A" f soit holomorphe
a l'infini, la fonction g est une forme modulaire de poids 12n, alors g s’écrit comme
combinaison linéaire d’éléments de la base Eg‘Eg tels que a, 8 vérifient 4a+65 = 12n.
Grace a linéarité il suffit de prendre le cas ou g = Efng avec 4o + 643 = 12n.

alors f = avec 2a + 3 = 6n.

An

[SJReY

la relation 2a + 38 = 6n implique que 3 divise v et 2 divise 3, On pose p = ¢, ¢ = 5,
p,g €N, p+qg=n.
Donc

f _ EZ)P qu
Apr+a

E2
(%)
(B} —1728A\*
=7 A

= j7(j — 1728)%.

Dong, il existe un polynome A(X) tel que
f=A0)

e Si f est méromorphe
L’idée est de trouver un polynéome B(X) pour que B(j)f soit holomorphe.

Soit zg un pole de f d’ordre mg, supposons Dj(zy) # 0, considérons

((2) = 4(20))™ f(2)-

Si on écrit j(z) et f(z) en séries de Laurent comme suit

[e.9]

§(2) =) an(z —2)" et f(z Z bu(z — 20)",

n=0 n=-—mgo
car j est holomorphe en zg, et zy est un pole de f d’ordre my.

On note ag = j(zo), alors

(J(2) = j(20))™ f(2) ((Z%Z—Zo >—ao> f(z)
:<Zan(z—zo ) Z b (2 — 2o)"

n=-—mgo
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le résultat sera un développement sans des puissances négatives de (z — zp), alors
(7(2) — j(20))™ f(z) est holomorphe en zy. On fait le produit de ces polynémes en
j(2), (pour chaque pole zx on associe le polynome (j(z) — j(zx))™*, il reste le cas

_%, donc c’est le cas

d’avoir un pole z;, tel que Dj(z;,) = 0, comme Dj(z) =
ol z;, =i ou z;, = p (proposition 2.8), il n’est pas difficile de trouver des polynémes en
j(2) de telle sorte que leur produit avec f soit holomorphe. On note B(j(z)) le produit
de tout les polyndmes associés a tout les poles de f, donc B(j)f est holomorphe, on

implique le premier cas, on trouve

4.4.2 Equations différentielles

Théoréme 4.10. Soit f € My, k > 0, soit t une fonction modulaire non constante, alors
la fonction F' définie localement au voisinage de tout point zo € H par F(t(z)) = f(2) est

une solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients algébriques.

Démonstration. Soit I’application

d:H — CF!
ok
k-1
z+— f(2) :
1
e Pour tout v = (Z Z) € SLy(Z),z € H on a
(v2)*
b(r2) = ez + ) s 2) | T

1
(az + b)®
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a*~lc a*ld + <k I 1) a*2bc - bF—1d o
= f(z) :
ack=! bl + <k’ N 1) A b1
z
cF (?) =g dF 1
= S(7)®(2) (4.12)

ott S¥(7y) est la k-iéme puissance symétrique de 7, et est définie ainsi Vi, j € {1,..., k+
1} (Sk(v))ij est le coefficient de terme de degré k£ + 1 — j du polynéme
(aX + b)M 1= (eX + d)'~! et vérifie det(S*(y)) = 1.

1 d

e On définit Vopérateur Dy = 575

Comme ®(vz) = S*(7)®(2) et S*(7) ne dépend pas de z, si on dérive on obtient
(cz 4+ d) 2/ (yz) = S*(7)P'(2) (4.13)
d’autre part, on a t(yz) = t(z) alors
(cz4+d) 7t (v2) = t'(2) (4.14)

de (4.13) et (4.14) on déduit pour tout z € H tel que t'(z) # 0
®'(y2) ¥'(2)
t'(vz) t'(z)

donc (D;®)(vz) = S*(7)(D;®)(z). ainsi on obtient facilement par récurrence

= S*(v)

(Di®)(72) = S*(V)(Di®)(2),  VieN. (4.15)

e On définit pour tout z € H tel que t'(z) # 0, la matrice M (z) de (k+2) lignes, (k+2)

colonnes par

Cette matrice est écrite sous forme d’une matrice par bloc, si on 1’écrit sous forme

d’une matrice d’éléments de C, on trouve que les deux derniéres lignes sont identiques,
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donc det(M(z)) = 0.
On calcule le déterminant de M (z) en développant par rapport a la derniére ligne

k+1

det(M(2)) = Y (=1)"(D;f)(2)det(M;(z)) = 0 (4.16)
i=0
ou pour tout ¢ € {0,...,7i + 1}, M;(2) est la matrice obtenue par suppression de la
derniére ligne et la colonne n°=1i+ 1 de M (z)
Mi(z) = (®(2) (D@)(2) -+ (D7'®)(2) (DT @)(2) - (DFF'@)(2)).
o Soit v € SLy(Z), z € H tel que t'(z) # 0,1 € {0,....k+ 1}

Mi(yz) = (®(y2) -+ (Di7'®)(y2) (Di'®)(v2) -~ (DfT'@)(y2))
(4.12) et (4.15) impliquent
Mi(yz) = (S¥()®(2) --- S*()(D;'@)(z) SH(D®)(z) - SH(y)(DyHe)(2))
— SH)Mi(2)
dott, det(Mj(2)) = det(Mi(2)) car det(S*(v)) = 1, alors pour tout i € {0, ...k + 1}
la fonction z — det(Mi(2)) est une fonction modulaire, cette fonction d’apres le

lemme 4.9 est une fonction rationnelle de j, tout comme t, il existe alors une fonction

algébrique a; telle que det(M;(2)) = a;(t(2)).

e Soit zp € H
On a
F(t(2)) = f(2)
alors
t'(2)F'(t(2)) = ['(2)
donc

F'(t(2)) = D f(2) (4.17)

par récurrence on obtient F(t(z)) = Dif(z), pour tout i € {1,...,k + 1}.
Alors, I’équation (4.16) devient

k+1

D (=D)Fai(t(2)) FO(t(z)) = 0. (4.18)

i=0
o Siagyq n’est pas identiquement nulle sur un voisinage de zp, alors I’équation (4.18)
est I’équation différentielle recherchée , c’est une équation différentielle d’ordre

k + 1 a coefficient algébriques.
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o Sinon, on aura det(M;(z)) = 0, ce qui implique la dépendance linéaire de
(2), (D®)(2), ..., (DF®P)(z) au méme voisinage de zp.

Il existe Ag, A1, ..., \x € C non tous nuls tels que
M@ (2) + M (Di®)(2) + ... + \e(DFD@)(2) =0

On a Ao®(2) + A (Dy®)(2) + ... + Mu(DEP)(2) € CHH

alors, la derniére composante de ce vecteur vérifie
Mf(2) + M(Def)(2) + o + M(DEF)(2) = 0
donc et d’apres la relation (4.17)
MNE(t(2) + MF (H(2)(2) 4+ .. + MF®(t(2))(2) = 0 (4.19)

L’équation (4.19) alors est I’équation différentielle recherchée, ¢’est une équation

différentielle d’ordre au plus k£ & coefficients constants.

Exemple 4.11. Si on prend f(z) = /Es(2), t(z) = %, alors la fonction F(t) définie

dans le théoreme 4.10 est une fonction hypergéométrique
1 5
VI =F|—,—;1;t
4(2) (12’ 12a ) (2))
cette formule est déja donnée par Fricke et klein.

D’aprés la proposition 1.58, F(t) est une solution de l’équation différentielle d’ordre 2

1 ) 15

HE)(1 = )" H(2)) + (1= (55 + 15 + DU () — 5 ou(t(z) =0.
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Résumé

Nous nous sommes interesses dans ce travail & 1’étude des proprietés différentielles des
formes modulaires. Pour cela nous avons commencé par présenter I’espace de ces formes et
ses propriétés. Ensuite nous avons étudié les espaces des formes quasi-modulaires et formes
modulaires presque holomorphes, qui sont des extensions de ’espace des formes modulaires
M, stables par dérivation (usuelle respectivement de Maass-Shimura) contrairement a
M,. Sur ce dernier est définie une dérivation appelée dérivation de Serre, pour laquelle
il est stable, Nous avons fini par les exemples d’équations différentielles vérifiées par les

différentes formes déja étudiés dans les premiers chapitres.
Abstract

We are interested in this work in the study of differential properties of modular forms.
We started by presenting the space of modular forms, and their properties. Then we
studied the spaces of quasimodular forms and almost holomorphic modular forms, that
are two extensions of the space of modular forms M, stables by usual derivation and
Maass-Shimura derivation respectively unlike M,. While the latter space is stable by
Serre derivation. We finished by some examples of differential equations satisfied by some

forms already studied in the first chapters.



