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 ملخص
 الفرقية  المعادلات أنواع من لنوع الموجبة للحلول العام السلوك دراسة إطار في العمل هذا يندرج

      : فصول ثلاثة إلى ينقسم والذي ،الثّانية الدّرجة من الكسرية الضبابية

 أمّا بابية،الضّ  المجموعات بنظرية المتعلقة الأساسية النّظريات و التّعاريف بعض نجمع الأول الفصل في

 من كسرية فرقية معادلات لنظام الموجبة للحلول المقارب السلوك بدراسة نهتم فسوف الثاني الفصل في

  هو و ثّاني،وال الأول الفصلين بين رابط هو الثّالث الفصل أن حين في حقيقية، بمعاملات  الثانية الدرجة

 وحدانية و وجود أكثر، بدقة الثانية، الدّرجة من الكسرية  الضّبابيّة الفرقية المعادلات  أنواع إحدى يعالج

 .العام سلوكها و الحلول

 

 : مفتاحية كلمات 

 الانتماء،  درجة الضبابية، الأعداد الضبابية، المجموعات ،(الضبابية) الكسرية الفرقية معادلات

 .التوازن نقاط الإستقرار،



Résumé

C
e travail est dédiée à l’étude du comportement global des solutions positives d’une

équation aux différences floue rationnelle d’ordre deux. Il est est répartie en trois

chapitres :

Dans le premier chapitre nous allons grouper quelques définitions et théorèmes fonda-

mentaux concernant la théorie des ensembles flous qui seront utiles dans notre travail,

dans le deuxième chapitre nous serons intéressées à l’étude du comportement asympto-

tique des solutions positives d’un système d’équations aux différences rationnels d’ordre

deux à coefficients réels, bien que le troisième chapitre sera un lien entre le premier et le

deuxième chapitre qui traite une équation aux différences floue rationnelle d’ordre deux,

en l’occurrence, l’existence et l’unicité et leurs comportement global.

Mots clés : Équations aux différences rationnelles (floues), ensembles flous, nombres

flous, degré d’appartenance, points d’équilibre, stabilité.
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Abstract

T
his work deals with the study of the asymptotic behavior of positive solutions of

a second-order fuzzy rational difference equation, and it is distributed on three

chapters:

In the first chapter we will give some fundamental definitions and theorems concerning

the theory of fuzzy sets which will be useful in our work. While that, in the second

chapter we will be interested on the asymptotic behavior of the positive solutions of a

system of second-order rational difference equations. However, the third chapter will be

a link between the first and the second one, where we will treat a second-order fuzzy

rational difference equation. More precisely, we will study the existence and uniqueness

of solutions and its global behavior.

Keywords: Second-order (fuzzy) rational difference equation , fuzzy sets, fuzzy num-

bers, degree of membership, equilibrum points, stability.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La logique floue �Fuzzy logic� proposée par Lotfi Zadeh en 1965 est une branche de

mathématiques qui permet à un ordinateur de modéliser le monde réel de la même

façon que les humains, d’une manière plus simple, la logique floue est la logique qui nous

permet de traduire le langage humain à un langage mathématique. Elle permet d’accom-

moder le concept de vérité partielle : des valeurs entre complètement vrai et complètement

faux sont admises.

Comme la science dépend du principe de mesure, nous posons souvent les questions

suivantes : comment représenter les valeurs non mesurables ? comment représenter ce qui

est incertain ? Et plus clairement, comment représenter les termes du langage humain ?

Sachant que les descriptions linguistiques sont un peu ambiguës, mais cela ne veut pas

dire que ce sont inexactes, et c’est exactement ce que la logique floue veut exprimer, où

si une donnée n’est pas connue précisément, elle peut être exprimée par un intervalle de

valeurs possibles pour la donnée.

La logique floue est une technique de résolution du problème très puissante avec une

large applicabilité dans le contrôle et la prise de décision, où ça marche avec les situations

dont il existe un beaucoup plus d’incertitude et du doute dans l’estimation de certains

normes et des valeurs de données, ce qui permet d’étudier différents phénomènes naturels,

en s’appuyant sur la fonction d’appartenance et les règles de cette logique.

La définition de Zadeh : � Fuzzy logic is determined as a set of mathematical prin-

ciples for knowledge representation based on degree of membership rather than on crisp

vii
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membership of classical binary logic �.

La logique floue est une extension de la logique classique, en effet, la logique booléenne

classique ne permet que deux états : VRAI ou FAUX, bien que la logique floue permet

d’exprimer différents niveaux, plutôt que seulement 1 et 0 .

La logique floue repose sur la théorie des ensembles flous qu’est une théorie mathé-

matique du domaine de l’algèbre abstraite, elle est le formalisme le plus adapté pour

décrire de manière qualitative les variables linguistiques (la température, l’âge, la vitesse,

le poids,...). La théorie des ensembles flous et exactement la logique floue a de nombreuses

applications, elle commence à être utilisée dans l’industrie, la médecine, la mise en place

du système expert dans le milieu des années 70, puis verra son utilisation généralisé dans

les années 90 (traitement des systèmes complexes, traitement d’images, l’intelligence ar-

tificielle, probabilités et statistique ([1], [3]), les équations différentielles [9], les équations

aux différences ([7], [11]), ...).

Les équations aux différences et leurs vastes utilisations ont dépassé le stade de l’ado-

lescence pour occuper une place centrale dans l’analyse applicable. Elles sont le support

de nombreuse algorithmes d’analyse numérique et sont également omniprésentes en com-

binatoire. Elles jouent également un rôle important dans de nombreux domaines de la

discipline, par exemple en économie, en biomathématique, en sciences et en ingénierie,

aussi elles apparaissent dans la modélisation de nombreux problèmes intéressants où les

valeurs de données ou d’informations spécifiées pour un problème peuvent être imprécises

ou spécifiées partiellement ([2], [8]). Cela nous motive à entamer une étude sur les «équa-

tions aux différences floues».
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Ce qui nous intéresse en ce mémoire c’est l’application de la logique floue sur les équa-

tions aux différences qui nous donne ce qu’on l’appelle équation aux différences floue.

Pour cela, ce travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à la théorie des ensembles flous, ses propriétés, leur pro-

jection sur l’espace des réels, et ainsi que leurs opérations arithmétiques.

Dans le deuxième chapitre, on fait l’étude du comportement des solutions d’un système

d’équations non linéaire qui on bénéficiera de ses résultats au dernier chapitre.

Enfin, le troisième chapitre est une approche entre le premier et le deuxième chapitre, nous

nous intéressons démontrer l’existence et l’unicité des solutions d’une équation aux diffé-

rences floue et leur comportement en utilisant les règles de la théorie des sous-ensembles

flous de R.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION À LA THÉORIE DES ENSEMBLES

FLOUS

Dans ce chapitre, nous allons donner un apperçu sur les sous-ensembles flous, ses

propriétés et leur côté arithmétique.

Commençons d’abord par la définition des sous-ensembles flous, puis, nous discutons

ses caractéristiques, et ensuite, nous nous concentrons sur les sous-ensembles flous des

nombres réels, appelés les nombres flous, et leurs α–coupes. Enfin, nous nous intéressons

aux opérations arithmétiques élémentaires sur les nombres flous.

1.1 Définition d’un ensemble flou

Donnons pour commencer la définition d’un ensemble classique.

Définition 1.1. (Ensemble classique)

Un ensemble classique est une collection d’objets satisfaisant un certain nombre de pro-

priétés et chacun de ses objets est appelé élément de cet ensemble.

Définition 1.2. (Fonction caractéristique)

Soit X un ensemble et A un sous-ensemble de X (A ⊆ X). Alors, la fonction

χA : X −→ {0, 1}

x 7−→ χA(x) =

0, x /∈ A

1, x ∈ A

1



1.1. Définition d’un ensemble flou 2

est appelée la fonction caractéristique de A dans X, et {0, 1} est dit l’ensemble de valua-

tion.

Remarque 1.3. Les ensembles classiques peuvent être représenter par leurs fonctions

caractéristiques.

Exemple 1.4. Soit X = R, l’intervalle A = [a, b] tel que a, b ∈ R peut être définie par

χA : X −→ {0, 1}

x 7−→ χA(x) =

0, si x > b ou x < a,

1, si a ≤ x ≤ b.

Lorsque l’ensemble de valuation {0, 1} est permis d’être l’intervalle [0, 1], A est dit

sous-ensemble flou.

Définition 1.5. (Sous-ensemble flou) Un sous-ensemble flou A d’un ensemble X est

défini comme l’ensemble des couples

A = {(x, µA(x)), x ∈ A},

où µA : X −→ [0, 1] appellée la fonction d’appartenance et qui associe à chaque élément

x de X, le degré d’appartenance µA(x) compris entre 0 et 1.

Plus précisément, µA(x) = 0 si x n’appartient pas à A, 0 < µA(x) < 1 si x appartient

partiellement à A et µA(x) = 1 si x appartient entièrement à A.

On note par F(X) l’ensemble de tous les sous-ensembles flous sur X.

Remarque 1.6.

1. On utilise indifférement les termes «sous-ensemble flou» et «ensemble flou».

2. Tout ensemble classique est un ensemble flou, dont la fonction d’appartenance est

exactement la fonction caractéristique.

3. Deux ensembles flous A et B sont égaux si pour tout x ∈ X, on a

µA(x) = µB(x).

Les mêmes opérations ensemblistes qu’en théorie des ensembles classiques comme

l’inclusion, l’intersection, l’union et le complément ont été définis sur les ensembles

flous en s’appuyant sur des opérations sur les fonctions d’appartenances

(Pour plus de détails voir [4], [6]).



1.1. Définition d’un ensemble flou 3

Exemple 1.7. (Cas fini)

Considérons X l’ensemble des températures possibles pour un malade, en degrés celsius,

on a alors

X = {36.5, 37, 37.5, 38, 38.5, 39, 39.5, 40}.

Au cours du classement des températures suivant qu’elles soient normales ou élevées, on

définit le sous-ensemble flou A des températures élevées ˝ comme suit :

A = {(36.5, 0), (37, 0), (37.5, 0.1), (38, 0.5), (38.5, 0.7), (39, 0.9), (39.5, 1), (40, 1)},

où chacun des nombres 0, 0.1, 0.5, 0.7, 0.9, 1 représente le degré d’appartenance de chaque

température à A.

Exemple 1.8. (Cas infini)

Prenons X = R, le sous-ensemble A de X caractérisé par la fonction d’appartenance

µA(x) =
1

1 + x2
, ∀x ∈ X,

est le sous-ensemble flou des nombres réels proche à 0. Voir la figure (1.1).

Figure 1.1 – L’ensemble flou qui modélise les nombres réels proche à 0.
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1.2 Les caractéristiques d’un ensemble flou

Clairement, un ensemble flou est complètement défini par sa fonction d’appartenance

et cette dernière a permis de définir plusieurs caractéristiques pour ces ensembles.

Dans cette partie on va donner quelques unes et qu’elles sont les plus utiles pour décrire

les ensembles flous.

Définition 1.9. Le noyau d’un ensemble flou A de X est un sous-ensemble classique de

X, noté Noy(A) et défini par

Noy(A) = {x ∈ X,µA(x) = 1}.

Définition 1.10. L’hauteur d’un ensemble flou A de X noté hgt(A) est défini par

hgt(A) = sup
x∈X

µA(x).

Définition 1.11. Un ensemble flou A est dit normalisé si son noyau n’est pas vide, ou

alors, hgt(A) = 1.

Remarque 1.12. L’ensemble flou vide ∅ est défini par la fonction d’appartenance

µ∅(x) = 0,∀x ∈ X,

bien sûr, on a µX(x) = 1,∀x ∈ X.

Définition 1.13. Le cardinalité d’un ensemble flou A de X noté |A| est défini par

|A| =
∑
x∈A

µA(x).

Définition 1.14. Une α–coupe d’un ensemble flou A de X avec α ∈ [0, 1] est le sous-

ensemble classique de X noté Aα et défini par

Aα = {x ∈ X,µA(x) ≥ α}.

Il est clair que si α = 0 alors Aα = X, et si α = 1 alors Aα = Noy(A).

Exemple 1.15. Nous illustrons les définitions précédentes en prenant l’ensemble A défini

dans l’exemple (1.7) comme suit

A = {(36.5, 0), (37, 0), (37.5, 0.1), (38, 0.5), (38.5, 0.7), (39, 0.9), (39.5, 1), (40, 1)}.

Alors, Noy(A) = {39.5, 40}, hgt(A) = 1, |A| = 4.2, et pour α = 0.8 on a

A0.8 = {39, 39.5, 40}.
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Théorème 1.16. (Théorème de décomposition)

La fonction d’appartenance d’un ensemble flou A peut s’écrire en fonction de ses α–coupes

comme suit

µA(x) = sup
α∈]0,1]

(α · χAα(x)),∀x ∈ X,

avec

χAα(x) =

1, si x ∈ Aα,

0, sinon.

Preuve. Soit x ∈ X. On pose µA(x) = α, avec α ∈]0, 1]. Alors on a

χAα(x) = 1 si µA(x) ≥ α,

donc

α · χAα(x) = α = µA(x),

d’où

sup
α∈]0,1]

(α · χAα(x)) ≥ µA(x) = α. (1.1)

D’autre part, on a pour tout α ∈]0, 1],χAα(x) = 1 si µA(x) ≥ α,

χAα(x) = 0 si µA(x) < α.

Alors, pour tout α ∈]0, 1], on aα · χAα(x) = α si µA(x) ≥ α,

α · χAα(x) = 0 si µA(x) < α.

On remarque dans les deux cas que

α · χAα(x) ≤ α, ∀α ∈]0, 1],

d’où

sup
α∈]0,1]

(α · χAα(x)) ≤ µA(x). (1.2)

De (1.1) et (1.2) on déduit que pour tout x ∈ X,

µA(x) = sup
α∈]0,1]

(α · µAα(x)).
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Remarque 1.17. Le théorème de décomposition nous permet de déduire qu’il est équi-

valent de connaître la famille de toutes les α–coupes d’un ensemble flou ou de connaître

l’ensemble lui-même. Autrement dit, la suite des α–coupes d’un ensemble flou représente

le complètement.

Définition 1.18. Un ensemble flou A est dit convexe si et seulement si µA est quasi-

concave, i.e., pour tous x, y ∈ X, pour tout λ ∈ [0, 1],

µA(λx+ (1− λ)y) ≥ min(µA(x), µA(y)). (1.3)

1.3 Les nombres flous

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et plus précisément, les

nombres flous sont des sous-ensembles flous de R, l’ensemble des nombres réels, qui ont

quelques propriétés additionnelles.

Définition 1.19. Soit A un sous-ensemble flou de R. Alors, A est dit un nombre flou s’il

satisfait les propriétés suivantes :

1. A est normalisé.

2. A est convexe.

3. µA est semi-continue supérieurement sur R ,i.e., pour tout x0 ∈ R, une des condi-

tions équivalentes suivantes est vérifiée :

a– lim sup
x−→x0

µA(x) = µA(x0).

b– Pour tout ε > 0, il existe un voisinage W ⊂ R de x0 tel que pour tout x ∈ W
on a µA(x)− µA(x0) < ε.

4. µA est à support compact i.e., l’ensemble {x ∈ R, µA(x) > 0} est compact. On le

note Supp A.

On note par F(R) l’ensemble des nombres flous.

Remarque 1.20.

1. Tout nombre réel est un nombre flou dit "nombre flou trivial", i.e., R ⊂ F(R).

Ici , on peut voir R comme l’ensemble des singletons {x}, pour tout x un nombre

réel, où la fonction d’appartenance associée est µ{x} = χ{x}.

2. On dit qu’un nombre flou est positif (respectivement strictement positif) si

Supp A ⊂ [0,+∞[ (respectivement ]0,+∞[).
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3. On dit qu’un nombre flou est négatif (respectivement strictement négatif) si

Supp A ⊂]−∞, 0] (respectivement ]−∞, 0[).

Exemple 1.21.

1. Le sous-ensemble flou A de R qu’a pour fonction caractéristique

µA : R −→ [0, 1]

x 7−→ µA(x) =



0, x < −5,

x+5
4
, −5 ≤ x < −1,

1−x
2
, −1 ≤ x ≤ 1,

0, x > 1,

est un nombre flou, appelé nombre flou triangulaire (Voir la figure (1.2)). En effet,

(a) A est normalisé, puisque, il existe x = −1, tel que µA(x) = 1.

(b) Soit λ ∈ [0, 1], on veut vérifier que

µA(λx+ (1− λ)y) ≥ min(µA(x), µA(y)). (1.4)

Distinguons les cas suivants :

1er cas : Si x ∈]−∞,−5[ et y ∈]−∞,−5[∪[−5,−1] ∪ [−1, 1]∪]1,+∞[.

On a

µA(x) = 0 = min(µA(x), µA(y)),

et comme

µA(λx+ (1− λ)y) ≥ 0,

alors l’inégalité (1.4) est vérifiée.

Notons que au cas inverse, c’est à dire,

lorsque y ∈] −∞,−5[ et x ∈] −∞,−5[∪[−5,−1] ∪ [−1, 1]∪]1,+∞[, l’inégalité

est aussi vérifiée.

2me cas : Si x, y ∈ [−5,−1], alors on a

µA(x) =
x+ 5

4
et µA(y) =

y + 5

4
.

Supposons que x ≥ y, alors

µA(λx+ (1− λ)y) =
(λx+ (1− λ)y) + 5

4

=
λ(x− y)

4
+
y + 5

4

≥ y + 5

4
= min(µA(x), µA(y)).
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Maintenant, si y ≥ x, alors

µA(λx+ (1− λ)y) =
[λx+ (1− λ)y] + 5

4

=
(λx+ (1− λ)y) + 5 + x− x

4

=
x+ 5

4
+

(1− λ)(y − x)

4

≥ x+ 5

4
= min(µA(x), µA(y)).

D’où l’inégalité (1.4) est vérifiée.

3me cas : Si x, y ∈ [−1, 1], alors on a

µA(x) =
1− x

2
et µA(y) =

1− y
2

.

Supposons que y ≥ x, alors

µA(λx+ (1− λ)y) =
1− (λx+ (1− λ)y)

2

=
λ(y − x)

2
+

1− y
2

≥ 1− y
2

= min (µA(y), µA(x)) .

Inversement, si x ≥ y, alors

µA(λx+ (1− λ)y) =
1− (λx+ (1− λ)y)

2

=
1− λx− y + λy + x− x

2

=
(1− λ)(x− y)

2
+

1− x
2

≥ 1− x
2

= min (µA(y), µA(x)) .

D’où l’inégalité (1.4) est vérifiée.

4me cas : Si x ∈ [−5,−1] et y ∈ [−1, 1], alors

µA(x) =
x+ 5

4
et µA(y) =

1− y
2

.

On a dans ce cas y ≥ x, et (λx+ (1− λ)y) ∈ [−5, 1].

Premièrement, si (λx+ (1− λ)y) ∈ [−5,−1], alors

µA(λx+ (1− λ)y) =
λx+ (1− λ)y + 5

4

=
λx+ (1− λ)y + x− x+ 5

4

=
(1− λ)(y − x)

4
+
x+ 5

4

≥ x+ 5

4
≥ min

(
x+ 5

4
,
1− y

2

)
.
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Deuxièmement, si µA(λx+ (1− λ)y) ∈ [−1, 1], on obtient

µA(λx+ (1− λ)y) =
[1− [λx+ (1− λ)y]

2

=
1− λx− y + λy

2

=
1− y

2
+
λ(y − x)

2

≥ 1− y
2
≥ min

(
1− y

2
,
x+ 5

4

)
.

D’où l’inégalité (1.4) est vérifiée.

Notons que la démonstration du cas inverse, c’est à dire, lorsque y ∈ [−5,−1]

et x ∈ [−1, 1] se fait de la même manière.

5me cas : Si x ∈]1,+∞[ et y ∈]−∞,−5[∪[−5,−1] ∪ [−1, 1]∪]1,+∞[.

On a

µA(x) = 0 = min(µA(x), µA(y)),

et comme

µA(λx+ (1− λ)y) ≥ 0,

alors l’inégalité (1.4) est vérifiée.

De la même façon, on peut démontrer que lorsque y ∈]1,+∞[ et

x ∈]−∞,−5[∪[−5,−1] ∪ [−1, 1]∪]1,+∞[, l’inégalité (1.4) vérifiée.

En conclusion, on déduit que A est convexe.

(c) Il est clair que la fonction µA est continue sur R.

(d) A est à support compact. En effet,

Supp A = {x ∈ R, µA(x) > 0} = ]− 5, 1[ = [−5, 1],

qui est un intervalle borné fermé dans R. D’où le résultat.
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Figure 1.2 – Un nombre flou triangulaire.

2. L’ensemble flou A représenté par la figure (1.1) n’est pas un nombre flou puisque

SuppA = R qui n’est pas un compact.

3. L’ensemble flou représenté par la figure (1.3) n’est pas un nombre flou puisqu’il

n’est pas convexe.

Figure 1.3 – Un sous-ensemble flou de R qui n’est pas un nombre flou.
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Figure 1.4 – Exemple d’un nombre flou trivial.

1.4 Les α–coupes des nombres flous

Dans tout ce qui suit, les α–coupes d’un nombre flou seront noté [A]α, α ∈ [0, 1].

Proposition 1.22. Soit A ∈ F(R) un nombre flou et [A]α, α ∈ [0, 1] ses α–coupes. Alors,

1. [A]α est un intervalle fermé borné, tel que pour tout α ∈]0, 1], [A]α = [Al,α, Ar,α].

2. Si 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ 1, alors [A]α2 ⊆ [A]α1 .

3. Supp A =
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

Preuve. 1. Soit A un nombre flou et α ∈]0, 1], remarquons d’abord que tous les

ensembles [A]α ne sont pas vides puisque [A]1 6= ∅ (A normalisé) et ils sont bornés

car Supp A est borné (tout ensemble compact dans R est fermé borné).

Si a, b ∈ [A]α, alors µA(a) ≥ α et µA(b) ≥ α. Puis de la convexité floue, si x ∈ [a, b]

on obtient

µA(x) ≥ min{µA(a), µA(b)} = α,

i.e., x ∈ [A]α. En conclusion, [A]α contient tout intervalle fermé [a, b] et cela signifie

que [A]α est convexe.
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Maintenant on montre que [A]α est fermé, pour cela il suffit de montrer que son

complémentaire, i.e., V = {x ∈ R, µA(x) < α} est un ouvert. Soit x0 ∈ V , alors

µA(x0) < α, puisque la fonction µA est semi-continue supérieurement en x0, alors il

existe un voisinageW ⊂ R de x0 tel que pour tout x ∈ W on a µA(x)−µA(x0) < ε,

donc

µA(x) < ε+ µA(x0),

Pour ε assez petit et comme µA(x0) < α on obtient que µA(x) < α, i.e., x ∈ V,

ce qui implique que W ⊂ V. D’où V est ouvert et par suite [A]α est fermé. Dans

R, les ensembles convexes fermés sont des intervalles fermés (Voir [10] p.14), d’où

[A]α est un intervalle fermé pour tout α ∈]0, 1].

2. Soient α1, α2 ∈ [0, 1] tel que α1 ≤ α2. Soit x ∈ [A]α2 , alors on a µA(x) ≥ α2 ≥ α1.

D’où x ∈ [A]α1 .

3. Premièrement, on montre l’inclusion
⋃

α∈]0,1]

[A]α ⊂ SuppA. On a pour tout α ∈]0, 1],

[A]α = {x ∈ R, µA(x) ≥ α} ⊂ {x ∈ R, µA(x) > 0},

donc ⋃
α∈]0,1]

[A]α ⊂ {x ∈ R, µA(x) > 0},

d’où ⋃
α∈]0,1]

[A]α ⊂ {x ∈ R, µA(x) > 0} = SuppA.

Deuxièmement, on montre que SuppA ⊂
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

Pour cela, soit x ∈ SuppA = {x ∈ R, µA(x) > 0}, alors il existe une suite (xn)n∈N

telle que lim
n→+∞

xn = x. Supposons µA(xn) = αn, n ∈ N, alors

xn ∈ [A]αn ⊂
∞⋃
n=1

[A]αn ⊂
⋃

α∈]0,1]

[A]α,

d’où

x ∈
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

Ainsi

SuppA ⊂
⋃

α∈]0,1]

[A]α.

D’où le résultat.
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Exemple 1.23. Soit A le nombre flou où sa fonction d’appartenance est donnée par

µA(x) =

4(x− x2), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1],

voir la figure ci-dessous

Figure 1.5 – Le nombre flou A.

Nous voulons montrer que les α− coupes de A sont des intervalles fermées bornées de

R. Soit α ∈]0, 1], on a

[A]α = {x ∈ R, µA(x) ≥ α}

= {x ∈ R, 4(x− x2) ≥ α}.

Prenons l’équation

4(x− x2)− α = 0,

qui admet deux racines distinctes

x1 =
1

2
(1−

√
1− α) et x2 =

1

2
(1 +

√
1− α).

Donc, l’inégalité 4(x− x2) ≥ α est satisfaite si et seulement si

x ∈ [
1

2
(1−

√
1− α),

1

2
(1 +

√
1− α)].

D’où

[A]α = [
1

2
(1−

√
1− α),

1

2
(1 +

√
1− α)],

qui est un intervalle fermé borné de R.
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Lemme 1.24. [4] Soit A ∈ F(R) un nombre flou, et [A]α = [Al,α, Ar,α], pour α ∈]0, 1] ses

α–coupes. Alors Al,α et Ar,α peuvent être considérées comme des fonctions en α définies

sur l’intervalle ]0, 1], qui satisfont

1. Al,α est croissante et continue à gauche, i.e., pour tout a ∈]0, 1], lim
<

α−→a
Al,α = Al,a.

2. Ar,α est décroissante et continue à gauche.

3. Al,1 ≤ Ar,1

Inversement, pour toute fonction Lα et Rα définie sur ]0, 1] qui vérifie (1) − (3) dans ce

qui précède, il existe un unique A ∈ F(R) tel que [A]α = [Lα, Rα] pour tout α ∈]0, 1].

Maintenant, nous enumérons certaines opérations arithmétiques pour les intervalles

fermés de R dont nous aurons besoin lors des défintions des opérations algébriques sur les

nombres flous.

Soient λ ∈ R, A = [a, b] et B = [c, d] deux intervalles fermés de R. Alors on a :

a) La somme entre A et B est l’intervalle

A+B = [a+ c, b+ d].

b) La différence entre A et B est l’intervalle

A−B = [a− d, b− c].

c) La multiplication de A par un scalaire λ est l’intervalle

λA =

[λa, λb], si λ ≥ 0,

[λb, λa], si λ < 0.

d) La multiplication de A et B est l’intervalle

A ·B = [minP,maxP ],

où P = {ac, ad, bc, bd}.

e) Le quotient de A et B, si 0 /∈ B, est l’intervalle

A/B = [a, b]/[c, d]

= [min(a/c, a/d, b/c, b/d),max(a/c, a/d, b/c, b/d)].
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1.5 Les opérations algébriques des nombres flous

Souvent, nous devons effectuer des opérations avec des paramètres incertains, c’est à

dire, des nombres flous. Pour cette raison, les opérations analogues à celles classiques entre

nombres réels ont été définies et develloppées de manière extensive. Avant d’entamer leur

théorie, nous allons parler du principe d’extension de Zadeh qui est l’une des idées les plus

fondamentales de la théorie des ensembles flous. Il permet d’exploiter nos connaissances

classiques dans le cas des données floues.

Définition 1.25. [4] (Principe d’extension de Zadeh) Soient X et Y deux ensembles

classiques et soit f une fonction de X dans Y. Alors, elle peut être prolongée en une

fonction F : F(X) −→ F(Y ) (fonction floue) tel que pour tout A ∈ F(X), B = F (A) est

donnée par B = {(y, µB(y)), y ∈ f(X)}, où

µB(y) =

sup{µA(x) : x ∈ X, f(x) = y}, si f−1(y) 6= ∅

0, si f−1(y) = ∅
, ∀y ∈ f(X)

Nous appelons la fonction F l’extension de Zadeh de f˝.

Remarque 1.26.

1. L’extension de Zadeh est bien définie pour tout ensemble flou A ∈ F(X). En effet,

si f−1(y) 6= ∅, l’ensemble {µA(x) : x ∈ X, f(x) = y} n’est pas vide et borné et

ainsi, il admet au moins une borne supérieure.

2. Lorsque X = X1 ×X2, le produit cartésien des ensembles X1 et X2.

Soit f : X1×X2 −→ Y, alors f peut être prolongée à F : F(X1)×F(X2) −→ F(Y )

tel que pour tout A ∈ F(X1), B ∈ F(X2), C = F (A,B), où

µC(y) =

sup{µA×B(x1, x2), x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, f(x1, x2) = y} si f−1(y) 6= ∅

0 sinon

avec µA×B(x1, x2) = min{µA(x1), µB(x2)}.

Pour le cas des nombres flous, il est naturel de poser la question de savoir si l’image

d’un nombre flou par une fonction définit aussi un nombre flou. Le théorème suivant

confirme cette propriété pour les fonctions continues et il a été developpé en utilisant le

principe d’extension de Zadeh. Pour une démonstration détaillée, voir [4].
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Théorème 1.27. Toute fonction continue f de R dans R peut être prolongée à une

fonction F : F(R) −→ F(R), et pour tout A ∈ F(R) on peut déterminer B = F (A) par

ses α–coupes [B]α = [Bl,α, Br,α], α ∈]0, 1], où

Bl,α = inf{f(x), x ∈ [A]α},

et

Br,α = sup{f(x), x ∈ [A]α},

avec [A]α, α ∈]0, 1] désignent les α–coupes de A.

La proposition suivante contient des cas particuliers du théorème (1.27).

Proposition 1.28. Soit A ∈ F(R) un nombre flou tel que [A]α = [Al,α, Ar,α], α ∈ [0, 1]

ses α–coupes. Alors

1. La multiplication de A par un scalaire λ ∈ R+ est un nombre flou et ses α–coupes

sont données par

[λA]α = λ[A]α, ∀α ∈ [0, 1], λ > 0.

où, λ[A]α est le produit usuel d’un réel par un intervalle de R.

2. Pour λ = −1, l’opposé de A, noté −A est un nombre flou et ses α–coupes sont

données par

[−A]α = −[A]α, ∀α ∈ [0, 1].

3. Si 0 /∈ [A]α, alors, l’inverse de A, noté A−1 ou
1

A
est un nombre flou et ses α–coupes

sont données par

[A−1]α =

[
1

A

]
α

=
1

[A]α
, ∀α ∈ [0, 1].

Preuve.

1. Prenons la fonction

f : R+ × R −→ R

(λ, x) 7−→ f(λ, x) = λx

Il clair qu’elle est continue sur R, donc en appliquant le Théorème 1.27, on obtient
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pour tout A ∈ F(R), B = λA ∈ F(R) et on a [B]α = [λA]α = [Bl,α, Br,α] tels que,

Bl,α = inf{f(x), x ∈ [A]α}

= inf{λx, x ∈ [A]α}

= inf{λx, λx ∈ λ[A]α}

= inf{λx, λx ∈ [λAl,α, λAr,α]}

= λAl,α.

Et

Br,α = sup{f(x), x ∈ [A]α}

= sup{λx, x ∈ [Al,α, Ar,α]}

= sup{λx, λx ∈ [λAl,α, λAr,α]}

= λAr,α.

D’où

[λA]α = [λAl,α, λAr,α] = λ[A]α.

2. Prenons la fonction
f : R −→ R

x 7−→ f(x) = −x
Il clair qu’elle est continue sur R, donc en appliquant le Théorème 1.27, on obtient

pour tout A ∈ F(R), B = −A ∈ F(R) et on a [B]α = [−A]α = [Bl,α, Br,α] tels que,

Bl,α = inf{f(x), x ∈ [A]α}

= inf{−x, x ∈ [A]α}

= inf{−x,−x ∈ −[A]α}

= inf{−x,−x ∈ [−Ar,α,−Al,α]}

= −Ar,α.

Et

Br,α = sup{f(x), x ∈ [A]α}

= sup{−x, x ∈ [Al,α, Ar,α]}

= sup{−x,−x ∈ [−Ar,α,−Al,α]}

= −Al,α.

D’où

[−A]α = [−Ar,α,−Al,α] = −[A]α.
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3. On applique le Théorème 1.27, pour la fonction continue

f : R∗ −→ R

x 7−→ f(x) = 1
x

Alors,

A−1 ∈ F(R) et pour α ∈ [0, 1], on a[
1

A

]
α

= [A−1]α = [Bl,α, Br,α],

où

Bl,α = inf{f(x), x ∈ [A]α}

= inf{1

x
, x ∈ [A]α}

= inf

{
1

x
,

1

x
∈ 1

[A]α

}
= inf

{
1

x
,

1

x
∈ 1

[Al,α, Ar,α]

}
= inf

{
1

x
,

1

x
∈
[

1

Ar,α
,

1

Al,α

]}
=

1

Ar,α
.

Et

Br,α = sup{f(x), x ∈ [A]α}

= sup

{
1

x
, x ∈ [A]α

}
= sup

{
1

x
,

1

x
∈
[

1

Ar,α
,

1

Al,α

]}
=

1

Al,α
.

D’où [
1

A

]
α

=

[
1

Ar,α
,

1

Al,α

]
.

Le théorème suivant est aussi important.

Théorème 1.29. Soient f :R×R −→ R une fonction continue. Alors f peut être prolongée

à F : F(R)×F(R) −→ F(R), et pour tout A,B ∈ F(R), C = F (A,B) est déterminé par

ses α–coupes [C]α = [Cl,α, Cr,α], α ∈ [0, 1], tels que

Cl,α = inf{f(x, y)|x ∈ [A]α, y ∈ [B]α},
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et

Cr,α = sup{f(x, y)|x ∈ [A]α, y ∈ [B]α}.

Preuve. Voir [4].

Proposition 1.30. (La somme de deux nombres flous) Soient A,B ∈ F(R) deux

nombres flous, alors la somme de ces deux nombres flous, notée A + B, est un nombre

flou et ses α –coupes sont données par

[A+B]α = {x+ y|x ∈ [A]α, y ∈ [B]α} = [A]α + [B]α,

avec [A]α + [B]α est la somme de deux intervalles de R.

Preuve.

Prenons la fonction

f : R× R −→ R

(x, y) 7−→ f(x, y) = x+ y

Il clair qu’elle est continue sur R2, donc en appliquant le Théorème 1.29, on obtient pour

tout A,B ∈ F(R), C = A+B ∈ F(R) et on a [C]α = [A+B]α = [Cl,α, Cr,α] tels que,

Cl,α = inf{f(x, y), x ∈ [A]α, y ∈ [B]α}

= inf{x+ y, x+ y ∈ [A+B]α}

= inf{x+ y, x+ y ∈ [Al,α +Bl,α, Ar,α +Br,α]}

= Al,α +Bl,α.

Et

Cr,α = sup{f(x, y), x ∈ [A]α, y ∈ [B]α}

= sup{x+ y, x+ y ∈ [A+B]α}

= sup{x+ y, x+ y ∈ [Al,α +Bl,α, Ar,α +Br,α]}

= Ar,α +Br,α.

D’où

[A+B]α = [Al,α +Bl,α, Ar,α +Br,α] = [A]α + [B]α.
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Théorème 1.31.

1. L’addition des nombres flous est associative et commutative, i.e.,∀A,B,C ∈ F(R),

A+ (B + C) = (A+B) + C,

et

A+B = B + A.

2. 0 ∈ R est l’élément neutre, i.e.,

A+ 0 = 0 + A = A,∀A ∈ F(R).

3. Aucun élément A ∈ F(R)\R posséde un opposé dans F(R).

4. Soit A, B et C sont tous des nombres flous positifs ou négatifs, alors

A · (B + C) = (A ·B) + (A · C).

5. Pour λ ∈ R, et A,B ∈ F(R), on a

λ · (A+B) = λ · A+ λ ·B.

6. Pour λ, µ ∈ R, et A ∈ F(R), on a

(λ · µ) · A = λ · (µ · A).

Preuve. Voir [4].

Proposition 1.32. (Le produit de deux nombres flous ) Soient A,B ∈ F(R) deux

nombres flous, alors le produit de A et B, C = A · B est un nombre flou et ses α–coupes

[C]α = [A ·B]α = [Cl,α, Cr,α], α ∈ [0, 1] sont données par

Cl,α = (A ·B)l,α = min{Al,αBl,α, Al,αBr,α, Ar,αBl,α, Ar,αBr,α},

et

Cr,α = (A ·B)r,α = max{Al,αBl,α, Al,αBr,α, Ar,αBl,α, Ar,αBr,α}.

Preuve.

Prenons la fonction

f : R× R −→ R

(x, y) 7−→ f(x, y) = x · y
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Il clair qu’elle est continue sur R2, donc en appliquant le Théorème 1.29, on obtient pour

tout A,B ∈ F(R), C = A ·B ∈ F(R) et on a [C]α = [A ·B]α = [Cl,α, Cr,α] tels que

Cl,α = min{f(x, y), x ∈ [A]α, y ∈ [B]α}

= min{x · y, x · y ∈ [A ·B]α}

= min{x · y, x · y ∈ [A]α · [B]α}

= min{Al,αBl,α, Al,αBr,α, Ar,αBl,α, Ar,αBr,α}

= (A ·B)l,α.

Et

Cr,α = max{f(x, y), x ∈ [A]α, y ∈ [B]α}

= max{x · y, x · y ∈ [A ·B]α}

= max{x · y, x · y ∈ [A]α · [B]α}

= max{Al,αBl,α, Al,αBr,α, Ar,αBl,α, Ar,αBr,α}

= (A ·B)r,α.

Théorème 1.33. Soient A,B,C des nombres flous, alors

1. Le produit est associatif et commutatif, i.e,

(A ·B) · C = A · (B · C),

et

A ·B = B · A.

2. Aucun élément A ∈ F(R) R possède un inverse dans F(R).

3. Si A est un nombre flou positif alors −A est un nombre flou négatif.

4. (−A) ·B = −(A ·B).

5. 1 ∈ R est l’élément neutre, i.e.,

A · 1 = 1 · A = A,∀A ∈ F(R).

6. On a

((A+B) · C)α ⊆ (A · C)α + (B · C)α,∀α ∈ [0, 1].

L’inclusion inverse n’est pas vraie en général et donc la distributivité ne tient pas.
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Preuve. Voir [4].

Remarque 1.34. L’ensemble F(R) n’est pas un espace véctoriel car les opérations (+)

et (·) n’ademttent pas d’éléments symétriques. C’est une propriété qui restreint plusieurs

domaines de mathématiques floues, comme par exemple, le domaine des équations diffé-

rentielles et les équations aux différences floues.

1.6 Espace métrique des nombres flous

Maintenant, on va définir une distance sur l’espace des nombres flous F(R).

Définition 1.35. Soit A,B deux nombres flous, où [A]α = [Al,α, Ar,α] et [B]α = [Bl,α, Br,α]

ses α− coupes respectivement. On définit la distance entre deux nombres flous par

D∞ : F(R)×F(R) −→ R+

(A,B) 7−→ D∞(A,B)

tel que

D∞(A,B) = sup
α∈]0,1]

max{|Al,α −Bl,α|, |Ar,α −Br,α|}.

Proposition 1.36. (F(R), D∞) est un espace métrique.

Preuve.

Pour que (F(R), D∞) soit un espace métrique, il faut que D∞ soit une distance sur

F(R) c’est à dire il faut vérifier les conditions suivantes :

Si A,B et C trois nombres flous, alors

(a) D∞(A,B) ≥ 0.

(b) D∞(A,B) = 0, alors A = B.

(c) D∞(A,B) = D∞(B,A).

(d) D∞(A,C) ≤ D∞(A,B) +D∞(B,C).

On a

(a) De la définition de D∞, il est clair que D∞(A,B) ≥ 0.

(b) D∞(A,B) = sup
α∈]0,1]

max{|Al,α −Bl,α|, |Ar,α −Br,α|} = 0,

alors

|Al,α −Bl,α| = 0 et |Ar,α −Br,α| = 0,
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donc

Al,α = Bl,α et Ar,α = Br,α.

(c)

D∞(A,B) = sup
α∈]0,1]

max{|Al,α −Bl,α|, |Ar,α −Br,α|}

= sup
α∈]0,1]

max{|Bl,α − Al,α|, |Br,α − Ar,α|}

= D∞(B,A).

(d)

D∞(A,C) = sup
α∈]0,1]

max{|Al,α − Cl,α|, |Ar,α − Cr,α|}

= sup
α∈]0,1]

max{|Al,α −Bl,α +Bl,α − Cl,α|, |Ar,α −Br,α +Br,α − Cr,α|},

comme

|Al,α −Bl,α +Bl,α − Cl,α| ≤ |Al,α −Bl,α|+ |Bl,α − Cl,α|,

et

|Ar,α −Br,α +Br,α − Cr,α| ≤ |Ar,α −Br,α|+ |Br,α − Cr,α|,

alors

D∞(A,C) ≤ D∞(A,B) +D∞(B,C).

De (a), (b), (c) et (d), on déduit queD∞ est une distance sur F(R), i.e., (F(R), D∞)

est un espace métrique.



CHAPITRE 2

SUR LE COMPORTEMENT DES SOLUTIONS D’UN

SYSTÈME D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

RATIONNELS D’ORDRE DEUX

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps quelques notions et théo-

rèmes de base sur les équations aux différences. Ensuite, nous faisons l’étude du compor-

tement global des solutions du système d’équations aux différences d’ordre deux suivantxn+1 = xn+xn−1

a+ynyn−1

yn+1 = yn+yn−1

b+xnxn−1

n = 0, 1, 2, ...,

où a et b sont des constantes réelles strictement positives et les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0

sont des nombres réels positifs.

2.1 Généralités sur les équations et les systèmes d’équa-

tions aux différences

Définition 2.1. Une équation aux différences d’ordre k+1 est une équation de la forme

suivante

xn+1 = f(xn, xn−1, ..., xn−k), n = 0, 1, 2, ..., (2.1)

où f : Ik+1 −→ I , avec I ⊂ R et x0, x−1, ..., x−k ∈ I sont les valeurs initiales.

24
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Remarque 2.2.

1. Une solution de l’équation (2.1) est une suite (xn)n≥−k qui satisfait (2.1) pour tout

n ∈ N.

2. L’équation (2.1) admet une et une seule solution une fois fixées les k + 1 valeurs

initiales.

Définition 2.3. Une équation aux différences est dite linéaire non homogène d’ordre k+1

si elle est de la forme

xn+1 + a0xn + ...+ akxn−k = g(n), n = 0, 1, 2, ..., (2.2)

avec ai, i ∈ {1, ..., k} sont des constantes réelles, tel que ak 6= 0 et g(n) est une fonction

réelle définie sur N.

Si g(n) = 0, pour tout n ∈ N, alors l’équation (2.2) est dite homogène.

Définition 2.4. Soit (xn)n≥−k une solution de l’équation (2.1), on dit que (xn)n≥−k est

permanente s’il existe β, γ ∈ R, et n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, β ≤ xn ≤ γ.

Définition 2.5. On dit que x̄ ∈ I est un point d’équilibre de l’équation (2.1) si

x̄ = f(x̄, x̄, ..., x̄).

Considérons le système d’équationsxn+1 = f(xn, xn−1, yn, yn−1)

yn+1 = g(xn, xn−1, yn, yn−1)
n = 0, 1, 2, ..., (2.3)

où f : I2 × J2 −→ I, g : I2 × J2 −→ I sont des fonctions de classe C1(I2 × J2, I2 × J2).

I, J ⊂ R et x−1, x0, y−1, y0 ∈ R sont les valeurs initiales.

Définition 2.6. Un point (x̄, ȳ) ∈ I × J est dit point d’équilibre du système (2.3) six̄ = f(x̄, x̄, ȳ, ȳ)

ȳ = g(x̄, x̄, ȳ, ȳ)

Posons Xn = (xn, xn−1, yn, yn−1)t, alors le système (2.3) peut s’écrire sous la forme

vectorielle suivante :

Xn+1 = F (Xn), n = 0, 1, 2, ..., (2.4)
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où
F : I2 × J2 −→ I2 × J2

u0

u1

v0

v1

 7−→ F




u0

u1

v0

v1



 =


f(u0, u1, v0, v1)

u0

g(u0, u1, v0, v1)

v0


Définition 2.7. Un vecteur X̄ ∈ I2 × J2 est dit point d’équilibre du système (2.4) s’il

vérifie

X̄ = F (X̄).

Définition 2.8. Soit X̄ un point d’équilibre du système (2.4).

1. On dit que X̄ est stable (localement stable) si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel

que, si (Xn)n≥0 est une solution du système (2.4) avec la valeur initiale X0 ∈ I4

vérifiant ‖X0 − X̄‖ < δ, alors, pour tout n ∈ N, ‖Xn − X̄‖ < ε.

où ‖.‖ est une norme vectorielle. Si non, le point X̄ est dit instable.

2. On dit que X̄ est asymptotiquement stable (localement asymptotiquement stable)

si X̄ est stable, et s’il existe γ > 0 tel que, si (Xn)n≥0 est une solution du système

(2.4) avec la valeur initiale X0 ∈ I4 vérifiant ‖Xn−X̄‖ < γ, alors, lim
n−→+∞

Xn = X̄.

3. On dit que X̄ est globalement attractif si pour toute solution (Xn)n≥0 du système

(2.4) avec la valeur initiale X0 ∈ I4, on a

lim
n−→+∞

Xn = X̄.

4. On dit que X̄ est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement

attractif.

Remarque 2.9. Il est clair que (x̄, ȳ) est un point d’équilibre du système (2.3) si et

seulement si X̄ = (x̄, x̄, ȳ, ȳ) est un point d’équilibre du système (2.4) et donc pour étudier

la stabilité du point d’équilibre (x̄, ȳ) il suffit d’étudier celle de suffit d’étudier la X̄.

Définition 2.10. Soit X̄ un point d’équilibre du système (2.3), supposons que

F ∈ C1(I2× J2, I2× J2). On appelle système linéaire associé au système (2.3) autour du

point X̄ le système

Zn+1 = JFZn, n = 0, 1, 2, ...,
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où Zn = Xn − X̄, JF est la matrice jacobienne de F au point X̄ donnée par,

JF =



∂f

∂u0

(X̄)
∂f

∂u1

(X̄)
∂f

∂v0

(X̄)
∂f

∂v1

(X̄)

1 0 0 0
∂g

∂u0

(X̄)
∂g

∂u1

(X̄)
∂g

∂v0

(X̄)
∂g

∂v1

(X̄)

0 0 1 0


,

et son polynôme caractéristique associé est donné par

P (λ) = det(JF − λI4),

où I4 est la matrice unité d’ordre 4.

Le théorème suivant est fondamental pour étudier la stabilité des systèmes d’équations

aux différences non linéaires.

Théorème 2.11. [8] Considérons le système (2.3) où F ∈ C1(I2 × J2, I2 × J2), et soit

X̄ un point d’équilibre de ce système.

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne JF sont de module strictement

inférieur à 1, alors le point d’équilibre X̄ est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une des valeurs propres de la matrice jacobienne JF est de module

strictement supérieur à 1, alors le point d’équilibre X̄ est instable.

3. Si une des valeurs propres de la matrice jacobienne est de module égale à 1, alors

le point d’équilibre X̄ peut être stable, instable ou asymptotiquement stable.

2.2 Étude du comportement global des solutions d’un

système d’équations aux différences non linéaires

On considère le système rationnel d’ordre deux suivantxn+1 = xn+xn−1

a+ynyn−1

yn+1 = yn+yn−1

b+xnxn−1

n = 0, 1, 2, ..., (2.5)

avec les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 ∈ R+ et a, b ∈ R∗+.
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2.2.1 Points d’équilibre

Dans ce qui suit, on va chercher les points d’équilibre de ce système. On a (x̄, ȳ) est

un point d’équilibre du système (2.5), alors il satisfaitx̄ = 2x̄
a+ȳ2

ȳ = 2ȳ
b+x̄2

.

Alors, on obtient

x̄(ȳ2 + a− 2) = 0 et ȳ(x̄2 + b− 2) = 0,

donc

x̄ = 0 ou ȳ =
√

2− a,

et

x̄ =
√

2− b ou ȳ = 0.

Il est clair que (0, 0) est une solution de ces deux équations et donc O = (0, 0) est un

point d’équilibre du système (2.5).

Si de plus, a, b < 2, le système admet un deuxième point d’équilibre E = (
√

2− b,
√

2− a)

qui est strictement positif.

2.2.2 Étude de la stabilité du point E = (
√

2− b,
√

2− a)

Par linéarisation nous allons étudier dans le théorème suivant la stabilité du point

d’équilibre E = (
√

2− b,
√

2− a).

Théorème 2.12. Si a, b < 2, alors le point d’équilibre E = (
√

2− b,
√

2− a) est instable.

Preuve.

On a le système linéaire associé au système (2.5) autour du point d’équilibre

E = (
√

2− b,
√

2− a) est

Zn+1 = J
(1)
F Zn, n = 0, 1, 2, ..., (2.6)

où Zn = Xn − X̄1 et J (1)
F est la matrice jacobienne de F au point

X̄1 = (
√

2− b,
√

2− b,
√

2− a,
√

2− a), avec

f, g : R2
+ × R2

+ −→ R2
+ × R2

+

(u0, u1, v0, v1) 7−→ f, g((u0, u1, v0, v1))
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sont des fonctions continues et différentiables sur R2
+ × R2

+, où

f((u0, u1, v0, v1)) =
u0 + u1

a+ v0v1

,

g((u0, u1, v0, v1)) =
v0 + v1

b+ u0u1

.

Donc par définition, on a

J
(1)
F =



∂f

∂u0

(X̄1)
∂f

∂u1

(X̄1)
∂f

∂v0

(X̄1)
∂f

∂v1

(X̄1)

1 0 0 0
∂g

∂u0

(X̄1)
∂g

∂u1

(X̄1)
∂g

∂v0

(X̄1)
∂g

∂v1

(X̄1)

0 0 1 0


,

où
∂f

∂u0

(u0, u1, v0, v1) =
1

a+ v0v1

,
∂f

∂u1

(u0, u1, v0, v1) =
1

a+ v0v1

,

∂f

∂v0

(u0, u1, v0, v1) = −(u0 + u1)v1

(a+ v0v1)2
,

∂f

∂v1

(u0, u1, v0, v1) = −(u0 + u1)v0

(a+ v0v1)2
,

∂g

∂u0

(u0, u1, v0, v1) = −(v0 + v1)u1

(b+ u0u1)2
,

∂g

∂u1

(u0, u1, v0, v1) = −(v0 + v1)u0

(b+ u0u1)2
,

∂g

∂v0

(u0, u1, v0, v1) =
1

b+ u0u1

,
∂g

∂v1

(u0, u1, v0, v1) =
1

b+ u0u1

.

Alors
∂f

∂u0

(X̄1) =
1

2
,

∂f

∂u1

(X̄1) =
1

2
,

∂f

∂v0

(X̄1) = −1

2

√
2− a

√
2− b, ∂f

∂v0

(X̄1) = −1

2

√
2− a

√
2− b,

∂g

∂u0

(X̄1) = −1

2

√
2− a

√
2− b, ∂g

∂u1

(X̄1) = −1

2

√
2− a

√
2− b,

∂g

∂v0

(X̄1) =
1

2
,

∂g

∂v1

(X̄1) =
1

2
.

Posons θ = −1
2

√
2− a

√
2− b, alors

J
(1)
F =



1

2

1

2
θ θ

1 0 0 0

θ θ
1

2

1

2
0 0 1 0


Ainsi

P (λ) = det|J (1)
F − λI4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

2
− λ 1

2
θ θ

1 −λ 0 0

θ θ
1

2
− λ 1

2
0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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donc, le polynôme caractéristique est

P (λ) = λ4 − λ3 −
(

3

4
+ θ2

)
λ2 +

(
1

2
− 2θ2

)
λ+

1

4
− θ2. (2.7)

On a, P est continue tel que

P (1) = −4(θ)2 < 0,

et

lim
λ−→+∞

P (λ) = +∞,

donc P admet une racine |λ| > 1. D’après le Théorème 2.11 le point E = (
√

2− b,
√

2− a)

est instable.

2.2.3 Stabilité asymptotique du point d’équilibre O = (0, 0)

Par linéarisation nous allons étudier dans le théorème suivant la stabilité locale du

point d’équilibre O = (0, 0).

Théorème 2.13. On a

(i) Si a, b > 2, alors le point d’équilibre O = (0, 0) du système (2.5) est localement

asymptotiquement stable.

(ii) Si a < 2 ou b < 2, alors le point d’équilibre O = (0, 0) du système (2.5) est instable.

(iii) Si a, b = 2, alors le point d’équilibre O = (0, 0) du système (2.5) peut être stable,

instable ou asymptotiquement stable.

Preuve.

On a le système linéaire associé au système (2.5) autour du point d’équilibre

O = (0, 0) est

Zn+1 = J
(2)
F Zn, n = 0, 1, 2, ..., (2.8)

où Zn = Xn − X̄2, et J
(2)
F est la matrice jacobienne calculée au point X̄2 = (0, 0, 0, 0)

associée à la fonction F. Donc par définition on a

J
(2)
F =



∂f

∂u0

(X̄2)
∂f

∂u1

(X̄2)
∂f

∂v0

(X̄2)
∂f

∂v1

(X̄2)

1 0 0 0
∂g

∂u0

(X̄2)
∂g

∂u1

(X̄2)
∂g

∂v0

(X̄2)
∂g

∂v1

(X̄2)

0 0 1 0


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où, X̄2 = (0, 0, 0, 0). En utilisant les formules de f et g, on trouve

∂f

∂u0

(X̄2) =
1

a
,

∂f

∂u1

(X̄2) =
1

a
,

∂f

∂v0

(X̄2) = 0,
∂f

∂v1

(X̄2) = 0,

∂g

∂u0

(X̄2) = 0,
∂g

∂u1

(X̄2) = 0,

∂g

∂v0

(X̄2) =
1

b
,

∂g

∂v1

(X̄2) =
1

b
.

Donc

J
(2)
F =



1

a

1

a
0 0

1 0 0 0

0 0
1

b

1

b
0 0 1 0


Donc, le polynôme caractéristique associé est

P (λ) = det|J (2)
F − λI4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

a
− λ 1

a
0 0

1 −λ 0 0

0 0
1

b
− λ 1

b
0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D’où

P (λ) =

(
λ2 − 1

a
λ− 1

a

)(
λ2 − 1

b
λ− 1

b

)
Posons

P (λ) = P1(λ)P2(λ)

où

P1(λ) = λ2 − 1

a
λ− 1

a
et P2(λ) = λ2 − 1

b
λ− 1

b

Comme a, b > 0, on a

41 =

(
1

a

)2

+
4

a
> 0 et 42 =

(
1

b

)2

+
4

b
> 0

Alors chacun de P1(λ), P2(λ) admet deux racines réelles qui sont, respectivement,

λ1,2 =
1±
√

4a+ 1

2a
et λ3,4 =

1±
√

4b+ 1

2b
.

A présent, distinguons les cas suivants :
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(i) Si a, b > 2, alors on a |λ1,2| < 1 et |λ3,4| < 1, i.e., toutes les valeurs propres de

J
(2)
F sont de valeurs absolues inférieurs strictement à 1. En effet, il est clair que

1+
√

4a+1
2a

> −1. D’autre part, on a

a > 2

⇐⇒ 4a2 > 8a

⇐⇒ 4a2 − 4a+ 1 > 4a+ 1

⇐⇒ (2a− 1)2 > 4a+ 1

⇐⇒ 2a− 1 >
√

4a+ 1

⇐⇒ 2a > 1 +
√

4a+ 1

⇐⇒ 1+
√

4a+1
2a

< 1,

d’où ∣∣∣∣1 +
√

4a+ 1

2a

∣∣∣∣ < 1.

Aussi remarquons que l’inégalité 1−
√

4a+1
2a

< 1 est vérifiée. Et montrons par absurde

que 1−
√

4a+1
2a

> −1, on a

1−
√

4a+1
2a

< −1

⇐⇒ 1−
√

4a+ 1 < −2a

⇐⇒ 1 + 2a <
√

4a+ 1

⇐⇒ (1 + 2a)2 < 4a+ 1

⇐⇒ 4a2 + 4a+ 1 < 4a+ 1

⇐⇒ 4a2 < 0.

Contradiction avec le fait que a > 2. D’où −1 < 1−
√

4a+1
2a

< 1. Donc d’après le t

Théorème 2.11 on déduit que le point O = (0, 0) est localement asymptotiquement

stable.

(ii) Si a < 2 ou b < 2, alors |λ1| = |1+
√

4a+1
2a

| > 1 et |λ3| = |1+
√

4b+1
2b
| > 1. En effet, si

on suppose que |λ1| < 1, i.e., 1+
√

4a+1
2a

< 1 on obtient

1+
√

4a+1
2a

< 1

⇐⇒ 1 +
√

4a+ 1 < 2a

⇐⇒ 0 <
√

4a+ 1 < 2a− 1

⇐⇒ 0 < 4a+ 1 < (2a− 1)2

⇐⇒ 4a+ 1 < 4a2 − 4a+ 1

⇐⇒ 8a < 4a2

⇐⇒ a > 2.
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Contradiction. Alors, |λ1| > 1. Donc, d’après le Théorème 2.11, on déduit que le

point O = (0, 0) est instable dans ce cas.

(iii) Si a, b = 2, alors on a |λ1| = |λ3| = 1+
√

9
4

= 1 et |λ2| = |λ4| = |1−
√

9
4
| = 1

2
.

Donc, d’après le Théorème 2.11, on déduit que le point O = (0, 0) peut être stable,

instable, ou asymptotiquement stable.

2.2.4 Attractivité globale du point O = (0, 0)

Dans cette partie on s’intéresse à l’étude de l’attractivité globale du point d’équilibre

O = (0, 0).

Théorème 2.14. Soit {(xn, yn)}∞n=−1 une solution du système (2.5), alors pour tout

n ≥ −1, on a

0 ≤ xn ≤ c1

(
1−
√

4a+ 1

2a

)n
+ c2

(
1 +
√

4a+ 1

2a

)n
,

0 ≤ yn ≤ c3

(
1−
√

4b+ 1

2b

)n
+ c4

(
1 +
√

4b+ 1

2b

)n
,

tels que

c1 =
−2u−1 + (1−

√
4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
, c2 =

2u−1 + (1 +
√

4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
,

c3 =
−2v−1 + (1−

√
4b+ 1)v0

2
√

4b+ 1
, c4 =

2v−1 + (1 +
√

4b+ 1)v0

2
√

4b+ 1
,

avec x−1, x0, y−1, y0 ∈ R+ sont les valeurs initiales.

Preuve. De (2.5), on a pour tout n ≥ 0

xn+1 ≤
1

a
(xn + xn−1), (2.9)

et

yn+1 ≤
1

b
(yn + yn−1). (2.10)

Considérons les équations aux différences linéaires d’ordre deux suivantes

un+1 =
1

a
(un + un−1), (2.11)

et

vn+1 =
1

b
(vn + vn−1). (2.12)
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Les polynômes caractéristiques associés à ces équations sont

P1(λ) = λ2 − 1

a
λ− 1

a
et P2(λ) = λ2 − 1

b
λ− 1

b
.

On a, le polynôme P1 admet deux racines distinctes,

λ1,2 =
1±
√

1 + 4a

2a
,

et les deux racines de P2 sont,

λ3,4 =
1±
√

1 + 4b

2b
.

Alors, les solutions des équations (2.11) et (2.12) sont données par

un = c1

(
1−
√

4a+ 1

2a

)n
+ c2

(
1 +
√

4a+ 1

2a

)n
, n = −1, 0, 1, ..., (2.13)

vn = c3

(
1−
√

4b+ 1

2b

)n
+ c4

(
1 +
√

4b+ 1

2b

)n
, n = −1, 0, 1, ..., (2.14)

où c1, c2, c3 et c4 sont des nombres réels dépendants des valeurs initiales u−1, u0, v−1, et v0,

comme suit :

c1 =
−2u−1 + (−1 +

√
4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
, c2 =

2u−1 + (1 +
√

4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
,

c3 =
−2v−1 + (−1 +

√
4b+ 1)v0

2
√

4b+ 1
, c4 =

2v−1 + (1 +
√

4b+ 1)v0

2
√

4b+ 1
.

En effet, si n = 0 alors on a de (2.13), u0 = c1 + c2, et donc c1 = u0− c2. On a aussi pour

n = −1

u−1 = c1

(
1−
√

4a+ 1

2a

)−1

+ c2

(
1 +
√

4a+ 1

2a

)−1

= c1

(
2a

1−
√

4a+ 1

)
+ c2

(
2a

1 +
√

4a+ 1

)
= 2a

[
c1(1 +

√
4a+ 1) + c2(1−

√
4a+ 1)

(1−
√

4a+ 1)(1 +
√

4a+ 1)

]
= 2a

[
(u0 − c2)(1 +

√
4a+ 1) + c2(1−

√
4a+ 1)

1− 4a− 1

]
=
−1

2

[
u0(1 +

√
4a+ 1) + c2(−1−

√
4a+ 1 + 1−

√
4a+ 1)

]
=
−1

2

[
u0(1 +

√
4a+ 1)− 2c2(

√
4a+ 1)

]
=
−(1 +

√
4a+ 1)

2
u0 + c2(

√
4a+ 1),
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d’où

c2 =
2u−1 + (1 +

√
4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
,

par suite,

c1 = u0 − c2

c1 = u0 −
2u−1 + (1 +

√
4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1

=
u0(2
√

4a+ 1)− 2u−1 − (1 +
√

4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1

=
2
√

4a+ 1u0 − 2u−1 − u0 −
√

4a+ 1u0

2
√

4a+ 1

=

√
4a+ 1u0 − u0 − 2u−1

2
√

4a+ 1

=
−2u−1 + (−1 +

√
4a+ 1)u0

2
√

4a+ 1
.

De la même manière, on calcule c3 et c4. Posons u−1 = x−1, u0 = x0, v−1 = y−1, et v0 = y0.

Montrons que xn ≤ un et yn ≤ vn, pour tout n ≥ −1.

On a de (2.9)

x1 ≤
1

a
(x0 + x−1) =

1

a
(u0 + u−1) = u1.

Supposons maintenant qu’il existe m ≥ 1 tel que

xm+1 > um+1,

et

xn ≤ un, pour tout n ≤ m.

Alors,

xm+1 > um+1 =
1

a
(um + um−1) ≥ 1

a
(xm + xm−1).

Ce qui est une contradiction avec (2.9). D’où

xn ≤ un, pour tout n ≥ −1.

De la même manière on démontre que yn ≤ vn, pour tout n ≥ −1.

En conclusion, on obtient que

0 ≤ xn ≤ un = c1

(
1−
√

4a+ 1

2a

)n
+ c2

(
1 +
√

4a+ 1

2a

)n
,

et

0 ≤ yn ≤ vn = c3

(
1−
√

4b+ 1

2b

)n
+ c4

(
1 +
√

4b+ 1

2b

)n
.
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Théorème 2.15. Si a, b > 2, alors le point d’équilibre O = (0, 0) du système (2.5) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve. On sait déjà du hTéorème 2.13 que si a, b > 2, le point d’équilibre O = (0, 0)

est asymptotiquement stable. On a aussi d’après le Théorème 2.14,

0 ≤ xn ≤ c1

(
1−
√

4a+ 1

2a

)n
+ c2

(
1 +
√

4a+ 1

2a

)n
,

et

0 ≤ yn ≤ c3

(
1−
√

4b+ 1

2b

)n
+ c4

(
1 +
√

4b+ 1

2b

)n
.

De plus, ∣∣∣∣1 +
√

4a+ 1

2a

∣∣∣∣ < 1 et
∣∣∣∣1−√4a+ 1

2a

∣∣∣∣ < 1 si et seulement si a > 2,

et ∣∣∣∣1−√4b+ 1

2b

∣∣∣∣ < 1 et
∣∣∣∣1 +

√
4b+ 1

2b

∣∣∣∣ < 1 si et seulement si b > 2.

D’où

lim
n−→∞

xn = lim
n−→∞

yn = 0

Ainsi, le point d’équilibre O = (0, 0) est globalement asymptotiquement stable.

2.2.5 L’ordre de convergence

Ici, on va discuter l’ordre de convergence des solutions du système (2.5) qui convergent

vers le point d’équilibre (0, 0).

Étant donné le système d’équations aux différences

Xn+1 = (A+Bn)Xn, n = 0, 1, 2, ..., (2.15)

où Xn est un vecteur de dimension m, A ∈ Cm×m est une matrice constante,

et Bn : Z+ −→ Cm×m est une fonction matricielle qui satisfait

lim
n−→∞

‖Bn‖ = 0, (2.16)

telle que la norme ‖.‖ est une norme matricielle.

Proposition 2.16. (Premier théorème de Perron)

Supposons que la condition (2.16) est vérifiée.

Si Xn est une solution de (2.15), alors, ou bien Xn = 0 pour tout n, ou bien

ρ = lim
n−→∞

‖Xn+1‖
‖Xn‖

, (2.17)

existe et est égal au module de l’une des valeurs propres de la matrice A.
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Proposition 2.17. (Deuxième théorème de Perron)

Supposons que la condition (2.16) est vérifiée.

Si Xn est une solution de (2.15), alors, ou bien Xn = 0 pour tout n, ou bien

ρ = lim
n−→∞

(‖Xn‖)(1/n), (2.18)

existe et est égal au module de l’une des valeurs propres de la matrice A.

Théorème 2.18. Soit {(xn, yn)}n≥0 une solution du système (2.5) strictement positif tels

que lim
n−→+∞

xn = x̄ et lim
n−→+∞

yn = ȳ, et O = (x̄, ȳ) = (0, 0), alors le vecteur d’erreur

En =


e1
n

e1
n−1

e2
n

e2
n−1

 , n = 0, 1, 2, ...,

de chaque solution du système (2.5) satisfait les relations

ρ = lim
n−→∞

(‖Xn‖)(1/n), (2.19)

ρ = lim
n−→∞

‖Xn+1‖
‖Xn‖

,

où e1
n = xn − x̄, e1

n−1 = xn−1 − x̄, e2
n = yn − ȳ, e2

n−1 = yn−1 − ȳ
et ρ est égale au module d’une des valeurs propres de la matrice jacobienne A = J

(2)
F .

Preuve.

Soit {(xn, yn)}n≥0 une solution du système (2.15) telle que

lim
n−→∞

xn = x̄, lim
n−→∞

yn = ȳ,
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avec O = (x̄, ȳ) = (0, 0). On a

xn+1 − x̄ =
xn + xn−1

a+ ynyn−1

− 2x̄

a+ ȳ2

=
xn + xn−1 + 2x̄− 2x̄

a+ ynyn−1

− 2x̄

a+ ȳ2

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

+
2x̄

a+ ynyn−1

− 2x̄

a+ ȳ2

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

+
2x̄(a+ ȳ2)− 2x̄(a+ ynyn−1)

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

+
2ax̄+ 2x̄ȳ2 − 2ax̄− 2x̄ynyn−1

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

+
2x̄ȳ2 − 2x̄ynyn−1

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

+
2x̄ȳ2 − 2x̄ynyn−1 + 2x̄ȳyn−1 − 2x̄ȳyn−1

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)

=
xn − x̄

a+ ynyn−1

+
xn−1 − x̄
a+ ynyn−1

− 2x̄yn−1(yn − ȳ)

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)
− 2x̄ȳ(yn−1 − ȳ)

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)
,

on pose

a1
n = b1

n =
1

a+ ynyn−1

, c1
n = − 2x̄yn−1

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)
, d1

n = − 2x̄ȳ

(a+ ynyn−1)(a+ ȳ2)
,

alors

xn+1 − x̄ = a1
n(xn − x̄) + b1

n(xn−1 − x̄) + c1
n(yn − ȳ) + d1

n(yn−1 − ȳ).

De la même manière on a,

yn+1 − ȳ =
yn + yn−1

b+ xnxn−1

− 2ȳ

b+ x̄2

=
yn + yn−1 + 2ȳ − 2ȳ

a+ xnxn−1

− 2ȳ

a+ x̄2

=
yn − ȳ

b+ xnxn−1

+
yn−1 − ȳ
b+ xnxn−1

− 2ȳxn−1(xn − x̄)

(b+ xnxn−1)(b+ x̄2)
− 2x̄ȳ(xn−1 − x̄)

(b+ xnxn−1)(b+ x̄2)
,

où

a2
n = − 2ȳxn−1

(b+ xnxn−1)(b+ x̄2)
, b2

n = − 2x̄ȳ

(b+ xnxn−1)(b+ x̄2)
, c2

n = d2
n = − 1

b+ xnxn−1

,

alors

yn+1 − ȳ = a2
n(xn − x̄) + b2

n(xn−1 − x̄) + c2
n(yn − ȳ) + d2

n(yn−1 − ȳ).

Posons e1
n = xn − x̄ et e2

n = yn − ȳ, alors on obtiente
1
n+1 = a1

ne
1
n + b1

ne
1
n−1 + c1

ne
2
n + d1

ne
2
n−1

e2
n+1 = a2

ne
1
n + b2

ne
1
n−1 + c2

ne
2
n + d2

ne
2
n−1
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ce système s’écrit sous forme matricielle comme suit
e1
n+1

e1
n

e2
n+1

e2
n

 =


a1
n b1

n c1
n d1

n

1 0 0 0

a2
n b2

n c2
n d2

n

0 0 1 0




e1
n

e1
n−1

e2
n

e2
n−1

 , n = 0, 1, 2, ..., (2.20)

où

lim
n→∞

a1
n = lim

n→∞
b1
n =

1

a+ ȳ2
=

1

a
,

lim
n→∞

c1
n = lim

n→∞
d1
n = − 2x̄ȳ

(a+ ȳ2)2
= 0,

lim
n→∞

a2
n = lim

n→∞
b2
n = − 2x̄ȳ

(b+ x̄2)2
= 0,

lim
n→∞

c2
n = lim

n→∞
d2
n =

1

b+ x̄2
=

1

b
.

On peut écrire

a1
n = b1

n =
1

a
+ ε1

n, avec lim
n→∞

ε1
n = 0,

et

c2
n = d2

n =
1

b
+ ε2

n, avec lim
n→∞

ε2
n = 0,

donc le système (2.20) s’écrit sous la forme (2.15) tels que, A est la matrice jacobienne

évaluée au point O = (0, 0)

J
(2)
F =


1
a

1
a

0 0

1 0 0 0

0 0 1
b

1
b

0 0 1 0


En est le vecteur erreur et Bn est donnée par

Bn =


ε1
n ε1

n 0 0

0 0 0 0

0 0 ε2
n ε2

n

0 0 0 0


tel que

lim
n−→∞

‖Bn‖ = 0.

Alors, on applique la Proposition 2.16 et 2.17 on obtient le résultat.
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2.2.6 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats théoriques précédents nous donnons des exemples numé-

riques.

Exemple 2.19. Considérons le système(2.5) tels que a = 2.5, b = 2.05, alors on axn+1 = xn+xn−1

2.5+ynyn−1

yn+1 = yn+yn−1

2.05+xnxn−1

, n = 0, 1, 2, ...,

avec les valeurs initiales x−1 = 0.5, x0 = 1.5, y−1 = 1.5, y0 = 0.14. Comme a, b > 2,

alors d’après le théorème (2.15), le point d’équilibre O = (0, 0) du système (2.19) est

globalement asymptotiquement stable.

On peut voir ce résultat clairement dans les graphes présentés la figure (2.1).

(a) Graphe de xn (b) Graphe de yn

Figure 2.1 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.19)

avec les valeurs initiales données dans l’exemple (2.19).

Exemple 2.20. Considérons le système (2.5) tels que a = 1.99, b = 1.95, alors on axn+1 = xn+xn−1

1.99+ynyn−1

yn+1 = yn+yn−1

1.95+xnxn−1

, n = 0, 1, 2, ...,

avec les valeurs initiales x−1 = 0.1, x0 = 1.2, y−1 = 1, y0 = 0.99. Comme a, b < 2, alors

d’après le théorème (2.13) le point d’équilibre O = (0, 0) est instable. Voir la figure (2.2).
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(a) Graphe de xn (b) Graphe de yn

Figure 2.2 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (2.20)

avec les valeurs initiales données dans l’exemple (2.20).



CHAPITRE 3

ÉTUDE D’UNE ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES FLOUE

RATIONNELLE D’ORDRE DEUX

Ce chapitre est une simulation entre le premier et le deuxième chapitre. On va étudier

une équation aux différences où ses coefficients et ses valeurs initiales sont des nombres

flous, et ce qu’on l’appelle "équation aux différences floue".

Considérons l’équation rationnelle d’ordre deux suivante

xn+1 =
xn + xn−1

P + xnxn−1

, n = 0, 1, 2, ..., (3.1)

avec P est un nombre flou strictement positif et les valeurs initiales x−1, x0 sont des

nombres flous positifs.

3.1 Existence et unicité des solutions

Le but de cette section est d’étudier l’éxistence et l’unicité des solutions de l’équation

aux différences floue (3.1).

Définition 3.1. Une solution (positive) de l’équation (3.1) est une suite de nombres flous

(positifs) qui satisfait (3.1).

Théorème 3.2. Considérons l’équation (3.1) où P est un nombre flou strictement posi-

tif, alors, il existe une seule solution positive (xn)n≥−1 de (3.1) avec x−1, x0, ses valeurs

initiales, sont des nombres flous positifs.

42
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Preuve.

Supposons qu’il existe une suite de nombres flous (xn)n≥−1 satisfaisant l’équation (3.1)

avec les valeurs initiales x−1, x0.

Considérons les α–coupes, pour tout α ∈]0, 1]

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0, 1, ...,

et

[P ]α = [Pl,α, Pr,α].

Alors, on obtient

[xn+1]α = [Ln+1,α, Rn+1,α]

=

[
xn + xn−1

P + xnxn−1

]
α

=
[xn]α + [xn−1]α

[P ]α + [xn]α[xn−1]α

=
[Ln,α, Rn,α] + [Ln−1,α, Rn−1,α]

[Pl,α, Pr,α] + [Ln,α, Rn,α][Ln−1,α, Rn−1,α]

=
[Ln,α + Ln−1,α, Rn,α +Rn−1,α]

[Pl,α, Pr,α] + [Ln,αLn−1,α, Rn,αRn−1,α]

=
[Ln,α + Ln−1,α, Rn,α +Rn−1,α]

[Pl,α + Ln,αLn−1,α, Pr,α +Rn,αRn−1,α]

=

[
Ln,α + Ln−1,α

Pr,α +Rn,αRn−1,α

,
Rn,α +Rn−1,α

Pl,α + Ln,αLn−1,α

]
.

D’où, par identificationLn+1,α = Ln,α+Ln−1,α

Pr,α+Rn,αRn−1,α

Rn+1,α = Rn,α+Rn−1,α

Pl,α+Ln,αLn−1,α

n = 0, 1, 2, ..., (3.2)

pour tout α ∈]0, 1].

Il est clair que le système (3.2) est de la forme (2.3), et donc pour toutes valeurs L−1,α, L0,α, R−1,α



3.1. Existence et unicité des solutions 44

et R0,α, pour α ∈ [0, 1], il admet une unique solution (Ln,α, Rn,α)n≥−1.

Dans ce qui suit, on va démontrer que [Ln,α, Rn,α], α ∈]0, 1], où (Ln,α, Rn,α)n≥−1 est la

solution du système (3.2), définie la solution (xn) de l’équation (3.1) tel que

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0, 1, ....

Pour cela, on va vérifier les conditions (1)-(3) du Lemme 1.24.

Soient α1, α2 ∈]0, 1] tel que α1 ≤ α2. Dans ce qui suit on va montrer par récurrence que

[Ln,α2 , Rn,α2 ] ⊆ [Ln,α1 , Rn,α1 ], n = −1, 0, 1, ...

i.e.,

0 ≤ Ln,α1 ≤ Ln,α2 ≤ Rn,α2 ≤ Rn,α1 , n = −1, 0, 1, ....

puisque x−1, x0 sont des nombres flous, alors on déduit du lemme (1.24) que

0 ≤ L−1,α1 ≤ L−1,α2 ≤ R−1,α2 ≤ R−1,α1 ,

0 ≤ L0,α1 ≤ L0,α2 ≤ R0,α2 ≤ R0,α1 ,

ce qui montre que la propriété est vraie pour n = 0,−1.

De plus, comme P est un nombre flou strictement positif, alors on a

0 < Pl,α1 ≤ Pl,α2 ≤ Pr,α2 ≤ Pr,α1 .

Supposons que la propriété est vraie pour tout n ≤ k et montrons pour k + 1, alors on a

0 ≤ Lk,α1 ≤ Lk,α2 ≤ Rk,α2 ≤ Rk,α1 ,

et

0 ≤ Lk−1,α1 ≤ Lk−1,α2 ≤ Rk−1,α2 ≤ Rk−1,α1 ,

donc

0 ≤ Lk,α1 + Lk−1,α1 ≤ Lk,α2 + Lk−1,α2 ≤ Rk,α2 +Rk−1,α2 ≤ Rk,α1 +Rk−1,α1 . (3.3)

D’autre part, on a

0 < Pl,α1 +Lk,α1Lk−1,α1 ≤ Pl,α2 +Lk,α2Lk−1,α2 ≤ Pr,α2 +Rk,α2Rk−1,α2 ≤ Pr,α1 +Rk,α1Rk−1,α1 ,

donc

0 <
1

Pr,α1 +Rk,α1Rk−1,α1

≤ 1

Pr,α2 +Rk,α2Rk−1,α2

≤ 1

Pl,α2 + Lk,α2Lk−1,α2

≤ 1

Pl,α1 + Lk,α1Lk−1,α1

.

(3.4)
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De (3.3) et (3.4), on trouve que

0 ≤ Lk,α1 + Lk−1,α1

Pr,α1 +Rk,α1Rk−1,α1

≤ Lk,α2 + Lk−1,α2

Pr,α2 +Rk,α2Rk−1,α2

≤ Rk,α2 +Rk−1,α2

Pl,α2 + Lk,α2Lk−1,α2

≤ Rk,α1 +Rk−1,α1

Pl,α1 + Lk,α1Lk−1,α1

,

i.e.,

0 ≤ Lk+1,α1 ≤ Lk+1,α2 ≤ Rk+1,α2 ≤ Rk+1,α1 .

D’où la propriété est vraie pour k + 1. Ainsi pour tout n ≥ −1,

0 ≤ Ln,α1 ≤ Ln,α2 ≤ Rn,α2 ≤ Rn,α1 .

Donc, on peut déduire deux résultats. Premièrement c’est que Ln,α est une suite croissante

et Rn,α est décroissante, pour tout α ∈]0, 1]. Deuxièmement, pour tout α ∈]0, 1], n ≥ −1,

on a Ln,α ≤ Rn,α.

Maintenant, on montre que pour tout n = −1, 0, 1, ..., Ln,α et Rn,α sont continues à

gauche. Prouvons par récurrence. On a d’après le Lemme 1.24, L−1,α1 , L0,α1 , R−1,α1 , R0,α1

sont continues à gauche car x−1, x0 sont des nombres flous.

Supposons que la propriété est vraie jusqu’à n, et la montrons pour n+ 1.

Soit a ∈]0, 1]. Comme Pl,α et Pr,α sont continues à gauche, alors on a

lim
<

α−→a
Ln+1,α = lim

<
α−→a

Ln,α + Ln−1,α

Pr,α +Rn,αRn−1,α

=
Ln,a + Ln−1,a

Pr,a +Rn,aRn−1,a

= Ln+1,a.

D’où, Ln,α est continue à gauche, pour tout n ≥ −1. De même, on a

lim
<

α−→a
Rn+1,α = lim

<
α−→a

Rn,α +Rn−1,α

Pl,α + Ln,αLn−1,α

=
Rn,a +Rn−1,a

Pl,a + Ln,aLn−1,a

= Rn+1,a.

Donc, Rn,α est continue à gauche, pour tout n ≥ −1.

Ainsi, Ln,α et Rn,α sont des fonctions qui vérifient les conditions du Lemme 1.24, alors, il

existe un unique nombre flou xn tel que

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0, 1, ....

De ce qui précède [Ln,α, Rn,α] ⊂ [0,+∞[ pour tout α ∈]0, 1], alors,

Supp xn = ∪
α∈]0,1]

[Ln,α, Rn,α] ⊂ [0,+∞[,
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c’est à dire xn est positif. D’où, [Ln,α, Rn,α] pour α ∈ [0, 1] sont les α − coupes associées

à un nombre flou positif xn tel que

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0, 1, ....

Pour tout n ≥ −1. Et par construction, on a

[xn+1]α = [Ln+1,α, Rn+1,α]

=

[
Ln,α + Ln−1,α

Pr,α +Rn,αRn−1,α

,
Rn,α +Rn−1,α

Pl,α + Ln,αLn−1,α

]
=

[
xn + xn−1

P + xnxn−1

]
α

.

C’est à dire (xn)n≥−1 est une solution de l’équation (3.1), et l’unicité vient du Lemme

1.24.

3.2 Permanence des solutions

Dans ce qui suit, nous allons donner une condition nécessaire pour que toute solution

de l’équation (3.1) soit permanente.

Définition 3.3. Une suite (xn)n≥−1 de nombres flous est dite permanente s’il existe des

nombres réels m et M tel que

Supp xn ⊂ [m,M ], pour tout n = −1, 0, 1, ....

Théorème 3.4. Soit (xn)n≥−1une solution positive de (3.1). Supposons que Pl,α > 2,

alors, (xn)n≥−1 est permanente.

Preuve.

Soit (xn)n≥−1 une solution positive de (3.1) tel que

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0, 1, ...,

et

[P ]α = [Pl,α, Pr,α].

Comme P, x−1, x0 sont des nombres flous, alors il existe ap, bp, β−1, β0, γ−1, γ0 ∈ R

tels que

Supp P = ∪
α∈]0,1]

[Pl,α, Pr,α] ⊂ [ap, bp], Supp x−1 ⊂ [β−1, γ−1], Supp x0 ⊂ [β0, γ0],
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c’est à dire, pour tout α ∈]0, 1]

[Pl,α, Pr,α] ⊂ [ap, bp],

ainsi

[L−1,α, R−1,α] ⊂ [β−1, γ−1],

et

[L0,α, R0,α] ⊂ [β0, γ0].

Maintenant, considérons le systèmesn+1 = sn+sn−1

bp+tntn−1

tn+1 = tn+tn−1

ap+snsn−1

n = 0, 1, 2, .... (3.5)

Soit (sn, tn)n≥−1 une solution du système (3.5) avec s−1 = β−1, s0 = β0, t−1 = γ−1, t0 = γ0.

Alors, pour tout α ∈]0, 1],

[Ln,α, Rn,α] ⊂ [sn, tn], n = −1, 0, 1, ....

Prouvons par récurrence cette propriété. On a pour tout α ∈]0, 1],

[Pl,α, Pr,α] ⊂ [ap, bp],

donc

ap ≤ Pl,α ≤ Pr,α ≤ bp.

D’une part,

Pr,α ≤ bp,

alors

Pr,α +R0,αR−1,α ≤ Pr,α + γ0γ−1 ≤ bp + γ0γ−1,

1

bp + γ0γ−1

≤ 1

Pr,α + γ0γ−1

≤ 1

Pr,α +R0,αR−1,α

,

β0 + β−1

bp + γ0γ−1

≤ β0 + β−1

Pr,α + γ0γ−1

≤ L−1,α + L0,α

Pr,α +R0,αR−1,α

,

d’où
s0 + s−1

bp + t0t−1

≤ L0,α + L−1,α

Pr,α +R0,αR−1,α

,

i.e.,

s1 ≤ L1,α.

D’autre part,

ap ≤ Pl,α,
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ap + β−1β0 ≤ Pl,α + β−1β0 ≤ Pl,α + L−1,αL0,α,

1

Pl,α + L−1,αL0,α

≤ 1

Pl,α + β−1β0

≤ 1

ap + β−1β0

,

R−1,α +R0,α

Pl,α + L−1,αL0,α

≤ γ−1 + γ0

Pl,α + β−1β0

≤ γ−1 + γ0

ap + β−1β0

,

alors

R1,α ≤ t1.

D’où

[L1,α, R1,α] ⊂ [s1, t1],

donc la propriété est vraie pour k = 1.

Supposons que cette propriété est vraie pour tout n ≤ k, c’est à dire

[Lk,α, Rk,α] ⊂ [sk, tk], k ≤ n,

et montrons pour k + 1. On a pour tout α ∈]0, 1],

ap ≤ Pl,α ≤ Pr,α ≤ bp.

D’une part,

Pr,α ≤ bp,

alors

Pr,α +Rk−1,αRk,α ≤ Pr,α + tktk−1 ≤ bp + tktk−1,

1

bp + tktk−1

≤ 1

Pr,α + tktk−1

≤ 1

Pr,α +Rk−1,αRk,α

,

sk + sk−1

bp + tktk−1

≤ sk + sk−1

Pr,α + tktk−1

≤ Lk−1,α + Lk,α
Pr,α +Rk−1,αRk,α

,

d’où
sk + sk−1

bp + tktk−1

≤ Lk,α + Lk−1,α

Pr,α +Rk,αRk−1,α

,

alors

sk+1 ≤ Lk+1,α.

D’autre part,

ap ≤ Pl,α,

alors

ap + sk−1sk ≤ Pl,α + sk−1sk ≤ Pl,α + Lk−1,αLk,α,

1

Pl,α + Lk−1,αLk,α
≤ 1

Pl,α + sk−1sk
≤ 1

ap + sk−1sk
,



3.3. Points d’équilibre 49

Rk−1,α +Rk,α

Pl,α + Lk−1,αLk,α
≤ tk−1 + tk
Pl, α + sk−1sk

≤ tk−1 + tk
ap + sk−1sk

,

i.e.,

Rk+1,α ≤ tk+1.

Ainsi la propriété est vraie pour tout n ≥ −1, et pour tout α ∈]0, 1]. Par conséquent,

Supp xn ⊂ [sn, tn], pour tout n ≥ −1.

Comme Pl,α > 2, on a aP , bP > 2, alors d’après le théorème (2.15) la solution du système

(3.5), (sn, tn)n≥−1 converge vers le point d’équilibre (0, 0), et par suite (sn)n≥−1 et (tn)n≥−1

sont des suites bornées, ainsi (xn)n≥−1 est permanente .

3.3 Points d’équilibre

Dans cette partie, on va chercher les points d’équilibre de l’équation (3.1).

Définition 3.5. Un point d’équilibre x̄ de (3.1) est un nombre flou qui vérifie l’équation

x̄ =
2x̄

P + x̄2
(3.6)

Il est clair que x̄ = 0 est une solution de l’équation (3.6), alors, x̄ = 0 est un point

d’équilibre de l’équation (3.1).

Supposons x̄ est un point d’équilibre strictement positif satisfaisant l’équation (3.1). Consi-

dérons les α–coupes, pour tout α ∈ [0, 1]

[x̄]α = [Lα, Rα],

et

[P ]α = [Pl,α, Pr,α].



3.3. Points d’équilibre 50

Alors, on obtient

[x̄]α = [Lα, Rα]

=

[
2x̄

P + x̄2

]
α

=
[2x̄]α

[P ]α + [x̄2]α

=
[2Lα, 2Rα]

[Pl,α, Pr,α] + [L2
α, R

2
α]

=
[2Lα, 2Rα]

[Pl,α + L2
α, Pr,α +R2

α]

=

[
2Lα

Pr,α +R2
α

,
2Rα

Pl,α + L2
α

]
.

D’où par identification

Lα =
2Lα

Pr,α +R2
α

, Rα =
2Rα

Pl,α + L2
α

,

1 =
2

Pr,α +R2
α

, 1 =
2

Pl,α + L2
α

,

Pr,α +R2
α = 2, Pl,α + L2

α = 2,

Rα =
√

2− Pr,α, Lα =
√

2− Pl,α.

On a Lα ≤ Rα, alors √
2− Pl,α ≤

√
2− Pr,α,

2− Pl,α ≤ 2− Pr,α,

−Pl,α ≤ −Pr,α,

donc

Pr,α ≤ Pl,α.

On sait que Pl,α ≤ Pr,α, alors Pr,α = Pl,α. Ainsi [P ]α = [Pl,α, Pr,α] est la α–coupe d’un

nombre flou positif trivial P . Dans ce cas, [x̄]α = [Lα, Rα] tels que Lα = Rα =
√

2− P ,
i.e., x̄ =

√
2− P . En conclusion, l’équation (3.1) admet un point d’équilibre strictement

positif si P est nombre flou positif trivial.
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3.4 Attractivité globale du point d’équilibre x̄ = 0 de

l’équation (3.1)

Maintenant, on va étudier le comportement global des solutions autour du point d’équi-

libre x̄ = 0 de l’équation (3.1).

Définition 3.6. Soit (xn)n≥−1 une solution de l’équation (3.1) et x̄ un point d’équilibre

tels que pour tout α ∈]0, 1]

[xn]α = [Ln,α, Rn,α], n = −1, 0,−1, ...,

et

[x̄]α = [Lα, Rα].

On dit que la solution (xn)n≥−1 converge vers x̄ si

lim
n−→+∞

D∞(xn, x̄) = 0

et dans ce cas le point d’équilibre x̄ est dit globalement attractif.

Théorème 3.7. Soit (xn)n≥−1 une solution positive de (3.1). Supposons que Pl,α > 2,

alors, le point d’équilibre x̄ = 0 est globalement attractif.

Preuve.

Soit (xn)n≥−1 la solution du (3.1). Comme Pl,α > 2, on a bp, ap > 2, alors d’après le

Théorème 2.15 on a

lim
n−→+∞

sn = lim
n−→+∞

tn = 0.

Dans ce qui précède, on déduit que pour tout α ∈]0, 1]

0 ≤ lim
n−→+∞

Ln,α ≤ lim
n−→+∞

Rn,α ≤ 0,

alors

lim
n−→+∞

Ln,α = lim
n−→+∞

Rn,α = 0,

donc

lim
n−→+∞

sup
α∈]0,1]

{max{|Ln,α − 0|, |Rn,α − 0|}} = 0,

i.e.,

lim
n−→+∞

D∞(xn, 0) = 0.

D’où le point d’équilibre x̄ = 0 est globalement attractif.



CONCLUSION

D ans ce mémoire, d’après un chapitre introductif nous avons présenté des résultats

sur le comportement asymptotique du système d’équations aux différences rationnel

d’ordre deux suivant xn+1 = xn+xn−1

a+ynyn−1

yn+1 = yn+yn−1

b+xnxn−1

n = 0, 1, 2, ...,

où a et b sont des constantes réelles strictement positives et les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0

sont des nombres réels positifs. Ainsi qu’une étude d’une classe d’équations aux différences

floue d’ordre deux donnée par

xn+1 =
xn + xn−1

P + xnxn−1

, n = 0, 1, 2, ...,

avec P est un nombre flou strictement positif et les valeurs initiales x−1, x0 sont des

nombres flous positifs.
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