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NOTATIONS

Notations Terminologies

R Corps des réels

R% Les nombres réels strictement positifs
Z L’ensemble des nombres entiers

N L’ensemble des entiers naturels
F(X) L’ensemble de tous les ensembles flous de X
F(R) L’ensemble des nombres flous

%) L’ensemble vide

XA La fonction caratéristique

1A La fonction d’appartenance
Noy(A) Le noyau d’'un ensemble flou A
SuppA Le support d’un ensemble flou A
hgt(A) L’hauteur d’'un ensemble flou A

|A| Le cardinalité d’un ensemble flou A
Ao Une a — coupe d’un ensemble flou
[A]q Une a — coupe d’un nombre flou
AL Borne inférieur de [A4],

Ao Borne supérieur de [A],

1|1l Une norme matricielle

Do (A, B) La distance de Hausdorff entre A et B
Jr La matrice jacobienne de la fonction F
cmxm L’ensemble des matrices constantes de m lignes et m colonnes
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Résumé

e travail est dédiée a I’étude du comportement global des solutions positives d’une
équation aux différences floue rationnelle d’ordre deux. Il est est répartie en trois
chapitres :
Dans le premier chapitre nous allons grouper quelques définitions et théorémes fonda-
mentaux concernant la théorie des ensembles flous qui seront utiles dans notre travail,
dans le deuxiéme chapitre nous serons intéressées a l’étude du comportement asympto-
tique des solutions positives d’un systéme d’équations aux différences rationnels d’ordre
deux a coeflicients réels, bien que le troisiéme chapitre sera un lien entre le premier et le
deuxiéme chapitre qui traite une équation aux différences floue rationnelle d’ordre deux,

en l'occurrence, l'existence et 'unicité et leurs comportement global.

Mots clés : Equations aux différences rationnelles (floues), ensembles flous, nombres

flous, degré d’appartenance, points d’équilibre, stabilité.



Abstract

his work deals with the study of the asymptotic behavior of positive solutions of
‘7 a second-order fuzzy rational difference equation, and it is distributed on three
chapters:
In the first chapter we will give some fundamental definitions and theorems concerning
the theory of fuzzy sets which will be useful in our work. While that, in the second
chapter we will be interested on the asymptotic behavior of the positive solutions of a
system of second-order rational difference equations. However, the third chapter will be
a link between the first and the second one, where we will treat a second-order fuzzy
rational difference equation. More precisely, we will study the existence and uniqueness

of solutions and its global behavior.

Keywords: Second-order (fuzzy) rational difference equation , fuzzy sets, fuzzy num-

bers, degree of membership, equilibrum points, stability.
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INTRODUCTION GENERALE

a logique floue <Fuzzy logic>> proposée par Lotfi Zadeh en 1965 est une branche de
L mathématiques qui permet a un ordinateur de modéliser le monde réel de la méme
fagon que les humains, d’'une maniére plus simple, la logique floue est la logique qui nous
permet de traduire le langage humain a un langage mathématique. Elle permet d’accom-
moder le concept de vérité partielle : des valeurs entre complétement vrai et complétement

faux sont admises.

Comme la science dépend du principe de mesure, nous posons souvent les questions
suivantes : comment représenter les valeurs non mesurables ? comment représenter ce qui
est incertain ? Et plus clairement, comment représenter les termes du langage humain ?
Sachant que les descriptions linguistiques sont un peu ambigués, mais cela ne veut pas
dire que ce sont inexactes, et c’est exactement ce que la logique floue veut exprimer, ot
si une donnée n’est pas connue précisément, elle peut étre exprimée par un intervalle de

valeurs possibles pour la donnée.

La logique floue est une technique de résolution du probléme trés puissante avec une
large applicabilité dans le controle et la prise de décision, ot ¢a marche avec les situations
dont il existe un beaucoup plus d’incertitude et du doute dans l’estimation de certains
normes et des valeurs de données, ce qui permet d’étudier différents phénomeénes naturels,
en s’appuyant sur la fonction d’appartenance et les régles de cette logique.

La définition de Zadeh : < Fuzzy logic is determined as a set of mathematical prin-

ciples for knowledge representation based on degree of membership rather than on crisp

Vil



Introduction générale viii

membership of classical binary logic >.

La logique floue est une extension de la logique classique, en effet, la logique booléenne
classique ne permet que deux états : VRAI ou FAUX, bien que la logique floue permet

d’exprimer différents niveaux, plutot que seulement 1 et O .

Logique

Logique
Floue
Classique

La logique floue repose sur la théorie des ensembles flous qu’est une théorie mathé-
matique du domaine de 'algébre abstraite, elle est le formalisme le plus adapté pour
décrire de maniére qualitative les variables linguistiques (la température, I’age, la vitesse,
le poids,...). La théorie des ensembles flous et exactement la logique floue a de nombreuses
applications, elle commence & étre utilisée dans I'industrie, la médecine, la mise en place
du systéeme expert dans le milieu des années 70, puis verra son utilisation généralisé dans
les années 90 (traitement des systémes complexes, traitement d’images, I'intelligence ar-
tificielle, probabilités et statistique ([1], [3]), les équations différentielles [9], les équations
aux différences (|7], [11]), ...).

Les équations aux différences et leurs vastes utilisations ont dépassé le stade de ’ado-
lescence pour occuper une place centrale dans ’analyse applicable. Elles sont le support
de nombreuse algorithmes d’analyse numérique et sont également omniprésentes en com-
binatoire. Elles jouent également un role important dans de nombreux domaines de la
discipline, par exemple en économie, en biomathématique, en sciences et en ingénierie,
aussi elles apparaissent dans la modélisation de nombreux problémes intéressants ot les
valeurs de données ou d’informations spécifiées pour un probléme peuvent étre imprécises
ou spécifiées partiellement (|2], [8]). Cela nous motive & entamer une étude sur les «équa-

tions aux différences flouesy.
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Ce qui nous intéresse en ce mémoire c’est I’application de la logique floue sur les équa-
tions aux différences qui nous donne ce qu’on 'appelle équation aux différences floue.
Pour cela, ce travail est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la théorie des ensembles flous, ses propriétés, leur pro-
jection sur I'espace des réels, et ainsi que leurs opérations arithmétiques.

Dans le deuxiéme chapitre, on fait I’étude du comportement des solutions d’un systéme
d’équations non linéaire qui on bénéficiera de ses résultats au dernier chapitre.

Enfin, le troisiéme chapitre est une approche entre le premier et le deuxiéme chapitre, nous
nous intéressons démontrer I'existence et I'unicité des solutions d’une équation aux diffé-
rences floue et leur comportement en utilisant les régles de la théorie des sous-ensembles

flous de R.



CHAPITRE 1

INTRODUCTION A LA THEORIE DES ENSEMBLES
FLOUS

Dans ce chapitre, nous allons donner un appercu sur les sous-ensembles flous, ses
propriétés et leur coté arithmétique.
Commengons d’abord par la définition des sous-ensembles flous, puis, nous discutons
ses caractéristiques, et ensuite, nous nous concentrons sur les sous-ensembles flous des
nombres réels, appelés les nombres flous, et leurs a—coupes. Enfin, nous nous intéressons

aux opérations arithmétiques élémentaires sur les nombres flous.

1.1 Définition d’un ensemble flou

Donnons pour commencer la définition d’un ensemble classique.

Définition 1.1. (Ensemble classique)
Un ensemble classique est une collection d’objets satisfaisant un certain nombre de pro-

priétés et chacun de ses objets est appelé élément de cet ensemble.

Définition 1.2. (Fonction caractéristique)
Soit X un ensemble et A un sous-ensemble de X (A C X). Alors, la fonction
xa + X — {01}
0, x¢ A

r — xalz) =
1, z€A
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est appelée la fonction caractéristique de A dans X, et {0,1} est dit l’ensemble de valua-

tion.

Remarque 1.3. Les ensembles classiques peuvent étre représenter par leurs fonctions

caractéristiques.
Exemple 1.4. Soit X =R, lintervalle A = [a,b] tel que a,b € R peut étre définie par

XA - X — {071}
0, stx>boux<a,
r — xalr) =
1, sta<x<h.

Lorsque l'ensemble de valuation {0,1} est permis d’étre I'intervalle [0, 1], A est dit

sous-ensemble flou.

Définition 1.5. (Sous-ensemble flou) Un sous-ensemble flou A d’un ensemble X est

défini comme [’ensemble des couples

A= {(x,,uA(x)),x € A}7

ot pa 2 X — [0,1] appellée la fonction d’appartenance et qui associe & chaque élément
z de X, le degré d’appartenance pa(z) compris entre 0 et 1.

Plus précisément, pas(x) = 0 si x n’appartient pas & A, 0 < pa(x) < 1 si x appartient
partiellement a A et pa(x) =1 si x appartient entiérement a A.

On note par F(X) l'ensemble de tous les sous-ensembles flous sur X.
Remarque 1.6.

1. On utilise indifférement les termes «sous-ensemble flou» et «ensemble flous.

2. Tout ensemble classique est un ensemble flou, dont la fonction d’appartenance est

exactement la fonction caractéristique.

3. Deux ensembles flous A et B sont égaux si pour tout x € X, on a

pa(r) = pp(r).

Les mémes opérations ensemblistes qu’en théorie des ensembles classiques comme

I'inclusion, 'intersection, l'union et le complément ont été définis sur les ensembles
’ 1 ; : ’

flous en s’appuyant sur des opérations sur les fonctions d’appartenances

(Pour plus de détails voir [4], [6]).



1.1. Définition d’un ensemble flou 3

Exemple 1.7. (Cas fint)

Considérons X l’ensemble des températures possibles pour un malade, en degrés celsius,

on a alors

X = {36.5,37,37.5,38,38.5,39,39.5, 40}

Au cours du classement des températures suivant qu’elles soient normales ou €levées, on

définit le sous-ensemble flou A des “températures élevées ” comme suit :
A ={(36.5,0),(37,0),(37.5,0.1), (38,0.5), (38.5,0.7), (39,0.9), (39.5, 1), (40, 1) },

ou chacun des nombres 0,0.1,0.5,0.7,0.9, 1 représente le degré d’appartenance de chaque

température a A.

Exemple 1.8. (Cas infini)

Prenons X =R, le sous-ensemble A de X caractérisé par la fonction d’appartenance

1
ILLA<x> = 1+x2,Vx € X>

est le sous-ensemble flou des nombres réels proche a 0. Voir la figure (1.1).

1,3 7

FIGURE 1.1 — L’ensemble flou qui modélise les nombres réels proche a 0.
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1.2 Les caractéristiques d’un ensemble flou

Clairement, un ensemble flou est complétement défini par sa fonction d’appartenance
et cette derniére a permis de définir plusieurs caractéristiques pour ces ensembles.
Dans cette partie on va donner quelques unes et qu’elles sont les plus utiles pour décrire

les ensembles flous.

Définition 1.9. Le noyau d’un ensemble flou A de X est un sous-ensemble classique de

X, noté Noy(A) et défini par
Noy(A) = {z € X, pa(z) = 1}.
Définition 1.10. L’hauteur d’un ensemble flou A de X noté hgt(A) est défini par

hgt(A) = sup jua(x).

zeX
Définition 1.11. Un ensemble flou A est dit normalisé si son noyau n’est pas vide, ou

alors, hgt(A) = 1.

Remarque 1.12. L’ensemble flou vide @ est défini par la fonction d’appartenance
po(r) =0,V € X,

bien sar, on a px(r) =1,V € X.

Définition 1.13. Le cardinalité d’un ensemble flou A de X noté |A| est défini par

Al =) nalz).

x€A
Définition 1.14. Une a—coupe d’un ensemble flou A de X avec a € [0,1] est le sous-

ensemble classique de X noté A, et défini par
Aa = {ZE S X7 H’A(x) > CY}.
Il est clair que si « = 0 alors A, = X, et si =1 alors A, = Noy(A).

Exemple 1.15. Nous illustrons les définitions précédentes en prenant ’ensemble A défini

dans lezemple (1.7) comme suit
A ={(36.5,0), (37,0), (37.5,0.1), (38,0.5), (38.5,0.7), (39, 0.9), (39.5, 1), (40, 1)}

Alors, Noy(A) = {39.5,40}, hgt(A) =1, |A| = 4.2, et pour a = 0.8 on a
Aps = {39,39.5,40}.
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Théoréme 1.16. (Théoréme de décomposition)
La fonction d’appartenance d’un ensemble flou A peut s’écrire en fonction de ses a—coupes
comme Suit

pa(x) = sup (a-xa,(z)),Vr € X,
a€]0,1]

avec

1, sixze€A,,

X4, (2) =
0, sinon.

Preuve. Soit x € X. On pose pa(x) = a, avec a €]0,1]. Alors on a

Xa. () =1 si pa(z) > a

donc
a-xa, () = a = pa(z),
d’ou
asel]lor?”(a X4, (@) 2 pa(z) = a. (1.1)

D’autre part, on a pour tout a €]0, 1],
Xa, () =1 si pa(x) > a,
Xa.(2) =0 si pa(z) <a.
Alors, pour tout a €]0, 1], on a
axa(@)=a si ) o,
a-xa, () =0 si pa(x) <a.
On remarque dans les deux cas que
a-xa,(r) < a,Va €]0,1],
d’ou
sup (a - xa,(x)) < pa(z). (1.2)

«€]0,1]

De (1.1) et (1.2) on déduit que pour tout x € X,

pra(r) = sup (a - pia, (7).
«€]0,1]
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Remarque 1.17. Le théoréme de décomposition nous permet de déduire qu’il est équi-
valent de connaitre la famille de toutes les a—coupes d’un ensemble flou ou de connaitre
l’ensemble lui-méme. Autrement dit, la suite des a—coupes d’un ensemble flou représente

le complétement.

Définition 1.18. Un ensemble flou A est dit convexe si et seulement si s est quasi-

concave, i.e., pour tous x,y € X, pour tout A € [0, 1],

pa(Az + (1= A)y) = min(pa(x), pa(y))- (1.3)

1.3 Les nombres flous

Les nombres flous généralisent les nombres réels classiques, et plus précisément, les
nombres flous sont des sous-ensembles flous de R, I’ensemble des nombres réels, qui ont

quelques propriétés additionnelles.

Définition 1.19. Soit A un sous-ensemble flou de R. Alors, A est dit un nombre flou s’il
satisfait les propriétés suivantes :

1. A est normalisé.

2. A est converze.

3. la est semi-continue supérieurement sur R ji.e., pour tout ro € R, une des condi-

tions équivalentes suivantes est vérifiée :

a— limsup pa(x) = pa(xo).
T—rX0

b— Pour tout € > 0, il existe un voisinage W C R de xq tel que pour tout x € W

on a pa(x) — palzo) < e.

4. pa est a support compact i.e., l’ensemble {x € R, pa(x) > 0} est compact. On le

note Supp A.

On note par F(R) 'ensemble des nombres flous.

Remarque 1.20.

1. Tout nombre réel est un nombre flou dit "nombre flou trivial”, i.e., R C F(R).
Ici , on peut voir R comme ’ensemble des singletons {x}, pour tout x un nombre

réel, ot la fonction d’appartenance assocife est [y = X{z}

2. On dit qu’un nombre flou est positif (respectivement strictement positif) si

Supp A C [0, +o0[ (respectivement 0, 400]).
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3. On dit qu’un nombre flou est négatif (respectivement strictement négatif) si
Supp A C] — 00,0] (respectivement | — oo, 0]).
Exemple 1.21.
1. Le sous-ensemble flou A de R qu’a pour fonction caractéristique
pa = R — [0,1]
0, T < —b,

””TJ“E’, —H<xr<—1,
v o palr) =<

est un nombre flou, appelé nombre flou triangulaire (Voir la figure (1.2)). En effet,
(a) A est normalisé, puisque, il existe x = —1, tel que pa(x) = 1.

(b) Soit X € [0,1], on veut vérifier que

pa(Az + (1= A)y) = min(pa(z), pa(y))- (1.4)

Distinguons les cas suivants :
1" cas : Six €] — 00, —5[ et y €] — 00, —5[U[-5, —1] U [—1, 1]U]1, +o0.
On a
pa(r) =0 = min(pa(z), pay)),
et comme

pa(Az + (1= A)y) =0,

alors l'inégalité (1.4) est vérifiée.

Notons que au cas inverse, c’est a dire,

lorsque y €] — oo, =5[ et x €] — o0, =5[U[—b, —1] U [—1, 1]U]1, +00], 'inégalité
est aussi vérifiée.

2™ cas : Six,y € [—5,—1], alors on a

T +5 y+9o

t =,
1 e MA(Z/) 1

pa(z) =

Supposons que x >y, alors

paOha £ (1= a)y) = Dot A= Ny) +5

4
_AMz-y)  y+5
= 1 + 1
+5 )
> yT = mln(,UA(x)a/LA(y))'
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Maintenant, si y > x, alors

A+ (1—=Ny]+5
4
Ae+(1-Ny)+b+z—=x
4
T +5 N (1—=XN)(y —x)
4 4

Sz +5
- 4

D’ou inégalité (1.4) est vérifiée.

pa(Az + (1= Ny) =

= min(pa(x), na(y)).

3me cas : Six,y € [—1,1], alors on a

1—2 1—vy

pa() = 5 paly) = —

Supposons que y > x, alors

A+ (1= N)y) = L= Qe (= V)

2
ANy—=z) 1-y
I
> “Ty = min (pa(y), pa(z)) -

Inversement, si x > vy, alors

I—(Ax+(1-Ny)

pa(Az + (1= Ay) =

2
- Xdr—y+Ayt+zr—x
N 2
(- Nr-y) 1-x
N 2 T
11—z .
> —5— = min(pa(y), pa(@)).

D’ou inégalité (1.4) est vérifiée.
4me cas : Six € [—5,—1] et y € [—1,1], alors

) 1—y
T ¢ pa(y) 5

On a dans ce cas y > x, et (A\z + (1 — N)y) € [-5,1].

pa()

Premiérement, si (Ax + (1 — N)y) € [=5, —1], alors
A+ (1-=Ny+5

pa(Az + (1= Ay)

4
M+ (1-Ny+r—z+5
B 4
B (1—)\)(y—:c)+x+5
4 4

23:4—5 > min :1:—|—571;y '
4 4 2
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Deuziemement, si pa(Az + (1 — N)y) € [—1,1], on obtient
1 =[x+ (1-N)y]

pa(Ar + (1= Ny) =

2
- dr—y+ Ny
N 2
l-y  AMy—2)
=Ty T3
21__y>m1 (1__y’$1_5)

D’ou inégalité (1.4) est vérifiée.
Notons que la démonstration du cas inverse, c’est a dire, lorsque y € [—5, —1]
et v € [—1,1] se fait de la méme manieére.
5m¢ cas : Si x €|1,400[ et y €] — oo, =5[U[—5, —1] U [—1, 1]U]1, +oo].
On a
pra(x) = 0 = min(pa(x), pa(y)),
et comme

paAz + (1= Ay) =0,

alors l'inégalité (1.4) est vérifiée.

De la méme fagon, on peut démontrer que lorsque y €)1, 400 et

x €] — oo, =5[U[-5, —1] U [—1, 1JU]1, +o0], l'inégalité (1.4) vérifiée.
En conclusion, on déduit que A est convexe.

(c) 1l est clair que la fonction pa est continue sur R.

(d) A est a support compact. En effet,

Supp A={x € R, pa(x) > 0} =] —5,1[ = [-5,1],

qui est un intervalle borné fermé dans R. D’otu le résultat.
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1,5

FIGURE 1.2 — Un nombre flou triangulaire.

2. L’ensemble flou A représenté par la figure (1.1) n’est pas un nombre flou puisque

SuppA =R qui n’est pas un compact.

3. L’ensemble flou représenté par la figure (1.3) n’est pas un nombre flou puisqu’il

n’est pas conveze.

FIGURE 1.3 — Un sous-ensemble flou de R qui n’est pas un nombre flou.
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0.3

0.6

(%)

0.4 4

0,2+

03 0,4 05 0,6 07

FIGURE 1.4 — Exemple d’un nombre flou trivial.

1.4 Les a—coupes des nombres flous

Dans tout ce qui suit, les a—coupes d’un nombre flou seront noté [A],, a € [0, 1].

Proposition 1.22. Soit A € F(R) un nombre flou et [Al],, a € [0, 1] ses a—coupes. Alors,
1. [A], est un intervalle fermé borné, tel que pour tout o €]0, 1], [A]n = [ALas Aral-
2. 510<a; <ay <1, alors [A]a, C [A]a,-
3. Supp A= | [Ala.
a€]0,1]

Preuve. 1. Soit A un nombre flou et o €]0,1], remarquons d’abord que tous les
ensembles [A], ne sont pas vides puisque [A]; # @ (A normalisé) et ils sont bornés
car Supp A est borné (tout ensemble compact dans R est fermé borné).

Sia,b € [A]qa, alors pa(a) > a et pa(b) > «. Puis de la convexité floue, si x € [a, b]
on obtient

pa(z) = min{pa(a), pa(b)} = a,
i.e., x € [A],. En conclusion, [A], contient tout intervalle fermé [a, b] et cela signifie

que [A], est convexe.
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Maintenant on montre que [A], est fermé, pour cela il suffit de montrer que son
complémentaire, i.e., V = {x € R, pua(x) < a} est un ouvert. Soit zo € V, alors
ta(xg) < «, puisque la fonction pi4 est semi-continue supérieurement en xg, alors il
existe un voisinage W C R de xq tel que pour tout x € W on a pa(x) — pa(zo) < €,
donc

pa(r) < e+ palwo),

Pour ¢ assez petit et comme p4(z9) < « on obtient que pa(z) < a, ie., x €V,
ce qui implique que W C V. D’ott V est ouvert et par suite [A], est fermé. Dans
R, les ensembles convexes fermés sont des intervalles fermés (Voir [10] p.14), d’ou

[A], est un intervalle fermé pour tout « €]0, 1].
2. Soient ay, s € [0,1] tel que oy < ap. Soit = € [A],,, alors on a pa(z) > as > .
D’ou z € [4]q,.

3. Premiérement, on montre U'inclusion |J [A], C SuppA. On a pour tout a €]0, 1],
a€]0,1]

[A]Oé = {:E € R, ,UA(ZU) > a} - {$ S R’MA<:B) > 0}7

donc
U [A]lo C{z € R, pa(z) > 0},
a€]0,1]

d’ou

U [4]a € {z € R, pa(z) > 0} = SuppA.
a€]0,1]
Deuxiémement, on montre que SuppA C |J [A]a-
a€]0,1]
Pour cela, soit € SuppA = {x € R, ua(z) > 0}, alors il existe une suite (z,)nen

telle que lilil T, = x. Supposons pa(z,) = a,,n € N, alors
n—-+0o0

2 € [Ala, € JAla, € | [Ala,

n=1 a€]0,1]

d’ou
X € U [A]a.

€]0,1]

Ainsi
SuppA C U (Al
«€]0,1]

D’ou le résultat.
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Exemple 1.23. Soit A le nombre flou ou sa fonction d’appartenance est donnée par

4(x —2?), x€]0,1],
pa(r) =
0, x ¢ [0, 1],

voir la figure ci-dessous

Pglx)

0,5

FIGURE 1.5 — Le nombre flou A.

Nous voulons montrer que les o — coupes de A sont des intervalles fermées bornées de

R. Soit a €]0,1], on a

[Ala ={z € R, pa(z) > a}
={r € R, 4(z —2%) > a}.

Prenons ’équation

qui admet deux racines distinctes

xlzé(l—\/l—a) et x2:%(1+\/1—o¢).

Donc, linégalité 4(x — ) > « est satisfaite si et seulement si

x € [%(1—\/1—@),%(1—1—\/1—@)].

D’ou

Al = [5(1 = VI=a), 50+ V=)

qui est un intervalle fermé borné de R.
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Lemme 1.24. [}/ Soit A € F(R) un nombre flou, et [A], = [Ala, Ao, pour a €]0, 1] ses
a—coupes. Alors A;o et A, pewvent étre considérées comme des fonctions en o définies

sur Uintervalle |0, 1], qui satisfont
1. A, est croissante et continue & gauche, i.e., pour tout a €]0,1], lim A;, = Aj,.
<

a—ra

2. A, o est décroissante et continue a gauche.
3. Al,l S Ar,l

Inversement, pour toute fonction L, et R, définie sur |0,1] qui vérifie (1) — (3) dans ce

qui précede, il existe un unique A € F(R) tel que [A]ly = [La, Ra] pour tout a €0, 1].

Maintenant, nous enumérons certaines opérations arithmétiques pour les intervalles
fermés de R dont nous aurons besoin lors des défintions des opérations algébriques sur les
nombres flous.

Soient A € R, A = [a,b] et B = [c,d] deux intervalles fermés de R. Alors on a :

a) La somme entre A et B est 'intervalle
A+B=la+cb+d.

b) La différence entre A et B est U'intervalle
A—B=[a—d,b—c].

c) La multiplication de A par un scalaire A est l'intervalle

[Aa, Ab], si A >0,
A =

[Ab, Aa], si A <O.
d) La multiplication de A et B est l'intervalle
A - B = [minP, maxP],

ou P = {ac,ad,bc,bd}.

e) Le quotient de A et B, si 0 ¢ B, est 'intervalle

A/B = [a,b]/[c,d]
= [min(a/c,a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c,b/d)].
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1.5 Les opérations algébriques des nombres flous

Souvent, nous devons effectuer des opérations avec des parameétres incertains, c’est a
dire, des nombres flous. Pour cette raison, les opérations analogues a celles classiques entre
nombres réels ont été définies et develloppées de maniére extensive. Avant d’entamer leur
théorie, nous allons parler du principe d’extension de Zadeh qui est I'une des idées les plus
fondamentales de la théorie des ensembles flous. Il permet d’exploiter nos connaissances

classiques dans le cas des données floues.

Définition 1.25. [}/ (Principe d’extension de Zadeh) Soient X et Y deuzx ensembles
classiques et soit f une fonction de X dans Y. Alors, elle peut étre prolongée en une
fonction F : F(X) — F(Y) (fonction floue) tel que pour tout A € F(X),B = F(A) est
donnée par B = {(y, us(y)),y € f(X)}, ot

() = sup{pa(z) :x € X, f(z) = y},si f~H(y) # @ e F(X)

0,si [~ y) =2

Nous appelons la fonction F "l’extension de Zadeh de f”.

Remarque 1.26.

1. L’extension de Zadeh est bien définie pour tout ensemble flou A € F(X). En effet,
st f7Hy) # &, Uensemble {pa(z) : @ € X, f(x) = y} nest pas vide et borné et

ainsi, il admet au moins une borne supérieure.

2. Lorsque X = X; x X, le produit cartésien des ensembles Xq et Xo.
Soit f: Xy x X9 — Y, alors f peut étre prolongée a F : F(Xq) x F(Xy) — F(Y)
tel que pour tout A € F(X,),B € F(X,),C = F(A, B), ot

sup{paxp(T1,12), 11 € X1,29 € Xo, f(z1,72) =y} st [ (y) # 2
Mc(y) =
0 sinon

avec piaxp(r1, x2) = min{pa(x,), pp(xs)}.

Pour le cas des nombres flous, il est naturel de poser la question de savoir si I'image
d’un nombre flou par une fonction définit aussi un nombre flou. Le théoréme suivant
confirme cette propriété pour les fonctions continues et il a été developpé en utilisant le

principe d’extension de Zadeh. Pour une démonstration détaillée, voir [4].
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Théoréme 1.27. Toute fonction continue f de R dans R peut étre prolongée a une
fonction F : F(R) — F(R), et pour tout A € F(R) on peut déterminer B = F(A) par
ses a—coupes [Blo = [Bia, Bra), @ €]0,1], ot

Bl,a - mf{f(x),x S [A]Ot}7

et
Br,a = sup{f(x), YOS [A]a},

avec [A]a, o €]0, 1] désignent les a—coupes de A.

La proposition suivante contient des cas particuliers du théoréme (1.27).

Proposition 1.28. Soit A € F(R) un nombre flou tel que [Al, = [Aia, Aral,a € [0,1]

ses a—coupes. Alors

1. La multiplication de A par un scalaire A € Ry est un nombre flou et ses a—coupes
sont données par

[AA], = A[A]a, Ya €[0,1], A > 0.
ou, \[A], est le produit usuel d’un réel par un intervalle de R.

2. Pour A = —1, l'opposé de A, noté —A est un nombre flou et ses a—coupes sont

données par

[—A]a = —[A]a, Ya €]0,1].

1
3. 810 & [Ala, alors, inverse de A, noté A~" ou — est un nombre flou et ses a—coupes

A

sont données par

4= (5] - vec o

Preuve.

1. Prenons la fonction

f o R*XR — R
Nz) — f(\zx)=Xx

I1 clair qu’elle est continue sur R, donc en appliquant le Théoréme 1.27, on obtient
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pour tout A € F(R),B= XA € F(R) et on a [B], = [A]s = [Bl,a, Bra] tels que,

Bua = inf{ (@), € (A}
=inf{lxr,x € [A],}
— inf{\z, \r € A[A]l}
= inf{\r,\x € [N 4, \A, 4]}

= My,
Et
Bro = sup{f(z),z € [Ala}
= sup{ Az, € [ALa, Aral}
= sup{ Az, A& € M0, A 0]}
= M, 0.
D’ou

Mo = Mo, AMya] = AAl.

2. Prenons la fonction
f R — R

x — f(z)=—-z
I1 clair qu’elle est continue sur R, donc en appliquant le Théoréme 1.27, on obtient

pour tout A € F(R),B=—A € F(R) et on a [B], = [—A]a = [Bia, Bra] tels que,
Bio = inf{f(z),z € [Ala}
= inf{—x,x € [A]a}
=inf{—x,—x € —[A]}
=inf{—z,—x € [-Ar o, —AL.]}

= —Aq
Et
Bro = sup{f(z),z € [A]}
= sup{—2, € [Aa, Aral}
= sup{—z,—x € [~ A0, —Aial}
= A,
D’ou
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3. On applique le Théoréme 1.27, pour la fonction continue

f R — R
v o— flo)=1

Alors,
A7l € F(R) et pour a € [0,1], on a

ou

f 11 c 1
=1 -, — —_—
:U, iy [Al,cw Ar,a]

11 c 1 1
x'x Ao’ Al

Et

Byo = sup{f(z),z € [A]a}
= sup {é,x € [A]a}

11 c 1 1
= su —, — -
P (L” X Ar,a 7 Al,a

D’ou

Le théoréme suivant est aussi important.

Théoréme 1.29. Soient f RxR — R une fonction continue. Alors f peut étre prolongée
a F:FR)x F(R)— F(R), et pour tout A, B € F(R),C = F(A, B) est déterminé par
ses a—coupes [Cly = [Cla, Cral, a € 10, 1], tels que

Cra = inf{f(z,y)lx € [Ala,y € [Bla},
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et
Cr,oz = sup{f(x,y)\x € [A]Owy € [B]Oé}
Preuve. Voir [4]. O

Proposition 1.30. (La somme de deux mombres flous) Soient A, B € F(R) deux
nombres flous, alors la somme de ces deux nombres flous, notée A+ B, est un nombre

flou et ses a —coupes sont données par
[A+ Bla = {z +ylz € [Ala,y € [Bla} = [Ala + [Bla,

avec [A]q + [Ba est la somme de deux intervalles de R.

Preuve.

Prenons la fonction
f: RxR — R
(z,y) +— flz,y)=2+y

Il clair qu’elle est continue sur R?, donc en appliquant le Théoréme 1.29, on obtient pour

tout A,B € F(R),C=A+ B e F(R)etona [Cl,=[A+ Bla =[Cla,Cra] tels que,

Cl,a - 1nf{f(x,y),x € [A]Owy S [B]Ot}
=inf{z +y,x+y € [A+ Bl.}
=inf{er+y,2+y € [Aia+ Bia, Ara+ Bral}

= Al,a + Bl,a-
Et
Cra =sup{f(z,y),z € [Ala,y € [Bla}
=sup{zr+y,r+y€[A+ Bl,}
= SUp{SC + Yy,T + ) S [Al,a + Bl,om Ar,a + Br,a]}
= Ar,a + B’r,a-
D’ou

[A + B]a = [Al,a + Bl,on Ar,a + Br,a] = [A]oz + [B]a~
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Théoréme 1.31.

1. L’addition des nombres flous est associative et commutative, i.e.,.YA, B,C € F(R),
A+ (B+C)=(A+B)+C,

et
A+ B=B+ A.

2. 0 € R est [’élément neutre, i.e.,
A+0=0+A=AVAec FR).

3. Aucun élément A € F(R)\R posséde un opposé dans F(R).

4. Soit A, B et C sont tous des nombres flous positifs ou négatifs, alors
A-(B+C)=(A-B)+(A-C).
5. Pour \e R, et A,B € F(R), on a
AN (A+B)=X-A+ )\ B.
6. Pour \,p € R, et A€ F(R), on a

(A-p) - A=X- (- A).

Preuve. Voir [4]. O

Proposition 1.32. (Le produit de deux nombres flous ) Soient A, B € F(R) deux
nombres flous, alors le produit de A et B, C = A - B est un nombre flou et ses a—coupes

[Cla =[A- Bla = [Cla: Cral, @ € [0,1] sont données par

Cl,a = (A : B)l,a = min{Al,aBl,au Al,aBr,om Ar,aBl,au Ar,aBr,a}7
et

Or,a = (A : B)r,a - maX{Al,aBl,aa Al,aBT,om Ar,aBl,ou AnaB’r,a}'
Preuve.

Prenons la fonction

f i RxR — R
(z,y) — flz,y)=x-y
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I1 clair qu’elle est continue sur R?, donc en appliquant le Théoréme 1.29, on obtient pour

tout A,Be F(R),C=A-Be F(R)etona[Cly=[A:Bla=[Cla Cral tels que

Cra = min{f(z,y), € [Ala, y € [Bla}
=min{z-y,z-y € [A- Bl,}
=min{z -y, z -y € [Ala - [Bla}
=min{A4;,Bla; ALaBra, AraBia, AraBra}
= (A B)a

Et

Cra =max{f(z,y),z € [Ala,y € [Bla}
=max{zr-y,x-y € [A- Bl.}
=max{z - y,z -y € [Alo - [Bla}
= max{A;oBla, Al.aBra, AraBla, AraBra}
= (A B)a.

Théoréme 1.33. Soient A,B,C des nombres flous, alors

1. Le produit est associatif et commutatif, i.e,

(A-B)-C=A-(B-0),

et
A-B=DB-A.
2. Aucun élément A € F(R) R posséde un inverse dans F(R).
3. Si A est un nombre flou positif alors —A est un nombre flou négatif.
4. (wA)-B=—(A-B).
5. 1 € R est I’élément neutre, i.e.,
A-1=1-A=AVAe FR).
6. On a

(A+B)-C)a C(A-C)a+ (B C)a,Va € [0,1].

Linclusion inverse n’est pas vraie en général et donc la distributivité ne tient pas.
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Preuve. Voir [4]. O

Remarque 1.34. L’ensemble F(R) n’est pas un espace véctoriel car les opérations (+)
et () n’ademttent pas d’éléments symétriques. C’est une propriété qui restreint plusieurs
domaines de mathématiques floues, comme par exemple, le domaine des équations diffé-

rentielles et les équations auz différences floues.

1.6 Espace métrique des nombres flous

Maintenant, on va définir une distance sur ’espace des nombres flous F(R).

Définition 1.35. Soit A,B deux nombres flous, ot [Alq = [Ala: Ara) €t [Bla = [Bias Bral

ses a — coupes respectivement. On définit la distance entre deux nombres flous par

Dw : F(R) x F(R) — R,
(A, B) — Doo(A, B)

tel que
Dy (A, B) = sup maz{|Aia — Biral, |Ara — Bral}-

a€]0,1]

Proposition 1.36. (F(R), D) est un espace métrique.

Preuve.

Pour que (F(R), D) soit un espace métrique, il faut que D, soit une distance sur
F(R) c’est a dire il faut vérifier les conditions suivantes :

Si A,B et C trois nombres flous, alors

(a) De la définition de Dy, il est clair que Do (A, B) > 0.
(b) Duo(A, B) = sup maz{|Aio — Bial, |Ara — Bral} =0,

«€]0,1]
alors

|Al,a - Bl,al =0et |Ar,a - Br,a| = 07
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donc

Al,a = Bl,a et Ar,a = Br,a-

Do (A, B) = sup max{|Aio — Bial,|Ara — Bral}

«€]0,1]

= Sup mamﬂBl,a - Al,oe|7 |Br,a - Ar,oe|}

«€]0,1]

— Do(B, A).

Do (A, C) = sup maz{|Aia — Cials |Ara — Cral}

a€]0,1]

= sup max{’Al,a - Bl,a + Bl,a - Cl,a’a ‘Ar,a - Br,a + Br,a - Cr,a'}a

«€]0,1]

comme

|Al,a - Bl,a + Bl,a - C’l,o¢| S ‘Al,a - Bl,al + |Bl,a - Cl,oc|:
et

|A’r,oc - Br,a + Br,oc - Cr,a| S |A7’,o¢ - Br,a’ + |B7‘,a - Cr,a|>
alors

Doo(A,C) < Doo(A, B) + Doo(B, C).

De (a), (b), (c) et (d), on déduit que D, est une distance sur F(R), i.e., (F(R), D)

est un espace métrique.



CHAPITRE 2

SUR LE COMPORTEMENT DES SOLUTIONS D’UN

SYSTEME D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
RATIONNELS D’ORDRE DEUX

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps quelques notions et théo-
réemes de base sur les équations aux différences. Ensuite, nous faisons 1’étude du compor-

tement global des solutions du systéme d’équations aux différences d’ordre deux suivant

T — Tn+Tn—1
n+1 a+YnYn—1 n = 0 1 2
T Yy by Sy ey

— Yn+Yn—1
yn+1 bt+znrn_1

ol a et b sont des constantes réelles strictement positives et les valeurs initiales x_1, xg, y_1, %o

sont des nombres réels positifs.

2.1 Généralités sur les équations et les systémes d’équa-
tions aux différences

Définition 2.1. Une équation aux différences d’ordre k+1 est une équation de la forme

sutvante
Topr1 = f(Tp, Tp_1,y ooy Tpg), n=0,1,2, .., (2.1)

ot f: "' — T, avec I CR etxy, v_1, ..., x_1, € I sont les valeurs initiales.

24
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Remarque 2.2.

1. Une solution de l’équation (2.1) est une suite (x,)n>—x qui satisfait (2.1) pour tout

n € N.

2. L’équation (2.1) admet une et une seule solution une fois fixées les k + 1 valeurs

itiales.

Définition 2.3. Une équation aux différences est dite linéaire non homogéne d’ordre k+1

st elle est de la forme
Tpi1 + aoTp + oo + a2y =g(n), n=0,1,2,.., (2.2)

avec a;,1 € {1,...,k} sont des constantes réelles, tel que a; # 0 et g(n) est une fonction
réelle définie sur N.

Si g(n) =0, pour tout n € N, alors I’équation (2.2) est dite homogéne.

Définition 2.4. Soit (z,)n>_k une solution de ’équation (2.1), on dit que (x,)n>—k est

permanente s’il existe 5,7 € R, et ng € N tel que, pour tout n > ng, f < x, <.

Définition 2.5. On dit que T € I est un point d’équilibre de l’équation (2.1) si

z=f(z,z,..,T).

Considérons le systéme d’équations

T = f(Tn, Tn-1, Yn> Yn—
o ( ' 2 n=012,.. (2.3)

Yn+1 = g(xnaxnfhyn;ynfl)

ou f:I*x J* —1,g: 1% x J* — I sont des fonctions de classe C*(I* x J* I* x J?).

I,JCRetz_1,20,y_1,Y0 € R sont les valeurs initiales.

Définition 2.6. Un point (z,y) € I x J est dit point d’équilibre du systéeme (2.3) si

Kl
Il
~
—
&
&
<
=

|
I
Nat
=
Rl
<
S

Posons X,, = (@, Tn_1, Yn, Yn_1)", alors le systéme (2.3) peut s’écrire sous la forme

vectorielle suivante :

Xpi1 = F(X,), n=0,1,2,..., (2.4)
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ou
F: I’xJ? — 1% x J?

Ug Ug f(U(), U1, Vo, Ul)
Uy U Uop

s F =
Vo Vg Q(Uo,uhvo,m)
U1 (%1 Vo

Définition 2.7. Un vecteur X € I? x J? est dit point d’équilibre du systéeme (2.4) s’il
vérifie
X = F(X).

Définition 2.8. Soit X un point d’équilibre du systeme (2.4).
1. On dit que X est stable (localement stable) si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel
que, si (X, )n>0 est une solution du systéeme (2.4) avec la valeur initiale Xy € I*
vérifiant || Xo — X|| < 6, alors, pour tout n € N, || X,, — X|| < e.

ot ||.|| est une norme vectorielle. Si non, le point X est dit instable.

2. On dit que X est asymptotiquement stable (localement asymptotiquement stable)
si X est stable, et s’il existe v > 0 tel que, si (X, )0 est une solution du systéme
(2.4) avec la valeur initiale Xo € I* vérifiant | X, — X|| < 7, alors, lz’nﬁ X, =X.

n—-—+oo

3. On dit que X est globalement attractif si pour toute solution (X,),>0 du systéme

(2.4) avec la valeur initiale Xy € I*, on a

4. On dit que X est globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement
attractif.

Remarque 2.9. [l est clair que (Z,y) est un point d’équilibre du systéeme (2.3) si et
seulement si X = (Z,%,7,9) est un point d’équilibre du systeme (2.4) et donc pour étudier

la stabilité du point d’équilibre (Z,7) il suffit d’étudier celle de suffit d’étudier la X.

Définition 2.10. Soit X un point d’équilibre du systeme (2.3), supposons que
F e CYI? x J*, I x J?). On appelle systeme linéaire associé au systeme (2.3) autour du
point X le systéme

i1 =JpZ,, n=0,1,2,...,



2.2. Etude du comportement global des solutions d’un systéme d’équations aux
différences non linéaires 27

ou Z, = X, — X, Jr est la matrice jacobienne de F au point X donnée par,

Of o Of o Of - Of -
8_uO(X) a—ul(X) 8_110(X) 8_1)1(X)
7 1 0 0 0
F=V1 909 - 0g,-. 0g,o. 09, |°
8_uo(X) 8_u1(X) 8_UO<X) 8_1)1<X)
0 0 1 0

et son polynome caractéristique associé est donné par
P(\) = det(Jr — Ay),

ot 14 est la matrice unité d’ordre 4.

Le théoréme suivant est fondamental pour étudier la stabilité des systémes d’équations

aux différences non linéaires.
Théoréme 2.11. /8] Considérons le systeme (2.3) ou F' € C'(I? x J* I? x J?), et soit
X un point d’équilibre de ce systéme.

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Jr sont de module strictement

inférieur a 1, alors le point d’équilibre X est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une des valeurs propres de la matrice jacobienne Jr est de module

strictement supérieur & 1, alors le point d’équilibre X est instable.

3. Si une des valeurs propres de la matrice jacobienne est de module égale a 1, alors

le point d’équilibre X peut étre stable, instable ou asymptotiquement stable.

2.2 Etude du comportement global des solutions d’un

systéme d’équations aux différences non linéaires

On considére le systéme rationnel d’ordre deux suivant

ZntTn—1

+YnYn—
“tununt 01,9, (2.5)
— Yn+Yn—1
yn+1 bt+xnrn_1

Tn41 =

avec les valeurs initiales x_q, zo, y—1, yo € Ry et a, b € R7.
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2.2.1 Points d’équilibre

Dans ce qui suit, on va chercher les points d’équilibre de ce systéme. On a (z,7) est

un point d’équilibre du systéme (2.5), alors il satisfait

I
Il

<
I
o
i
81
N

Alors, on obtient

(P +a—-2)=0 et g@*+b—-2)=0,

donc

&I
Il
o
o
=
Y|
Il
)
|
8

et
2—b o

&I
Il
ey

|
Il

(@)

Il est clair que (0,0) est une solution de ces deux équations et donc O = (0,0) est un
point d’équilibre du systéme (2.5).
Si de plus, a,b < 2, le systéme admet un deuxiéme point d’équilibre F = (v/2 — b,4/2 — a)

qui est strictement positif.

2.2.2 Etude de la stabilité du point £ = (v/2 —b,/2 — a)
Par linéarisation nous allons étudier dans le théoréme suivant la stabilité du point

d’équilibre F = (/2 — b,+/2 — a).

Théoréme 2.12. Sia,b < 2, alors le point d’équilibre E = (v/2 — b,+/2 — a) est instable.

Preuve.

On a le systéme linéaire associé au systéme (2.5) autour du point d’équilibre

E=(V2-b,v2—a) est
Zni1 =JWZ,, n=0,1,2, ..., (2.6)

o Z, =X, — X et Jg) est la matrice jacobienne de F' au point
X1 =(W2-0,vV2—-b,v/2—a,/2—a), avec

f,rg: RIxRT — R% x R2

(ug,ur,vo,v1) = f,9((uo,u1,v0,v1))
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sont des fonctions continues et différentiables sur Ri X Ri, ol

i Ug + Up
f((UOaul’U()aUl)) = @+ vour’
. Vg + U1
9((U0aU1>U0>Ul)) - b+u0u1'
Donc par définition, on a
af - of - of - aof -
—(X;) =—=—(X;) —(X;) =—(X
8u0( 1) 8u1( 1) 81)0( 1) 01}1( 1)
1 0 0 0
=19 ) ) )
9 9 9 /v 9 /v ’
—(X;) =—(X;) =—=(X;) =—=(X
LK) 5-(%) 52 (%) 52K
0 0 1 0
ou
ﬁ(uuvv)— ! 8—(uuvv) !
8/(,60 0, %1, Y0, V1 _a‘i‘vofl}l’ aul 0, %1, Y0, U1 _a+v[)/01
ﬁ(u Uy, v U):_(u0+u1)v1 ﬁ(u Uy, v v):—(u0+u1)vo
aUO 0, %1, V0, V1 (a+U0U1)2 5’1}1 0, &1, Y0, U1 (a+U0U1)2
@(u Uy, v v):—(UO+U1)u1 ﬁ(u uy, Vo, V1) (vo + v1)uo
aUO 0, &1, Y0, V1 (b+UOU1)2 aul 0, %1, Y0, V1 (b+UOU1)2
@(uo U, Vo, V1) = ! @(ug Uy, Vg, V1) !
81}0 ’ T b—i—uoul’ U1 ’ T b+u0u1
Alors
af - 1 of 1
X)) = = X)) = =
8u0( 1) 2’ 8u1( 1) 2’
of - 1 of 1
—(Xy)=—=V2—-av2 -0, —(Xy)=—=V2—-av2 -0,
01}0 2 a’UO 2
_ 1 _ 1
99 %y = _tvazavase 99 %y = _tvazavaTe
3u0 2 aul 2
dg . - 1 dg 1
—(X;) == —(X;) = -.
(%0( 1) 27 (%1( 1) 2
Posons 6 = —%\/2 —av2 — b, alors
1 1
- - 6 4
2 2
1 0 0 0
Ty =
0 o L1
2 2
0 0 1 0
Ainsi . )
—— A\ = 0 0
2 2
1 -\ 0 0
P(\) = det|JY — AL| = ! Ll
0 0 5—)\ 3
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donc, le polynéme caractéristique est
4 3 3, 2 2 1 2 1 2
P()\):)\—)\— Z—FQ AT+ 5—29 )\+Z—9. (27)
On a, P est continue tel que
P(1) = —4(0)* < 0,
et
lim P(\) = +o0,
A—r400
donc P admet une racine || > 1. D’aprés le Théoréme 2.11 le point F = (v/2 — b,+/2 — a)
est instable. [

2.2.3 Stabilité asymptotique du point d’équilibre O = (0,0)

Par linéarisation nous allons étudier dans le théoréme suivant la stabilité locale du

point d’équilibre O = (0, 0).

Théoréme 2.13. On a

(i) Si a,b > 2, alors le point d’équilibre O = (0,0) du systéme (2.5) est localement

asymptotiquement stable.

(ii) Sia <2 oub < 2, alors le point d’équilibre O = (0,0) du systeme (2.5) est instable.

(1i) Si a,b = 2, alors le point d’équilibre O = (0,0) du systéme (2.5) peut étre stable,

instable ou asymptotiquement stable.

Preuve.

On a le systéme linéaire associé au systéme (2.5) autour du point d’équilibre
O = (0,0) est
Zni1 =JDZ,, n=0,1,2, ...,

(2.8)

ou Z, = X, — X, et Jg) est la matrice jacobienne calculée au point X, = (0,0,0,0)

associée a la fonction F. Donc par définition on a

of -, Of &, Of . Of o
8_u0(X2) 8_u1( 2) 8_1;()(X2) 8_1)1(X2>
=19 1 B ! ) | B |
X)) S () ()
0 0 1 0
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oi1, Xy = (0,0,0,0). En utilisant les formules de f et g, on trouve

of & 1 of = 1
(X)) = - 2 (X,) =~
8u0( 2) a’ 8u1( 2) a’
of of
—(X2) =0 —(X3) =0
6v0( 2) =0, 81}1( 2) =0,
dg dg
— =0 e =0
auo ) ) 8“1( ) ’
Jg , - 1 a9 , - 1
—(Xy) =~ —(Xy) = —.
aUO( 2) b’ 61}1( 2) b
Donc
11
- =00
a a
1 0 0 O
(2)
T = oo L1
b b
0 0 1 0
Donc, le polyndéme caractéristique associé est
1 1
-—— A - 0 0
a a
1 —A 0 0
P(X) = det|J? — AL, = 1 1
0 0 ——=2A 7

D’ou
1 1 1 1
PN =[N —-Z\—= )\ —
(V) ( a a)( b b)
Posons
P<)‘):P1(>\)P2()\)
ou
1 1 1 1
)2 _ Ty _ — )2 _ ) _ =
Pi(A) =X a/\ - et Po(A) =X b)\ 2

Comme a,b > 0, on a

1\? 4 1\? 4
N=|—-] +=->0 et Dg=(=-)] +=>0
a a b b

Alors chacun de P;(\), Py(\) admet deux racines réelles qui sont, respectivement,

1++v4a+1 1+vV4b+1
/\172 = —2 et )\3,4 = —2b .
a

A présent, distinguons les cas suivants :



2.2. Etude du comportement global des solutions d’un systéme d’équations aux
différences non linéaires 32

(i) Sia,b > 2, alors on a |A\12] < 1 et [A34] < 1, ie., toutes les valeurs propres de

Jl(f) sont de valeurs absolues inférieurs strictement & 1. En effet, il est clair que

Liviail 5 1 Drautre part, on a
a>2
- 4a® > 8a
402 —da+1>4da+1
(20 —1)% > 4a + 1
—  2—-1>+Ia+1
— 2a>1++da+1
Liatl -,
d’ou

‘1—}—\/4&—1—1‘ <1
2a ’

Aussi remarquons que l'inégalité 1—2et! V;I“H < 1 est vérifiee. Et montrons par absurde

que 1-ydatl V;:”l > —1,0n a

1—V4at1
e < —1

1—+V4a+1< —2a
142 <+V4a+1
(1+2a)* <4a+1
4a* +4a+1 < 4a+1
4a? < 0.

[

Contradiction avec le fait que a > 2. D’oi —1 < I=atd V;Z““ < 1. Donc d’apreés le t
Théoréme 2.11 on déduit que le point O = (0,0) est localement asymptotiquement

stable.

ii) Sia < 2oub< 2, alors | M| = |22 > 1 et |N\g] = |22 > 1 En effet, si
2a 2b

on suppose que |A\;| < 1, i.e., el ”;2““ < 1 on obtient
1+vAa+1
=5 <1

1++vV4a+1<2a
0<+Via+1<2a—1
0<4a+1<(2a—1)2
da +1 < 4a® —4a +1

8a < 4a?

[ A

a > 2.
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Contradiction. Alors, |A;| > 1. Donc, d’aprés le Théoréme 2.11, on déduit que le

point O = (0,0) est instable dans ce cas.

(iif) Sia,b=2, alors on a |\| = |A3] = 2 = 1 et || = |\| = |12

1
5.
Donc, d’aprés le Théoréme 2.11, on déduit que le point O = (0, 0) peut étre stable,

instable, ou asymptotiquement stable.

2.2.4 Attractivité globale du point O = (0,0)

Dans cette partie on s’intéresse a I'étude de I'attractivité globale du point d’équilibre

0 = (0,0).

Théoréme 2.14. Soit {(x,,y,)}5°_, une solution du systéeme (2.5), alors pour tout

n>-—1,ona

(ﬂ)”m (ﬂ)

2a 2a
1—vVab+1\" 1+vV4b+1\"
O<yn<cg|\——F— | teaa|——— | >
2b 2b
tels que
o —2u_1 + (1 — v4da + 1wy . 2u_q + (1 + v4da + 1)ug
! Wia + 1 ’ 2 oia + 1 ’
. —2v_1 + (1 — v4b+ 1)y 201 + (1 +v4b+ 1)y
3 p— p—

M C b
oAb+ 1 * o0Vab + 1

avec r_1,%o,Y—1,Yo € Ry sont les valeurs initiales.

Preuve. De (2.5), on a pour tout n > 0

—_

Tt < — (2 + 2p1), (2.9)

Q

et
1
Yn+1 S E(yn + ynfl)- (2.10)

Considérons les équations aux différences linéaires d’ordre deux suivantes
1
Up4+1 = a(un + un—l)a (211)

et
1
Upt+1 = g('l}n + Unfl). (212)
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Les polyndmes caractéristiques associés a ces équations sont

1 1 1 1

On a, le polynéme P; admet deux racines distinctes,

1++v1+4a
)\1,2 = 5
2a
et les deux racines de P, sont,
14++v1+4b
)\374 = 2—b

Alors, les solutions des équations (2.11) et (2.12) sont données par

1—VaAa+1\" 1+vVAa+1\"
up =y (YO (YY) 0., (213)
2a 2a
1—vab+1\" 1+vab+1\"
Uy = C3 (2—b+> ) (%)  n=-1,01,.., (2.14)

ol c1, o, c3 et ¢4 sont des nombres réels dépendants des valeurs initiales u_1, ug, v_1, et vy,

comme suit :

o — —2u_1 + (=1 + V4a + 1)ug o — 2u_1 + (1 +4a + 1)uy
2v/4a + 1 ’ 2v/4a + 1 7

o — —20_y + (=1 +4b+ 1)vg o — 20_1 + (1 + V/4b + 1)vg
2v/4b + 1 ’ 2v/4b + 1

En effet, si n = 0 alors on a de (2.13), ug = ¢; + ¢2, et donc ¢; = up — 3. On a aussi pour

n=-—1

1— \/4a+1> 1+ <1+\/4a+1>1
Co| ——
2a

c1(1 4 via + )+02(1—\/4a+1)]
Vida+1)(1+ v/4a +1)

up — ¢2)(1 + v4a + )+02(1—\/4a+1)}
1—4a—1

:7[ o1+ VI + 1)+ ep(~1 - Via+1+1~Via+1)]
71 [uo(l +Vida+1) — 2c(Vda + 1)]
_(1+\2/4a+1)u0+c2( rl%—l),

“a
(1 dirrn) o (i)
[
-
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d’ou
. 2u_y + (1 + v4a + 1)ug
2T 0ha + 1 ’

par suite,

Cl = Uy — C2

2u_1 + (1 4+ v/4a + 1)ug
2v/4a + 1

Cug(2v/4a+1) — 2u_y — (14 V4a + 1)ug
B 2v/Aa+1
B 2vV4a + Tug — 2u_y — ug — v/4a + lug
B 2v/Aa+ 1

Va4 Tug — ug — 2u_q

2v/4a + 1

 —2u_y + (=1 +VAa+ Dug
B 2V/Ada+1 '

De la méme maniére, on calcule c3 et ¢4. Posonsu_y = x_1, ug = xg, v_1 = y_1, et vg = yo.

C1 = Uy —

Montrons que z,, < u, et y, < v,, pour tout n > —1.

On a de (2.9)

1 1
T S E(.To —|—SL’71) = a(UO +U71) = Uq.

Supposons maintenant qu’il existe m > 1 tel que

xm-‘rl > Um+1,

et
T, < U,, pour tout n < m.
Alors,

(T + Tpp1).

Q|-

Tm+1 > Umt1 = a(um + um—l) >

Ce qui est une contradiction avec (2.9). D’ou
T, < up, pour tout n > —1.

De la méme maniére on démontre que y,, < v,, pour tout n > —1.

En conclusion, on obtient que

1—\/4a+1>n+ (1+\/4a+1>”
Co )
2a

Oanéun261<
2a

ct
1—\/4b+1)”+c <1+\/4b+1>"

< < =
0= yn < C3< 2 2
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Théoréme 2.15. Si a,b > 2, alors le point d’équilibre O = (0,0) du systéme (2.5) est

globalement asymptotiquement stable.

Preuve. On sait déja du hTéoréme 2.13 que si a,b > 2, le point d’équilibre O = (0, 0)

est asymptotiquement stable. On a aussi d’aprés le Théoréme 2.14,

1 —V4a+1\" 14+ V4o +1\"
0<ze, <cag|\———— | +c|— | ,
2a 2a
et " n
1—+v4b+1 1++vV4b+1
O<yw<c|\—— | tau|—F—7 ) -
2b 2b
De plus,
14++/4 1 1—+/4 1
‘i <1 et vt < 1 siet seulement si a > 2,
2a 2a
et
1—+V4b+1 1+v4b+1
e <1 et ShvebE < 1 siet seulement si b > 2.
2b 2b
D’ou
lim z, = lim y, =0
n—~oo n——oo
Ainsi, le point d’équilibre O = (0, 0) est globalement asymptotiquement stable. ]

2.2.5 L’ordre de convergence

Ici, on va discuter 1'ordre de convergence des solutions du systéme (2.5) qui convergent
vers le point d’équilibre (0,0).

Etant donné le systéme d’équations aux différences
Xpi1=(A+B)X,, n=0,1,2,..., (2.15)

ou X, est un vecteur de dimension m, A € C"™*™ est une matrice constante,

et B, : ZT — C™*™ est une fonction matricielle qui satisfait

B, |l =0, (2.16)

lim
n—aoo
telle que la norme ||.|| est une norme matricielle.
Proposition 2.16. (Premier théoréme de Perron)

Supposons que la condition (2.16) est vérifiée.

Si X,, est une solution de (2.15), alors, ou bien X,, = 0 pour tout n, ou bien

Xy
I

n—oo || Xnl 7

(2.17)

existe et est égal au module de ['une des valeurs propres de la matrice A.
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Proposition 2.17. (Deuziéme théoréme de Perron)
Supposons que la condition (2.16) est vérifice.

Si X,, est une solution de (2.15), alors, ou bien X,, = 0 pour tout n, ou bien

lim
n—>-ao0
existe et est égal au module de ['une des valeurs propres de la matrice A.

Théoréme 2.18. Soit {(zn, Yn) }n>0 une solution du systéme (2.5) strictement positif tels

que lim z, =z et lim y,=1y, et O=(Z,y) = (0,0), alors le vecteur d’erreur
n—-+oo n—>-+oo

E,=|"", n=0,1,2,..,

de chaque solution du systéme (2.5) satisfait les relations

p= lim (X)), (2.19)
n—ao0
oy 1Kol

3
n—voo ||X|
v 1 = 1 _ = 2 _ = 2 _ =
ou €n—$n—$, €n_1—$n,1—.1', €n—yn—?/, en—l_ynfl_y

et p est égale au module d’une des valeurs propres de la matrice jacobienne A = JI(JQ).

Preuve.

Soit {(Zn, Yn) }n>o0 une solution du systéme (2.15) telle que

lim z, =2, limy,=1,
n—=oo n—-ao0
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avec O = (Z,y) = (0,0). On a

Tt T 2z
Tl L= a+ YnYn1 a+7°
Xyt Tp +2T - 27 2x
At Yales at P
. x,—T Tpo1 — X 2T 2T
T AT Gl Ot Ut | Ot Gt AT T
2,7 Tna— T 28(a+7%) = 2%(a + YoYn1)
T At Gatnt | Gt Y (@ + Ynin—1)(a +7?)
 x,—T Tpo1— T 20T + 2TY° — 20T — 2TYpYn_1
A YY1 O+ Ynlnot (a4 Ynlyn-1)(a + §?)
Ty —Z Tpo1 — T 2T — 2XYnlYn—1
At Yot O+ YnYae1 (@ F Ynno1)(a + 5P)
oz, - Tn1—T | 2%7° — 20Ynln—1 + 28YYn—1 — 2TYYn—1
T At Yatnt | Gt et (@ + Yntn—1)(a +7?)
_ Ty — T + Tp—1 — z . 2jyn—1(yn - g) . 2fg(yn—1 - g)
a + YnYn—-1 a~+ YnYn-1 ((l + ynyn—l)(a + @2) (a + ynyn—l)(a + @2) ’
on pose
al =l — 1 b= 2TYn—1 = 2zy .
T Aty " (@t Yayn)(a+ g2 " (@ + Ynyn—1)(a+7?)
alors

Tpi1 — T = ap (T — ) + by (Tn-1 — ) + cp(Yn — §) + dp (Y1 — J)-

De la méme maniére on a,

_ Yn + Yn—1 2y

L S N>

:yn+yn—1+2ﬂ—2ﬂ_ 2y

a+ TpTp_1 a + T2
_ Yn — g Yn—1 — g - 2gxn—1(xn - j) . 2f§($n—1 - j)
b+ nTn1 b+ zpxay  (b+zx, 1)0+72)  (b+ 2,2, 1)(0+72)
ol
@ Wi W a1
(b+ zpxn_1)(b+ T?) (b+ zpxn_1)(b+ T?) b+ x,Th1

alors
Ynt1 — Y = ai<xn - j) + b721<xn—1 - J_:) + ci(yn - ?j) + di(yn—l - g)

Posons el =z, — T et ¢2 = y,, — 7, alors on obtient
1 11l 1.2 | 71,2
en+1 = apt, + bnenfl + Cntn + dnenfl

2 _ 42,1 2.1 2,2 2 .2
6n+1 - anen + bnen—l + Cnen + dnen—l
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ce systéme s’écrit sous forme matricielle comme suit
[ 1] (11 o1 o [ i
i1 a, b, c, d e
1 1
e 1 0 0 €r_1
"= " , n=0,1,2,..., (2.20)
2 2 b2 2 d2
en+1 an Cn n e
e2 0 1 0] [€2,
ol
. . 1 1
lima! = hmb}l: — = —
n—o00 n—o00 a+ y2 a
. . 21y
lim ¢} = limd), = — ‘7{ =0,
n—o00 n—o00 (CL —+ y2)2
. . 21y
lima? = lim b2 = — % ,
n—oo n—00 (b + 1}2)2
. . 1 1
lim ¢ = lim d2 = — = .
n—o00 n—o00 b -+ 2 b
On peut écrire
1
1 1 1 o1
a, =b, = —+¢,, avec lime, =0,
a n—00
et
2 d2 _ 1 + 2 1 2 0
¢, =d, = 2 &, avec lime, =0,

donc le systéme (2.20) s’écrit sous la forme (2.15) tels que, A est la matrice jacobienne

évaluée au point O = (0,0)

7

E, est le vecteur erreur et B, est donnée par

tel que

Alors, on applique la Proposition 2.16 et 2.17 on obtient le résultat.

11 9

|1 00

00 3

0 0 1

_5}1 el 0

|0 0 0

0 0 &

00 0

lim ||B,| = 0.
n—mao0

o O

o o O o=

oM
3N

o
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2.2.6 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats théoriques précédents nous donnons des exemples numé-

riques.
Exemple 2.19. Considérons le systéme(2.5) tels que a = 2.5, b = 2.05, alors on a

Tn+Tn—1

2 5t U ym_
el 01,2,

— Yn+Yn—1

Yn+1 = 30512n2, 1

Tpt1 =

avec les valeurs initiales x_1 = 0.5, xo = 1.5, y_1 = 1.5, yo = 0.14. Comme a,b > 2,
alors d’apres le théoreme (2.15), le point d’équilibre O = (0,0) du systéme (2.19) est
globalement asymptotiquement stable.

On peut voir ce résultat clairement dans les graphes présentés la figure (2.1).

L3

0,5+
0,4
03
035+ 0,2

0,1+

T T T T 1 — T T T T T T
] 20 a0 a0 & 100 0 20 40 ] 80 100 120 140 16D 180
n n

(a) Graphe de z, (b) Graphe de y,

FIGURE 2.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systéme (2.19)

avec les valeurs initiales données dans 'exemple (2.19).

Exemple 2.20. Considérons le systéeme (2.5) tels que a = 1.99, b = 1.95, alors on a

Tn+Tn—1

Tny1 =
1.994ynyYn—1
5 n—0,172,...,

_ Ynt+Yn—1
Yn+1 = T955znzn

avec les valeurs initiales v_1 = 0.1, o = 1.2, y_1 =1, yo = 0.99. Comme a,b < 2, alors

d’apres le théoreme (2.13) le point d’équilibre O = (0,0) est instable. Voir la figure (2.2).
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2,5
0,24

0,44

0,24

T T r : ! . T ; - )
i 10 0 Ell 40 50 I 0 40 6l 20 100
1 n

(a) Graphe de x, (b) Graphe de y,

FIGURE 2.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systéme (2.20)

avec les valeurs initiales données dans 'exemple (2.20).



CHAPITRE 3

ETUDE D'UNE EQUATION AUX DIFFERENCES FLOUE
RATIONNELLE D’'ORDRE DEUX

Ce chapitre est une simulation entre le premier et le deuxiéme chapitre. On va étudier
une équation aux différences ol ses coeflicients et ses valeurs initiales sont des nombres
flous, et ce qu’on 'appelle "équation aux différences floue".

Considérons I’équation rationnelle d’ordre deux suivante

T + Tp—1

sr Tl o =0,1,2, .., 3.1
P+xnxn71 " ( )

Tnt1 =

avec P est un nombre flou strictement positif et les valeurs initiales z_;, x¢ sont des

nombres flous positifs.

3.1 Existence et unicité des solutions

Le but de cette section est d’étudier ’éxistence et 'unicité des solutions de 1’équation

aux différences floue (3.1).

Définition 3.1. Une solution (positive) de l’équation (3.1) est une suite de nombres flous

(positifs) qui satisfait (3.1).

Théoréme 3.2. Considérons [’équation (3.1) ou P est un nombre flou strictement posi-
tif, alors, il existe une seule solution positive (z,),>—1 de (3.1) avec x_1,x0, ses valeurs

initiales, sont des nombres flous positifs.

42



3.1. Existence et unicité des solutions 43

Preuve.

Supposons qu’il existe une suite de nombres flous (x,,),>_; satisfaisant I’équation (3.1)
avec les valeurs initiales x_1, xg.

Considérons les a—coupes, pour tout a €]0, 1]
[In]a = [Ln,au Rn,a], n=-101,..,

et
[P]a - [Pl,ou Pr,a]‘

Alors, on obtient

[$n+1]a = [Ln—i-l,om Rn—i—l,a]

o Tn + Tp-1
B P+xn$n—l a

[Ln,on Rn,a] + [Lnfl,aa Rnfl,a]
[Ijl,aa Pr,a] + [Ln,aa Rn,a] [Lnfl,om Rnfl,a]

[Ln,a + Ln—l,()n Rn,a + Rn—l,a]
[Pl,om Pr,a] + [Ln,aLn—l,av RmaRn—l,a]

[Ln,a + Ln—l,ow Rn,a + Rn—l,a]
[Pl,a + Ln,aLnfl,aa Pr,a + Rn,aRnfl,a]

Ln,a + Lnfl,a Rn,a + Rnfl,a
Pr,a + Rn,aRnfl,a’ Pl,a + Ln,aLnfl,a

D’ou, par identification

L 1 _ Ln,a‘i‘Lnfl,a
ntha 7 P +RpoRn-
ratlnalinie 01,2, .., (3.2)
R _ Rn,a"!‘Rnfl,a
n+l,a - Pl,a+Ln,aLn71,a

pour tout a €]0, 1].

Il est clair que le systéme (3.2) est de la forme (2.3), et donc pour toutes valeurs L_1 o, Loo, R-14



3.1. Existence et unicité des solutions 44

et Ry, pour a € [0, 1], il admet une unique solution (L, o, Rya)n>—1-
Dans ce qui suit, on va démontrer que [Ly o, Rynal, @ €]0,1], ot (Lya, Rua)n>—1 est la

solution du systéme (3.2), définie la solution (z,) de I’équation (3.1) tel que
[xn]a = [Ln,ou Rn,a}, n=-10,1,...

Pour cela, on va vérifier les conditions (1)-(3) du Lemme 1.24.

Soient a, ap €10, 1] tel que a; < ap. Dans ce qui suit on va montrer par récurrence que
[Ln,am Rn,ocg] C [Ln,oqy Rn,a1]7 n = _17 07 1a

ie.,

0 S Ln,al S Ln,az S Rn,ag S Rn,a17 n = _1707 ]-a
puisque z_1, o sont des nombres flous, alors on déduit du lemme (1.24) que
0 S L—l,al S L—l,ag S R—l,az S R—l,a17

O S LO,al S LO,ag S RO,ag < RO,ala

ce qui montre que la propriété est vraie pour n = 0, —1.

De plus, comme P est un nombre flou strictement positif, alors on a
0<Ploy < Ploy < Pray < Pra

Supposons que la propriété est vraie pour tout n < k et montrons pour k + 1, alors on a
0<Lia < Lia, < Ria, < R,

et
0<Lita CLi1a, < Rioiay < Ri1a4,

donc

0<Lioy + Li—1.0, < Loy + Li—1.00 < Rioy + Ri—1.00 < Rioy + Ri—1.04- (3.3)
D’autre part, on a
0< Poi+tLliaLi—1,00 < PlastLliali—1.00 < ProogtRiasRk—1,00 < Proy +Rio Bi—1,00,
donc

1 1 1 1
0

< < < < :
Pr,al + Rk,al kal,ozl Pr,az + Rk,ag kal,ag Pl,ag + Lk,angfl,ag Pl,oz1 + Lk,?lLk)l,og
3.4
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De (3.3) et (3.4), on trouve que

0 < Lk,oq + Lk—l,oq < Lk‘,ozg + Lk—l,az < Rk‘,ocg + Rk—l,a2 < Rk,a1 + Rk:—l,oél
o Pr,oq + Rk,al Rk—l,oq o Pr,ozg + Rk,ang—l,az o Pl,ag + Lk,OCQLk—l,OZQ - -Pl,oq + Lk,cuLk—l,oq’

i.e.,

O S Lk+1,a1 S Lk+1,a2 S Rk+1,a2 < Rk+1,a1-

D’ou la propriété est vraie pour k + 1. Ainsi pour tout n > —1,
0 < Ln,a1 < Ln,ag < Rn,ag < Rn,al'

Donc, on peut déduire deux résultats. Premiérement c’est que L,, , est une suite croissante
et R, est décroissante, pour tout a €]0, 1]. Deuxiémement, pour tout a €]0,1],n > —1,
onaly,, <R,

Maintenant, on montre que pour tout n = —1,0,1,..., L,, et R,, sont continues a
gauche. Prouvons par récurrence. On a d’aprés le Lemme 1.24, L_1 »,, Loa,, B-1.4,, Ro.0y
sont continues & gauche car x_1, xg sont des nombres flous.

Supposons que la propriété est vraie jusqu’a n, et la montrons pour n + 1.

Soit a €]0,1]. Comme P, et P,, sont continues a gauche, alors on a

lim L = lim Lo+ In1a
n+l,a —
a—a ozimPﬁa + anaRn—lvﬂé
Ln,a + Ln—l,a

Pr,a + Rn,aRnfl,a

= Ln—i—l,a-

D’ou, L, , est continue a gauche, pour tout n > —1. De méme, on a

: . Ryo+ Ry
lim R, 41, = lim e e
a—sa aimpl,a + Ln,aLn—l,a

Rn,a + Rnfl,a

- Pl,a + Ln,aLnfl,a

= Rn+1,a-

Donc, R, , est continue a gauche, pour tout n > —1.
Ainsi, L, , et R, , sont des fonctions qui vérifient les conditions du Lemme 1.24, alors, il

existe un unique nombre flou x,, tel que
[mn]a = [Ln,aa Rn,a], n=-—10,1,...

De ce qui précede [Ly o, Rno) C [0, 400] pour tout « €]0, 1], alors,

Supp = U [Lpa, Ryal C [0, 400],
a€]0,1]
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c’est a dire z,, est positif. D’ow, [Ly o, Rpn.o) pour a € [0,1] sont les a — coupes associées

a un nombre flou positif x,, tel que
[Tn)a = [Lnas Ruals n=-1,0,1,....
Pour tout n > —1. Et par construction, on a

[$n+1]a = [LnJrl,on RnJrl,a]
_ Ln,a + Ln—l,cx Rn,a + Rn—l,oz
Pr,a + Rn,aRn—l,a7 -Pl,a + Ln,aLn—l,a

o Tp + T
P_._J:nxnfl a .
C’est a dire (z,)p>_1 est une solution de I’équation (3.1), et l'unicité vient du Lemme

1.24. =

3.2 Permanence des solutions

Dans ce qui suit, nous allons donner une condition nécessaire pour que toute solution

de I'équation (3.1) soit permanente.

Définition 3.3. Une suite (x,)n,>—1 de nombres flous est dite permanente s’il existe des

nombres réels m et M tel que
Supp x, C [m, M|, pour tout n =—1,0,1,....
Théoréme 3.4. Soit (z,)n>_1une solution positive de (3.1). Supposons que P, > 2,
alors, (x,)n>—1 est permanente.
Preuve.
Soit (2,,)n>-1 une solution positive de (3.1) tel que
[Zn]a = [Lnas Rnalin=—1,0,1,...,

et
[P]a = [Pl,ou Pr,a]~

Comme P, z_;, xo sont des nombres flous, alors il existe a,, b,, 5-1, Bo, 7-1, 70 € R

tels que

Supp P = et]é 1][Pz,a,Pr,a] C lap, by, Supp x_1 C [B-1,7v-1], Supp xo C [Bo, o],
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c’est a dire, pour tout « €]0, 1]
[Pras Pral C [ap, by,
ainsi
(L1, Ro1a] C[B-1,7-1];
et
[LO,om RO,a] C [B()? P)/O]
Maintenant, considérons le systéme

S _ SptSn—1
n+l — bp+tntnfl

tntitn—1
ap+8nSn—1

n=01,2, .. (3.5)
tn+1 =

Soit (S, tn)n>—1 une solution du systéme (3.5) avec s_1 = f_1, So = So, t—1 = V-1, to = Yo

Alors, pour tout « €0, 1],
[Ln,omRn,oz] C [Snatn]v n = _1a0717----
Prouvons par récurrence cette propriété. On a pour tout a €]0, 1],

[B,OM P’I‘,Oé] C [ap) bp])

donc
Qp < Pl,a < Pr,a < bp'
D’une part,
Pr,oz < bp»
alors
Pr,oz + RO,aR—l,a S P?",Oc + YoV-1 S bp + YoY-1,
1 1 1
< < )
bp + YoV-1 Pr,a + YoV-1 P’r,a + RO,aR—l,oc
Bo + B-1 < Bo + b1 < L 1o+ Loa
bp +Y%7-1 Pr,a +Y%7-1 Pr,a + RO,aR—l,a7
d’ou
So+ S_1 < Loo+L_14
bp + tOt—l a Pr,oc + RO,aR—l,oc’
ie.,

51 < Ly q.

D’autre part,

ap < P,
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Qp + 5—1BO S Pl,a + 5—150 S Pl,a + L—l,aLO,om
1 1 1

< < ;

Po+ L 1oLloa ~ Po+B-150 ~ ap+ B-15o

R_10+ Roa < -1 + % < + 7%
Pio+L 1aLloa = Pa+ 51080 ~ ap+ B-160

alors

Ry < ty.
D’ou

[Ll,cw Rl,a] C [817 t1]7

donc la propriété est vraie pour k = 1.

Supposons que cette propriété est vraie pour tout n < k, c’est a dire
[Lk:,om Rk,a] C [Sk, tk]> k S n,
et montrons pour k + 1. On a pour tout « €]0, 1],

ap < Pro < Pro < by

D’une part,
PT',CM S bp7
alors
Pr,a + Rk—l,aRk,a S Pr,a + tktk—l S bp + tktk—b
1 1 1
< < ;
bp + 2flctkfl Pr,a + tktkfl Pr,a + kal,aRk,a
Sk + Sk—1 Sk + Sk—1 Li—1a+ Lio
bp + 2flctkfl o Pr,a + tktkfl o Pr,a + kal,aRk,a’
d’ou
Skt Sk-1 Lio+ Li—14
bp + tktk—l o Pr,oz + }%k,oz}%k—l,oz7
alors

Skt1 < Lk+1,a-

D’autre part,

ap < P,

alors
ap + Sp—15k < Pl o+ 5p—15; < Po + Li—10Lk.q,
1 1 1
<

—_— —_ )
Po+ Li1alia = Pro+Sk—18k ~ ap+ Sp—15k
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Rip_10+ R o < tp—1 + g < tp—1 + g
Pio+ Ly—1alia — Ploo4 sp_15c — ap+ Sg_15k
ie.,

Rit1.0 < thgr.

Ainsi la propriété est vraie pour tout n > —1, et pour tout « €]0, 1]. Par conséquent,
Supp x, C [$p,ts], pour tout n > —1.

Comme P, > 2, on aap, bp > 2, alors d’aprés le théoréme (2.15) la solution du systéme
(3.5), (Sn, tn)n>—1 converge vers le point d’équilibre (0, 0), et par suite (s,)n>—1 €t (tn)n>—1

sont des suites bornées, ainsi (z,),>_1 est permanente . O]

3.3 Points d’équilibre

Dans cette partie, on va chercher les points d’équilibre de I’équation (3.1).

Définition 3.5. Un point d’équilibre T de (3.1) est un nombre flou qui vérifie I’équation

2T
P+ 72

T = (3.6)
Il est clair que £ = 0 est une solution de I’équation (3.6), alors, z = 0 est un point

d’équilibre de 'équation (3.1).

Supposons Z est un point d’équilibre strictement positif satisfaisant I’équation (3.1). Consi-

dérons les a—coupes, pour tout « € [0, 1]
[i‘]a = [Lom Ra]v

et
[P]a == [Pl,om Pr,a]-



3.3. Points d’équilibre

50

Alors, on obtient

D’ou par identification

On a L, < R,, alors

donc

[f]a = [Low Ra]
[ 2z
a {P + W] o
[2j]a
 [Pla + [,
B [2L4, 2R,
 [Puas Prol + [L2, R2
B (2L, 2R,]
[P+ L2, Pro+ R
2L, 2R,

P.o+R2 P+ L2

2L, 2R,
Lo= 52—, Ry=——""—,
Pro+ RE Pra+ L3

2 2

- =
Pro+ R P+ L2
Pr,a+Ri:27 -Pl,oz—i_Li:zv

Ra:\/2_Pr,on La:\/Q_Pl,oz-

\/2_Pl,a§ \/Q_Pr,om
2_Pl,oz§2_Pr,on
_B,a S _Pr,aa

P?“,oc S Pl,a-

On sait que P, < P, ,, alors P, = P,,. Ainsi [P], = [P.a, Pra) est la a—coupe d’un
nombre flou positif trivial P. Dans ce cas, [Z], = [La, Ra] tels que L, = Ry, = V2 — P,
i.e., T = /2 — P. En conclusion, I’équation (3.1) admet un point d’équilibre strictement

positif si P est nombre flou positif trivial.
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3.4 Attractivité globale du point d’équilibre x = 0 de
I’équation (3.1)

Maintenant, on va étudier le comportement global des solutions autour du point d’équi-

libre z = 0 de ’équation (3.1).

Définition 3.6. Soit (x,)n,>—1 une solution de l’équation (3.1) et T un point d’équilibre

tels que pour tout v €]0, 1]
[Z'n]a = [Ln,aaRn,a]7 n = _1707_17"'7
et
[7]a = [La, Ral.
On dit que la solution (z,),>_1 converge vers T si

lim Dy (z,,Z) =0

n—>-+4oo

et dans ce cas le point d’équilibre T est dit globalement attractif.

Théoréme 3.7. Soit (z,)n>—1 une solution positive de (3.1). Supposons que P, > 2,

alors, le point d’équilibre * = 0 est globalement attractif.

Preuve.

Soit (x,,)n>—1 la solution du (3.1). Comme P, > 2, on a by, a, > 2, alors d’aprés le
Théoréme 2.15 on a

lim s,= lim ¢, =0.
n—-—+oo n—-—+oo

Dans ce qui précéde, on déduit que pour tout a €]0, 1]

0< lim L,,< lim R,, <0,

n—-+oo n—-4oo
alors

lim L,,= lim R,,=0,

n—-+oo n—-+o0o
donc
lim  sup {maz{|L, o —0|,|Rno—0|}} =0,
n—)—i—ooae]o,l]

i.e.,

lim Dy (z,,0)=0.

n—>-+oo

D’ou le point d’équilibre & = 0 est globalement attractif. [



CONCLUSION

ans ce mémoire, d’aprés un chapitre introductif nous avons présenté des résultats

sur le comportement asymptotique du systéme d’équations aux différences rationnel

d’ordre deux suivant
Tn+Tn—1

Tnt1 =
a+YnYn—1 o
n=0,1,2,..,

Yn+Yn—1
yTL+1 bt+xnrn—1

ol a et b sont des constantes réelles strictement positives et les valeurs initiales x_1, xg, y_1, %o

sont des nombres réels positifs. Ainsi qu'une étude d’une classe d’équations aux différences
floue d’ordre deux donnée par

Tp + Tp—1
Tpnt1 = 55— = 07 ]-727 s
P—I—xnxn—l

avec P est un nombre flou strictement positif et les valeurs initiales z_;, xo sont des

nombres flous positifs.
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