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 اللھم إني أسألك خير المسألة
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 وإذا أساء إليّ الناس أعطني

 شجاعة العفو والغفران

 يا رب إذا نسيتك ف, تنساني

.آمين  

  

 

 

.                         



  شكر وعرفان 

 الحمد الله رب العالمين والصلاة والسلام على المبعوث رحمة للعالمين سيدنا 

محمد وعلى آله وصحبه أجمعين                         

     ............."وإذا تأذن ربك لئن شكرتم لأزيدنكم"عملا بقوله تعالى 

على إتمام  لنا توفيقه تعالىنشكر االله على نعمه التي لا تعد ولا تحصى ومنها   

.حول منّا ولا قوة، فهو الذي له الفضل أوّلا و آخرا  من غير هذا العمل المتواضع   

    .الوالدين الكريمين على دعمهم المعنوي والمادي الجزيل خص بالشكرن بداية

  كما نتقدم بجزيل الشكر والامتنان وخالص العرفان والتقدير إلى الأستاذ المشرف

طيلة فترة  امن وقته وعلمه  الكثير و رافقن االذي أعطان" بوسعيود علي "الأستاذ

.ءهذا العمل بتوجيهاته القيمة ونصائحه الثّمينة فجزاه االله خير الجزا إنجاز  

   لجنة المناقشة كل من توجه بجزيل الشكر إلى السادة الأساتذة أعضاءنكما 

محمد "الأستاذ و " قميحة منيرة " ةالأستاذ ،"نور السادات توافق"الأستاذ

  .   من وقتهم الثمين من أجل الإطلاع على هذه المذكرة  اجزء اقتطاعهم على" كرادة

  ، ونخص بحثنا هذا وإتمامساعدنا على انجاز كل من والشكر موصول إلى 

                 م+ن         .رياضيات أساسية الماسترأساتذة بالذكر 

   

   



 إهداء

 بعد ذكر وحمد رب العزة والخلق أجمعين والثناء على سيد الأنبياء والمرسلين أهدي ثمرة

:جهدي هذا  

...إلى من علمني العطاء بدون انتظار...إلى من كلله االله بالهيبة والوقار  

 ...إلى قدوتي وسندي في الحياة...إلى من أحمل اسمه بكل افتخار

  .وهبه االله حسن المآب "أبي العزيز"

...إلى بسمة الروح...إلى مصدر الحنان والعطاء...إلى ملاكي في الحياة  

...إلى من كان دعاؤها سر نجاحي وحنانها بلسم جراحي  

  .حفظها االله" أمي الغالية"

إلى من أقمت لهم مكانا عميقا في قلبي...إلى من جمعتني معهم ظلمة رحم واحد  

كل باسمه" أخواتي" "إخوتي"...الحياةوتقاسمت معهم حلاوة    

"أولاد أختاي"إلى البراعم الصغار   

  وأمدوني بنصائحهم و توجيهاتهم إلى من تتلمذت على أياديهم،

"أســــــــاتذتي"   

  "مريم"في إنجاز هذا العمل  يشاركتن التيإلى زميلتي 

.إلى صديقاتي ورفيقات دربي كل باسمه  

  نبيهة                             



    

 إهداء

    إلهي لا يطيب الليل الا بشكرك ولا يطيب النهار إلا بطاعتك ولا تطيب اللحظات إلا بذكرك        

:الجنة إلا بعفوك أهدي ثمرة جهدي هذا إلى ولا تطيب الآخرة و                  

...الارتقاءنبع العطاء الذي زرع الأخلاق بداخلي وعلمني طرق ...الماس الذي لا ينكسر             

" أبي العزيز"                                            

نبع الحنان التي ساندتني ووقفت إلى جانبي حتى وصلت...الزهرة التي لا تذبل             

إلى هذه المرحلة من التقدم والنجاح                                 

" أمي  الغالية"                                           

"أخواتي" إخوتي"إلى من كونت معهم بحر ذكرياتي ونقشت أسماءهم في صدري               

                     "أولاد أختاي"إلى الكتاكيت الأحبة   

 إلى جميع أساتذتنا

  "هةنبي"في إنجاز هذا العمل  يإلى زميلتي التي شاركتن

  .صديقاتي المخلصات كل باسمه ...بنات المستقبل...إلى رفيقات الدرب               

                                   

   

                 مريم                                                                
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موضوع بحثي ذو أھمية كبيرة، إذ  إن ا�عداد الغوصية وخصائصھا مثيرة ل�ھتمام، وھوعبارة عن     
قدم ھورادام 1963، ثم في سنة 1832كان محل دراسة العديد من الباحثين أولھم غوص في سنة   

مفھوم أعداد غوصيان فيبوناتشي، ليقوم بعدھا جوردن بتقديم بعض الع�قات بين متتالية فيبوناتشي 
:  العادية وغوصيان فيبوناتشي وغوصيان فيبوناتشي ذو الدليل السالب نذكر منھا  
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  .1963 قام ھارمان بتعميم الطرق التي قدمھا ھورادام في سنة 1981وفي عام    

كما قام العديد من الباحثين الرياضيين بدراسة كثيرات الحدود الغوصية المتعامدة على غرار آسكي و  
، إذ وضعوا الع�قات التراجعية لبعض كثيرات الحدود الغوصية 2018و أوز سنة  2013غورال سنة 

  . والدوال المولدة الخاصة بھا

حيث أبدع ك� من  ،الرياضيات الك�سيكيةنا ھاما في من جھة أخرى تحتل التوابع التناظرية مكا   
ل بول و آليان Fسكو في إيجاد العديد من النتائج الجديدة والمھمة باستعمال الدوال يالفرنسيين مارس

   .التناظرية

نھتم في ھذه المذكرة بدراسة التوابع التناظرية وذلك باستعمال تأثير المؤثر    
1 2
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a a
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وھذا بھدف الحصول على دوال مولدة جديدة وأخرى تم الحصول عليھا من  ∑

  .طرف بعض الباحثين بطرق مختلفة

فصول، الفصل ا�ول يتناول بعض المفاھيم العامة حول الس�سل  أربعةتم تقسيم ھذه المذكرة إلى    

فيبوناتشي، لوكاس، جاكوبستال، جاكوبستال لوكاس، بال (-�عداد غوصيان التراجعية، الع�قات لشكليةا

غوصيان ( تطرقنا إلى بعض كثيرات الحدود المتعامدةلھا، كما الدوال المولدة ، )و بال لوكاس

ن بال لوكاس وكثيرات الحدود جاكوبستال، غوصيان جاكوبستال لوكاس، غوصيان بال، غوصيا

وفي ا�خير قمنا بالتذكير بالمفاھيم ا�ساسية وبعض الخصائص ) ين الثالث والرابعتشاف من النوعتشيب

 .حول التوابع التناظرية وتطبيقاتھا 

فقمنا باستنتاج الدوال المولدة لPعداد وكثيرات الحدود الغوصية المذكورة سابقا، أما في الفصل الثاني    

جداءات كثيرات  وصية،لجداءات كثيرات الحدود الغ كما قدمنا نظرية مكنتنا من حساب الدوال المولدة

د الغوصية مع كثيرات الحدود تشاف من النوعين الثالث والرابع وجداءات كثيرات الحدوتشيبلالحدود 

  .تشاف من النوعين الثالث والرابعتشيبل



                                                                                    مقدمة   ال  

 ب   

 

الحصول على الدوال المولدة لجداءات ب جديدة التي سمحت لناقمنا باقتراح نظرية الفصل الثالث  وفي   

تشيبتشاف من النوع الثالث وذلك لا�عداد الغوصية وجداءات ا�عداد الغوصية مع كثيرات الحدود 

  .1.1بإجراء تطبيقات على النظرية 

قمنا بحساب بعض الدوال المولدة الجديدة وذلك باFعتماد على النظرية  رابع وا�خيرالفصل ال وفي   
رحة في الفصل الثالث والتي سمحت لنا بحساب الدوال المولدة لجداءات ا�عداد الغوصية المقت 1.1

تشاف تشيبلد الغوصية مع كثيرات الحدود بدليلين متواليين وغير متواليين باUضافة إلى جداءات ا�عدا
.من النوع الرابع  



الأول فصلال  

 مفاهيم عامة
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تعريف للس!سل  نتطرق في ھذا الفصل إلى بعض المفاھيم العامة، حيث نستھل الفصل بتقديم    
جاكوبستال   غوصيان لوكاس،غوصيان  ،فيبوناتشي الشكلية، الع!قات التراجعية )عداد غوصيان

ن تشاف مات الحدود المتعامدة لكل من تشيبكثير بعد ذلك نقوم بتعريف ،لوكاس وغوصيان جاكوبستال
المولدة  دوالنقدم مفھوما لل ثم، غوصيان جاكوبستال لوكاسو غوصيان جاكوبستال النوع الثالث والرابع،

نتناول  بعد ذلك ،كيفية إيجاد الدوال المولدة ل4عداد و كثيرات الحدود المتعامدة السالف ذكرھاوالعادية، 
معاد6ت الجبرية من الدرجة الثانية حيث سنتطرق إلى ال ا)ساسية لنظرية التوابع التناظرية، العناصر

بعض خصائص التوابع  نقدموفي ا)خير  ونقدّم بعض التعاريف حول التوابع التناظرية ا)ولية والتامة،
  .14]-1[استعملنا المراجع  أننا نشير للقارئ، التناظرية مع بعض التطبيقات على التوابع التناظرية التامة

 السسل الشكلية1.1 

1.1.1   شكليةسل الحقل الس

) ليكن ), ,.+k )ي حقل تبديل   )= ℂk  

 :1.1تعريف

]عناصر ]
0

,ii i

i

x a x a
+∞

=

 
  = ∈  

 
∑k k   i∈ℕ، ixمن أجل . k الس!سل الشكلية بمعام!ت في تسمى 

  .6 معين xحيث ،k ھي معام!ت من iaو iيسمى وحيد الدرجة 

بالحد الثابت للسلسلة الشكلية  يدعى���المعامل  •
0

i

i

i

u a x
+∞

=

=∑ 

 : 2.1تعريف

لتكن
0

i

i

i

u a x
+∞

=

=∑
 

و
0

i

i

i

v b x
+∞

=

=∑
 

 :نعرف مجموعھما و جداءھما بالتالي ،سلسلتين شكليتين

( )
0

 ,i

i i

i

u v a b x
+∞
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+ = +∑
    (1.1)  

            0 0
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i
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= =
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  العمليات على السسل الشكلية2.1.1 

 :الضرب في سلمي )1

السلسلة
0

i

i

i

v ka x
+∞

=

ھي ناتج ضرب السلسلة  ∑=
0
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+∞
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  .kي في السلم
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  :يا!شتقاق الشكل) 2

)السلسلة  ) 1
0

1 i
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i

v i a x
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= لسلسلةل الشكلي ا6شتقاق ھي نتيجة ∑+
0

i
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  .xبالنسبة إلى ∑=

  :الشكليةالمكاملة ) 3

السلسلة   
1
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  .xبالنسبة إلى

  السسل القابلة للقلب 3.1.1 

 : 3.1تعريف

السلسلة  نقول أنّ 
0

i

i

i

a x
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=
قط إذا وجدت سلسلة ف قابلة للقلب إذا و ∑

0

i
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b x
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 :حيث ∑
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  :أمثلـــة

السلسلة )1
0

i

i

u x
+∞

=

=∑ .  ابلة للقلب و مقلوبھاق   xv −=1  

) ةالسلسل )2 )
0

1
i i

i

u x
+∞

=

= xvلب ومقلوبھا قابلة للق ∑− +=1. 

السلسلة  )3
0 !
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x
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)قابلة للقلب ومقلوبھا  ∑= )
0

1
!

i
i
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x
v

i

+∞

=

= −∑.  

  :1.1 خاصية

السلسلة الشكلية 
0

i

i

i

u a x
+∞

=

0قابلة للقلب إذا وفقط إذا كان ∑= 0a ≠.  

       العقات التراجعية  2.1

على البحث عن الحلول للع!قات التراجعية الخطية المتجانسة ذات  اھتمامنا نركز في ھذه الفقرة
 .ةتالمعام!ت الثاب

 :  1.2 تعريف

  :ذات معام!ت ثابتة كل ع!قة من الشكل kنسمي ع!قة تراجعية خطية متجانسة من الرتبة 

1 1 2 2 ... 0,n n n k n ku d u d u d u− − −+ + + + =                              )1.2( 

1: حيث أنّ  2, ,..., kd d d 0وتة معام!ت ثاب بارة عنع
k

d ≠.  
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  :1.2 نظرية

  :مع )1.2(تراجعية يوجد حل وحيد للع!قة ال

0 0 1 1 1 1,  ,...,  k ku b u b u b− −= = 0و  = 1 1, ,..., kb b b   .معطاةثوابت  −

 : 1.2 محظة

0nu من الواضح أن   ).التافه(ويسمى الحل الصفري  )1.2(ھو حل للمعادلة  =

   :2.2 تعريف

1لتكن  1 2 2 ... 0n n n k n ku d u d u d u− − −+ + + + ت معام!ت ثابتة، كثير الحدود ع!قة تراجعية خطية ذا =
 :المميز المرفق لھا ھو

( ) 1 2
1 2 ....k k k

kP x x d x d x d− −= + + + +                        )2.2(  

 :2.2 محظة

) لمّـا ) 0P x التراجعية وتسمى جذورھا  ع!قةلل) المساعدة(الع!قة بالمعادلة المميزة ھذه  دعىت =

  .بالجذور المميزة

  :2.2 نظرية

ع!قة تراجعية خطية ذات معام!ت ثابتة وجذورھا  لتكن 

1 :ھي المميزة 2, ,..., rα α α 1درجة تضاعفھا 2, ,..., rm m m  1على الترتيب حيثim من أجل  ≤

{ }1,2,...,i r∈ و
0

r

i

i

m k
=

ھو الحل العام للع!قة التراجعية إذا وفقط إذا كان  nu ، إذن∑=

( )1
1 2

1

... i

i

r
m n

n i i im i

i

u c c n c n x−

=

= + + 1: ثوابت حقيقية تحقق ijc، حيث ∑+ 1 ri r j m≤ ≤ ∧ ≤ ≤.    

  )الحلول مختلفة(  :23. نظرية

1لتكن  1 2 2 0n n n k n ku d u d u d u− − −+ + + +  ع!قة تراجعية خطية ذات معام!ت ثابتة وجذورھا المميزة ⋯=

1:ھي 2 3, , , , kα α α α… ،عندئذ من أجل كل مجموعة من الثوابت  مختلفة عن بعضھا البعض

1 2 3, , , , kc c c c…  ّفإن:  

1 1 2 2 .n n n

n k ku c c cα α α= + + +⋯
                             )2.3(  

  .للع!قة التراجعية العامحل العبارة عن 

   :3.2 تعريف

  :بالع!قة التراجعية التالية المعممة تعرف فيبوناتشي أعداد

1 1 2 2 0n n n k n ku d u d u d u− − −+ + + + =⋯
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1 2

0 1

            ,      2      

 ,                                         
n n nu pu qu n

u uα β
− −= + ∀ ≥


= =

,                                  )4.2( 

α, حيث β ∈ℂ و,p q ∈ℕ. 

 :محظات

لما   .1
1, 1

, 1

p q

iα β
= =


= =

 .فيبوناتشي يانعداد غوصعلى الع!قة التراجعية ) نتحصل 

لما  .2
1, 1

2 , 1 2

p q

i iα β
= =


= − = +

 .كاسلو يانغوص عدادالع!قة التراجعية ) نتحصل على 

لما  .3
1, 2

, 1
2

p q

i
α β

= =



= =

 .جاكوبستال يانعداد غوصنتحصل على الع!قة التراجعية ) 

 لما .4
1, 2

2 , 1 2
2

p q

i
iα β

= =



= − = +

 جاكوبستال يانغوص عدادالع!قة التراجعية )ل على نتحص

  .لوكاس

لما  .5
2, 1

, 1

p q

iα β
= =


= =

  .نتحصل على الع!قة التراجعية )عداد غوصيان بال

ما ل .6
2, 1

2 2 , 2 2

p q

i iα β
= =


= − = +

 .نتحصل على الع!قة التراجعية )عداد غوصيان بال لوكاس

 :1.2قضية 

  :يعطى بـ) 4.2(الحل العام للع!قة التراجعية 

1 1 2 2

1 2

,
n n

n

c x c x
u

x x

−
=

−
  

21: مع xc αβ 12و  =− xc αβ  )4.2(للع!قة التراجعية  للمعادلة المميزة ھما حلول 2xو  1xحيث  =−
2و 1x x≠.  

  كثيرات الحدود المتعامدة 3.1

   )s'Favadar( :1.3 خاصية

)حدودمتتالية كثيرات  كل )( )n n
P x

∈Ν كثيرات حدودالرتبة الثانية عبارة عن  ات ع!قة تراجعية منذ 

  .متعامدة

   : 1.3تعريف

 :بالع!قة التراجعية التالية تعرف المعممة لفيبوناتشي كثيرات الحدود
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2

0 1

    ,    2 
,

,                       
n n nP x pxP x qP x n

P x P x xα β γ
− − = + ∀ ≥


= = +

                              )1.3(  

,:حيث ,α β γ ∈ℂ وp,q∈Z. 

  :محظات

لما  .1
1, 2, 1

2, 1p q

α β γ= = = −


= = −
 .حدود تشيبتشاف من النوع الثالثال لع!قة التراجعية لكثيرنجد ا  

لما  .2
1, 2, 1

2, 1p q

α β γ= = =


= = −
  .حدود تشيبتشاف من النوع الرابعال نجد الع!قة التراجعية لكثير 

لما  .3
, 0, 1

2, 1

i

p q

α β γ= = =


= =
 .غوصيان بالحدود ال نجد الع!قة التراجعية لكثير 

  :3.2تعريف 

  :ود لغوصيان جاكوبستال بالع!قة التراجعية التاليةنعرف كثيرات الحد   

                              )2.3(
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

0 1

2     ,    2 
.

,  J 1                      
2

n n nGJ x GJ x xGJ x n

i
GJ x G x

− − = + ∀ ≥



= =

 

   :3.3تعريف 

 :نعرف كثيرات الحدود لغوصيان جاكوبستال لوكاس بالع!قة التراجعية التالية

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

0 1

2     ,    2 
.

2 ,  1 2                    
2

n n nGj x Gj x xGj x n

i
Gj x Gj x ix

− − = + ∀ ≥



= − = +

                                    )3.3(    

  المولدة  الدوال 4.1

  الدوال المولدة العادية  1.4.1

  :1.4تعريف 

)لتكن    )n n
u

∈ℕ
  :المولدة العادية التالية العددية الدالةنرفق بھذه المتتـالية   متتالية عددية، 

)1.4(                                                    ( )( ) ( )  .   

0

n

n

n

xuxgxuS ∑
+∞

=

==  

. ( )n n
u

∈ℕ
 الدالة المعرفة بھذه السلسلة تسمّى الدالة المولدة العـادية المرفقة بالمتتالية 
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 نظرية 1.4:

:ھي  ( )n n
u

∈ℕ
، الدالة المولدة المرفقة بالمتتالية)4.2(ية متتالية معرفة بالع!قة التراجع  ( )n n
u

∈ℕ
 لتكن 

                        )2.4( ( ) ( )
2

.
1

p x
g x

px qx

α β α+ −
=

− −
 

  :  البرھان

:لدينا  

 

:و منه ينتج لنا    

( ) ( )
2

.
1

p x
g x

px qx

α β α+ −
=

− −
  .وھو المطلوب                               

   :المدونة في الجدول التاليعلى النتـائج  نتحصلوالفقرة الثانية  1.4من النظرية  انط!قا  

 الدالة المولدة � � p q  الغوصية  )عدادا

n
GF

 1 1 i  1 ( ) ( )
2

1
.

1  

i i x
g x

x x

+ −
=

− −

 

nGL  1 1 2 i−  1 2i+  
  

( )
2

2 3 1
( ) .

1  

i i x
g x

x x

− + −
=

− −

 

nGJ  1 2 
2

i  1 ( )
.

42 2

2
)(

2xx

xii
xg

−−
−+

=
 

nGj  1 2 2
2

i
−

 
1 2i+  

      
( )

2

4 5 2
( ) .

2  2 4

i i x
g x

x x

− + −
=

− −
 

nGP  2 1 i  1 

 
( )

2

1 2
( ) .

2  2

i i x
g x

x x

+ −
=

− −
 

nGQ  2 1 2 2i−  2 2i+  
    

( )
2

2 2 6 2
( ) .

2  2

i i x
g x

x x

− + −
=

− −

 

  .الدوال المولدة ل<عداد الغوصية 1.1 جدولال

( )

( )

( ) ( )

0

0 1
2

1 2
2

1 2
2 2

2

1 0

2

0 0

2 ,

n

n

n

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

g x u x

u u x u x

x pu qu x

x p u x q u x

x px u x qx u x

x px u x qx u x

x px pxg x qx g x

α β

α β

α β

α β α

α β α

+∞

=

+∞

=

+∞

− −
=

+∞ +∞

− −
= =

+∞ +∞

= =

+∞ +∞

= =

=

= + +

= + + +

= + + +

= + + +

 
= + + − + 

 

= + − + +

∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
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  الدوال المولدة المرفقة بكثيرات الحدود المتعامدة 2.4.1

 نظرية 2.4:

الدالة المولدة المرفقة ، )1.3(ية معرفة بالع!قة التراجعالحدود المتتالية كثيرات   ( )( )n n
P x

∈ℕ
لتكن   

              
: ھي ( )( )n n

P x
∈ℕ  

بالمتتالية
 

                           
 

(3.4)                                   

:البرھان  

:لدينا  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 1
2

1 2
2

1 2
2 2

2

1 0

2

0

n

n

n

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

n

g z P x z

P x P x z P x z

x z pxP x qP x z

x z px P x z q P x z

x z pxz P x z qz P x z

p x z pxzg z qz g z

x z Pxz P x z qz

α β γ

α β γ

α β γ

α β α γ

α β γ α

+∞

=

+∞

=

+∞

− −
=

+∞ +∞

− −
= =

+∞ +∞

= =

+∞

=

=

= + +

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + − + + +

 
= + + + − + 

 

∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ( )2

0

,n

n

n

P x z
+∞

=
∑

 

:ومنه ينتج لنا
 

  

  .و ھو المطلوب

  

  

( )
( )( )

2
.

1

p x z
g z

pxz qz

α β α γ+ − +
=

− −

( )
( )( )

2
.

1

p x z
g z

pxz qz

α β α γ+ − +
=

− −
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  :المدونة في الجدول التالية نتحصل على النتـائج لثوالفقرة الثا 4.2من النظرية  انط!قا     

عداد الغوصية ا)  p q � � � الدالة المولدة 

 

( )nV z  

 
2 

 
-1 

 
1 

 
2 

 
1-  

.
21

1
)(

2zxz

z
zg

+−
−

=  

 

    ( )nW z  

 
2 

 
-1 

 
1 

 
2 

 
1 

.
21

1
)(

2zxz

z
zg

+−
+

=
 

 

( )nGP z  

 
2 

 
1 

 

i  

 
0 

 
1 

( )
2

1 2
( ) .

1 2

i ix z
g z

xz z

+ −
=

− −
 

   .الدوال المولدة لكثيرات الحدود 2.1جدول ال

  :3.4 نظرية 

  :حدود غوصيان جاكوبستال ھيال الدالة المولدة لكثير

                             .
( )

2

2
( )

2 2 4

i i z
g z

z xz

+ −
=

− −  

  :البرھان

:لدينـا
    

                                                                       ( ) ( )
0

n

n

n

g z GJ x z
+∞

=

=∑                                              

      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0 1
2

0 1 1 2
2

0 1 1 2
2 2

2
0 1

1 0

2

0 0

2

2

2

2
2 2

2

2

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

GJ x GJ x z GJ x z

GJ x GJ x z GJ x xGJ x z

GJ x GJ x z GJ x z x GJ x z

GJ x GJ x z z GJ x z xz GJ x z

i i
z z GJ x z xz GJ x z

i i z
zg

+∞

=

+∞

− −
=

+∞ +∞

− −
= =

+∞ +∞

= =

+∞ +∞

= =

= + +

= + + +

= + + +

= + + +

 
= + + − + 

 

+ −
= +

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )22 ,z xz g z+
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  :و منه ينتج لنا

.
( )

2

2
( )

2 2 4

i i z
g z

z xz

+ −
=

− −
  

  .و ھو المطلوب

 نظرية 4.4:

 :س ھيحدود غوصيان جاكوبستال لوكاالالدالة المولدة لكثيرات   

( )
2

4 4 2
( ) .

2 2 4

i ix i z
g z

z xz

− + + −
=

− −
  

  :البرھان

:لدينـا  

           

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 1
2

n

n

n

n

n

n

g z Gj x z

Gj x Gj x z Gj x z

+∞

=

+∞

=

=

= + +

∑

∑
                                             

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0 1 1 2
2

0 1 1 2
2 2

2
0 1

1 0

2

0 0

2

2

2

2 1 2 2 2
2 2

4 4 2

2

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

Gj x Gj x z Gj x xGj x z

Gj x Gj x z Gj x z x Gj x z

Gj x Gj x z z Gj x z xz Gj x z

i i
ix z z Gj x z xz Gj x z

i ix i z

+∞

− −
=

+∞ +∞

− −
= =

+∞ +∞

= =

+∞ +∞

= =

= + + +

= + + +

= + + +

    = − + + + − − +    
    

− + + −
=

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )22 ,zg z xz g z+ +

 

 

  :و منه ينتج لنا

( )
2

4 4 2
( ) .

2 2 4

i ix i z
g z

z xz

− + + −
=

− −
 

  .و ھو المطلوب
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 5.1  المعاد?ت الجبرية من الدرجة الثانية

حلول للمعادلة لدينا الع!قة   2λ و 1λ حيث ، 2 1 0x x− − = ة نعتبر المعادلة الجبرية من الدرجة الثاني   

:التالية    

1 2                        .                     

1 2

1,         
                              

 + 1.                              

λ λ
λ λ

= −


=
 

 :لكثير الحدود" المصفوفة المرفقة"ھذه المصفوفة تسمى  







=

01

11
M  لتكن المصفوفة

( ) ( )2 det ,MP tr M Mλ λ λ= − +
 

:بالع!قة التراجعية التالية �(�	
)
� وعليه يمكن تعريف متتالية غوصيان فيبوناتشي

                           )1.5(                      , 1G ,G ; 1 0 
1 

 

 

1 ==







=









−

+
FiF

GF

GF
M

GF

GF

n

n

n

n

 

  :الع!قتين التاليتين لنا نتجت )1.5(من الع!قة 

1  1         

0 1

     ,      1
                              

  G ,  G 1                               ,
n n nGF GF GF n

F i F

+ −= + ∀ ≥
 = =                                

)2.5(  

                            )3.5(  1  1

  0

1 1 1
.

1 0

n

n n

n

GF GF
M

GF GF i

+       
= =       

      
 

  Mدراسة قابلية تقطير المصفوفة 1.5.1

 :تعيين القيم الذاتية :أو?

  :بالع!قة التاليةMللمصفوفة يعطى كثير الحدود المميز  

( ) ( ) 2
2det 1.                                        MP M Iλ λ λ λ= − = − −

                          )4.5(  

1: ھذا ا)خير ينعدم من أجل

1 5

2
λ

+
2و  =

1 5

2
λ

−
أيضا و  M تيتين للمصفوفةھما القيمتين الذا، و=

  .جذرين للمعادلة ا)ولى
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2اDشعة الذاتية المرفقة لــ  :ثانيا 1,λ λ:  

;:إذنiλمرفقا للقيمة الذاتية اتياذشعاعا  iVنليك   i 1,2i i iMV Vλ= حيث،  =
i

i

i

x
V

y

 
= 
 

:   

  :أي

                                 
( ).2,1;

01

11
=








=
















i

y

x

y

x
iλ

                                     
)5.5( 

                      

  :نهم و

,

.
i

i

x y y

x y

λ

λ

+ =


=
 

                                    
)5.6(  

.:بقتين ينتج لنامن المعادلتين السا ix yλ=    

1:الترتيبھي على  1λ ،2λ ـة لا)شعة الذاتية المرافق

1 5

2
1

V

 +
 =   
 

 ،2

1 5

2
1

V

 −
 =   
 

 .

  
  

  :      قطرية حيث Dقابلة للقلب و مصفوفة  Pمصفوفةقابلة للتقطير ومنه توجد  M:إذن

.
11
2

51

2

51
/

2

51
0

0
2

51













 −+
=



















−

+

= PD  

1M:وعليه ينتج لنا PDP 1n مع =− nM PD P   :تعطى بالع!قة التالية nMالمصفوفة ، إذن =−

  

               

1 1

1 1

1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 2

5 5
.

1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 2

5 5

n n n n

n

n n n n
M

+ +

− −

        + − + − − −       
        
 
 =
        + − + − − −       
        
 
 

               )5.7(  
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  التوابع التـنـاظـرية 6.1 

 التوابع التناظرية اDوليّة 1.6.1

n,نعتبر فيما يلي   k موجبين وعددين صحيحين ,,..., 12 λλλn مركبة حقيقية أو( مختلفة جذور (

  .n من الدرجة جبرية لمعادلة

 :6.1 تعريف

kةالتابع المتناظر ا)ولي من الرتب    :بـيعرف   

1 2

1 2

1 2 1 2
...

( , , ..., ) ... ,  n

n

i i i

k n n

i i i k

e λ λ λ λ λ λ
+ + + =

= ∑
                                                       

)1.6(
            

1 :مــع 2, , , 1 0ni i i = 1و…∨ 2( , , , )
k n
e λ λ λ… معدومة من أجلk n>0وk <.  

  :1.6 مثال

2n(من أجل معادلة من الدرجة الثانية  2: الجذور ،= 1,λ λ( لدينا:  

( )

( )

( )







=
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.
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1

2
0

λλ
λλ

e
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  :6.1 قضية

 :معام!ت النشر في السلسلة ھيالتناظرية ا)ولية  لتوابعا

( ) ( ) ( )
0 1

1 .                                     
n

n k

k i

k i

E z e z zλ
+∞

= =

= = +∑ ∏
                                  

)6.2(  

 التوابع التناظرية التامة 6.1.2

  :    6.2تعريف 

  :بالع!قة التالية رفيع ناظري التام بالنسبة للجذورالتابع الت

( ) 1 2

1 2

1 2 1 2
....

, ,..., ... ,n

n

i i i

k n n

i i i k

h λ λ λ λ λ λ
+ + + =

= ∑                            (3.6)                                      

1: مع 2, , , 0
n

i i i )و …≤ ). 0, 0n

kk h∀ < =  

  :6.2 مثال

2n( من أجل معادلة من الدرجة الثانية  2:، الجذور= 1,λ λ  (لدينا:  
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2
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2
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 قضية 2.6:

  :معام!ت النشر في السلسلة ھي �التامة من الرتبة  لتوابع التناظريةا

( ) ( ) ( ) 1

0 1

1 . 
n

n k

k i

k i

H z h z zλ
+∞

−

= =

= = −∑ ∏
                                     

)4.6( 

  بعض خصائص التوابع التناظرية 7.1

يمكن إعطاء التعريف  ،6.2على التعريف  واعتمادا )5.7( ةالمعطاة بالع!ق nMمن المصفوفة  انط!قا
 .التـالي للتوابع التناظرية

  :7.1تعريف 

}نعتبر ا)بجدية  }1 2,P p p=نعرف التابع المتناظر ،nS با)بجدية المرفقP بـ: 

( ) ( )
1 1

1 2
1 2

1 2

, .
n n

n n

p p
S P S p p n

p p

+ +−
= + = ∈

−
ℕ 

         :عم

(2)
0 0

(2)
1 1 1 2

(2) 2 2
2 2 1 2 1 2

(2)

( ) 1

( )

( )

( ) ,n n

S P h

S P h p p

S P h p p p p

S P h

 = =


= = +


= = + +


 =

⋮

 

)و ) 0nS P 0nمن أجل= <.  

  :7.2تعريف 

) نرمز بـ أبجديتين،BوA لتكن )nS A B− لمعام!ت السلسلة المعرفة بـ:  

( )
( )
( )

( ) ( )
0

1
=H E  ,                                         

1
n b B

n

n
a A

bz
S A B z z z

az

+∞
∈

=
∈

∏ −
− = −

∏ −∑
                        

)7.1(
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):مـــع ). 0, 0nn S A B∀ < − =  

  :7.1 نتيجة

} عبوض }0,0,...,0A              :نتحصل على) 7.1(الع!قة في  =

( ) ( )
0

1 .   n

n

n b B

S B z bz
+∞

= ∈

− = −∑ ∏                             )7.2(  

   :7.1خاصية 

} ذا كانإ }0,0,...,0A }أو = }0,0,...,0B  :ينتج لنا فإنه =

( ) ( ) ( )                           ..
000

n

n

n

n

n

n

n

n

n

zBSzASzBAS −=− ∑∑∑
+∞

=

+∞

=

+∞

=                                     
)7.3( 

:7.1محظة 
  

Bإذا كان  A= على نتحصل )7.3(و ) 1.7( من الع!قتين: 

( ) ( )
0 0

1,n n

n n

n n

S A z S A z
+∞ +∞

= =

− =∑ ∑  

 :أي

( )
( )0

0

1
. n

n
nn

n

n

S A z

S A z

+∞

+∞
=

=

=
−

∑
∑

  

  :الخاتمة

حيث . في ھذا الفصل بإعطاء بعض المفاھيم العامة التي سنلجأ إليھا في الفصول القادمة ختاما فإننا قمنا  
ا الدوال ذو كثيرات الحدود المشھورة، وك الغوصية عدادا)تم التطرق إلى بعض التعريفات الخاصة ب

  .، كما تطرقنا إلى التوابع التناظرية ا)ولية و التامة وبعض خصائصھارفقة لكل منھاالموّلدة الم
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رالمؤث تأثيردراسة  إلىفي ھذا الفصل سنتطرق   
1 2

k

p pδعلى السلسلة القابلة للقلب ( ) 1
0

n n

n

n

S A p z
+∞

=
الذي  ∑

 يانلوكاس ،غوص يانفيبوناتشي،  غوص يانغوص عداد كل منيسمح لنا بالحصول على الدالة المولدة !
و كذلك الدوال المولدة  ان بال و غوصيان بال لوكاس، غوصيلوكاس جاكوبستال يانغوص ،جاكوبستال

، لوكاس جاكوبستال يانغوص جاكوبستال، يانغوص ،لوكاس يانكل من غوصلحدود اللكثيرات 
، كما سنقوم بحساب الدوال المولدة لجداءات تشيبتشاف من النوعين الثالث و الرابع و غوصيان بال

تشيبتشاف من النوعين الثالث لاءات كثيرات الحدود جد كثيرات الحدود الغوصية المذكورة سابقا و
}ةا!بجديوھذا في حالة  أدناهالمقترحة  1.2جراء تطبيقات على النظرية إوذلك ب والرابع }1 2,P p p= ،

  .11]-1[استعملنا المراجع  أننا نشير للقارئ

   أساسيةمفاھيم  1.2

 :1.1 تعريف

}لتكن   }1 2,P p p=نعرف المؤثر ،أبجدية
1 2

k

p pδ بـ: 

1 2

1 1 2 2
1

1 2

( ) ( )
( ) .

k k
k

p p

p f p p f p
f p

p p
δ

−
=

−                            
)1.1(

 
 :2.1 تعريف

nمنgنعتبر التابع 
ℝ، ـالمقسوم ب نعرف الفرق: 

      
( ) ( ) ( )

1

1 2 1 1 2 1

1

, , , , , , , , , , ,
.

i i

i i n i i n

x x

i i

g x x x x x g x x x x x
g

x x+

+ +

+

… … − … …
∂ =

−)2.1(
 

  :1.1 خاصية

}ا!بجديةلتكن  }1 2,P p p=، جل كل عدد طبيعيأن مk لدينا:  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 21 1 1 2 1 2                    .k k

p p k p pf p S p p f p p fδ −= + + ∂)3.1(  

 : البرھان

                                               
( ) ( ) ( )

1 2

1 1 2 2
1

1 2

 
k k

k

p p

p f p p f p
f p

p p
δ

−
=

−     

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 2 1

1 2

k k k kp f p p f p p f p p f p

p p

− + −
=

−
                  

  ( ) ( ) ( )1 21 2
1 2    

1 2 1 2

   
k k

k
f p f pp p

f p p
p p p p

−−
= +

− −
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  .و ھو المطلوب 

  :اتم�حظ

)إذا كان -1 )1 1f p p=قة التالية) 1.1( لمؤثراGيعطى بالع:  

           
( ) ( )

1 2

1 1
1 2

1 1 2
1 2

.
k k

k

p p K

p p
f p S p p

p p
δ

+ +−
= = +

−   
  

)كان  إذا -2 ) 1
1 1

kf p p  :ليةيعطى بالعGقة التا) 2.1(المقسوم  لفرقا=+

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1
1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

.
k k

p p k

f p f p p p
f S p p

p p p p

+ +− −
∂ = = = +

− −
  

   الدوال التناظرية 2.2

التي ستسمح لنا بالحصول على الدوال المولدة لIعداد و كثيرات الحدود  [9]سنتطرق للنظرية ا!ساسية 
  .ةيالغوص

  :1.2 نظرية

}لتكن  }1 2,P p p=و{ }1 2, ,...A a a= تين وبجديأk  لدينا ،طبيعيعدد:  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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2 1
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∑

              )1.2(
  

 :البرھان

المؤثر  بإدخال •
1 2

k

P Pδ على السلسلة القابلة للقلب( ) ( )1 1
0

n n

n

n

f p S A p z
+∞

=

يسر لطرف ا!فإن ا ∑=

 :الشكليكتب على  )1.2( للعGقة
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بإدخال المؤثرمن جھة أخرى  •
1 2

k

P Pδ على السلسلة القابلة للقلب( )
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1

1

1
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ap z

∈

=
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فإن  

 :يكتب على الشكل) 1.2( ا!يمن للعGقةالطرف 
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n n

n n

n k n kk
n n n k k n

n k n n

n n k

n n n n

n n

n n

z

S A p z S A p z

p p
S A p p S p p z S A p p z

p p

S A p z S A p z

+∞ +∞

= =

− −− +∞

− −
= = +

+∞ +∞

= =

  
− −  

  

 −
− + + −  − =

  
− −  

  

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  
             

 



  ل�عداد وكثيرات الحدود الغوصيةالتوابع التناظرية                                       الثاني             الفصل 

 31 
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.وھو المطلوب   

}ا!بجديتين وبأخذ 1.2نظرية من ال }1 2,P p p=، { }1A }و  = }0,1k   :نستنتج الخاصيتين التاليتين ∋

 :1.2 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= بجدية لديناأ:  

( )
( )1 2

0

1
.

1
n

n

n

p P

S z
pz

p p
+∞

=
∈

+ =
−∑ ∏

                

)2.2( 

  :2.2 خاصية

}ن لتك }1 2,P p p= لدينا أبجدية:  
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( )1 21

0
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1

n

n

n

p P

z
S z

p
p p

z

+∞

−
=

∈

−
+ =∑ ∏

     

             )2.3(  

    الشھيرة عداد وكثيرات الحدودبعض ا&بالدوال المولدة المرفقة  2.3

 &عدادباالدوال المولدة المرفقة  2.3.1 

]بـ 2pنقوم بتبديل يأتيفيما  • ]2p−  قتينG3.2(و ) 2.2(في الع(.   

1بأخذ  :و-أ 2

1 2

1

1

p p

p p

− =


=
) يف) 2.2( العGقة وضرب) 3.2(و) 2.2(في العGقتين   )i  وجمعھا مع

) المضروبة في) 3.2(العGقة  )1  i− نتحصل على: 
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(1.3)                                 
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=

− −

+
∑ 

  :التالية نتيجةيمكن استنتاج ال، ومنه فيبوناتشي يانتمثل الدالة المولدة !عداد غوص) 1.3(العGقة 

  :3.1نتيجة 

  :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

[ ]( ) ( ) [ ]( )1 2 n 1 1 21 .
n n

GF iS p S pp i p−= + − + + −− 

1ذ بأخ :ثانيا 2

1 2

1

1

p p
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− =


=
)في ) 2.2( العGقة وضرب) 2.3(و )2.2( في العGقتين   )2  i−  وجمعھا

)  المضروبة في)  (3.2مع العGقة )3  1i  :نتحصل على  −
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n

2
0

2 3 1
.

1
n

n

i z i
GL z

z z

∞+

=

− + −

− −
=∑

                  
(2.3)

        
 

   :ومنه يمكن استنتاج النتيجة التالية ،الدالة المولدة !عداد غوصيان لوكاس تمثل) 2.3(العGقة 

  :3.2نتيجة 

  :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 2 n 1 1 23 12
n n

G i S p S p pL p i −− + − + + −= −  

1بأخذ :ثالثا 2

1 2

1

2

p p

p p

− =


=
 في) 2.2(قة العG وضرب) .23(و) 2.2(في العGقتين  

2

i 
 
 

وجمعھا مع   

2  المضروبة في) 2.3( العGقة

2

i− 
 
 

 :نتحصل على  

( )
2

n 0 1 2 4

2
.n

n

i z i
GJ z

z z

∞+

=

+

− −

−
=∑

                           
   (3.3)          

    :تنتاج النتيجة التالية، ومنه يمكن استمثل الدالة المولدة !عداد غوصيان جاكوبستال) 3.3(العGقة 

  :3.3نتيجة 

 :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

[ ]( ) [ ]( )1 2 n 1 1 2

2
.

2 2nn

i i
GJ S ppS p p−

− + − + + − 
 

=  
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1بأخذ  :رابعا 2

1 2

1

2

p p

p p

− =


=
2 في) 2.2(العGقة وضرب ) 2.3( و) (2.2ينفي العGق

2

i 
 
 

وجمعھا مع  −

5  المضروبة في )2.3( العGقة
1

2

i − 
 
 

 :نتحصل على  

( )
2

n 0

4 5
.

2 4

2

1
n

n

i z i

z z
Gj z

∞+

=

− +

− −

−
=∑

                          (4.3)
  

، ومنه يمكن استنتاج النتيجة لوكاس تمثل الدالة المولدة !عداد غوصيان جاكوبستال) 4.3(لعGقة ا
  :التالية

  :3.4نتيجة 

  :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

[ ]( ) [ ]( )n 1 2 n 1 1 2

5
2 1 .

2 2n p
i i

Gj S p S p p−
   = − + − + − + −   
     

1بأخذ  :خامسا 2

1 2

2

1

p p

p p

− =


=
) يف) 2.2(وضرب ) 3.2(و) 2.2(في العGقتين   )i  3.2(وجمعھا مع (

)المضروبة في  )1  2i− نتحصل على: 

                                     ( )
2

n 0 1 2

1 2
.n

n

i z i
GP z

z z

∞+

=

+

− −

−
=∑)5.3( 

  :ومنه يمكن استنتاج النتيجة التالية ، بالتمثل الدالة المولدة !عداد غوصيان ) 5.3(العGقة 

  :3.5نتيجة 

 :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

[ ]( ) ( ) [ ]( )1 2 n 1 1 21 .2
n n

GP iS p S pp i p−= + − + + −− 

1بأخذ  :سادسا 2

1 2

2

1

p p

p p

− =


=
) يف) 2.2( العGقة وضرب) 3.2(و) 2.2(في العGقتين   )2 2i−  وجمعھا

)المضروبة في ) 3.2(العGقة مع  )6 2i  :نتحصل على −

 (6.3)                                 ( )
n

2
0

2 2 6 2

2
.

 2
n

n

i
G

i z
z

z z
Q

∞+

=

− + −

− −
=∑ 
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  :، ومنه يمكن استنتاج النتيجة التاليةلوكاس بالتمثل الدالة المولدة !عداد غوصيان ) 6.3(العGقة 

  :3.6نتيجة  

 :، لدينا العGقة التاليةnمن أجل كل عدد طبيعي

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 2 n 1 1 262 22 .
n n

GQ i S p i S p pp −= − + − + + −− 

  الشھيرة بعض كثيرات الحدودبالدوال المولدة المرفقة  2.3.2

]بـ  2pنقوم بتبديل  • ]2p−  قتينG(3.2و ) 2.2(في الع .( 

1بأخذ  :أو- 2

1 2

1

2

p p

p p x

− =


=
في) 2.2( العGقة وضرب) 2.3(و) 2.2(في العGقتين  

2

i 
 
 

 وجمعھا مع   

1  المضروبة في) .23( العGقة
2

i 
 
 

 :نتحصل على −

(7.3)                             ( ) ( )
2

n 0 2 2 4

2
.n

n
z xz

i i z
GJ x z

∞+

=

+

− −

−
=∑  

 :حيث ستالحدود غوصيان جاكوبالتمثل الدالة المولدة لكثير ) 7.3(العGقة 

( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 n 1 1 21 .
2 2nn

i i
xGJ S p S p pp −

 = + − + − + − 
    

 

1بأخذ  :ثانيا 2

1 2

1

2

p p

p p x

− =


=
2في  2.2)(العGقة وضرب ) .23(و )2.2(في العGقتين    

2

i − 
 

وجمعھا  

2 المضروبة في) 3.2( مع العGقة 1
2

i
ix

 − + 
 

 :نتحصل على 

(8.3)

                                 

( ) ( )
2

n 0

4 4 2
.

2 2 4
n

n

i ix i
Gj x z

z xz

∞+

=

− + + −
=

− −∑  

 :حيثلوكاس تال حدود غوصيان جاكوبسالتمثل الدالة المولدة لكثير ) 8.3(العGقة 

( ) [ ]( ) [ ]( )1 1 22 n 12 2 1
2

.
2n n

i i
Gj S p ixp Sx p p−

   = − + − + − + +   


−
    

1بأخذ  :لثاثا 2

1 2

2

1

p p x

p p

− =


=
)في  2.2)(العGقة وضرب ) .23(و) 2.2(في العGقتين     )i  وجمعھا مع

) المضروبة في) 3.2( العGقة )1 2ix−  :نتحصل على 
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(9.3)

                           

( ) ( )
2

n 0

1 2
.

1 2
n

n

i ix
GP x z

xz z

∞+

=

+ −
=

− −∑

 

  

 :حيث بالحدود غوصيان التمثل الدالة المولدة لكثير ) 9.3(العGقة 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 1 22 n 11 2 .n nGP iS p ixx p p pS − += − −+ + −  

]بـ 2pو 12pبـ  1pنقوم بتبديل  • ]22p−  قتين فيG23(و ) 2.2(الع..( 

1بأخذ  :أو- 2

1 24 1

p p x

p p

− =


= −
) 2.2( العGقةمن  3.2)(طرح العGقة و) .23(و) 2.2(في العGقتين  

  :نتحصل على

(10.3)                               ( ) 2
n 0

1
.

1 2
n

n

z
V x z

xz z

∞+

=

−
=

− +∑  

 :حيثف من النوع الثالث تشيبتشالحدود الكثير تمثل الدالة المولدة ل) 3.10(العGقة 

( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 n 1 1 22 2 2 .2
n n

V x S pp S p p−= + − − + −
 

1بأخذ  :ثانيا 2

1 24 1

p p x

p p

− =


= −
  :نتحصل على وجمعھما) .23(و) 2.2(في العGقتين  

(11.3)                                ( ) 2
n 0

1
.

1 2
n

n

z
W x z

xz z

∞+

=

+
=

− +∑
 
  

  :حيثاف من النوع الرابع تشيبتشلحدود الكثير تمثل الدالة المولدة ل (11.3)العGقة 

                              ( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 n 1 1 2 2 2 2 .2
n n

W x pS p S p p−= + − + + −  

}وبأخذ ا!بجديتين 1.2من النظرية    }1 2,P p p=، { }1 2,A a a=  و{ }0,1k ∈ نستنتج الخاصيتين   

  :التاليتين

 :3.1 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= أبجديتين لدينا:  

( ) ( )
( ) ( )

2
1 2 1 2

1 2 1 2
0 1 2

1
.

1 1
n

n n

n

a A a A

p p a a z
S a a S p p z

ap z ap z

+∞

=
∈ ∈

−
+ + =

− −∑ ∏ ∏
           

(12.3) 
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    :3.1 نتيجة

  :نستنتج العGقة التالية) 12.3(من العGقة 

  ( ) ( )
( ) ( )

3
1 2 1 2

1 1 2 1 1 2
0 1 2

.
1 1

n

n n

n

a A a A

z p p a a z
S a a S p p z

ap z ap z

+∞

− −
=

∈ ∈

−
+ + =

− −∑ ∏ ∏
 (13.3)           

   :3.2 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= أبجديتين لدينا: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2
0 1 2

.
1 1

n

n n

n

a A a A

a a z p p a a z
S a a S p p z

ap z ap z

+∞

−
=

∈ ∈
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+ + =

− −∑ ∏ ∏
            

)14.3(

     

  

   كثيرات الحدود اتلجداء الجديدة الدوال المولدة.4 2

  الغوصية كثيرات الحدودلجداءات  الجديدة المولدةالدوال  1.4.2

]بـ  2pنقوم بتبديل  • ]2p−  2وa  بـ[ ]2a−  قاتGوتحت  )14.3(، )13.3(، )12.3(في الع

1: الشروط التالية 2

1 2

1

2

p p

p p y

− =


=
1و  2

1 2

1

2

a a

a a x

− =


=
.   

  : 1.4 نظرية

تعطى  جاكوبستالغوصيان  الحدود اتكثير جداءلالجديدة الدالة المولدة  ،nمن أجل كل عدد طبيعي 
 :بالعGقة التالية
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  :البرھان

 :لدينا
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0 0

1
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GJ x GJ y z S a a S a a
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−
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∑ ∑  

                                [ ]( ) [ ]( )1 2 1 1 21
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S p p S p p z−
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:إذن
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− + + + −
+

− − + + − +

− + + + + + − −
=

− − + + − +

 

 .و ھو المطلوب

  : 4.2 نظرية

لوكاس  جاكوبستالغوصيان  الحدود اتكثير جداءلالجديدة الدالة المولدة  ،nمن أجل كل عدد طبيعي
 :عطى بالعGقة التاليةت

( ) ( )
( )( )

( ) 2 3 2 2 4
0

15 8 8 16 8 11

4 4 8 4 16 64
n

n n

n

i i x y xy i z
Gj x Gj y z

z x y xy z xyz x y z

+∞

=

− + + − + −
=

− − + + − +∑
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  :البرھان

  :لدينا
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 :إذن
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2

2 3 2 2 4
0
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.
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  .و ھو المطلوب 
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]بـ  2pنقوم بتبديل  • ]2p−  2وa  بـ[ ]2a−  قاتGتحت  و )3.14(، )3.13(، )3.12(في الع

1: الشروط التالية 2

1 2

2

1

p p y

p p

− =


=
1و  2

1 2

2

1

a a x

a a

− =


=
.   

   :4.3 نظرية

 :تعطى بالعGقة التالية بالغوصيان  الحدود اتكثير جداءالدالة المولدة ل، nمن أجل كل عدد طبيعي
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  :البرھان

 :لدينا
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  :إذن
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( )( )
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( )( )( ) ( )( )
( )( )
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   .و ھو المطلوب

لتشيبتشاف من النوعين الثالث و  كثيرات الحدودلجداءات  الجديدة المولدةالدوال  2.4.2
 الرابع

]بـ  2aو 12aبـ  1aنقوم بتبديل • ]22a− 1وp  12بـp  2وp  بـ[ ]22p−  قاتGفي الع

1:وتحت الشروط التالية )3.14(، )3.13(، )12.3( 2
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a a

− =
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1 24 1

p p y

p p

− =


= −
 .  

  :4.4 نظرية

 بتشاف من النوع الثالثيتشل الحدود اتكثير جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :تعطى بالعGقة التالية
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  .و ھو المطلوب

  : 4.5 نظرية

 بتشاف من النوع الرابعيتشل الحدود اتثيرك جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :تعطى بالعGقة التالية
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.و ھو المطلوب   

الغوصية مع كثيرات الحدود  كثيرات الحدودلجداءات  الجديدة المولدةالدوال  3.4.2
 من النوعين الثالث و الرابعلتشيبتشاف 

]بـ  2aنقوم بتبديل فيما يأتي  • ]2a−  1وp  بـ[ ]12p 2p  بـ[ ]22p−  قاتG12.3(في الع( ،

1: وتحت الشروط التالية )14.3(، ).313( 2
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  : 4.6 نظرية

 اتكثيرغوصيان جاكوبستال مع  الحدود اتكثير جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :التاليةتعطى بالعGقة  بتشاف من النوع الثالثيتشلالحدود 
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.و ھو المطلوب  

  :4.7 نظرية

 اتكثيرغوصيان جاكوبستال مع  الحدود اتكثير جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :تعطى بالعGقة التالية رابعبتشاف من النوع اليتشلالحدود 
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 :البرھان

  :لدينا
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  .و ھو المطلوب

  : 4.8 نظرية

غوصيان جاكوبستال لوكاس مع  الحدود اتكثير جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
  :تعطى بالعGقة التالية بتشاف من النوع الثالثيتشلالحدود  اتكثير
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  :البرھان
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  .و ھو المطلوب

   :4.9 نظرية

لوكاس مع غوصيان جاكوبستال  الحدود اتكثير جداءل الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :تعطى بالعGقة التالية الرابعبتشاف من النوع يتشلالحدود  اتكثير
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.و ھو المطلوب
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]بـ  2aفيما يأتي نقوم بتبديل  • ]2a−  1وp  بـ[ ]12p 2p  بـ[ ]22p−  قاتG3.12(في الع( ،

1: وتحت الشروط التالية )3.14(، )3.13( 2
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  : 410. يةنظر

 الحدود اتكثيرمع  بالالحدود غوصيان  اتكثير لجداء الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
  :بتشاف من النوع الثالث تعطى بالعGقة التاليةيتشل
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.و ھو المطلوب  
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  : 411. نظرية

 الحدود اتثيركمع  بالالحدود غوصيان  اتكثير لجداء الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
  :تعطى بالعGقة التالية الرابعبتشاف من النوع يتشل
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.و ھو المطلوب
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  :الخاتمة

وكثيرات  الغوصية ا!عدادبعض لوختاما فإننا قمنا من خGل ھذا الفصل بإعطاء التوابع التناظرية   

كما قمنا بحساب  ،الغوصية !عدادا لجداءات التي تساعدنا على إستنتاج الدوال المولدة المتعامدة الحدود

تشيبتشاف من النوعين الثالث و لود الغوصية وكثيرات الحدود الدوال المولدة لجداءات كثيرات الحد

  .   1.2على النظرية وذلك بإجراء تطبيقات  الرابع
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المؤثر تأثير في ھذا الفصل سنتطرق إلى دراسة    
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، غوصيان بال لوكاس غوصيان بال و ،لوكاسغوصيان جاكوبستال  ،غوصيان جاكوبستال لوكاس،

تشاف من النوع الثالث و تشيبلكثيرات الحدود المذكورة سابقا مع  الغوصية با1ضافة إلى جداءات ا(عداد
}المقترحة أدناه وھذا في حالة ا(بجديتين 1.1ذلك بإجراء تطبيقات على النظرية  }1 2,A a a= و

{ }1 2,P p p= و التي تمكننا من الحصول على بعض الدوال المولدة الجديدة.   
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  .وھو المطلوب

}وبأخذ ا(بجديتين 1.1من النظرية    }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= و{ }0,1, 2,3k نستنتج الخواص  ∋

  :التالية

  ]10[:1.1 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= و أبجديتينn لدينا عدد طبيعي:  
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  ]10[:2.1 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= و أبجديتينn لدينا عدد طبيعي:  
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    :1.1 نتيجة
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  : 3.1 خاصية

}لتكن  }1 2,P p p= و{ }1 2,A a a= و أبجديتينn لدينا عدد طبيعي:  
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   المولدة دوالتطبيقات على ال2 .3

 الغوصية ا+عداد مربعاتل الجديدة المولدةالدوال  1.2.3
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  .و ھو المطلوب 
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   :2.2 نظرية

  :التالية لمربع أعداد غوصيان لوكاس تعطى بالعCقةالجديدة  الدالة المولدة 
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  .وھو المطلوب

  :3.2 نظرية

 :لمربع أعداد غوصيان جاكوبستال تعطى بالعCقة التالية الجديدة الدالة المولدة
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  :البرھان

  :لدينا
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 .وھو المطلوب

 :2.4 نظرية

  :لمربع أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس تعطى بالعCقة التالية الجديدة الدالة المولدة
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  .المطلوب وھو

 : 5.2 نظرية

  :لمربع أعداد غوصيان بال تعطى بالعCقة التالية الجديدة الدالة المولدة
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2α أخذب γ= 1βو = λ=  :نجد =
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 .و ھو المطلوب 

 : 6.2 نظرية

 :لمربع أعداد غوصيان بال لوكاس تعطى بالعCقة التالية الجديدة الدالة المولدة

( ) ( )2 3
2

2 3 4
0

8 40 32 64 32 24
, .

1 4 10 4
n

n

n

i iz i z i z
GQ z n

z z z z

+∞

=

− + + + − +
= ∈

− − − +∑ ℕ

                       
)2.6(  

 :البرھان

 :لدينا

           
( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )2

1 2 1 1 2
0 0

2 2 6 2n

n n n

n n

GQ z i S a a i S a a
+∞ +∞

−
= =

 = − + − + − + − ∑ ∑
 

 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

1 2 1 1 2

2

1 2 1 2
0

1 2 1 1 2
0

1 1 2 1 2
0

2

1 1 2 1 1 2
0

2 2 6 2

2 2

2 2 6 2

2 2 6 2

6 2 .

n

n n

n

n n

n

n

n n

i

n

n n

n

n

n n

n

i S p p i S p p z

i S a a S p p z

i i S a a S p p z

i i S a a S p p z

i S a a S p p z

−

+∞

=

+∞

−
=

+∞

−
=

+∞

− −
=

 − + − + − + − 

= − + − + −

+ − − + − + −

+ − − + − + −

+ − + − + −

∑

∑

∑

∑

                            

2α أخذب γ= 1βو = λ=  :نجد=

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 22 2 3

2
2 3 4 2 3 4 2 3 4

0

2 2 1 2 2 2 6 2 2 2 6 2

1 4 10 4 1 4 10 4 1 4 10 4
n

n

n

i z i i z z i z z
GQ z

z z z z z z z z z z z z

+∞

=

− − − − + − −
= + +

− − − + − − − + − − − +∑

 
( ) ( )2 3

2 3 4

8 40 32 64 32 24
.

1 4 10 4

i iz i z i z

z z z z

− + + + − +
=

− − − +
             

  .و ھو المطلوب 
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تشيبتشاف ل مع كثيرات الحدود الغوصية لجداءات ا+عداد الجديدة الدوال المولدة 2.32.

من النوع الثالث
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1αأخذب β=  :نجد=
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  .وھو المطلوب

 نظرية 8.2:

تشيبتشاف من النوع الثالث تعطى لحدود الكثيرمع لجداء أعداد غوصيان لوكاس  الجديدة الدالة المولدة
:بالعCقة التالية  
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.وھو المطلوب  

 نظرية 9.2:

تشيبتشاف من النوع الثالث لحدود الكثير مع لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال  الجديدة الدالة المولدة
:تعطى بالعCقة التالية  
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:نجد 2β = و  1α =
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.وھو المطلوب  

 نظرية 10.2:
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:الثالث تعطى بالعCقة التالية  
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.وھو المطلوب  

 نظرية 11.2:

تشيبتشاف من النوع الثالث تعطى لحدود اللجداء أعداد غوصيان بال مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
:بالعCقة التالية  
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  .وھو المطلوب

 نظرية 12.2:

تشيبتشاف من النوع الثالث لحدود اللجداء أعداد غوصيان بال لوكاس مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
:تعطى بالعCقة التالية  

         )12.2(

( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

0

2 3

2 2 3 4

2 2 4 3 1 2 2 4 1 14 6 6 2
, .

1 4 4 6 4

n

n n

n

GQ V x z

i x i i z x i i z i z
n

xz x z xz z

+∞

=

− + − − − + − − + − −
= ∈

− − − + +

∑

ℕ

 

   :البرھان

:نعلم أن  

 

     

:إذن

 

 

                  

( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )1 2 1 1 2
0 0

2 6 2n

n n n n

n n

GQ V x z i S a a i S a a
+∞ +∞

−
= =

 = − + − + − + − ∑ ∑
  

                                [ ]( ) [ ]( )1 2 1 1 22 2 2 2 n

n nS p p S p p z−
 + − − + −     

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

2 2 6 2 .

2 2 2 2 .

n n n

n n n

GQ i S a a i S a a

V x S p p S p p

−

−

= − + − + − + −

∧

= + − − + −



  ا�عداد الغوصية  مربعالدوال المولدة ل                                                                      الثالثالفصل 
 

  66 

 

            

( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

1 2 1 2
0

1 2 1 1 2
0

1 1 2 1 2
0

1 1 2 1 1 2
0

2 2 2

2 2 2

6 2 2 2

6 2 2 2 .

n

n n

n

n

n n

n

n

n n

n

n

n n

n

i S a a S p p z

i S a a S p p z

i S a a S p p z

i S a a S p p z

+∞

=

+∞

−
=

+∞

−
=

+∞

− −
=

 = − + − + − 

 − − + − + − 

 + − + − + − 

 − − + − + − 

∑

∑

∑

∑           

  

2αأخذب = 1βو     :نجد =

                  
( )

( )( ) ( )( )
( )

2 2

2 2 3 4
0

2 2 1 2 2 2 2

1 4 4 6 2
n

n n

n

i z i z xz
GQ V x z

xz x z xz z

+∞

=

− + − − +
=

− − − + +
∑

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

2 3

2 2 3 4

2 2 3 4

2 3

2 2 3 4

6 2 2 6 2

1 4 4 6 2

2 2 4 3 1 2 2

1 4 4 6 2

4 1 14 6 6 2
.

1 4 4 6 2

i xz z i z z

xz x z xz z

i x i i z

xz x z xz z

x i i z i z

xz x z xz z

− − − − +
+

− − − + +

− + − − −
=

− − − + +

− − + − −
+

− − − + +
 

  

  .وھو المطلوب

  :213. نظرية

 من النوع الثالث تشيبتشافلمع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشي الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينغير متوالي بدليلين
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  .وھو المطلوب

  :214. نظرية

 من النوع الثالثتشيبتشاف لمع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشي الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينمتواليبدليلين 
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  .وھو المطلوب

  :215. نظرية

بدليلين من النوع الثالث تشيبتشاف لمع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان لوكاس الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينغير متوالي
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  .وھو المطلوب 

  :216. نظرية

 بدليلين من النوع الثالث تشيبتشافلمع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان لوكاس الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينمتوالي
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  .وھو المطلوب

  :217. نظرية

 تشيبتشاف من النوع الثالثلمع كثير الحدود   لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينغير متوالي بدليلين
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  .وھو المطلوب

  :218. نظرية

تشيبتشاف من النوع الثالث لكثير الحدود مع   لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال الجديدة الدالة المولدة
 :تعطى بالعCقة التالية ينمتواليبدليلين 
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  .وھو المطلوب

  



  ا�عداد الغوصية  مربعالدوال المولدة ل                                                                      الثالثالفصل 
 

  72 

 

  :219. نظرية

تشيبتشاف من النوع لحدود اللجداء أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
:تعطى بالعCقة التالية ينغير متوالي بدليلين الثالث  
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 .وھو المطلوب

  :220. نظرية

تشيبتشاف من النوع لحدود اللجداء أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
  :تعطى بالعCقة التالية ينمتوالي بدليلين الثالث
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  :البرھان

  :لدينا
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 :نجد) 2.19(و ) 2.10(إذن من العCقتين 
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  .وھو المطلوب

  :221. نظرية

غير  بدليلين تشيبتشاف من النوع الثالثلحدود اللجداء أعداد غوصيان بال مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
:تعطى بالعCقة التالية ينمتوالي  
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  .وھو المطلوب

  :222. نظرية

بدليلين  تشيبتشاف من النوع الثالثلحدود اللجداء أعداد غوصيان بال مع كثير الجديدة الدالة المولدة 
  :تعطى بالعCقة التالية ينمتوالي
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  :البرھان

 :لدينا
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        .وھو المطلوب

    :223. نظرية

 تشيبتشاف من النوع الثالثلحدود اللجداء أعداد غوصيان بال لوكاس مع كثير  الجديدة الدالة المولدة
:تعطى بالعCقة التالية ينغير متوالي بدليلين  
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 :إذن
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  .وھو المطلوب

  :224. نظرية

تشيبتشاف من النوع الثالث لحدود المع كثير  لوكاس لجداء أعداد غوصيان بال الجديدة الدالة المولدة
  :تعطى بالعCقة التالية ينمتواليبدليلين 
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  :البرھان

 :لدينا
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  :ومنه
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  .وھو المطلوب 

 :الخاتمة

لجداءات ا(عداد الغوصية و جداءات ا(عداد  جديدة دوال مولدة إيجادوختاما فإننا قمنا من خCل ھذا الفصل ب  

 .1.1باستعمال التوابع التناظرية، وذلك باقتراح النظرية  تشيبتشاف من النوع الثالثلالغوصية مع كثيرات الحدود 
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 1.1با$عتماد على النظرية  ذلك و،  الدوال المولدة الجديدة سنقوم بحساب بعض في ھذا الفصل    
ا.عداد لكل من  جداءاتلجديدة  مولدة  والسمح لنا بالحصول على دتي تلالمقترحة في الفصل الثالث ا

بدليلين متواليين وغير ) ، بال و بال لوكاسجاكوبستال لوكاس، جاكوبستال لوكاس، فيبوناتشي،( -غوصيان
تشاف من النوع تشيبلكثيرات الحدود المذكورة سابقا مع  الغوصية ، با7ضافة إلى جداءات ا.عدادمتواليين

.الرابع
  

الغوصية بدليلين متواليين وغير  لجداءات ا�عدادالجديدة الدوال المولدة  4.1

متواليين
  

]بـ  2pفيما يأتي نقوم بتبديل  • ]2p−  2وa  بـ[ ]2a−  4.1(، )3.1( ،)2.1(، )1.1(في الع?قات( ،

1: تحت الشروط التالية ومن الفصل الثالث ) 6.1( 2

1 2
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γ
λ

− =


=
1و  2

1 2

a a

a a

α
β

− =


=
، حيث أن 

. , , ,α β γ λ∈ℝ   

  :1.1 نظرية

 ينغير متوالي بدليلين لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشي الجديدة الدالة المولدة ،nمن أجل كل عدد طبيعي 
 :تعطى بالع?قة التالية
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1α أخذب β γ λ= = =  :نجد   =
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 .و ھو المطلوب

  :1.2نظرية 

تعطى  ينمتواليبدليلين لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشي  الجديدة الدالة المولدة، nمن أجل كل عدد طبيعي
 :بالع?قة التالية
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  :ومنه
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 :نجد الفصل الثالث من  )2.1( قةالع? باستعمال و )1.1( قةمن الع?إذن 
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  .وھو المطلوب
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  :1.3 نظرية

تعطى  متواليين غيربدليلين لجداء أعداد غوصيان لوكاس  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
   :بالع?قة التالية
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  .وھو المطلوب

  :1.4نظرية 

تعطى  ينمتواليبدليلين لجداء أعداد غوصيان لوكاس  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
  :بالع?قة التالية
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  :البرھان

  :لدينا
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  :ومنه
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 :نجد الفصل الثالث من )2.2(الع?قة  باستعمال و )1.3( ةإذن من الع?ق

( ) ( ) ( ) ( )2 3

1 2 3 4
0

4 3 4 3 6 8 1 7
.

1 4
n

n n

n

i i z i z i z
GL GL z

z z z z

+∞

+
=

+ + − − + − +
=

− − − +∑ 

 .وھو المطلوب

  :1.5 نظرية

 ينمتوالي غير بدليلين أعداد غوصيان جاكوبستال لجداء الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية
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  .وھو المطلوب

  :1.6 نظرية

 ينمتواليبدليلين لجداءات أعداد غوصيان جاكوبستال  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
   :تعطى بالع?قة التالية

( ) ( ) ( )2 3

1 2 3 4
0

2 4 2 3 14 8 16
.

4 4 48 16 64
n

n n

n

i i z i z i z
GJ GJ z

z z z z

+∞

+
=

+ + + − − +
=

− − − +∑
                  

)1.6( 

  :البرھان
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 :نجد من الفصل الثالث )2.3(الع?قة باستعمال  و )1.5( ةمن الع?ق  إذن 
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 .وھو المطلوب

  :1.7نظرية

 غير بدليلين أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس لجداءالجديدة الدالة المولدة  ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي
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( )( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 3

2 2 3 4 2 3 4
0

15 8 3 2 8 22 3 5 5 8

4 1 12 4 16 4 1 12 4 16

n

n n

n

i z z i z z z
Gj Gj z

z z z z z z z z

+∞

+
=

− + − − + −
= +

− − − + − − − +
∑                       

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 3

2 3 4 2 3 4

2 3

2 3 4

21 20 3 2 822 3 1 2

4 1 12 4 16 4 1 12 4 16

42 2 78 54 134 177 192 16
.

4 4 48 16 64

i z z zi z

z z z z z z z z

i i z i z i z

z z z z

+ − −− +
+ −

− − − + − − − +

− + − + − + −
=

− − − +

 



  تطبيقات على التوابع التناظرية                                                                             الرابع الفصل 

 

  87 

 

  :1.8 نظرية

بدليلين  لجداءات أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
   :تعطى بالع?قة التالية متواليين
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 :نجدالفصل الثالث  من )2.4(الع?قة  باستعمال و )1.7( ةمن الع?ق  إذن 
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 .وھو المطلوب

  :1.9 نظرية

تعطى  ينغير متواليبدليلين لجداء أعداد غوصيان بال  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :بالع?قة التالية
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 .و ھو المطلوب

  :1.10نظرية 

تعطى بالع?قة  ينمتواليبدليلين لجداء أعداد غوصيان بال الجديدة الدالة المولدة  ،nعدد طبيعي أجل كلمن 
 :التالية
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 :نجد الفصل الثالث من )2.5(الع?قة باستعمال  و )1.9( ةإذن من الع?ق
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  .وھو المطلوب

  :1.11 نظرية

 ينمتوالي غير بدليلين لجداء أعداد غوصيان بال لوكاس الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
  :تعطى بالع?قة التالية
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2α أخذب γ= 1βو  = λ=   :نجد=
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  .وھو المطلوب

  :1.21 نظرية

ين تعطى متواليبدليلين لجداء أعداد غوصيان بال لوكاس  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
                        :بالع?قة التالية
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 :نجدالفصل الثالث  من )2.6(الع?قة باستعمال  و )1.11( إذن من الع?قتين
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.وھو المطلوب
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 مع كثيرات الحدود الغوصية لجداءات ا�عدادالجديدة الدوال المولدة  4.2

تشيبتشاف من النوع الرابعل
 

]بـ  2aنقوم بتبديل • ]2a− 1وp  12بـp 2وp  بـ[ ]22p− 3.1(، )2.1(، )1.1( اتفي الع?ق( ،

1:تحت الشروط التالية ومن الفصل الثالث  )6.1(، )4.1( 2

1 2

a a

a a

α
β

− =


=
1و  2

1 24 1

p p x

p p

− =


= −
حيث ، 

. ,α β ∈ℝ 

 نظرية 1.2:

غوصيان فيبوناتشي مع كثير الحدود  لجداء أعداد الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تشيبتشاف من النوع الرابع  تعطى بالع?قة التاليةل
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1α أخذب β= :نجد =
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 وھو المطلوب.

  :2.2 نظرية

تشيبتشاف لحدود الكثير مع لوكاس يان لجداء أعداد غوص الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
  :من النوع الرابع تعطى بالع?قة التالية

      
)2.2(
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:البرھان  
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  :نجد
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.   المطلوبوھو 

 نظرية 3.2:

غوصيان جاكوبستال مع كثير الحدود  لجداء أعداد الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تشيبتشاف من النوع الرابع تعطى بالع?قة التاليةل

      
)3.2(
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:البرھان  

:نعلم أن  

[ ]( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) [ ]( )

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

2
.

2 2

2 2 2 2 .

n n n

n n n

i i
GJ S a a S a a

W x S p p S p p

−

−

−
= + − + + −

∧

= + − + + −

 

:إذن  

( ) [ ]( ) [ ]( )1 2 1 1 2
0 0

2

2 2
n

n n n n

n n

i i
GJ W x z S a a S a a

+∞ +∞

−
= =

− = + − + + −  
∑ ∑
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:نجد 2β = و  1α =
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  .وھو المطلوب

  :2.4 نظرية

حدود الغوصيان جاكوبستال لوكاس مع كثير  لجداء أعداد الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
:تشيبتشاف من النوع الرابع تعطى بالع?قة التاليةل
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:                                نجد 2β = و  1α = أخذب
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 .وھو المطلوب

   :2.5 نظرية

تشيبتشاف من للجداء أعداد غوصيان بال مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :النوع الرابع تعطى بالع?قة التالية
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:البرھان  
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  .وھو المطلوب

  :2.6 نظرية

لجداء أعداد غوصيان بال لوكاس مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تشيبتشاف من النوع الرابع تعطى بالع?قة التاليةل
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          )6.2 (
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 .المطلوب وھو

  :2.7 نظرية

مع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشيالجديدة الدالة المولدة  ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينغير متواليبدليلين تشيبتشاف من النوع الرابع ل
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  .وھو المطلوب

  :2.8 نظرية

مع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان فيبوناتشي الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتواليبدليلين تشيبتشاف من النوع الرابع ل
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  .ھو المطلوب و

  :2.9 نظرية

تشاف تشيبلحدود اللوكاس مع كثير يان لجداء أعداد غوص الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
   :ين تعطى بالع?قة التاليةمتوالي غير بدليلين من النوع الرابع
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:إذن   
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∑

  :نجد 
 

1α β= = أخذب  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 3

2 2 2 3 4
0

2 2 2 2 3 4

1 2 4 3 2

n

n n

n

i xz z i z xz z
GL W x z

xz x z xz z

+∞

+
=

− + + + − + +
=

− − − + +
∑

                           
 

                           

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

2 3

2 2 3 4

2 3

2 2 3 4

3 1 1 2 3 1 2 2

1 2 4 3 2

3 2 1 2 4 3 2 3 2 1 2
.

1 2 4 3 2

i xz i z xz z

xz x z xz z

i x i i z x i i z i z

xz x z xz z

− + + − + +
+

− − − + +

+ + + + + + + + − + +
=

− − − + +

 

.   وھو المطلوب

  :2.10 نظرية

تشيبتشاف لمع كثير الحدود  لجداء أعداد غوصيان لوكاس الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي بدليلين من النوع الرابع
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∑

        )10.2       (
  

  :البرھان

  :لدينا
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n n
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0 0
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+
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  :ومنه
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 :نجد) 9.2(و ) 2.2(إذن من الع?قتين 
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∑  

  .المطلوبو ھو 

 :2.11 نظرية

حدود الغوصيان جاكوبستال مع كثير  لجداء أعداد الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي غيربدليلين تشاف من النوع الرابع تشيبل
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:إذن  
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:نجد  2β = و  1α =
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  .وھو المطلوب

 :2.12 نظرية

تشيبتشاف من لمع كثير الحدود   الدالة المولدة لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتواليبدليلين النوع الرابع 
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                )12.2     (
 

  :البرھان

  :لدينا
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  :ومنه
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 :نجد) 11.2(و ) 3.2(إذن من الع?قتين 
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 .و ھو المطلوب

  :2.13 نظرية

لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي غير بدليلين تشاف من النوع الرابعتشيبل
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∧

= + − + + −
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1α أخذب 2βو=  :نجد =
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  .وھو المطلوب

  :2.14 نظرية

لجداء أعداد غوصيان جاكوبستال لوكاس مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعيمن 
  :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي بدليلين تشاف من النوع الرابعتشيبل
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            )14.2(  
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  :ومنه

               
( ) ( ) ( )2 1

0 0

2n n

n n n n n

n n

Gj W x z Gj Gj W x z
+∞ +∞

+ +
= =

= +∑ ∑ 

( ) ( )1
0 0

2n n

n n n n

n n

Gj W x z Gj W x z
+∞ +∞

+
= =

= +∑ ∑
                                                

  :نجد) 13.2(و ) 4.2(إذن من الع?قتين 
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  .وھو المطلوب
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 :2.15 نظرية

تشاف من تشيبللجداء أعداد غوصيان بال مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nأجل كل عدد طبيعي
  :تعطى بالع?قة التالية ينغير متواليبدليلين النوع الرابع 

       )15.2(
( )

( )( ) ( )( )
( )

2 3

2 2 2 3 4
0

2 2 1 2 5 2 2
.

1 4 4 6 4

n

n n

n

i x i i z x i i z z
GP W x z

xz x z xz z

+∞

+
=

+ + − + + + + + +
=

− − − + +
∑  
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2α أخذب 1βو=  :نجد =
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  .وھو المطلوب
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  :2.16 نظرية

تشاف من تشيبللجداء أعداد غوصيان بال مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nمن أجل كل عدد طبيعي
  :تعطى بالع?قة التالية ينمتواليبدليلين  لرابعالنوع ا
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            )16.2(
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 .وھو المطلوب

  :2.17 نظرية

لجداء أعداد غوصيان بال لوكاس مع كثير الحدود  الجديدة الدالة المولدة ،nمن أجل كل عدد طبيعي
 :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالي غير بدليلين تشاف من النوع الرابعتشيبل
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+
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  .وھو المطلوب

  :2.18 نظرية

مع كثير الحدود  لوكاسلجداء أعداد غوصيان بال  الجديدة الدالة المولدة ،nمن أجل كل عدد طبيعي
  :تعطى بالع?قة التالية ينمتوالين ليبدلي رابعتشاف من النوع التشيبل
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  :لدينا
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 :ومنه
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                               ( ) ( )1
0 0

2 n n

n n n n

n n

GQ W x z GQ W x z
+∞ +∞

+
= =

= +∑ ∑
 

  

 :نجد) 17.2(و ) 6.2(إذن من الع?قتين 
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=
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 .وھو المطلوب

 :الخاتمة

بدليلين متواليين  لجداءات ا.عداد الغوصية الجديدة وختاما فإننا قمنا من خ?ل ھذا الفصل بحساب الدوال المولدة  

باستعمال التوابع  تشيبتشاف من النوع الرابعلو جداءات ا.عداد الغوصية مع كثيرات الحدود  وغير متواليين

 .المقترحة في الفصل الثالث 1.1النظرية  $عتماد علىالتناظرية، وذلك با
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و ذلك  التوابع التناظرية، باستعمالالمولدة  دوالقمنا من خ�ل ھذه المذكرة بحساب ال فإننا ختاماو 
 جداءاتل الجديدة مولدةالدوال الفي الفصل الثالث التي سمحت لنا بالحصول على  جديدة نظرية باقتراح

، )جاكوبستال، جاكوبستال لوكاس، بال و بال لوكاس فيبونـاتشي، لوكـاس،(-غوصيانكل من ل عدادا.
جاكوبستال، (-غوصيان مع كثيرات الحدود ات ا.عداد الغوصية المذكورة سابقابا8ضافة إلى جداء

الثالث والرابع،  كما قمنا بحساب الدوال المولدة  تشاف من النوعينو تشيب )جاكوبستال لوكاس وبال
.لجداءات كثيرات الحدود السالف ذكرھا  

مولدة جديدة  دوالوانط�قا من النتائج المتوصل إليھا من خ�ل ھذه المذكرة، فإنه يمكننا الحصول على   

PوA ا.بجديتين كلما قمنا بتوسيع عناصر   .، و يبقى البحث في ھذا الموضوع مفتوح 

  :الممكنة اDقتراحاتنذكر فيما يلي بعض 

عبارة عن عدد طبيعي غير معدوم في النظرية ا.ولى من الفصل الثالث فإننا سنتحصل  kبأخذ .1

 .الغوصية مع كثيرات الحدود المتعامدة الشھيرةعلى دوال مولدة معممة جديدة لجداءات ا.عداد 

}بأخذ ا.بجدية  .2 }1 2 3
, ,A a a a=  في النظرية ا.ولى من الفصل الثالث، سنتمكن من الحصول

على العديد من التوابع المولدة لجداءات توابع تناظرية ذات عدة متغيرات مع ا.عداد الغوصية 

  .و كثيرات الحدود المتعامدة

3.  

  

}بأخذ ا.بجديتين  }1 2 3
, ,A a a a= و{ }1 2 3

, ,P p p p=سنلجأ لوضع مقترح نظرية جديدة ، 

 - متعامدة.2 كثيرات الحدود  والتي ستمكننا من الحصول على جداءات

 


