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 شكــــــر

الحمد لله رب العالمين والصلاة والسلام عمى أشرف 
الأنبياء والمرسمين سيدنا محمَّد وعمى آلو وصحبو ومن 

..تبعيم بإحسان إلى يوم الدين، وبعد   
 إنجاز ىذا نا الله تعالى عمى فضمو حيث أتاح لفإننا نشكر

.العمل بفضمو، فمو الحمد أولًا وأخرا   

.إلى من ربياني صغيرا  

كما أتقدم بالشكر الجزيل إلى من شرفنا بإشرافو عمى 
خر جيداً مرادشلغام  مذكرة البحث  الأستاذ   الذي لم يدَّ

وتقديم النصائح وصبره الدائم عمينا والتي .في مساعدتنا
 ساىمت في إنجاز ىذا البحث

والشكر الموصول إلى أعضاء لجنة المناقشة والمتمثمة في 
." أحمية موسى وبوسعيود علي'' الأستاذين الكريمين   

.  هد مرروو كما لا أنسى شكر الزميمة الفاضمة  

مإليكم جميعا الشكر والتقدير و الاحترا  
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 مقذمت

رؼزجشأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ             n n
T

 نٕكبط  ٔ ثشٚجَٕبرشٙ   n n
K


 رؼًًٛب لأػذاد فٛجَٕبرشٙ 

 n n
F


 ٔ نٕكبط  n n

L


يٍ غشف انؼذٚذ يٍ انجبزٛثٍٛ نفزشح غٕٚهخ يًب أدٖ إنٗ   نمذ رى دساعزٓبٔ  

  M.Feinerg  أٔل يٍ رُبٔل أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ْٕانشٚبظٙ .انزٕصم  نؼذح  يزطبثمبد َٔزبئح يًٓخ

 [28.27.20.11]كًب دسعٓب انكثٛشيٍ انشٚبظٍٛ فٙ و،1963ٔرنك ػبو  [24]فٙ

 [. 23]  فEliaٙ ٔ [37]  فYilmazٙ           أيب أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط فمذ رُبٔنٓب كم يٍ 

َؼهى أٌ َغجخ خزسٍٚ يززبنٍٛٛ فٙ أػذاد فٛجَٕبرشٙ أٔ نٕكبط رزمبسة َسٕ انؼذد  انزْجٙ  

  
1 5

2



 ٌأيب انُغجزب ، 1 /n nT Tٔ 1 /( )n nK K  ٙفٙ أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرش 

انًغًٗ انؼذد   =tri-ϕ 1,839286755  زٛث  tri-ϕنٕكبط فززمبسثبٌ َسٕ انؼذد انز٘ ٚشيض نّ 

.    انفعٙ

 ٔ أعزبرِ لاعكٕ ثبنسصٕل ػهٗ ػذح َزبئح كلاعٛكٛخ فٙ ػجذ انشصاقانجبزثبٌ لبو  1993  فٙ          

    (symetric functions) رمُٛخ انزٕاثغ انزُبظشٚخ انشٚبظٛبد ثبعزؼًبل

 ػهٗ  نهسصٕلكًب اعزطبع كم يٍ ثٕعؼٕٛد ٔ ػجذ انشصاق ٔ أخشٌٔ يٍ اعزؼًبل ْزِ انزمُٛخ 

 . انحذود انمتؼبمذةنكثٍراثانذوال انمىنذة نجذاءاث الأػذاد ودٚذح ٔ خبصخ جَزبئح 

             َٓزى فٙ ْزِ انًزكشح ثذساعخ انزٕاثغ انزُبظشٚخ ٔ رنك ثبعزؼًبل انًؤثش 
1 2

k

p p ػهٗ انغهغهخ 

انمبثهخ نهمهت   1

0

n n

j

n

S A p t




 ْزا ثٓذف انزٕصم إنٗ َزبئح  ثئعزؼًبل انزطجٛمبد ػهٗ انزٕاثغ ٔ 

نجذاءاث أػذاد ثرٌبىوبتشً، ثرٌبىوبتشً نىكبش مغ بؼض  فٙ انذٔال انًٕنذح انًزًثهخ انزُبظشٚخ ٔ

 

. كثٍراث انحذود انمتؼبمذة   ثؼطالأػذاد انشهٍرة و

 

:   رى رمغٛى ْزِ انًزكشح إنٗ أسثؼخ فصٕل

َزطشق فٙ انفصم الأٔل إنٗ ثؼط انًفبْٛى انؼبيخ زٕل انغلاعم انشكهٛخ، انؼلالبد 

ثبل نٕكبط  -kثبل،-kنٕكبط،-kفٛجَٕبرشٙ،-k انزشاخؼٛخ، انذٔال انًٕنذح نجؼط الأػذاد انشٓٛشح

. ٔ أػذاد يبسعبٌ، ثشٚجَٕبرشٙ، ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط ثبلإظبفخ إنٗ ثؼط كثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح 

        فٙ انفصم انثبَٙ ٚزى انززكٛشثجؼط انًفبْٛى الأعبعٛخ ٔ خصبئص زٕل انزٕاثغ انزُبظشٚخ  



 يمذيخ

  

I.  II                                                                                                                                   
    

 

 نهزٕاثغ انزُبظشٚخ ثبعزؼًبل 1.3        اػزًذَب فٙ انفصم انثبنث ػهٗ انُظشٚخ الأعبعٛخ 

 انًؤثشانزُبظش٘ 
1 2

k

p p ٔرنك يٍ أخم انسصٕل ػهٗ انذٔال انًٕنذح نجؼط الأػذاد ٔكثٛشاد انسذٔد 

. انشٓٛشح

 انذٔال انًٕنذح ندذاءاد   ػهٗ        ٔأيب فٙ انفصم انشاثغ ٔالأخٛش ٔ ثبعزؼًبل َفظ انُظشٚخ َزسصم

نٕكبط  -ثبل-kثبل،-kنٕكبط،-kفٛجَٕبرشٙ،-kأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط يغ أػذاد

ٔأػذاد يبسعبٌ ٔكزا يغ ثؼط كثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح انشٓٛشح ككثٛشاد زذٔد رشٛجٛزشبف يٍ انُٕع  

.  انغبنفخ انزكشػذادانسذٔد انًشفمخ نجؼط الأ ٔ كثٛشادالأٔل ٔانثبَٙ، انثبنث ٔ انشاثغ 
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 انفصم الأٔل            يفبْٛى ػبيخ
 

زٛث  عُزطشق فٙ ْزا انفصم إنٗ ثؼط انًفبْٛى انؼبيخ انزٙ ٚزى اعزؼًبنٓب فٙ انفصٕل انلازمخ،   

فٛجَٕبرشٙ،-kَغزٓهّ ثزمذٚى رؼبسٚف نهغلاعم انشكهٛخ ٔ ثؼط خصبئصٓب، انؼلالبد انزشاخؼٛخ لأػذاد

k-،نٕكبطk-،ثبلk-يبسعبٌ، أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط، ثى َمٕو  نٕكبط، أػذاد ثبل

انشاثغ، ، انثبَٙ، انثبنث، نكم يٍ رشٛجزشبف  يٍ انُٕع الأٔل ثزؼشٚف كثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح

فٛجَٕبرشٙ، نٕكبط، ثبل ٔ ثبل نٕكبط، َُٔٓٙ  انفصم ثئػطبء يفٕٓو نهزٕاثغ انًٕنذح انؼبدٚخ، ثى كٛفٛخ 

 .اٚدبد انذٔال انًٕنذح لأػذاد ٔكثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح عبنفخ انزكش

  انسلاسم انشكهٍت1.1

حهقت انسلاسم انشكهٍت  1.1.1

نزكٍ  , ,.  لذ ركٌٕ )رجذٚهٛخ ربيخ  زمهخA زملا K زٛث 𝐾 =  ٔأ K =            .) 

 :1.1تؼرٌف 

 كم يززبنٛخ Aَغًٙ عهغهخ شكهٛخ ػهٗ i i
a

 يٍ ػُبصشA. رغًٙ انؼُبصش ia  ِثًؼبيلاد ْز

 .ثبنًؼبيم انثبثذ 0aانًؼبيمانغهغهخ ٔ ٚغًٗ 

 زٛث  A 𝑋 ثـ   ٚشيض نًدًٕػخ انغلاعم انشكهٛخ.ترمٍس 0,1,0,0.....X  ٚغًٗ ثبنلايزغٛش 

إرا كبَذ  i i
a a




 ٍعهغهخ ي  A 𝑋   ركزت ثـ 
0

. i

i

i

a a X




 

 :2.1خبصٍت-  تؼرٌف

نٛكٍ
0

i

i

i

a a X


 ٔ 
0

i

i

i

b b X


ٗعهغهزٍٛ شكهٛزٍٛ ػه A  . َؼشف يدًٕػًٓب ٔ خذاؤًْب

 : كبنزبنٙ

                    

 

 

, A 𝑋)ٔ زٛث  .  زهمخ رجذٚهٛخ ربيخ (.,+

            ػمهٍبث ػهى انسلاسم انشكهٍت2.1.1 

نزكٍ 
i

i

i

a a X





   . K 𝑋عهغهخ شكهٛخ يٍ    

 
0

i

i i

i

a b a b X


  

0 0

.
i

i

k i k

i k

a b a b X

 


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 .انعشة ثغهًٙ (1

0 0

; . i i

i i

i i

a X a X  
 

    

 .الاشزمبق (2

نغهغهخانشكهٙ ليشزك ال
i

i

i

a a X





 ْٙ انغهغهخ   11 i

i

i

a i a X



  


 .

 .انًكبيهخ (3

1  انشكهٛخ َغًٙ  انغهغهخ

1

ii

i

a
h X

i











انغهغهخ  (أٔ ربثغ يكبيهخ) ثزكبيم 
i

i

i

a a X





. 

  .انمغًخ (4

 انغهغهزٍٛ نزكٍ
0

i

i

i

a a X




 ٔ 
0

i

i

i

b b X




 0 زٛثb  . َمٕل أٌ انغهغهخb رمغى انغهغهخa 

b/ٔ َكزت  aإرا ٔ فمػ إرا ٔخذد عهغهخ شكهٛخ 
0

i

i

i

c c X




 زٛث .a bc. 

 انسلاسم انقببهت نهقهب  2.1

 : 1.2تؼرٌف 

iنزكٍ

i

i

a a X





 أَٓب لبثهخ نهمهت إرا ٔخذد aَمٕل ػٍ انغهغهخ .  عهغهخ شكهٛخ غٛش يؼذٔيخ

 عهغهخ شكهٛخ غٛش يؼذٔيخ
i

i

i

b b X





.: زٛث  1ab .ٌ ًٙعbيمهٕة انغهغهخ  a ٔٚشيض نٓب
1.a

 : 1.2خبصٍت 

نزكٍ
i

i

i

a a X





  .Aعهغهخ شكهٛخ ػهٗ 

 انغهغهخ انشكهٛخ 
i

i

i

a a X


 ٌ0 لبثهخ نهمهت إرا ٔفمػ إرا كبaٙلبثم نهمهت ف   .  

 انبرهبن

  َفشض انغهغهخ
i

i

i

a a X


 ٙلبثهخ نهمهت ف 𝐴 𝑋 إرا ٔفمػ إرا ٔخذ 
0

i

i

i

b b X


 ٙف 

𝐴 𝑋  ثسٛث . .b 1a  

: ْزا يؼُــــــــبِ
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 

 

0 0

0

1 1

0 ; 1 2
i

j i j

j

a b

a b i







 

 

يٍ 1  ٌ0 فئa ٙانسهمخ لبثم نهمهت ف A. 

  0َفشضa
. لبثم نهمهت 

   

0 0

1 0 0 1

2 0 1 1 0 2

0 1 1 0

1

0

0.b 1

0 ; 0i i i

a b

a b a b

a b a b a ba

a b a b a b i




 



    


      




 

انًصفٕفخ انًشفمخ ثبندًهخ iAنذُٚب   

 
0

1 0

2 1 0

1 2 3 4 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0... 0
A

...

i

i i i i i

a

a a

a a a

a a a a a a   

 
 
 
 

  
 
 
 
 





     

 

 راد يسذد  1

0
det 0i

i
A a  إرٌ اندًهخ   رًهك زلالًا ٔزٛذالًا  

0

i

i

i

b b X


.  

 .أمثهـــت

انغهغهخ   (1
0

1

1

i

i

u x
x 

 



 

لبثهخ نهمهت ٔ يمهٕثٓب  
1 1u x    .

انغهغخ  (2 
0

1
1

1

i i

i

u x
x 

  


  لبثهخ نهمهت ٔيمهٕثٓب  
1 1u x  . 

 انمتجبوست           انخطٍت  انؼلاقبث انتراجؼٍت3.1

 :1.3تؼرٌف 

 :راد يؼبيلاد ثبثزخ كم ػلالخ يٍ انشكم kيٍ انشرجخ يزدبَغخ َغًٙ ػلالخ رشاخؼٛخ خطٛخ 
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1 1 2 2 0 ; (1.1)n n n k n ku d u d u d u n k        

nزٛث  IN،   1 2, ,..., kd d d يؼبيلاد ثبثزخ يٍ انسممK 0 يغkd  .

 :1.3 ملاحظت

 راد k نهذلانخ ػهٗ انؼلالخ انزشاخؼٛخ انخطٛخ انًزدبَغخ يٍ انشرجخkَكزفٙ ثؼجبسح انؼلالخ يٍ انشرجخ 

 .يؼبيلاد ثبثزخ 

 انحم انؼبو نؼلاقت تراجؼٍت متجبوست 1.3.1

  نٌّ يٍ انٕاظر 0nu أ 
 (.انزبفّ)ٔٚغًٙ انسم انصفش٘  (1.1) ْٕ زم نهًؼبدنخ  

  ٌإرا كب
n

nu  0 يغ  فئَّ ٚسمك  (1.1)زلالًا غٛش ربفّ نهًؼبدنخ: 

                  :أٌ  ثًب

1 2

1 2 0n n n n k

kd d d         
 

; 0n kn k    
 

  :       فئٌ 

1 1

1 1( ) 0 0n k k k k k

k kd d d d                

رؼزجش زلالًا نهًؼبدنخ  أ٘ أٌ 
1

1 0k k

kx d x d    

 (كثٛش انسذٔد انًًٛض): 2.3تؼرٌف 

ٚغًٙ كثٛش انسذٔد           

1 2

1 2( ) . (1.2)k k k

kP X X d X d X d      

 (.1.1)انًشفك ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ ثكثٛش انسذٔد انًًٛض 

 : 2.3ملاحظت 

)رذػٗ انًؼبدنخ  ) 0P x   ٔرغًٗ زهٕنٓب (1.1)ثبنًؼبدنخ انًًٛضح  انًشفمخ نهؼلالخ انزشاخؼٛخ ،

 .ثبندزٔس انًًٛضح
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 :1.3وظرٌت 

1نزكٍ  2 3, , , , k   
را إ. (1.1)انزشاخؼٛخ نهؼلالخ  (1.2) اندزٔس انًًٛضح نكثٛش انسذٔد انًًٛض  

 :  ٚؼطٗ ثـ(1.1)، فبٌ انسم انؼبو نهؼلالخ كبَذ ْزِ اندزٔس يخزهفخ يثُٗ يثُٗ

1 1 2 2 . (1.3)n n n

n k ku c c c     
 

1زٛث  2 3, , , , kc c c c ٍثٕاثذ  ي  

   ]1 [:2.3 وظرٌت

1ٕٚخذ زم ٔزٛذ نهؼلالخ انزشاخؼٛخ    1 2 2; ... 0 .n n n k n kn k u d u d u d u        
 

0  :يٍ أخم انششٔغ الاثزذائٛخ 0 1 1 1 1,  ,...,  k ku b u b u b     يٍ انسممK.  

 ةر  انؼلاقبث انتراجؼٍت نبؼض الأػذاد انشه4.1ً

 [3]فٙ ْزِ انفمشح ثؼط انؼلالبد انزشاخؼٛخ انشٓٛشح  َؼشف

 1.4: تؼرٌف

ثبنؼلالخ  (-Fibonacci numbers k)فٛجَٕبرشٙ -k أػذادرؼشف ،  kيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

: انزشاخؼٛخ يٍ انشرجخ  انثبَٛخ انزبنٛخ

, , 1 , 2

,0 ,1

; 2
(1.4)

1,

k n k n k n

k k

F kF F n

F F k

   


 
 

 :1.4ملاحظت 

. َزسصم ػم انؼلالخ انزشاخؼٛخ لأػذاد فٛجَٕـبرشٙ (1.4) فٙ انؼلالخ k=1ثٕظغ 

 :2.4تؼرٌف 

ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ  (-Lucas numbers k)نٕكبط  -k أػذادرؼشف ،  kيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

: انزبنٛخ

, , 1 , 2

,0 ,1

; 2
(1.5)

2,

k n k n k n

k k

L kL L n

L L k

   


 

 

 :2.4ملاحظت 
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1kثٕظغ    َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزشاخؼٛخ لأػذاد نٕكبط (1.5) فٙ انؼلالخ .

 :3.4تؼرٌف 

: ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ (-Pell numbers k)ثبل  -k أػذادرؼشف ،  kيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 


, , 1 , 2

,0 ,1

; 2
1.6)

0, 1

k n k n k n

k k

P kP P n

P P

   


 

 

 :3.4ملاحظت 

1k ثٕظغ   َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزشاخؼٛخ لأػذاد ثبل (1.6) فٙ انؼلالخ. 

 :4.4تؼرٌف 

ثبنؼلالخ  (-numbers) Pell Lucas kثبل نٕكبط –k أػذادرؼشف ،  kيٍ أخم كم ػذد غجٛؼٙ 

: انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

 

 

 :4.4ملاحظت 

1kثٕظغ  . نٕكبط َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزشاخؼٛخ لأػذاد ثبل (1.7) فٙ انؼلالخ  

 :5.4تؼرٌف 

: َؼشف أػذاد يبسعبٌ ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

1 2

0 1

3 2 ; 2
(1.8)

0, 1

n n nM M M n

M M

   


  

   :6.4تؼرٌف 

:  انثبنثخ انزبنٛخسرجخ ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ يٍ ال(Tribonacci numbers )َؼشف أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ

 

 

 : 7.4تؼرٌف 

انشرجخ  ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ يٍ (Tribonacci Lucas numbers )َؼشف أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط

: انثبنثخ انزبنٛخ

, , 1 , 2

,0 ,1

2 ; 2
(1.7)

2, 2

k n k n k n

k k

Q Q kQ n

Q Q

   


 

1 2 3

0 1 3

; 3
(1.9)

1, 1 2

n n n nT T T T n

T T T

     


  
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
1 2 3

0 1 3

; 3
1.10)

3, 1 3

n n n nK K K K n

K K K

     


   

  ثرٌبىوبتشً  وثرٌبىوبتشً نىكبشػلاقتً نكم مهانحم انؼبو  .

:  نؼلالزٙ ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط ًْب ػهٗ انزشرٛتانسلاٌ انؼبيبٌ 

2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3

( 2) ( 2) ( 2)

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 3

n n n

n

r r r r r r rr r r rr
r r r r r r r r r r r rT r r r
        

         

 

1زٛث  2 3
, ,r r rزهٕل انًؼبدنخ انًًٛضح انًشفمخ نًٓب ْٙ. 

 يغ

3 3

1

23 3

2

2 3 3

3

1
1 19 3 33 19 3 33 1.8393

3

1
1 19 3 33 19 3 33 0.41964 0.60629

3

1
1 19 3 33 19 3 33 0.41964 0.60629

3

r

r i

r i

 

 

      
  

        
  

        
  

 

 زٛث
1 3

2

i    

.   مه انرتبت انثبوٍتراث ػلاقت تراجؼٍت بؼض  كثٍراث انحذود انمتؼبمذة  5.1 

  1.5:   تؼرٌف

P)نزكٍ ( ))n n INx 
 :  يززبنٛخ كثٛشاد زذٔد َظبيٛخ أ٘ 

1 2

1 2P ( ) ... (1.11)n n n

n n nx x a x a x 

     

P)ركٌٕ  ( ))n n INx 
 ارا ٔفمػ ارا ٔخذد يززبنٛزٍٛ كثٍراث حذود وظبمٍت متؼبمذةػجبسح ػٍ يززبنٛخ 

) يٍ (ػمذٚزٍٛ  )n n   (ٔ ( )n nرسمك انؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ:
  

     

   
1 1

1 0

( ) ;     0 
(1.12)

0,  1                    

n n n n n
P x x P x P x n

P x P x

 
 



    


 
 

 

1 2 3

n n n

n
K r r r  
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  [21]1.5تىطئت 

P)كم يززبنٛخ كثٛشاد انسذٔد ( ))n n INx 
  راد ػلالخ رشاخؼٛخ يزدبَغخ يٍ انشرجخ انثبَٛخ ْٙ ػجبسح 

 . ػٍ يززبنٛخ كثٛشاد زذٔد يزؼبيذح

 [3].ثؼط كثٛشاد انسذٔد انًشٕٓسحفًٛب ٚهٙ َؼشف 

 2.5تؼرٌف 

) كثٛشاد انسذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع الأٔل رؼشف ( ))n n INT x 
:  ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

2 1

0 1

( ) 2 ( ) ( ); 0
(1.13)

( ) 1, ( )

n n nT x xT x T x n

T x T x x

   


  

3.5: تؼرٌف

 
 كثٛشاد انسذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع انثبَٙرؼشف ( )n n

U x


 : ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

 2 1

0 1

( ) 2 ( ) ; 0
(1.14)

( ) 1, ( ) 2

n n nU x xU x U x n

U x U x x

    


 
 

4.5:  تؼرٌف

 
 كثٛشاد انسذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع انثبنثرؼشف ( )n n

V x


 : ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

1 1

0 1

( ) 2 ( ) ( ); 0
(1.15)

( ) 1, ( ) 2 1

n n nV x xV x V x n

V x V x x

   
    

5.5: تؼرٌف

 
 كثٛشاد انسذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع انشاثغرؼشف ( )n n

W x


 : ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ

 
 

1 1

0 1

( ) 2 ( ) ; 0
1.16

( ) 1, ( ) 2 1

n n nW x xW x W x n

W x W x x

    


   

6.5: تؼرٌف
 

 فٛجَٕبرشٙ َؼشف كثٛشاد انسذٔد  ( )n n
F x

ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ:
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     

   
1 2

0 1

;    2 
(1.17)

 1,                        

n n nF x xF x F x n

F x F x x

    


 
 

 7.5: تؼرٌف

 َؼشف كثٛشاد انسذٔد نهٕكـبط  ( )n n
L x

 ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ :

     

   
1 2

0 1

;    2 
(1.18)

2,                       

n n n
L x xL x L x n

L x L x x

 
   


 

 

  8.5: تؼرٌف

َؼشف كثٛشاد انسذٔد نجـبل  ( )n n
P x


: ثبنؼلالخ انزشاخؼٛخ انزبنٛخ 

     

   
1 2

0 1

2 ;    2 
(1.19)

0,  1                    

n n n
P x xP x P x n

P x P x

 
   


 

 

 9.5: تؼرٌف

 نٕكـبط َؼشف كثٛشاد انسذٔد نجـبل ( )n n
Q x


 : انزبنٛخانزشاخؼٛخ  ثبنؼلالخ

     

   
 1 2

0 1

2 ;    2 
1.20

2,  2                    

n n n
Q x xQ x Q x n

Q x Q x x

 
   


  

انتىابغ انمىنذة  6.1

 انتىابغ انمىنذة انؼبدٌت 1.6.1

 : 1.6تؼرٌف 

)0نزكٍ  )n nu  ٘انغهغهخ انًٕنذح انؼبدٚخ) يززبنٛخ ػذدٚخ َغًٙ انزبثغ انًٕنذ انؼبد( )SGO)  نهًززبنٛخ

0( )n nu  انزبثغ g xانًؼشف ثـ   :

0

( ) (1.21)n

n

n

g x u x





 

[1 ]: 1.6 ةخبصً
 

)إرا كبَذ  )g x دانخ يٕنذح نهًززبنٛخ  n n
a

ٔ ( )h x دانخ يٕنذح نـ  n n
b


: ، ٚكٌٕ نذُٚب



 انفصم الأٔل                                                                              يفبْٛى ػبيخ
 

 18 
 

1. 1 2( ) ( )c g x c h x دانخ يٕنذح نهًززبنٛخ  1 2n nc a c b 2ثسٛث 1,c cٌثبثزب . 

2. 
( )

1

g x

x
 دانخ يٕنذح نهًززبنٛخ  0 1(s )n na a a   . 

3. . ( )x g x
دانخ يٕنذح نهًززبنٛخ    nna زٛث g ْٙ ح نهذانخ يشزكانذانخ ال g  

4. ( ) ( )g x h x
0دانخ يٕنذح نًززبنٛخ الانزفبف  1 1 0.( )n n na b a b a b   

 انذوال انمىنذة انمرفقت نبؼض الأػذاد انشهٍرة  2.6.1

 : 1.6وظرٌت 

نزكٍ  n n
u


:  انزبنٛخانثبَٛخ  يؼشفخ ثبنؼلالخ رشاخؼٛخ يٍ انشرجخ نفٛجَٕبرشٙ   انًؼًخيززبنٛخال 

1 2

0 1

; 2       

,

, , ,

n n nu au bu n

u u

a b

 

 

   


 


 

انذانخ انًٕنذح انًشفمخ نهًززبنٛخ  n n
u


ْٙ  :

 
 2

0

1.22
1

n

n

n

a a t
u t

at bt

 



 


 
 

. انبرهبن

: نذُٚـــــــــــــــــــب

   

0

0 1 1 2

2

2

1 0

2

0 0

2

0

(t)

(a ) t

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

n

g u t

u u t u bu

t at u t bz u t

t at u t bt u t

a t at bt u t

 

  

  







 



 

 

 

 







   

   

 
     

 

    





 

 



 

     21 at bt g x a t        

: ٔيُّ ُٚزح نُب
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 
2

0 1

n

n

n

a a t
u t

at bt

 



 


 
 

 .ْٕٔ انًطهٕة

  .نجؼط الأػذاد انشٓٛشح َدذ انذٔال انًٕنذح (1.6)ثزطجٛك انُظشٚخ 

وتبئج 

: فٛجَٕبرشٙ رؼطٗ ثبنؼلالخ-kانذانخ انًٕنذح لأػذاد .1

2

1
(t) .

1
g

kt t


 
 

: نٕكبط رؼطٗ ثبنؼلالخ-kانذانخ انًٕنذح لأػذاد  .2

2

2
(t) .

1

kt
g

kt t




 
 

: ثبل رؼطٗ ثبنؼلالخ-kانذانخ انًٕنذح لأػذاد .3

2
(t) .

1 2

kt
g

t kt


 
 

: ثبل نٕكبط رؼطٗ ثبنؼلالخ-kانذانخ انًٕنذح لأػذاد .4

2

2 2
(t) .

1 2

t
g

t kt




 

 

: انذانخ انًٕنذح لأػذاد يبسعبٌ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .5

2
(t) .

1 3 2

t
g

t t


 
 

 : 2.6وظرٌت 

نزكٍ  n n
w


:  انزبنٛخانثبنثخ  يززبنٛخ يؼشفخ ثبنؼلالخ رشاخؼٛخ يٍ انشرجخ 

1 2 3

0 1 2

; 3       

, ,

n n n nw aw bw cw n

w w w  

     


   

انذانخ انًٕنذح انًشفمخ نهًززبنٛخ  n n IN
w


ْٙ  :
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    2

2 3
0

(23.1)
1

n

n

n

a a t b a t
w t

at bt ct

    



    


  


 

. انبرهبن

 :نذُٚـــــــــــــــــــب

 

: ٔيُّ ُٚزح نُب

    2

2 3
0

.
1

n

n

n

a a t b a t
w t

at bt ct

    



    


  


     

. ْٕٔ انًطهٕة

. َدذ انذٔال انًٕنذح نكم يٍ أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط (2.6) ثزطجٛك انُظشٚخ

  1.6 : وتٍجت

 :انذانخ انًٕنذح لأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ

2 3
(t) .

1

t
g

t t t


  
 

  2.6 :وتٍجت

 :انذانخ انًٕنذح لأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ

2

2 3

3 2
(t) .

1

t t
g

t t t

 


  
 

   

0

2

0 1 2

3

2 2 3

2 1 0

2 2 3

0 0 0

2 2

(t)

(a ) t

n

n

n

n

n n n

n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

n n n

g w t

w w t w t w bw cw

t t at w t bt w t ct w t

t t at w t t bt w t ct w t

a t a b t at bt

  

     

     









  

  

  

  



     

     

     
             

     

        





  

  

 

     

3

0

2 3 21 (t)

n

n

n

ct w t

at bt ct g a t a b t     





        


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 انذوال انمىنذة انمرفقت ببؼض كثٍراث انحذود انمتؼبمذة 3.6.1

 :3.6وظرٌت 

نزكٍ   n n
P x


:  انزبنٛخ يؼشفخ ثبنؼلالخ رشاخؼٛخ كثٛشاد انسذٔد يززبنٛخ 

     

   
1 2

0 1

; 2     

,

n n nP x pxP x qP x n

P x P x x 

   


 
 

انذانخ انًٕنذح انًشفمخ نهًززبنٛخ   n n
P x


ْٙ  :

 
 

2
0

. (1.24)
1

n

n

n

a x p t
P x t

pxt qt

 



 


 
 

انبرهبن 

: نذُٚــــــــــــــــــــب

0

0 1 1 2

2

2

1 0

2

0 0

2

0 0

(t) ( ) t

( ) ( ) t ( ( ) ( )) t

( ) t ( ) t

( ) t ( ) t

( ) t ( ) t

n

n

n

n

n n

n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

g P x

P x P x pxP x qP x

xt pxt P x qt P x

xt pxt P x qt P x

xt p xt pxt P x qt P x

x

 

  

  

  







 



 

 

 

 

 

 



   

   

 
     

 

    

  





 

 

 

  2(t) (t)p t pxtg qt g 

 

 :                                  ٔيُّ ُٚزح نُب 
2

(t)
1

x p t
g

pxt qt

   


 

 

. ْٕٔ انًطهٕة 

 

 . َدذ انذٔال انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد انغبنفخ انزكش (3.6) ثزطجٛك انُظشٚخ

وتبئج 
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:        انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نزشٛجزشبف يٍ انُٕع الأٔل رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .1

2

1
(t) .

1 2

xt
g

xt t




 
 

:   انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نزشٛجزشبف يٍ انُٕع انثبَٙ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .2

2

1
(t) .

1 2
g

xt t


  

:  انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نزشٛجزشبف يٍ انُٕع انثبنث رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .3

2

1
(t) .

1 2

t
g

xt t




  

: انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نزشٛجزشبف يٍ انُٕع انشاثغ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .4

2

1
(t) .

1 2

t
g

xt t




 
 

:  انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد فٛجَٕبرشٙ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .5

2

1
(t) .

1
g

xt t


 
 

: انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نٕكبط رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .6

2

2
(t) .

1

xt
g

xt t




 
 

: انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد ثبل رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .7

2
(t) .

1 2

t
g

xt t


 
 

:  انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد ثبل نٕكبط رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ .8

2

2 2
(t) .

1 2

xt
g

xt t




 
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انفصم انثبَٙ            انزٕاثغ انزُبظشٚخ 
 

      َزطشق فٙ ْزا انفصم إنٗ  ثؼط انًفبْٛى زٕل انزٕاثغ انزُبظشٚخ الأٔنٛخ ٔ انزبيخ ٔ انؼلالخ 

. انًٕخٕدح ثًُٛٓب

 انتىابغ انتىبظرٌت 1.2

 :1.2 تؼرٌف

Kَؼزجش  nK انًؼشف ػهfٗ َمٕل ػٍ انزبثغ   يٍ  أَّ يزُبظش إرا كبٌ يٍ أخم كم رجذٚهخ  

nS انؼلالخ انزبنٛخ يسممخ : 

1 2 1 2 (1) (2) ( )( , , ) : ( , , ) ( , , ) .n

n n nx x x x f x x x f x x x         .

انتىابغ انتىبظرٌت الأونٍت 1.1.2 

  :[4]  2.2تؼرٌف 

 انزبثغ kَغًٙ انزبثغ انزُبظش٘ الأٔنٙ يٍ انشرجخ
ke ٗانًؼشف ػه nKثـ : 

1 2

1 2

1 2 1 2( , , , ) .n

n

ii i

k n n

i i i k

e      
   

 


  

1يغ  2 3, , , , 0 1ni i i i   ٔ 
1 2( , , , )k ne    0 يؼذٔيخ يٍ أخمk ٔأ  k n .

. أمثهـــــــــــــت

2n)  يٍ أخم يؼبدنخ يٍ انذسخخ انثبَٛخ  2،اندزٔس 1, ) نذُٚب :

0 1 2

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

( , ) 1

( , )

( , )

e

e

e

 

   

   




 
 

 

3n)  يٍ أخم يؼبدنخ يٍ انذسخخ انثبنثخ  3،اندزٔس 2 1, ,  ) نذُٚب :

0 1 2 3

1 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3 1 2 1 3 2 3

3 1 2 3 1 2 3

( , , ) 1

( , , )

( , , )

( , , )

e

e

e

e

  

     

        

     




  


  
 

 .
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  :1.2قضٍت 

: انزٕاثغ انزُبظشٚخ الأٔنٛخ ْٙ يؼبيلاد انُشش فٙ انغهغهخ

 

 

 انتىابغ انتىبظرٌت انتبمت2.1.2

 [4]  3.2:تؼرٌف

 انزبثغ k َؼشف انزبثغ انزُبظش٘ انزبو يٍ انشرجخ
kh ٗانًؼشف ػه nKثبنؼلالخ انزبنٛخ: 

1 2

1 2

1 2 1 2( , , , ) n

n

ii i

k n n

i i i k

h      
   

 


  

1   يغ      2 3, , , , 0ni i i i ٔ 
1 2( , , , )k nh     0 يؼذٔيخ يٍ أخمk  .

. أمثهــــــــــــــــــــــت

2n)يٍ أخم يؼبدنخ يٍ انذسخخ انثبَٛخ   1. 2،اندزٔس 1, ) نذُٚب :

0 1 2

1 1 2 1 2

2 2

2 1 2 1 2 1 2

3 3 2 2

3 1 2 1 2 1 2 1 2

( , ) 1

( , )

( , )

( , )

h

h

h

h

 

   

     

       

 


 


  


   

 

 

3n)يٍ أخم يؼبدنخ يٍ انذسخخ انثبنثخ . 2 3،اندزٔس 2 1, ,  )نذُٚب  :

0 1 2 3

1 1 2 3 1 2 3

2 2 2

2 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

3 3 3 2 2 2 2 2 2

3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 3

( , , ) 1

( , , )

( , , )

( , , )

h

h

h

h

  

     

           

                    

 


  


     


         

 

 

 

 

1 2

0 1

( ) ( , ,..., ) (1 ) .
n

n

k n i

k i

E t e t t   


 

   
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  4.2:قضٍت

: ْٙ يؼبيلاد انُشش فٙ انغهغهخk انزٕاثغ انزُبظشٚخ انزبيخ يٍ انشرجخ 

1 2

0

1

1
(t) ( , , , ) .

(1 t)

n

k n n
k

i

i

H h t  









 





 

[ 4]:1.2 خبصٍت 

:  انؼلالخ ثٍٛ انزٕاثغ انزُبظشٚخ الأٔنٛخ ٔ انزبيخ رؼطٗ ثبنؼلالخ انزبنٛخ

(t) ( ) 1H E t        ٔأ      ( ) (t) 1H t E  

 [9] :3.2تؼرٌف 

َؼزجش الأثدذٚخ 2 1 2,P p p .2َؼشف انزبثغ انًزُبظش انًشفك ثبلأثدذٚخPثـ  :

1 1

1 2
2 1 2

1 2

(P ) ( ) , (1.2)
j j

j j

p p
S S p p j

p p

 
   


 

: يغ

 

0 2 0 1 2

1 2 1 1 2 1 2

2 2

2 2 2 1 2 1 2 1 2

(P ) ( , ) 1

(P ) ( , )

(P ) ( , )

S h p p

S h p p p p

S h p p p p p p

 

  

   



 

   ٔ  
2(P ) 0jS   0 يٍ أخمj  .

 [9] :4.2 تؼرٌف 

): َشيض ثـ أثدذٚزٍٛ  Aٔ Bنزكٍ  )jS A B :  نًؼبيلاد انغهغهخ انًؼشفخ ثـ 

0

(1 )

( ) t . (2.2)
(1 )

j b B
j

j

a A

bt

S A B
at










 






 

):    يغ ) 0, 0jS A B j    .
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 :2.2وتٍجت 

Aثٕظغ   َزسصم ػهٗ (2.2) فٙ انؼلالخ :

0

( ) t (1 ) (2.3).
j

j

j b B

S B bt


 

    

 [5[ :2.2خبصٍت 

A إرا كبٌ   ٔأ B فئَّ ُٚزح نُب : 

0 0 0

( ) t ( ) t ( ) t . (2.4)j j j

j j j

j j j

S A B S A S B
  

  

     

 : 1.2ملاحظت

Aإرا كبٌ  B ٍَٛزسصم ػهٗ (2.3)ٔ  (2.4) يٍ انؼلالز : 

0 0

( ) t ( ) t 1 . (2.5)j j

j j

j j

S A S A
 

 

   

:    أ٘

   

0

0

1
( ) t . (2.6)

( ) t

j

j
jj

j

j

S A

S A








 


 

 [6] :1.2تىطئت 

زٛثAٔ B َؼزجش الأثدذٚزٍٛ  A xنذُٚب  :

( ) ( ), (2.7).
k

j k jS x B x S x B k      

 :3.2خبصٍت 

 أثدذٚخ راد ػُصش ٔزٛذ  Aنزكٍ A xنذُٚب  :

              1

1

(1 )
( )

1 ( ) t . (2.8)
(1 ) 1

jj jb B
j

a A

bt
S x B

S x B t
at xt









    
 




 

انبرهبن 

 : نذُٚـــــــــــــــب 1.2ثبلإػزًبد ػهٗ انزٕغئخ 
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1

1 1

0

1

1 1

1 2 2

1

1 2 2

1 1

1

( ) t 1 ( ) ( ) t ( ) t

1 ( ) ( ) t ( ) t

1 ( ) ( ) t ( ) t ( ) t

1 ( ) ( ) t ( )(1 ) t

1 (

j j j

j j j

j

j j

j j

j j j

j j j

j j

j j

S x B S x B S x B S x B

S x B S x B S x B

S x B S x B xS x B x S x B

S x B S x B S x B xt x t

S x B












 





         

        

          

          

  

  

 

 

 

1

1

1

1 1

1
) ( ) t ( )

1

( )
1 ( ) ( ) t

1

j j

j j

jj j

j

S x B S x B t
xt

S x B
S x B S x B t

xt









    



      







 

. ْٕٔ انًطهٕة

. انفروق انمقسىمت3.1.2 

 [4 ]5.2تؼرٌف 

n ربثغ يؼشف ػهٗ fنٛكٍ 
i,1 ثٍٛ انمًٛزٍٛ f  نهزبثغَؼشف انفشق انًمغٕو انًؤثش  .  ix x ثـ  :

1

1 2 1 1 2 1

1

( , , , , , , ) ( , , , , , , )
( ) .

i i

i i n i i n
x x

i i

f x x x x x f x x x x x
f

x x

 




 



   
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انفصم انثبنث     انزٕاثغ انًٕنذح لأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ  2

ٔ ثؼط الأػذاد انشٓٛشح  
 

 انزٙ رغًر نُب ثبنسصٕل ػهٗ انذٔال انًٕنذح ، نهزٕاثغ انزُبظشٚخ1.3فٙ ْزا انفصم َؼزًذ ػهٗ انُظشٚخ الأعبعٛخ 

 ثشٚجَٕبرشٙ، ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط ثبل نٕكبط، يبسعبٌ،-kثبل، -kنٕكبط، -kفٛجَٕبرشٙ، -kنكم يٍ أػذاد

ثبل ٔ  نٕكبط، ٔكثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح نكم يٍ رشٛجزشبف يٍ انُٕع الأٔل، انثبَٙ، انثبنث، انشاثغ، فٛجَٕبرشٙ،

 .ثبل نٕكبط

 وتبئج أسبسٍت 1.3 

[ 9]: 1.3تؼرٌف 

ثدذٚخالأنزكٍ  1 2,P p pَ٘ؼشف انًؤثش انزُبظش
1 2

k

p pثبنؼلالخ انزبنٛخ    :

1 2

1 1 2 2
1

1 2

( ) ( )
( ) , . (3.1)

k k
k

p p

p f p p f p
f p k

p p



 




 

  ربثغ يؼشف ػهٗ fزٛث 

  : 1.3ملاحظت

1 إرا كبٌ   1( )f p pثبنؼلالخ  ٚؼطٗ (3.1 )انًؤثش  :

                                     
1 2 1 1 2( ) . (3.2)k

p p kp S p p   

  

 . التي تسح لنا بالحصول على الدوال المولدة لأعداد وكثيرات الحدود المتعامدة[19]نتطرق للنظرية الأساسية 

 :  1.3وظرٌت

نزكٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pأثدذٚزٍٛ نذُٚب : 

1
1

1 2 1 1 2 1

0 0
1

0

1 2

0 0

( ) ( ) t ( ) ( ) t

( ) ( ) t . (3.3)

( ) ( )

k
n n n k k k n

n k n n k n
n n n

n n k

n n n n n

n n

n n

S A p p S P p p t S A S P

S A S P

S A p t S A p t

 


   
 

   


 

  


  

   
  

 


 
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 .انبرهبن

ثئدخبل انًؤثش
1 2

k

p p 1  ػهٗ انغهغهخ 1

0

( ) ( ) n n

n

n

f p S A p t




ٚكزت ػهٗ (3.3).انطشف الأٚغش نهؼلالخ 

 : انشكم 

1 2 1 21 1

0

1 1 2 2

0 0

1 2

1 2

0 1 2

1

0

( ) ( ( ) )

( ) ( )

( )

( ) ( )

k k n n

p p p p n

n

k n n k n n

n n

n n

n k n k
n

n

n

n

n n k

n

f p S A p t

p S A p t p S A p t

p p

p p
S A t

p p

S A S P t

 




 

 

 





 










 
  

 





 





 

ثئدخبل انًؤثش
1 2

k

p p  1ػهٗ  انغهغهخ

1

1
( )

(1 )
a A

f p
ap t






 ركزت ػهٗ   (3.3)انطشف  الاًٍٚ  نهؼلالخ 

 :انشكم 

 

 

1 2

1 2

1 2

1

1 2

1 2 2 1

1 2 1 2

1 2 2 1

0 0

1 2 1 2

0 0

1 1

(1 ) (1 )

( )

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

( ) ( )

( ) ( )

k

k k

a A a A
p p

k k

a A a A

a A a A

k n n k n n

n n

n n

n n n n

n n

n n

p p
ap t ap t

f p
p p

p ap t p ap t

p p ap t ap t

S A p p t S A p p t

p p S A p t S A p t

  

 

 

 

 

 

 


 




  


  

  


 

   
 

 

 

 

 

 


 

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 

 
  

 
  

   
  

    


 

 
 



 

 
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1

2 1
1 2 1 1 2

0 1 1 2

1 2

0 0

1

1 2 1 1 2 1

0 1

( )

( ) (P) ( )

( ) ( )

( ) (P) ( ) (P)
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n

n k n kk
n n n k k n

n n k n

n n k

n n n n

n n
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k
n n n k k

n k n n n k

n n k

S A p t

p p
S A p p S t S A p p t

p p

S A p t S A p t

S A p p S t S A p p S

  

 

  

 

 

 

   

  

 
 

 

 
    

 


  
   

  

  



 

 

 

1 2

0 0

1
1

1 2 1 1 2 1

0 1

1 2

0 0

( ) ( )

( ) (P) ( ) (P)

( ) ( )

n

n n n n

n n

n n

k
n n n k k k n

n k n n k n

n n k

n n n n

n n

n n

t

S A p t S A p t

S A p p S t p p t S A S t

S A p t S A p t

 

 

 


   

  

 

 

  
   

  

 


  

   
  

 

 

 

  

:        ٔيُّ رُزح نُب انًغبٔاح

 
1

1

1 2 1 1 2 1

0 0
1

0

1 2

0 0

( ) ( ) t ( ) ( ) t

( ) ( ) t .

( ) ( )

k
n n n k k k n

n k n n k n
n n n

n n k

n n n n n

n n

n n

S A p p S P p p t S A S P

S A S P

S A p t S A p t

 


   
 

   


 

  


  

   
  

 


 
 

 .   ْٕٔ انًطهٕة

 تطبٍقبث 2.3  

01  انحبنت  1A   و  1 2,P p p   

1kثٕظغ   َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ  (3.3) فٙ انؼلالخ :

 :1.3وتٍجت 

 الأثدذٚخاخم يٍ 1 2,P p pنذُٚب      :
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1 2

0 1 2

1
( ) t . (3.4)

(1 t)(1 t)

n

n

n

S p p
p p





 
 

 

: َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ  (3.4( يٍ انؼلالخ

 :2.3وتٍجت 

 الأثدذٚخاخم يٍ 1 2,P p pنذُٚب   :

1 1 2

0 1 2

( ) t . (3.5)
(1 t)(1 t)

n

n

n

t
S p p

p p







 
 

 

2kثٕظغ   َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ (3.3)  فٙ انؼلالخ: 

 :3.3وتٍجت 

 الأثدذٚخاخم يٍ  1 2,P p pنذُٚب ،                     : 

 

 

 2انحبنت 1 2 3, ,A a a a
 و 1P 
     

 :4.3وتٍجت 

 الأثدذٚخاخم يٍ 1 2 3, ,A a a aنذُٚب   :

0 1 2 3

1
( ) . (3.7)

(1 )(1 )(1 )

n

n

n

S A t
a t a t a t






  

 

t ف3.7ٙ))     ثعشة انؼلالخ     : َزسصم ػهٗ انؼجبسح انزبنٛخ  

1

0 1 2 3

( ) . (3.8)
(1 )(1 )(1 )

n

n

n

t
S A t

a t a t a t








  

 

 : َزسصم ػهٗ انؼجبسح  انزبنٛخ t فٙ  (3.8)    ثعشة انؼلالخ 

2

2

0 1 2 3

( ) . (3.9)
(1 )(1 )(1 )

n

n

n

t
S A t

a t a t a t








  

 

1 2 1 2
1 1 2

0 1 2

( )
( ) t (3.6)

(1 t)(1 t)
.

n

n

n

p p p p t
S p p

p p







 
 

 

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03 انحبنت   1 2 3, ,A a a a  و   1 2,P p p      

   0ثٕظغk   َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ  (3.3) فٙ انؼلالخ: 

 :5.3وتٍجت 

الأثدذٚزٍٛاخم  يٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pنذُٚب  :

   
       

   

22 3

1 2 3 1 2 1 2 2 3 1 3 1 2 1 2 1 2 3

1 .
0 1 2

(3.10)
1 1

n

n n

n

a A a A

a a a t p p a a a a a a t p p p p a a a t
S A S P t

ap t ap t




 

        


 


 

 

 : انزبنٛخانؼلالخَزسصم ػهٗ  (3.10)يٍ انؼلالخ 

 

   

       
   

1 2

0

22 3 4

1 2 3 1 2 1 2 2 3 1 3 1 2 1 2 1 2 3

1 2

(3.11)
1 1

n

n n

n

a A a A

S A S P t

a a a t p p a a a a a a t p p p p a a a t

ap t ap t

 



 



        

 



 

 

  1ثٕظغk َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ (3.3) فٙ انؼلالخ  : 

 :6.3وتٍجت 

  الأثدذٚزٍٛاخم يٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pنذُٚب :    

 
2 3

1 2 1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 1 2 3

0 1 2

1 ( ) t ( )
( ) (P) (3.12)

(1 ) (1 )
.

n

n n

n

a A a A

p p a a a a a a p p p p a a a t
S A S t

ap t ap t





 

    


 


 
 

  2ثٕظغk  َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ (3.3) فٙ انؼلالخ  :

 :7.3وتٍجت 

 الأثدذٚزٍٛاخم يٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pنذُٚب               : 

2 2 3

1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3
1

0 1 2

( ) ( ) t
( ) ( ) . (3.13)

(1 ) (1 )

n

n n

n

a A a A

p p p p a a a p p a a a t
S A S P t

ap t ap t




 

    


 


 
 

 :  انزبنٛخ انؼلالخَزسصم  ػهٗ    (3.13)يٍ انؼلالخ 
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2 2 2 4

1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3
1

0 1 2

( ) t ( ) t
( ) ( ) (3.14)

(1 ) (1 )
.

n

n n

n

a A a A

p p p p a a a p p a a a t
S A S P t

ap t ap t




 

    


 


 
 

  3ثٕظغk َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ(3.3)   فٙ انؼلالخ  :

 :8.3وتٍجت 

 الأثدذٚزٍٛاخم يٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pنذُٚب : 

 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3 3 2
2

0 1 2

(( ) ) ( )( ) t ( )
( ) ( ) (3.15)

(1 ) (1 )

n

n n

n

a A a A

p p p p p p p p a a a p p a a a a a a t
S A S P t

ap t ap t




 

        


 


 

 

 : انزبنٛخانؼلالخَزسصم ػهٗ  (3.15) انؼلالخ يٍ

2 2 3 2 2 4

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3 3 2
2

0 1 2

(( ) ) t ( )( ) t ( )
( ) ( ) . (3.16)

(1 ) (1 )

n

n n

n

a A a A

p p p p p p p p a a a p p a a a a a a t
S A S P t

ap t ap t




 

        


 


 
 

  4ثٕظغk  َزسصم ػهٗ انُزٛدخ انزبنٛخ (3.3) فٙ انؼلالخ :

  :9.3وتٍجت 

 الأثدذٚزٍٛاخم يٍ 1 2 3, ,A a a aٔ  1 2,P p pنذُٚب :  

3

0

2 2 2 2 3 3 3

1 2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 2 3 3 1 1 2 1 2 1 2 3 1 2

1 2

( ) ( )

( )(( ) ) ( )( ) t
(3.17)

(1 ) (1 )

n

n n

n

a A a A

S A S P t

a a a p p p p p p t a a a a a a p p p p a a a p p t

ap t ap t







 



         

 



 

 

  إٌجبد انذوال انمىنذة ببستؼمبل انتىابغ انتىبظرٌت 3.3

 انذوال انمىنذة نبؼض الأػذاد انشهٍرة  1.3.3

   انمىنذة لأػذاد مبرسبنانذانت.1

 2ثبعزجذالp 2  ثـ( )p َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ (3.5)فٙ انؼلالخ              : 
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  1 1 2 2
0 1 2 1 2

. (3.18)
1 ( ) t

n

n

n

t
S p p t

p p p p t







  
  

 

:  ثٕظغ 
1 2

1 2

3

2

p p

p p

 


 
:  َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ (3.18) فٙ انؼلالخ 

  1 1 2 2
0

0

1 3 2

.

n

n

n

n

n

n

t
S p p t

t t

M t











  
 






 

 .ْٔٙ انذانخ انًٕنذح لأػذاد يبسعبٌ

:                    أ٘  1 1 2 .n nM S p p   

 نىكبش-kفٍبىوبتشً و-kانذانت انمىنذة لأػذاد . 2

  2ثئعزجذالp ثـ 
2( )p َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ   (3.4) فٙ انؼلالخ : 

               1 2 2
0 1 2 1 2

1
. (3.19)

1 ( ) t

n

n

n

S p p t
p p p p t





  
  

 

ثٕظغ        
1 2

1 2 1

p p k

p p

 



: َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ (3.19)ٔ  (3.18) فٙ انؼلالزٍٛ 

      1 2 ,2
0 0

1
. (3.20)

1

n n

n k n

n n

S p p t F t
kt t

 

 

   
 

                                    

  1 1 2 2
0

(3.21)
1

.
n

n

n

t
S p p t

kt t







  
 

 

:                                     أ٘فٛجَٕبرشٙ -kرًثم انذانخ انًٕنذح لأػذاد (3.20)انؼلالخ 

  , 1 2 .k n nF S p p   

 :1.3ملاحظت 

1k ثٕظغ    َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح لأػذاد فٛجَٕبرشٙ (3.20) فٙ انؼلالخ  .
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  2ثبنؼذد (3.20)ثعشة انؼلالخ انًعشٔثخ ثبنؼذد   (3.21) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ   k َزسصم 

: ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ

     1 2 1 1 2 2
0

,

0

2
2

1

(3.22).

n

n n

n

n

k n

n

kt
S p p kS p p t

kt t

L t












     

 







 

:                                  أ٘ نٕكبط-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح لأػذاد 
 

     , 1 2 1 1 22 .k n n nL S p p kS p p      

 :2.3ملاحظت 

1kثٕظغ   َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح لأػذاد نٕكبط (3.22) فٙ انؼلالخ  .

 ببل نىكبش-kببل و-kانذانت انمىنذة لأػذاد . 3

ثٕظغ        
1 2

1 2

2p p

p p k

 



       : َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ (3.19)ٔ  (3.18) فٙ انؼلالزٍٛ  

  1 1 2 2
0

(3.23)
1 2

.
n

n

n

t
S p p t

t kt







  
 


 

 ثـ 2pثبعزجذال 
2( )p ٔثٕظغ(3.6) فٙ انؼلالخ 

1 2

1 2

2p p

p p k

 



 :  َزسصم ػهٗ انؼلالخ  انزبنٛخ 

  1 1 2 2
0

2
(3.24)

1 2
.

n

n

n

kt
S p p t

t kt








  

 


 

)ثبنؼذد (3.23)ثعشة انؼلالخ  2 )k  َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح  (3.24) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ

: انزبنٛخ

      1 1 2 1 1 2 2
0

,

0

2 2
(2 )

1 2

(3.25).

n
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n

n

k n

n

t
S p p k S p p t

t kt

Q t



 








      

 







 

:                   نٕكبط أ٘ ثبل-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح لأػذاد

     , 1 1 2 1 1 2(2 ) .k n n nQ S p p k S p p        
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 : 3.3ملاحظت 

1kثٕظغ   نٕكبط َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح لأػذاد ثبل (3.25) فٙ انؼلالخ .

 انذانت انمىنذة لأػذاد ثرٌبىوبتشً  وثرٌبىوبتشً  نىكبش. 4

  ثٕظغ 
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

 :َزسصم ػهٗ  انؼلالخ  انزبنٛخ    (3.7)فٙ انؼلالخ 

2 3
0

1
( ) (3.26)

1
.

n

n

n

S A t
t t t






  

 

   : أْ٘ٔٙ رًثم انذانخ انًٕنذح لأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ 

 1 2 3 .n nT S a a a   

   ثٕظغ
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

 : َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ  (3.9)ٔ(3.8) فٙ انؼلالزٍٛ 

1 2 3
0

( ) (3.27)
1

.
n

n

n

t
S A t

t t t








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 

2

2 2 3
0

( ) (3.28)
1

.
n

n

n

t
S A t

t t t








  


 

 (3.28) ٔ غشذ انؼلالخ  (2-) انًعشٔثخ ثبنؼذد(3.27) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ 3 ثبنؼذد (3.26)ثعشة انؼلالخ 

 :َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ 

2

1 2 2 3
0

3
(3 ( ) 2 ( ) ( )) (3.29)

1
.

n

n n n

n

t t
S A S A S A t

t t t



 



 
  

  


 

             :أ٘ ْٔٙ ػجبسح ػٍ انذانخ انًٕنذح لأػذاد  ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط

1 23 ( ) 2 ( ) ( ) .n n n nK S A S A S A   
 

انذوال انمىنذة نبؼض كثٍراث انحذود انمتؼبمذة  2.3.3

انذانت انمىنذة نكثٍراث انحذود فٍبىوبتشً و نىكبش . 1
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:   ثٕظغ
1 2

1 2 1

p p x

p p

 



:َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ (3.19)ٔ  (3.18) فٙ انؼلالزٍٛ 

 

               1 2 2
0 0

1
( ) t (3.32)

1
.

n n

n n

n n

S p p t F x
xt t

 

 

   
 

 
 

  1 1 2 2
0

(3.33)
1

.
n

n

n

t
S p p t

xt t







  
 

 

:أ٘ رًثم انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد فٛجَٕبرشٙ (3.32)انؼلالخ 
                 

  1 2( ) .n nF x S p p   

  انًعشٔثخ فٙ  (3.33)  ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ 2 فٙ (3.32)ثعشة انؼلالخ x َٗزسصم ػه

      :انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ

 

: أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد انسذٔد نٕكبط

     1 2 1 1 2( ) 2 .n n nL x S p p xS p p      

  .نىكبش-انذانت انمىنذة نكثٍراث حذود ببل وببل.2

ثٕظغ        
1 2

1 2

2

1

p p x

p p

 



: َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ (3.19)ٔ  (3.18) فٙ انؼلالزٍٛ 
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(3.34)
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S p p t
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

  
 
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  1 1 2 2
0

(3.35)
1 2 .

n

n

n

t
S p p t

xt t







  
 

 

 : أ٘  رًثم انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد  ثبل (3.35)انؼلالخ  

  1 1 2( ) .n nP x S p p   

)انًعشٔثخ ثبنؼذد (3.35) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ 2ثبنؼذد  ((3.34ثعشة انؼلالخ  2 )x َزسصم ػهٗ  

     :انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ
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      1 2 1 1 2 2
0
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2 2
2 2

1 2

( ) t (3.36).
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
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


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




 

: أ٘ط ْٔٙ انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد ثبل نٕكب

     1 2 1 1 2( ) 2 2 .n n nQ x S p p xS p p      

 انذانت انمىنذة نكثٍراث حذود تشٍبتشبف مه انىىع الأول و انثبوً، انثبنث وانرابغ.3

  ثـ 1pثبعزجذال  12 p ٔ 2p ثـ   22 p
 :          َزسصم ػهٗ انؼلالزٍٛ انزبنٛزٍٛ (3.5) ٔ (3.4)فٙ انؼلالزٍٛ  

  1 2 2
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         1 1 2 2
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2 2 (3.39)
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  
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ثٕظغ        
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1 24 1

p p x
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 

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:    َدذ (3.39)ٔ  (3.38) فٙ انؼلالزٍٛ 
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  1 1 2 2
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2 2 (3.41)
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 

رًثم انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع انثبَٙ (3.40)نؼلالخ ا
 

:   أ٘

  1 2( ) 2 2 .n nU x S p p   

)فٙ  (3.41)ثعشة انؼلالخ  )x َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ  (3.40) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ: 
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      1 2 1 1 2 2
0

0

1
2 2 2 2

1 2

( ) t (3.42).

n

n n

n

n

n

n

xt
S p p xS p p t

xt t

T x












     

 






 

ْٔٙ انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع الأٔل
 

: أ٘

     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 .n n nT x S p p xS p p      

 :انزبنٛخ     َزسصم ػهٗ انؼلالخ(3.40)  ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ  (1-) ثبنؼذد (3.41)ثعشة انؼلالخ 

      1 2 1 1 2 2
0

0

1
2 2 2 2

1 2

( ) t (3.43).

n

n n

n

n

n

n

t
S p p S p p t

xt t

V x












     

 






 

: أ٘ ْٔٙ انذانخ  انًٕنذح  نكثٛشاد  زذٔد  رشٛجٛشبف  يٍ انُٕع انثبنث

   1 2 1 1 2
( ) (2 2 ) (2 2 ) .

n n n
V x S p p S p p


     

 

 :  َزسصم ػهٗ انؼلالخ  انزبنٛخ (3.41) ٔ (3.40)ثدًغ انؼلالزٍٛ 

      1 2 1 1 2 2
0

0

1
2 2 2 2

1 2

( ) t (3.44).

n

n n

n

n

n

n

t
S p p S p p t

xt t

W x












     

 






 

:  أ٘  ْٔٙ انذانخ انًٕنذح نكثٛشاد زذٔد رشٛجٛشبف يٍ انُٕع  انشاثغ

     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 .n n nW x S p p S p p     
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 انذٔال انًٕنذح ندذاءاد أػذاد      انفصم انشاثغ  3

 ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط
 

يٍ انفصم انغبثك، 1.3فٙ ْزا انفصم عُمٕو ثسغبة ثؼط انذٔال اندذٚذح ٔرنك ثبلاػزًبد ػهٗ انُظشٚخ 

انذٔال انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ،ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط ٔثؼط ٔانزٙ رغًر نُب ثبنسصٕل ػهٗ 

 .    انذٔال انشٓٛشح ثبلإظبفخ إنٗ ثؼط كثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح

 ثرٌبىوبتشً  وبؼض الأػذاد انشهٍرة   انذوال انمىنذة نجذاءاث أػذاد1.4

  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )p ثٕظغ  ٔ( 3.12) فٙ انؼلالخ    
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

 ٔ  1 2

1 2

 
1

p p k

p p

 




  

:  انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ َزسصم 
2 3

1 2 1 2 3 2 2 3 3 2 4 5 6
0

,

0

1
(p [ ]) ( )

1 (k 3) (k 4 ) (k 1)

(4.1).

n

n n

n

n

n k n

n

t kt
S p S a a a t

kt t k t t kt t

F T t









 
    

        







 

: أ٘ فٛجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبشٙ-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد

, 1 2 3 1 2( ) ( [ ]) .n k n n nT F S a a a S p p     

:يــغ

 

1 2 1 2 1 2 3

2 2 2

1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3

3 3

1 2 3 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

2

1 2 1 2 1 2

(1 ) (1 ) 1 (p )( )

( )(p ) (( ) 2( ))

(p ) (p )(( )( ) 3 )

( (p )

a A a A

ap t ap t p a a a t

a a a a a a p p p a a a a a a a a a t

a a a p p p p a a a a a a a a a a a a t

p p p a a

 

      

           

          

  

 

2 2 2

3 1 2 3 1 2 1 2 1 3 2 3

4 2 2 5 2 2 2 3 3 6

1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 1 2 3 1 2

( ) (( )

2 ( ))) ( )(p )

a a a a p p a a a a a a

a a a a a a t p p a a a a a a a a a p t a a a p p t

    

       

 

 1.4ملاحظت 

1kثٕظغ  َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد فٛجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ  (4.1) فٙ انؼلالخ  
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  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )p ثٕظغ    (3.10) فٙ انؼلالخ ٔ
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

  ٔ  1 2

1 2 1

p p k

p p

 




 :  َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ

 
 2 2 3

1 2 3 1 1 2 2 2 3 3 2 4 5 6
0

t 1
( ) ( ) (4.2)

1 (k 3) (k 4 ) (k 1)
.n n

n

kt k t
S a a a S p p t

kt t k t t kt t







  
    

        
 

)انًعشٔثخ ثبنؼذد (4.2) ٔخًؼٓب يغ انؼلالخ 2ثبنؼذد  ((4.1ثعشة انؼلالخ  )k َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح 

 :انزبنٛخ

1 2 3 1 2 1 1 2

0

, 1 2 3 1 1 2

0 0

2 2 2 3

2 2 3 3 2 4 5 6

,

0

( )(2 (p [ ]) (p [ ]))

2 t ( ) (p [ ]) t

2 ( 2) ( 3)

1 (k 3) (k 4 ) (k 1)

(4.3).
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n
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n

S a a a S p kS p t

F T k S a a a S p

kt k t k k t
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







 





      

     

    


        





 



 

:  أ٘ نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد

         , 1 2 3 1 2 1 1 2( ) 2 ( [ ]) ( [ ]) .n k n n n nT L S a a a S p p kS p p        

  2.4ملاحظت  

1kثٕظغ   ثشٚجَٕبرشٙ  َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح ندذاء أػذاد نٕكبط يغ أػذاد (4.3) فٙ انؼلالخ.
             
 

 

  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )p ثٕظغ    (3.10) فٙ انؼلالخ ٔ
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

  ٔ  1 2

1 2

2p p

p p k

 




 : َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ

       1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 2

0 0

2 3

2 3 2 4 2 5 3 6

,

0

[ ] [ ]

2 ( 4)

1 2 (3 4) 8( 1) ( 4 ) 2

(4.4).

n n
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n n

n

n k n

n

S p p S a a a t S a a a S p p t

t t k t

t k t k t k k t k t k t

T P t

 

 

 





        

  


        



 



 

: ثبل ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ أ٘-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد

 , 1 2 3 1 1 2( ) [ ] .n k n n nT P S a a a S p p     
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 3.4ملاحظت  

1kثٕظغ   ثشٚجَٕبرشٙ    َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثبل ٔأػذاد (4.4) فٙ انؼلالخ

  2ثئعزجذالp 2 ثـ( )p َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ ( 3.13) فٙ انؼلالخ   :

 
2 2 3

1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 2 3
1 2 3 1 1 2

0 1 2

( ) ( )
( ) ( ) t (4.5)

(1 ) (1 )
n n

n
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p p a a a p p t p p a a a t
S a a a S p p

ap t ap t







 

    
    

 


 
 

  انًعشٔثخ ثبنؼذد (4.5)ثدًغ انؼلالخ 1 انًعشٔثخ ثبنؼذد (4.1) ٔ انؼلالخ   2k     

ٔثٕظغ  
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
 

  ٔ1 2

1 2

2p p

p p k

 


     

 :َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ

  

   
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0 0

2 3
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0
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( [ ]) ( 2) ( [ ])
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1 2 (3 4) 8( 1) ( 4 ) 2

n
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n
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n
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n

S a a a S p p k S p p t
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T Q t
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



 



 





       

          

    
 

        



 

(4.6).

 

:   أ٘ ثبل نٕكبط-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔأػذاد
 

  , 1 2 3 1 1 2 1 2( ) ( [ ]) 2 ( [ ]) .n k n n n nT Q S a a a S p p k S p p         

 4.4ملاحظت  

1kثٕظغ  َزسصم ػهٗ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثبل نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ   ( (4.6 فٙ انؼلالخ

  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )p ثٕظغ    (3.10) فٙ انؼلالخ ٔ
1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1
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a a a

a a a a a a

a a a

  


   
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  ٔ  1 2
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 :  انزبنٛخ انذانخ انًٕنذحَزسصم ػهٗ

 
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3 7
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n

n
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n
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


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

 
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
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     :أ٘  ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔأػذاد يبسعبٌ

  1 2 3 1 1 2( ) ( ) .n n n nT M S a a a S p p     
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  ثرٌبىوتبشً نىكبش  وبؼض الأػذاد انشهٍرة   انذوال انمىنذة نجذاءاث أػذاد2.4   

  2ثبعزجذالpثـ  2p ٔثٕظغ  (16.3) ٔ(14.3 )،(12.3)اد   فٙ انؼلاق 
1 2 3
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1 2 3
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  

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 

   ٔ
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p p k
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 
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 :انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ َزسصم ػهٗ   

         
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  4 5 61
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t kt t  

 

  :أ٘ فٛجَٕبرشٙ ٔ أػذاد ثشٚجَٕبشٙ نٕكبط-kْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد

         , 1 2 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 33 2 .n k n n n n nF K S p p S a a a S a a a S a a a            

  2ثبعزجذالp2 ثـ( )p ثٕظغ ٔ (3.14)ٔ(3.12)،(3.10 )اد فٙ انؼلاق 
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 : انزبنٛخانذانخ انًٕنذحَزسصم ػهٗ  
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  :٘ أثبل ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط-k انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذادِ٘ٔ
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  2ثبعزجذالp2 ثـ( )p  ٔ ثٕظغ (3.17)ٔ(3.15)،(3.14)،(3.13)،(3.12)،(3.10) فٙ انؼلالخ  
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 :أ٘  ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثبل نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط
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  2ثبعزجذالpثـ  2p ٔثٕظغ  (3.16) ٔ(14.3 )،(3.12)،(3.10 )ادفٙ انؼلاق 
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 :أ٘ نٕكبط-نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبشٙ-kانذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذادْٔٙ 
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  2ثبعزجذالp2 ثـ( )p ثٕظغ ٔ (3.14)ٔ(3.12)،(3.10 )اد فٙ انؼلاق 
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 : انزبنٛخانذانخ انًٕنذحَزسصم ػهٗ  
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 :أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد يبسعبٌ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط

         1 1 2 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 33 2 .n n n n n nM K S p p S a a a S a a a S a a a             

.   انذوال انمىنذة نجذاءاث أػذاد ثرٌبىوبتشً مغ بؼض كثٍراث انحذود انمتؼبمذة3.4

  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )p ثٕظغ ٔ( 3.12) فٙ انؼلالخ 
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 :   ػهٗ انذانخ انًٕنذح انزبنٛخ َزسصم 
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                                                                                           :أْ٘ٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد انسذٔد فٛجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ 
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  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )pثٕظغ (3.12)،(3.10 )رٍٛ فٙ انؼلاق ٔ 
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 :  َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ
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:   أ٘   ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ
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  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )pثٕظغ  (3.10 )ح فٙ انؼلاق ٔ
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 :  َزسصم ػهٗ انؼلالخ انزبنٛخ
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 :أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد ثبل ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ
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  2ثبعزجذالp 2 ثـ( )pثٕظغ (3.12)،(3.10 )رٍٛ فٙ انؼلاق ٔ 
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:   أ٘ نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ-ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد ثبل
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  ثبعزجذال
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1p ثـ  12 pٔ  2pثـ 22 pٔثٕظغ  (3.12) ٔ(3.10 )رٍٛ  فٙ انؼلاق 

1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

1

  1

1

a a a

a a a a a a

a a a

  


   
   

  ٔ 
1 2

1 24 1

p p x

p p

 


 
:  انزبنٛخانذانخ انًٕنذح   َزسصم ػهٗ 

    

   

1 2 1 1 2 1 2 3

0

1 2 1 2 3 1 1 2 1 2 3

0 0

2 2 3 3

2 2 2 3 2 4 5 6

0

(2 2 ) (2 2 ) ( )

(2 2 ) ( ) (2 2 ) ( )

1 (2 1) (4 3 )

1 2 (4 3) 8 ( 1) (4 1) 2

( )

n

n n n

n

n n

n n n n

n n

n

n

S p p xS p p S a a a t

S p p S a a a t x S p p S a a a t

xt x t x x t

xt x t x x t x t xt t

T x T







 



 





      

         

    


        





 

 .
n

nt

 

:أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع الأٔل ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ
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  ثبعزجذال
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   :أ٘ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔكثٛشاد زذٔد رشجٛزشبف يٍ انُٕع انثبنثْٔٙ 
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  ثبعزجذال
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:  أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد رشٛجزشبف يٍ انُٕع انشاثغ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ

    1 2 1 1 2 1 2 3( ) (2 2 ) (2 2 ) ( ).n n n n nW x T S p p S p p S a a a       
 

 

 



 انفصم انشاثغ                         انذٔال انًٕنذح ندذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔ ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط
 

  51 
 

انذوال انمىنذة نجذاءاث أػذاد ثرٌبىوبتشً نىكبش مغ بؼض كثٍراث انحذود انمتؼبمذة   4.4
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                                                                               : أ٘نٕكبط-ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد انسذٔد فٛجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبشٙ
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  2ثبعزجذالpثـ  2p ٔثٕظغ  (3.16) ٔ(14.3 )،(3.12)،(3.10 )ادفٙ انؼلاق 
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ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط
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  2ثبعزجذالp2 ثـ( )p ثٕظغ ٔ (3.14)ٔ(3.12)،(3.10 )اد فٙ انؼلاق 
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:      أ٘ ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد ثبل ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط

        1 1 2 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3( )K ( ) 3 2 .n n n n n nP x S p p S a a a S a a a S a a a             

  2ثبعزجذالpثـ  2p ٔثٕظغ  (3.16) ٔ(14.3 )،(3.12)،(3.10 )ادفٙ انؼلاق 
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نٕكبط ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط-ْٔٙ انذانخ انًٕنذح ندذاءاد كثٛشاد زذٔد ثبل
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 انخبتمت
 ػهٗ َظشٚخ ػزًبدخزبيب لًُب يٍ خلال ْزِ انًزكشح ثسغبة انذٔال انًٕنذح ثبعزؼًبل انزٕاثغ انزُبظشٚخ، ٔ رنك ثبلإ

 فٙ انفصم انثبنث انزٙ عًسذ نُب ثبنسصٕل ػهٗ انذٔال انًٕنذح نجؼط الأػذاد انشٓٛشح ٔ أػذاد 1.3أعبعٛخ 

ثشٚجَٕبرشٙ ٔ كزنك نجؼط كثٛشاد انسذٔد انًزؼبيذح، ثبلإظبفخ إنٗ خذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔثشٚجَٕبرشٙ 

. نٕكبط يغ الأػذاد انشٓٛشح ٔ كثٛشاد انسذٔد

 مقترحبث

 يPٍَمزشذ انزٕعغ فٙ الأثدذٚخ  1 2,P p p ٗإن  1 2 3, ,P p p p
  
ٔٔظغ َظشٚخ خذٚذح رؼًى انُظشٚخ   

 انزٙ رغًر نُب ثبنسصٕل ػهٗ  انذٔال انًٕنذح  ندذاءاد الأػذاد يٍ انشرجخ  انثبنثخ  َٔخص ثبنزكش كم يٍ 1.3

 )...انًشثؼبد ،اندذاءاد انًزٕانٛخ ٔانغٛش يزٕانٛخ ،(خذاءاد أػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط 

 .إظبفخ انٗ اٚدبد انذٔال انًٕنذح لأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ ٔأػذاد ثشٚجَٕبرشٙ نٕكبط راد انذنٛم انغبنت ٔخذاءارٓب 
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