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NOTATIONS

Q) : L’ensemble d’évenements.
X(€2) : L’ensemble des parties de €
Z . Cnverge en loi.
5. Converge en probabilité.
2% . Converge presque sur.
i.i.d : Indépendants et identiquement distrubuées.
MSE : Mean Squard Error(l’erreur quadratique moyenne).
MISE : Mean Integrated Squard Error(I’erreur quadratique moyenne intégrée).
T.C.L : Théoreme de la limite centrale.
F,, : La fonction de répartition empirique.
I : La fonction de répartition.
V.a : variable aléatoire.
Corr : Corrélation.
Var : Variance.

E : Espérance.
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INTRODUCTION GENERALE

La statistique non-paramétrique préfere considérer des modeles plus vaste tel
qu’elle s’intéresse a ’estimation, a partir d’un nombre fini d’observations d’une fonc-
tion inconnue. Cela explique 'application des méthodes non-paramétrique d’estima-

tion et de prévision.

Les méthodes non-paramétriques ont connu un essor important depuis les travaux
de Bosq(1979), Collomb(1980) et Robinson(1983).

Historiquement, le principe des régressions non-paramétriques remonte au 19
siecle selon cleveland and Loader(1995), toute fois les premiers travaux moderne

sur ce sujet datent des années 50.

La premiere application que nous verrons releve de I'estimation de fonction de
densité par des méthodes d’opérateur a noyau avec les travaux fondateurs de Ro-
senblatt(1956) et de Parzen(1962).

Un outil populaire aujourd’hui dans la classification réside dans le modele de
mélanges, les modeles de mélanges, apparus dans les travaux de pearson 1984,
sont utilisés avec succes dans bon nombre de disciplines comme ’astronomie, la

biologie,...

Ce travail est présenté en trois chapitres, dans le premiers chapitre on présente
deux méthodes d’estimation non-paramétrique, nous concernons par les méthodes
d’estimation de la densité : la méthode d’estimation par histogramme et la méthode
d’estimation par noyau, nous présentons également les propriétés statistiques de

chaque méthode d’estimation.

Dans le deuxieme chapitre, on présente une liste des définitions permettant de

fixer le vocabulaire utilisé dans la suite de document, cette liste contient ente autre

v
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les définissions des différents processus de mélange a savoir le ¢-mélange, le -

mélange, le p-mélange, le a-mélange, la relation entre les processus de mélange.

Le troisieme chapitre est une partie d’application consiste a calculer I’estimateur
dans les deux cas : le cas ou l'estimateur est non-paramétrique, nous observons
le modele de convolution Y; = X + ¢;. Et nous cherchons a estimer la densité f
des variables aléatoires (X;);cn ) passant par les différentes étapes du probleme de
déconvolution, et I'autre cas c’est ’estimations des fonctions a-mélangeantes, nous
observons le modele Y, = 0(X}.) + €, pour construire un estimateur ayant de bonnes

propriétés statistiques. Sachant que (Yj)g>1 et (€x)r sont a-mélangeantes.



CHAPITRE 1

ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE

Introduction

Dans ce chapitre. On cherche a estimer la densité f et la fonction de répartition F,,.
On considere le modele d’échantillonnage en dimension 1 autrement dit on dispose
d’un échantillon (z1, zs, ..., x,) de n observations équipondérées issus d’une variable
aléatoire réelle X de densité de probabilité réelle f(x) inconnue. Comment obtenir
une estimation de f(x) a partir de la seule information contenue dans I’échantillon ?
Ce probleme que I'on désigne généralement par estimation non paramétrique de la
densité de probabilité a fait 'objet de multiple travaux par des méthodes diverses,

citons :

1. T'estimation par histogramme.

2. Testimation par la méthode de noyau.

Nous allons commencer par les notions préliminaires suivantes :

1.1 Notions préliminaires

1.1.1 La densité de probabilité

Définition 1.1.1. On appelle densité de probabilité d’une variable aléatoire continue
X, tout fonction f continue et positive sur un intervalle I C R tq :
1)) P(Xel)= [ f(t)dt =1.
(1)
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B
2) Pour tout intervalle J = [, B] inclus I, On a : P(X € J) = [ f(t)dt.
D’autre part la fonction F définie par : F(X) = P(X < x) est appelée la fonction de

répartition de la variable X .

MX%:/f@ﬁ

T

lim /xf(t)dt_ /f(t)dt:IF(x).

a——00

Définition 1.1.2. L’espérance mathématique d’une variable aléatoire continue X

de densité f(x)est : E(X) = [ xf(x)dx.
()

Définition 1.1.3. L’espérance d’une variable aléatoire est, lorsqu’elle existe, la
moyenne des valeurs de cette variable, pondérées par leurs probabilités de réalisation.

On voit bien comment traduire cette définition informelle dans le cas d’une variable

aléatoire X discret en posant : E(X) = > aP(X =x).
zeX ()
Cette formule n'a de sens que si la famille de réels {xP(X = x),z € X(Q)} est

sommable, Ce qui se traduit par la condition suivante pour [’existence de l’espérance

de la v.a discréte X : Y. |z |P(X =2) < +o0.
z€X(Q)

1.1.2 Convergences et normalité asymptotique

Définition 1.1.4. convergence en loi

On dit que la suit (X,,), de variables aléatoires converge en loi vers (la loi de variable
aléatoire) X et on note

Xy =2 X ou X, — X

si pour toute fonction continue et bornée, on a

Elp(Xo)] -= Elp(X)].

n—o0

Définition 1.1.5. Convergence en probabilité
On dit que la suite (X,), de variables aléatoires converge en probabilité vers la

variable aléatoire X et on note :

St
Ve>0 P(| X,—X|>2e)——0.

n—oo

Définition 1.1.6. Soit (X,,),>1 une suite de variable aléatoire, u un paramétre réel

inconnu et fl, = (X1, ..., X, )un estimateur de p. On dit que la suite (fip)n>1est :
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— Convergente ou consistante, si
fin st B
— Asymptotiquement normale s’il existe 02>0 tel que

Vil = ) S22 N(0,0%).
Théoreme 1.1.1. théoréme de Slutsky
Si (X,) converge en loi vers X et si (Y,) converge en probabilité vers la constante

a, alors
Z &z

Définition 1.1.7. loi forte des grands nombres

Si les v.a X, sont mutuellement indépendante de méme loi d’espérance u alors :

18,
ﬁ;Xi—>

1.1.3 Théoreme de la limite centrale empirique

Corollaire 1.1.1. Soit (X,,), une suite des variables aléatoires i.i.d admettant une

variance 0? = Var(X,) > 0, et de moyenne m et S, =3 X; alors :

S, —nm " X,—m ¢

SN iy Ve

N(0,1).

1.1.4 La formule de Taylor

Rappelons que la définition de dérivée f'(a) peut étre écrite
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + 0(h) avec % — 0 quand h — 0.
Le terme f(a)+ f'(a)h s’appelle 'approximation d’ordre 1 de la fonction f au point
a et c¢’est un polynome de degré 1 en h.
La formule de Taylor généralise cette formule et donne I'approximation d’ordre n de
f au point a.
On voudrait donc écrire
f(a+ h)=polynéme en h de degré n+ reste.
Ot le reste est petit dans un sens qu’on précisera. Supposons d’abord que f soit un

polynéme de degré n, développant f(a + h), on obtient une expression
fla+h) =ag+ arh + ash® + ... + a,h".

Avec certains coefficients ag, aq, as, ..., a,, Il est facile d’exprimer ces coefficients : on
a f(a) = ag, en dérivant par rapport a h et en faisant h = 0, on trouve f'(a) = ay,
puis f”(a) = 2ay et ainsi de suite jusqu’a f™(a) = n(n — 1)...2a, = nla,, d’ott

/(@) S,

h2
ot

fla+h) = fla) + f'(a)h+
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C’est la formule de Taylor pour les polynomes.

Théoreme 1.1.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un
point de I. On suppose que f admet des dérivées jusqu’a 'ordre n + 1 sur I. Alors

pour tout h tel que (a + h) soit dans I. Il existe ¢ entre a et (a+h) tq :

f//( ) f(n) ((l) hr f(n+1) (C> thrl.

h2
o (n+11)

fla+h) = fa) + f(a)h +

La partie f(a) + f'(a)h + ... + f< @pn s’appelle le polynéme de Taylor de degré n
f( nt+1) (¢

(n+1
Supposons que sur lintervalle [a,a + h](ou [a + h,a] si h < 0), la dérivée fV(c)

de f au point a et (o) pnt1 g appelle le reste R, 11 d’ordre n + 1.

soit bornée par M, alors R, 11y tend vers 0 quand h tend vers 0.

Théoreme 1.1.3. Formule de Taylor avec reste 0
Si f™(a) existe, alors

flat ) = fla) + Flah+ 700 4y f“‘( )

h"™ 4 0(h™).

1.2 Estimation de la moyenne et de la variance

empiriques

1.2.1 Estimation de la moyenne empirique

Partant d’un échantillon (X,,),>1 i.i.d, 'exemple le plus simple d’estimateur de

la moyenne p = E[X]] est celui de la moyenne empirique :

Ses propriétés découlent directement de la loi des grands nombres et du théoreme

central limite.

Proposition 1.2.1. Convergence et normalité asymptotique de la moyenne
empirique
Si les variables (X, )n>1 sont i.i.d et ont un moment d’ordre 2 avec E[X;] = pu

et var(X,) = o2, alors la moyenne empirique X,, est un estimateur non biaisé,
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convergent et asymptotiquement normal :

n—-+o0o n—-+00
Démonstration.
On a
]E(Xn - /vL) = E(Xn> - E(M)
1 n
=E(= Z Ti) —
ni4
1 n
= S E(z;) —
- ; (;) — p
=E(21) —
=p—p=0

Donc X,, est un estimateur non biaisé de .

Pour la convergence on applique la loi forte des grands nombres :

n——+o00

_ 1 .
Xo==> X, —5E(X;) =pu
"=

Par la loi des grands nombres X,, converge presque sur vers pi, donc X, converge
en loi et en probabilité. De plus le T.C.L appliqué auz variables X; de moyenne p

et de variance o® donne

VX, — i) —Z— N(0,1)

n——+oo

1.2.2 Estimation de la variance empirique

Puisque la variance o2 des X; apparait dans le résultat de normalité asympto-
tique, il est naturel de chercher a I'estimer a son tour, Ici, les choses se compliquent

un peu en raison du biais de la variance empirique.

Lemme 1.2.1. Estimation de la variance
Sous les méme hypothéses qu’en propositionl.2.1, on appelle variance empirique [’es-
timateur
) L& T
o, = —Z(Xi—Xn) = —ZXi - X, .
"= iz

et estimateur sans biais de la variance




1.2. Estimation de la moyenne et de la variance empiriques 6

le quel vérifie bien
E[¢] = 0® = var(X)).

Démonstration.

Partons de la seconde expression de la variance empirique a savoir

ix? ~- X2 (1.1)

Puisque E[Y?] = var(Y) + E[Y]? pour toute variable aléatoire de carré intégrable,

la moyenne du premier terme est triviale :

1 n
E[ﬁ > X7] = E[X]] = var(X1) + E[X1]* = 0 + pi.
=1

Le second est a peine plus difficile si I'on tient compte du fait que la variance de la

somme variables indépendantes est égale a la somme des variances :

n

E[X? = var(X,) + E[X,]* = ivar(z: X;) + E[X]?

2
n i=1

1 , O 9
= —var(Xy) + E[X1]* = — + p°.
n n

Ce qui méme au résultat annoncé.

Les deux estimateurs sont asymptotiquement équivalents puisque

~2

g n—1 1 P
2= =1--—"51
gn n n mn—oo

Et ont les mémes propriétés de convergence et de normalité asymptotique.

Proposition 1.2.2. Convergence et normalité asymptotique de la variance
empirique
Si les variables (X,,)n>1 sont i.i.d et admettent un moment d’ordre 2, avec var(X;) =

2 2

o2, alors les estimateurs 6% et &% sont convergents :

.2 P 2 P
62 —— 0 et & —— 0%

n—oo n n—0o0

Si ['on suppose de plus l’existence d’un moment d’ordre 4 pour les X; , alors il y a
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aussi normalité asymptotique :

Vel = o%) == N(0,0%) et Vn(S —0%) —— N(0,0%).

Ou, en notant u = E[X1], v* = var(X; — p)?) = E[(X; — p)*] — o2

Démonstration.
Pour la convergence, on part de la formule (1.1) a lequel on applique deux fois la loi
des grands nombres :

~2
o, =

1 _
~ 3 X - X2 —— E[X]] - E[X)]” = var(X)) = o”.

Par la remarque ci-dessus et le Théoréme de Slutsky, le méme résultat s’ap-
plique 4 ¢2, pour la normalité asymptotique, en considérant les variables i.i.d centrées

Y; = (X; — u) et on notant que

V(62 = 0%) = VA(YZ = 0) — iV = V(Y7 — 0?) — Y, X (VaY,).

Par la loi des grands nombres, Y, tend en probabilité vers 0, de plus, le T.C.L ap-

pliqué aux variables Y; de moyenne nulle et de variance o donne

VnY, THLOJ N(0,0?).

D’ou par Slutsky

Vo X (vVnY,) =2 0.

De méme le T.C.L appliqué aux variables Y;? de moyenne o2 et de variance v? nous

dit que
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Il reste appliquer Slutsky pour recoller les morceaux :

Vi(6; = 0%) = Vi(VZ = 0%) = Y, X (VY,) = N(0,0).

n—oo

Quant a 'estimateur sans biais, tout le travail a déja été fait ou presque, vu que

V(G = 0%) = V(S = 6,) + V6, — 0%) = —=¢i + V(6 — o).

1
vn
Il suffit donc d’invoquer la convergence de ¢? et Slutsky pour le premier terme, et

la normalité asymptotique de 62 pour le second.

1.3 Estimation de la fonction de répartition

Définition 1.3.1. Pour tout x € R, on appelle valeur de la fonction de répartition

empirique en x, la statistique, notée F, (), définie par :

D oo m ().

=0

3\*—‘

Ou ) 4 est la fonction indicatrice de l'intervalle | — oo, x], @ savoir 1j_q 4 (u) =1
siu €] —o0,x] et 0 sinon

pour x1 < xy < ... < T, c’est une fonction en escalier s’élevant de % a chaque
rencontre d’une valeur x;. Pour x fixé on a vu que la statistique nF,(x) suit une loi
binomiale B(n,F(z)).

Exemple 1.3.1. Soit une échantillon de n matériels identiques et on note les durées

de vie en heurs pour un échantillon de taille 5 tq :
X = (ZL’(l) = 8,I(2) = 58,1‘(3) = 12271‘(4) = 133,1‘(5) = 169)
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1/5,
2/5,
3/5,
4/5,

st
st
S1
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st
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r <8
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x > 169

ecdf(x)

|

Fn(x)
0.6
|
?

0.4

0.2

0.0

T T T T T
0 50 100 150 200

X

FiGURE 1.1 — La fonction de répartition

empirique

Propriété 1.3.1. Soit x € R, nlF, () est de loi binomiale B(n,F(z)).

Démonstration.

D’apres la définition de la fonction de répartition on a :

donec :

1 n
Fo(2) = — > Mixica)
=1

1& n
nlf () = [ﬁ Z ix,<apn = Z Hx,<a}-
i=1 i=1

Est une somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de parametre
P =P(X; < x) =F(z) qui implique que nF,(z) suit la loi B(n,F(z)).

1.4 Estimation de la densité

1.4.1 Estimation par ’histogramme

Elle consiste a estimer la densité de la variable aléatoire X en x par n;, le nombre

d’occurrences de réalisations z; appartient a la i eme classe associée a la valeur x.

On se fixe une borne inférieure de ’échantillon ag < (1) et une borne supérieure

ag > T(n)-

On partitionne 'intervalle |ag, ax] contenant toutes les observations, en k classes

laj_1,a;]; La langueur de la classe j est h; = a; — a;_1, 'effectif de la classe j est le
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nombre d’observation appartenant a cette classe Jaj_1,a;]; largeur de la classe est

hj = a; —aj_;; La fréquence de la classe j est p; = %J

L’histogramme est constitué a des rectangles dont les bases sont les classes et
dont les aires sont égales aux fréquences de ces classes, donc 'histogramme est la
fonction en escalier constante sur les classes et qui vaut —& sur la classe Ja;_1, a;],

J

cette fonction peut s’écrire :

R k k ﬁ
f(l’) Z:l nh H]aJ 1’aJ] = Z hi laj—1,a] )
j :
Donc : i
1 1
ﬁ Z:l }TJH“J 17“]] Z ]I]aj 1,a;] ml
]:
Remarque 1.4.1. i) Dans ’histogramme d pas fize, les classes sont de méme

langueur h = “2¢ (qu’on l'appelle une fenétre). Dans ce cas, la hauteur
d’un rectangle est proportionnelle a Ueffectif de sa classe. Par substitution,

nous définissons [’estimateur de f par histogramme a k classe comme suit :

k

A Dj
fh(l') Z nhﬂ]% 17“1 = Z EJH“J 1,05] )

Jj=1 Jj=1

it) Il est pertinent de choisir un histogramme a classes de méme effectif. Ad-
mettons pour simplifier que n soit divisible par k. Alors chaque classe doit
contenir ¥ observations, les limites des classes seront alors les l quantiles
empz'm'ques ;

- 1 .
a; an,j/k=§($(%)+x(%+l))> j=1..k—1

Les bornes des classes sont donc cette fois aléatoires, puisqu’elles sont fonc-
tion des observations.
En fin, le polygone des fréquences est la ligne basée reliant les milieux des
sommets des rectangles, et prolongée part et d’autre de [’histogramme de fagon

a ce que l'aire totale délimité par le polygone soit égale a 1, comme pour une

densité.

1.4.1.1 Propriétés statistiques de I’estimateur par histogramme

La qualité de l'estimateur par histogramme dépend de la fenétre h. Afin de
quantifier cette dépendance, nous introduisons le risque de fh au point x € [ag, a]

comme étant la moyenne de 'erreur quadratique :

MSEg(x,h) =Es[(fu(z) — f(x))%]
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Ou 'abréviation MSE correspond a Mean Squard Error.

A fin d’évaluer le MSE, on utilise d’abord la décomposition biais -variance :

MSEy(a,h) = (Eslfu(2)] — [(2))? +vars[fi(@)].
(1) (2)

tq :
(1) :carré du biais

(2) :variance.
Soit j I'indice de la classe contenant € C}, remarquons que :
S =L Lo, xy =4,z ~ B
h  nhi= nh ! g

Car Z; est la somme de n variable indépendantes de loi de Bernoulli de parametre

Il en découle immédiatement que pour tout x € Cj,

Eflfua] =2, var (o) = 20— _ pllop)

P np; p;
E(fu(z)) = nTZ = ﬁja sur Ja;_1,aj]

. .
* E(falx)) = Zl%ﬂlaj—l,aj](x) sur lag, ag).

]:
2) On a: var(fu(x)) = var(3}) = Svar(Z;) = Znp;(1 = pj) = ap;(1 -
p;), surJa;- 1,aJ]
i var(fh(x)) Z = ih?pj W, a5 (2) sur Jag, ax].
Rappelons que le but de ce paragraphe est d’évaluer le risque de ’estimateur fh. Afin

d’avoir une évolution globale pour tout = € [0, 1], on considere le risque quadratique

intégré :

1
MISE;(h / MSE(x, h)dr = E;| / (fale) — f(x))%da]
6.1 0
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Pour obtenir la derniere égalité nous avons utilisé le théoreme de Foubini

D’une part, en vertu de la propriété >, p; = [ f(x)dez =1, ona :
[0,1]

Et on a :

k ko2 1 k 1
MISEy(h) = — =3 L/ Z% + [ Py = —_ Z% + [ Py
0 0

Nous pouvons donc démontré le résultat suivant :

Lemme 1.4.1. 57 X;...X,, sont indépendantes de méme loi de densité f supportée

par [0,1] et fh est l’estimateur par histogramme avec k=1/h classes, alors :

1 1 A
MISE;(h) = Ef[ [ (@) = f(a))da] = [ RADI

0 0 =1
Démonstration.
Le résultat du lemme est non asymptotique : il est valable pour tout h et pour tout
n. Ce qui nous intéresse maintenant c’est le comportement du risque MISE lorsque

h = h,, décroit vers zéro quant n tend vers +oo. On vérifié aisément que

/f(x)%lm—h*lpz / /f )du)?
Cy
/ / {f(@) = f(w)}du) da
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Comme f est supposée deux fois contintiment différentiable, on a f(u) — f(x) =
(u — x)f'(a;) + O(h?) pour tout u, z € Cj, ou a; désigne l'extrémité gauche de

I'intervalle C; . Par conséquent

Jrran=1t = L8 [ fi -

Cy Cy

En utilisant le changement de variable (z,u) = (a; + yh, a; + zh), on obtient

/ (/(:c - u)du)Qd:c = h5/1 (0/1(3/ - z)dz)Qdy = ]11;

Cy Cy

[e=]

Nous avons donc démontré que
h3 h
27 p-12 _ " 4 2 4
[ F@)de =07t = e + O = 35 [ F/(@)de + O(h).

En conséquence

m 11 &
2de — h ) + — — — ;
MISE(h) = > _(f(w)*de = h™"pj) + — nh;p’

Théoreme 1.4.1. Supposons que la densité de I’échantillon X, ..., X,, est deuz fois
continiment différentiable et s’annule en dehors de l'intervalle [0,1]. Si la fenétre h

de l'estimateur par histogramme fh est telle que h, — 0 lorsque n — oo, alors

1
1
MISE;(h / o)+ —+ O(h) + O(-)
0 S———

terme residul
terme principale du risque

lorsque n — o0.

1
Supposons un instant qu’on connait la quantité [ f'(z)*dz. Dans ce cas, on peut
0

calculer le terme principale du risque MISEf(h). Cela nous permet de trouver la
valeur idéale de la fenétre qui minimise le terme principale du risque. En effet, on

voit aisément que le minimum de la fonction

est atteint au point
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Celte fenétre optimale est en générale inaccessible au statisticien, car la densité
flainsi que sa dérivée)est inconnue. Cependant, elle a le mérite de nous indiquer
que la fenétre optimale doit étre de lordre de n=% lorsque n est grand. De plus,
en injectant cette valeur de h dans [’expression de MISE obtenu dans le théoréme

précédent, on obtient

1/3

MISE;(how) = (3/4)%%( / f(@)de) B o).

Ce résultat nous indique les limites de [’estimateur par histogramme : pour les den-
sités deux fois différentiables, la meilleure vitesse de convergence qu’on puisse espérer

=2/3_ (est une vitesse hono-

atteindre avec un estimateur par histogramme est de n
rable, mais elle est nettement moins bonne que la vitesse de convergence 1/n qui
apparait typiquement dans des problémes paramétriques. Ceci n’est pas trés surpre-
nant, car l’estimation de densité est probleme non-paramétrique et, par conséquent,

est plus difficile a résoudre qu’un probléme paramétrique.

1.4.2 Estimation par la méthode de noyaux

L’origine de la méthode des noyaux est lue a Rosenblatt(1956). Celui-ci a pro-
posé une sorte d’histogramme mobile ou la fenétre de comptage des observations se

déplace avec la valeur de x.

Soit X7, ..., X,, un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de la fonction de répartition F et d’une densité f.
L’estimateur a noyau de densité, notée f (x) est définie par :
A 1 & xr— X
k )
r)=—>» K .
fita) = 5 LR

Ou K est appelé le noyau, et h est appelé parametre de lissage ou fenétre.

Exemple 1.4.1. Les noyaux K les plus utilisés dans [’estimation de la densité

Novau uniforme

06

05

0.4

Noyau Uniforme :

03t

Kl(l') =

o1t

FIGURE 1.2 — Le noyau uniforme.
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Noyau triangulaire :

1—|LL’|,
0,

lz] <1
Ks(r) =

|z] > 1

Noyau d’Epanechikov on para-

bolique :
3
2 xr e [—1,1]
Ky(z) = ¢ *
0, sinon

Noyau quadratique :

K4([L’)

0, sinon

%(1 - $2)27 YIS [_17 1]

Noyau triangulaire

08

06

0.2

15

FIGURE 1.3 — Le noyau triangulaire

Noyau Epanechnikov

FI1GURE 1.4 — Le noyau d’Epanechi-

kov on parabolique

Noyau quadratique

FIGURE 1.5 — Le noyau quadratique
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Noyau Cosinus :

= cos(Z), o] <1
Kg)(l') — 4 2

0, sinon

Noyau Gaussien :

1 —1
Kg(z) = exp(—a?),
o(r) = = exp( )
Noyau sinus :
1 /sin(F)y\2 T 0
277 L=

“oa

z € R.

Noyau cosinus

o8

07

06

05

02

o1

FIGURE 1.6 — Le noyau cosinus

Noyau gaussien

FIGURE 1.7 — Le noyau Gaussien

Noyau sinus

o
Valeur de x

FIGURE 1.8 — Le noyau sinus
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Noyau Silverman

Noyau de Silverman :

K(a) = L oxp(C2y i 2L, T,

g PTG IS 5Ty

FIGURE 1.9 — Le noyau de Silverman

1.4.2.1 Propriétés d’un estimateur a noyau

Lorsqu’on définit un estimateur a noyau, on a non-seulement le choix de la fenétre
h > 0 mais aussi celui du noyau K. Il y a un certain nombre de conditions qui sont
considérées comme usuelles pour les noyaux et qui permettent d’analyser le risque

de 'estimateur a noyau qui en résulte.

Hypothese K :

On suppose que K vérifie les 4 conditions suivantes :

1. [K(u)du=1.
R

2. K est une fonction paire ou, plus généralement, [uK (u)du = 0.
R

3. [u?|K(u)|du < oo.
R

4. [ K(u)*du < .
R

Proposition 1.4.1. Si les trois premiéres conditions de [’hypothése K sont remplies

et f est une densité bornée dont la dérivée second et bornée, alors :
|Biais(fF(x))| < Cyh2.

Ou Cy = Lsup|f"(2)] [ v? K (u)|du.
z€R R
Si de plus la condition 4 de I’hypothése K est satisfaite, alors :

var(fE(@)) < 2.
Avec Cy = sup f(z) [ K(u)*du.

z€R R
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Démonstration.

Commencons par calculer le biais :

(k@) = o S EAR (T
- ;ﬁ‘im/my;mmy)dy

I
%\ > —

R
b
<
> |
8

Vfy)dy,  (y =+ uh,dy = hdu)

K(u) f(x + uh)du.

En effectuant un développement limité a ’ordre 2, il vient

— / K (u) f (2 + uh)du
= [ K@)+ @h) @)+ e (€ € et ub)
— f(z )/K( Ydu +hf(x /uK Y+ 5 / V2K (u) f () du

Donc : E;[fF(x)] — f(z), si h tend vers 0.

Il en résulte que :

|Biais(f;(x))| = [E¢[fi(x)] = f(@)]
<7|/ ZK // gu du|

< [yl €l

R

< hQW/u2|K(u)|du.
R’

C1

D’ou la premiere assertion de la proposition.

Pour prouver la seconde assertion, on utilise le fait que les variables aléatoires

Y; = K((X; — x)/h), i=1,...n sont i.i.d et que la variance de la somme de variable
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indépendante coincide avec la somme des variances :

varf[f,]f(x)] = (nz)zvan[i:lK(Xih_x)]
= (nz)Q i”arf[[quh x)]
1 (Xy —7)
W.n varg[K : ]
1 X —z

= o [KCS Iy (v =+ uh,dy = hdu)

R
_ nlhR/K(u)zf(a: + uh)du

IA

1 2
— ;ﬂz)R/KM du.

Co

C’est exactement ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 1.4.2. On déduit que le risque MSE de f,’f(az) admet la majoration
susvante :

MSE(f{(x) < Oth* + 2.
On vérifie aisément que la valeur de la fenétre h qui minimise le majorant du MSE
est hopr = (Co/ACH)Y5n=Y/5. En injectant cette valeur dans lexpression du MSE on
obtient :

MSE(ff(z)) < const.n™/.

Cela montre que la vitesse de convergence de estimateur & noyau est de n=*".

2/3 obtenue pour les histogrammes. Par

Elle est donc meilleure que la vitesse n~
conséquent, les meilleurs a noyau, sont préférables aux histogrammes lorsqu’il s’agit

d’estimer une densité deux fois continiment différentiable.



CHAPITRE 2

LE MELANGE ET LES VARIABLES MELANGEANTES

Introduction

En exploitant les diverses caractérisations de l'indépendance on peut construire
les formes de dépendances, parmi les qu’elles la notion de mélange(qui est un
phénomene de dépendance faible), dans ce chapitre nous allons avoir les définissions

d’un mélange et les conditions de dépendance ou les conditions de mélanges.

2.1 La transformé de fourier

2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Soit f € L'(R)={f: R — C/ [ | f(z) | dv < +oc} on appelle
R

transformée de Fourier de f la fonction
f:R—C
t— f(t)
tq :
R 1 .
fi)= 7 [O f@)e " da.

On trouve aussi les définition suivantes :

PN 1 T ) R +00 .
f(t) = o / f(x)euwdx ; f(t) = / f(:r)e_ﬁ”mdx
- 20 -
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400
= / f(z)e? ™ dx.

Proposition 2.1.1. Si f € L'(R) alors f € L®(R).

Théoréme 2.1.1. Soient f,g € L'(R) et a € R, alors :

2) glo) = f(e—a) = §(t) = f(B)e ™.

3) glo) = [(@) = 3(t) = f(~1)

4) g(z) = F(F)(A > 0) = 4(t) = Af(\t)

5) Sih=fxgie:ha)=(fxg)@) = | fz-v)gl)dy

6) g(x) =ixf(x) = f est dérivable et (f)(t) = §(t).

Définition 2.1.2. Soit f : R — R une fonction localement intégrable et absolument
intégrable sur R. On définit la transformée de Fourier de f, la fonction notée f ou

F(f) de R C; et sa transformée inverse de C — R par :

Transformée de Fourier :

F(f)(a) = f(a) = \/12_7T / f(z)e " dx.

Transformée inverse de Fourier :

1 b P i
msmlmwm

Théoreme 2.1.2. Soit f : R — C une fonction localement intégrable et absolument

intégrable sur R. Alors

—+00

1. fla) = \/%_f f(z)e "*dx est normalement convergente.

2. fest bornée.

5 Sl =

Démonstration.
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1. C’est immédiat car |f(z)e | = |f(x)| qui est intégrable sur R par hy-
pothese.

2. Lf(a)\z;Vgﬂ'zj|f(x)e—ﬂwwda:::*zj|f(x)hix:: M.

+a
3. Posons I(«a) = \/% [ 1f(z)|dx.
+o00o
lim I(a) = &= | |f(z)|dz = I existe.

a—r 00

Soit € > 0. Il existe alors b > 0 tel que |I — I(b)| =1 —1(b) <

(0]

.
F(@)] = / e 7da

b

1 1
/f( ) —Za:IJdI_i_ 2 f —zaa:dx+ /f —zazdl,

7T —b
1
o= / ()| da.

b

/ f(z)e " dg
b

17 1
< mi @)l +

Done | f(a)| < T —1(b)+

fb f(z)e " dx|.
b

vl

A b A
Comme la fonction f(z)e™"** est localement intégrable, Em f f(z)e "*dx =

0. [l existe alors M > 0, tel que pour tout |a|] > M, on a = <

f fz)e~torda

5. Il résulte que pour tout |a| > M, 1fa)| < 5+ 5 = ¢, ce qui traduit le fait
que alirilmf<a) = 0.

2.1.2 Quelques propriétés de la transformation de Fourier

Adoptons la notation f = F (f).

2.1.2.1 Linéarité

Soient f,g € k et «,p € R. Alors

Flaf + Bg)(x) = aF (f)(z) + BF(g)(x).
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2.1.2.2 Produit de convolution

Probléeme. Etant données deux fonctions f et g et leurs transformées de fourier

F(f)(a) et F(g)(a), peut-on trouver une fonction k telle que

Solution

On a

F@F)0) = = [ f@ye=dr— [ gtu)e iy

“+o00 400
1

T on / / F(2)g(y)e " dxdy.

Posons :

x4y =t et donc dy=dt, l'intégrale double devient :

+00 00
F @) Flo)a) = 5- [ [ F@gte - ajeazar

PosonsJ:r

h(t) = _{O f(z)g(t — z)dz, on a donc :

F(f)(@) F@)e) = 5= [ hp)e
1,1 T
= 271_(271_ h(t)e dt)
— ——F(h)(a)

En posant k(t) = \/%h(t) la fonction k est solution du probléme posée.

Définition 2.1.3. Soit f,g: R — R deux fonctions intégrables sur R, on appelle
produit de convolution de f par g, la fonction notée f g : R — R définie par

(F)t) = T (¢ - )gla)dr.
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2.2 Définitions d’un mélange

Définition 2.2.1. Un mélange de lois est une loi statistique dont la densité est une

combinaisons conveze de plusieurs densités

G
fly) = ;ijj(y); (2.1)

Ou y représente une observation possiblement multivariée, G représente le nombre
de classe ou des groupes formant le mélange, m; représente la proportion d’individus
dans la classe j et finalement f;(y), la densité de y dans la classe j.

Les mélanges s’appliquent lors qu’ont peut scinder la population a l’étude en plusieurs
classes ou sous-populations. Chaque classe posséde des caractéristique (paramétres)
qui pouvant étre combinées a fin de fermer ce que ’on désigne comme on mélange

de lois.

Définition 2.2.2. FEn statistique, un modele de mélange est un modéle statistique
permettent de modéliser différentes sous-populations dans la population globale sans
que ces sous-populations soient identifiées dans les données par une variable ob-

servée.

2.2.1 Modéle de base

Le modele de mélange fini de probabilité consiste a supposer que les données
proviennent d’une source contenant plusieurs sous-populations homogenes appelées
composants. La population totale est un mélange de ces sous populations.

Le modele résultant est un modele de mélange fini. Soit X = (X;...X,,) un échantillon
de variables aléatoires indépendantes identiquement distribués (i.i.d) de loi mélange

fini a K composants, de densité f dont la forme générale est :

flz) = ];kak(f) (2.2)

Avec m, les proportions respectives des sous populations telle que :
k
O<m <1l et > m=1
k=1

fr la densité de k i éme composant (la paramétrisation des densité des compo-
sants dépend de la nature continus ou discrete des données observées).
Le modele de mélanges est un modele a données manquantes, en effet si on échantillonnait

dans une population formée de k sous-populations on devrait avoir les couples
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Ou X; = x; représente la mesure faite sur le i eme individu et Z; = k indique le

numéro de la sous populations k et on supposant X discrete, on obtiendrait le modele

P(X =2/2Z =k) = fi(z, ax)
Mais le parametre oy est en général inconnu et propre a la k i éme sous population.
De méme dans les modeéles de mélanges les données manquantes sont Z = (21, ..., Z,)
avec Z; = k si provient du groupe k.
L’on observe donc que I’échantillon (X7, ..., X,). Le mélange (2.2) peut étre vu
comme la loi marginale de variable X pour le couple (X, Z) ¢’est donc un modele a

données manquantes.

2.2.2 Conditions d’identifiabilité de mélange

Il faut noter que pour pouvoir estimer des parametres, il faut que les parametres
soient identifiables c’est a dire 6 # 6’ alors py # per.
En ce qui concerne les mélanges, les parametres ne sont pas identifiables au sens
classique. Il faut donc des conditions d’identifiabilités spécifiques aux mélanges.

On pourra dire que

est 1dent1ﬁable si
H = Z U F(.,a0) = H = Z I, F(., o) implique Z ide, = Z dea/, autre-
ment dlt il existe une permutatlon o de {1,....k} telle que pour tout k, on a :
T = T €6 agp = ai;,y avec F'(., ay) la fonction de répartition du & i éme compo-
sant du mélange.

Il s’agit d’une notion d’identifiabilité a permutation de classes prés.

k
Proposition 2.2.1. Les modéles de mélanges gaussiens {H(.)/H(z) = > Ui F(z, ax),
k=1

WV

0, Z [, =1}
sont zdentzﬁables
Avec F(.,ay) la fonction de répartition d’un densité gaussienne
flo,on) = page @ et o = (s o).
Preuve :la preuve s’appuis sur le théoreme suivant.
Théoréme 2.2.1. La famille H = {H(.)/H(x) = Z e F(x, o), 11 > 0, Z I, =

1} (avec F(., ay) la fonction de répartition a partir de laquelle est farmée le melange)est
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identifiable ssi l'image de F par tout isomorphisme défini sur le sous espace véctoriel
engendré par l’ensemble des fonctions de répartitions F' est une famille libre dans
l’espace d’arrivée.

Dans le cadre de mélanges gaussiens, l'isomorphisme qui nous intéresse est celui qui
aux fonctions de répartitions associé les transformées de la place correspondantes.

Rappelons la formule de la transformée de la place.

L.(Z) = BE(e*Y).

—(a—up)?/202

La transformée de la place d’une gaussienne de densité f(x, ay) = e

(271’0’,%)%
est : exp(pnZ + 302 Z7%).
On veut montrer que la famille des transformées de la place d’une gaussienne de

densité f(x,ay) = . 12)le_(“*’_“k)2/2"i% est libre.
moy)2

k
Supposons donc que l'on ait : Y Aexp(urZ + %0’232) =0 avec \p, k=1,...,k
k=1
des réels non tous nuls.

Sous pert de généralité, on suppose que o3 < ... < 0%.

On a :
1 i L 5o
\eZt3027 —
eukZ—&—%aiZﬂQ lczzzl k
a 1
o 3 AelmomZ etz _ g
k=1

k-1
SN+ Y Ao 245 (07 -00) 2% _ ()
k=1

(g — ) Z + %(aﬁ —02)Z? est un polynome de degré 2 a coefficient dominant négatif
qui tend vers 0 quand Z tend vers +o0.
Ainsi quand Z tend vers 400, on obtient A\, = 0 et par récurrence descendante on

a finalement \; = ... = A\ = 0.

2.3 Meélangeance

La notion de fort mélangeance a été introduire par Rosenblatt(1956), comme

structure de dépendance.
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Définition 2.3.1. Soit {X;,i > 1} une suit de variables aléatoires, pour tout entier

naturel non nul n, on définit le coefficient d’alpha-mélange par :

a(n) = sup{| P(ANB) —P(A)P(B) |, A€ F{ et Be€ F3,,keNL

Ou FF(z) désigne la tribu des événement engendrés par les X;,i < j < k.
La suite est dite alpha-mélange ou fortement mélangeante si le coefficient d’alpha-

mélange vérifie nl_l&loo a(n) =0.

Proposition 2.3.1. Si (X,)),>1 est une suit a-mélangeante, alors (f(X,))n>1 est

aussi a-mélangeante pour toute fonction mésurable f.

Définition 2.3.2. On dit que la famille X;,i € N* est algébriquement ac-mélangeante,
s’il exist deux constantes positives non nulles C' et a telle que les coefficients de

mélange vérifiant

a(n) < Cn™.

Définition 2.3.3. S’il exist deux constantes s € RY et t €]0, 1] telle que les coeffi-

cients de mélange vérifient :

a(n) < st”.
On dit que la famille {X;,7 € N*} est géométriquement a-mélangeante.
2.3.1 Définitions et propriétés

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, prenant A et B deux sous o-algebres de

F. Plusieurs mesures de dépendance entre A et B sont définis comme suit :

1. Le coefficient de mélange «

(A, B) := sup{| P(AN B) — P(A)P(B) |; A € A, B € B}.

2. Le coefficient de régularité absolue
I
B(A,B) ZZ P(A; N B;) — P(A4:)P(B;) [},
1 =1

O le sup est pris sur touts les partitions (A4;), (B;) de Q telles que A; € A
et Bj € B.
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3. Le coefficient de mélange uniforme

&(A, B) := sup{| P(BJA) —P(B) | Ac A BEB et P(A)£0}

P(B N A)

=sup{] —pp— ~PB)LAEABEB et P(4)70}

4. Le coefficient -mélangeant

P(B N A)

(A, B) == sup{| 1 — W

,A€ A,P(A) £ 0,B € B,P(B) #0}.

5. Le coefficient p-mélangeant

p(A, B) := sup{| corr(X,Y) |, X € L*(A),Y € L*(B)}.

Ou L?(A) est laspace des variables aléatoires de carré intégrable et A —

mesurables.

Proposition 2.3.2. Les mesures de dépendances satisfont les inégalités
i) 20(A, B) < B(A, B) < ¢(A, B) < (3)¥(A, B)
i) 4a(A,B) < p(A,B) < (A, B)
iii) p(A, B) < 2[6(A, B)2[6(B, A)]* < 2(6(A, B2,

N

o=

Proposition 2.3.3. Soit (2, F,P), un espace probabilisé VA et B deux sous tri-

bus de F, on a les inégalités suivantes des mesures de dépendance mentionnées

précédemment
1
0<a(AB) < 7 0<o(A B)<1
0< YA B) <o, 0<p(AB) <1,
0<B(AB) < 1.
Démonstration.
soit Ae Aet B € B.
1)On a
P(ANB)
1 < —-P(B/A) PA) = 0

et

0<P(B) < 1.
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on obtient donc

P(ANB)
—-1<P(B 1
ce qui se traduit par
0<¢(A B) <1
2)Soit X et Y deux variables aléatoires.
on sait que
cov(X,Y) <o(X)o(Y).
or (X.V)
cov
X,Y)=——"1~
ce qui implique que
p(A, B) < 1.

3)Soient (A;)ier C A et (B;)ics C B deux partitions de €.

Grace a la définition de la probabilité on a
J
> (IP(A)P(B)) —P(A:()B))]) <1
j=1

ainsi on obtient I'inégalité

0<B(A,B) <1

2.3.2 Remarques

Remarque 2.3.1. Si les tribus (A) et (B) sont indépendantes, alors,
on a a(A,B)=0.

En effet :

On a : (A) et (B) sont indépendantes

= P(ANB) =P(A)PB)

=PANB)-PAPB)=0

=| P(ANB) —P(A)P(B) |= 0.

= sup{ | (AN B) = P(A)P(B) | } =0.

= a(A,B) =0.

Remarque 2.3.2. Nous avons les inégalités suivantes entre les coefficients de mélange :

pour tout T > 0

1. 20(7) < B(1) < o(1), a(r) <3
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2. Dans le cas d’un processus réel nous avons :

2a(7) < p(7) < 24/9(7)
Remarque 2.3.3. On peut défini deux type de mélanges par le coefficient o :

* A décroissance géométrique, s’il existe ¢ > 0 et p €]0, 1] tels que a(n) < cp™.
Les processus AR et ARMA sont des ezemples de processus géométriquement
fortement mélangeants.

* A décroissance arithmétique d’ordres s > 0, sil existe un nombres réel c

<
ns’

strictement positif tels que a(n) <

2.3.3 Les conditions de mélange fort

Supposons X := (X, k € Z) est un processus de variable aléatoire (pas nécessairement

stationnaire). Pour —oo < j <1 < o0, nous définissons le o-tribu

Fii=0(Xp,j <k <, (k € 2)),

J

pour tout n > 1, on définit les coefficients de dépendance suivants :

O./(TL) = Supa(‘/—-zooaﬂ(ﬁn%

JEZ
@(n) = sup O(F ey Fi5);
(n) == ilégw(ﬂ“’ Fen);
B(n) = 316112)5(?100, Foon);
pln) := sup PFL s Fi5n);

le processus aléatoire X est dit :

a-mélangeant si a(n) — 0 lorsque n — oo,
f-mélangeant si G(n) — 0 lorsque n — oo,
¢-mélangeant si ¢(n) — 0 lorsque n — oo,
Y-mélangeant si 1)(n) — 0 lorsque n — oo,

p-mélangeant si p(n) — 0 lorsque n — co.

Remarque 2.3.4. Lorsque le processus est strictement stationnaire, on peut définir

les coefficients de dépendance par

a(n) = a(F°

—00)

Fo)

et la méme chose pour les autres coefficients.
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1
Z.
Ce coefficient est notamment plus faible que d’autre coefficients de mélange notés

B,0,p et 1.

Remarque 2.3.5. Le coefficient de mélange « est tel que 0 < o <

Remarque 2.3.6. On a les implications suivantes :

— mélangeant
1 — mélangeant = ¢ — mélangeant = { p J } = a — mélangeant

p — mélangeant



CHAPITRE 3

ESTIMATION AVEC DES VARIABLES
INDEPENDANTES ET AVEC DES VARIABLES
a-MELANGEANTES

Introduction

Ce chapitre consacré a l'estimation en général par la méthode de convolution de
densité f passant par les différentes étapes du probleme de déconvolution et présenter
quelques techniques de déconvolution a bruit connu et inconnu, dans un premiers
temps. En suite on fait une estimation avec a-mélange, dans cette partie on cherche

a estimer le parametre 6, et construire un estimateur ayant les bonnes propriétés.

3.1 Estimation par la méthode de déconvolution

Pour plus de généralités nous considérons la modele Y; = X; + ¢;, dans cette

partie on fait I’estimation dans le cas indépendant.

3.1.1 Modeéle de convolution et modéle de déconvolution

Avant d’entrer dans les détails du traitement statistique du probleme arrétons-
nous d’abord sur quelques motivations issues d’applications,
les problemes de déconvolution apparaissent dans de nombreux champs des statis-
tiques non-paramétrique comme dans les problemes d’estimation de densité avec des

erreurs de mesures additives ou multiplicatives, de régression avec erreur de mesure

32
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sur les variables ou encore le traitement du signal. Ces modélisations se retrouvent

en économie, en biologie, en médecine ou encore en reconstruction d’image.

3.1.2 Position de probleme et modele statistique

Le probleme de déconvolution consiste a estimer une fonction f alors que nous

n’avons qu’'un acces indirect a travers une autre fonction h comme suit :

hw) = [+ Glx) = [ fla = y)dG(y). (3.1)

Nous observons alors une version bruitée de f par l'opérateur de convolution G.
la stratégie serait d’estimer h puis d’inverser 'opérateur de G Cependant, cette
opération ne peut étre réalisée directement car nous ne connaissons pas de ver-
sion analytique de 'opérateur inverse de GG. C’est pourquoi nous allons étudier ce
probleme dans le domaine des fréquences en utilisant des résultats d’analyse de
Fourier. Pour cela, nous restreignons au cas continues, c’est-a-dire que G admet une

densité g par rapport a la mesure de Lebesgue

W) = f*Gl@) = [ fz = yg(y)dy.

Dans la suite, nous supposons que le support d’intégration est la droite réelle.

Nous définissons la transformée de Fourier g+ d'une fonction g comme

g (t) = /eimg(u)du, t €R, (3.2)

la transformée de Fourier inverse est alors

1 )
g(z) /e_mg*(t)dt, z € R,

" or

L’intérét de la transformée de Fourier est qu’elle transforme le produit de convolution

en un simple produit, en effet

h=fxG e h* = f*g" (3.3)

Ainsi nous observons le modele de convolution suivant :
}/j:Xj+5j7 jzl,...,n (34)

Ou les (X;)jeq,n sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi (i.i.d)
de densité f, les (€j)jen,n sont aussi ii.d de densité f. et les deux suites sont
indépendantes. La densité des (Y;) cp1,n) est notée fy-.

L’hypothese clé est 'indépendance entre les deux séquences (X;)je1,n et (€5)jepn-
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En effet, des contextes ot les(X;);cp1,n ne sont pas indépendantes mais faiblement
mélangeantes pourraient étre envisagées. Ainsi le Modele (3.4), sous les hypotheses
d’indépendance, correspond bien a une convolution des densités f et f. comme

d’écrit par I'Equation (3.1).

Dans le probleme classique de déconvolution, le but est d’estimer la densité f des
(X;)jeq1,n- Dans certains cas, la fonction de répartition ou encore le quantile sont es-
timés. La loi du bruit f. est selon les cas supposée connu ou inconnu. Evidemment le
probleme devient plus difficile quant la loi du bruit est supposée inconnue, cependant

I’hypothese de loi connue est peu réaliste dans les applications.

Partant du Modele (3.4), les différentes étapes du probléme de déconvolution
peuvent étre schématisées en trois points :

> Estimation de f; a partir des observations, notée f{;

> Calcul de f{} et division par f* (lorsque c’est possible) pour obtenir I’estima-
teur f*

> Régularisation de f* pour que sa transformée de Fourier inverse pour que f
existe.
Nous allons maintenant entrer dans les détails des méthodes de déconvolution
en explicitant les différentes étapes du probleme statistique pour l'estima-
tion de densité. notre but est de construire un estimateur ayant de bonnes
propriétés statistiques au sens minimax optimal puis de trouver un esti-
mateur adaptatif qui atteint cette vitesse minimax griace a une procédure
completement dictée par les données.

Ainsi nous remarquons que pour une densité la transformée de Fourier (3.2)

s’écrit sous forme d’espérance

fo0) = [ e fy(w)du = B[e™].

Cette expression correspond aussi a la fonction caractéristique de la variable aléatoire
Y;. Cette écriture permet de proposer un estimateur basé sur la méthode des mo-
ments. En effet, nous observons directement les (Y;) e, €t pouvons donc proposer

un estimateur fonctionnel classique de sa fonction caractéristique :
1 n
- 3.5
)= e (35)
De plus, cet estimateur a de trés bonnes propriétés. En effet

n n

(L) = T S EE) = E(™) = (1),

=1 =1
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Et son risque quadratique est d’ordre 1/n, en effet

E[lfy (t) = S5 (8)P] =[E(fy (8) = S ()] + Var(f(¢)

A 12
= Var(fs:(t)) = Var(=>_ ™)
nis
1 LI
= EVW(Z e"7) nVar(e"™)
j=1
1 *
= —Var[e"] = —(1 - F(1)P) (3.6)

D’apres la formule (3.3) nous avons

fy () = [ f2(2).

Si nous supposons que f* ne s’annule pas alors f* peut s’estimer comme

Zf €<t>, teR, (3.7)

Jj=1

nous pouvons prendre la transformée de Fourier inverse et obtenir

R 1 N 1 - fx
Jraif(t) = g/e_mf*(u)du = %/G_Ztu?:((zg du

Cet estimateur semble & premieére vu tres intéressant car héritant des propriétés de
f{‘, il est sans biais. Cependant, nous parlons d’estimateur naif car ni f{i ni 1/f;
ne sont intégrables sur R. Ainsi il n’est pas correctement défini. L’estimateur a be-
soin d’étre régularisé, par exemple en restreingnant l'intervalle d’intégration a un
compact ou l'estimateur est intégrable ou encore en introduisant une troncature au

dénominateur.

Ainsi la section suivante est dédiée a la présentation de différentes méthodes
résolvant ce probleme d’intégration. Nous présentons des techniques de déconvolution
quand la loi des (&) ep1,n) est connue puis lorsque la loi n’est plus connue. Nous pas-
sons en revue les résultats les plus importants de la littérature et expliquons de
quelle maniere nous avons contribué a améliorer des techniques de déconvolution a

bruit connu et inconnu.

3.1.3 Meéthodes de déconvolution a bruit connu

Ici, nous expliquons la méthode d’estimation de densité a noyau dans le cas du

modele de convolution (3.4). Pour plus de détails sur I'estimation fonctionnelle a
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noyau.
Commencons par définir un estimateur de fy noté fy & partir d’'un noyau noté K

utilisant les observations (Y;);cpn]
Y,

1 & T —
_ K(=—2J R

avec h > 0 le parametre de lissage et K : R — R un noyau vérifiant K €
L'(R) N L*(R) afin que fy € LY(R) N L3(R). Cette condition assure l'existence
de la transformée de Fourier de fy. Il nous faut calculer la transformée de Fourier

de fy, ainsi pour tout réel t

ﬁ@—/WﬁMM—/Wj

_ Z/nwww Jdo = zw{pmwmmzﬁmwwm

avec f;? défini par I'Equation (3.5). D’apres (3.3) un estimateur de f* s’exprime

comme A

£ f* t

ooy = 50
JE(t)

Ce dernier estimateur différe de I’estimateur introduit en (3.7) par la présence de la

K*(th) = f*K*(th). (3.8)

transformée de Fourier du noyau K. Précédemment, nous avons pointé le probléme
d’intégrabilité de cet estimateur. Nous allons maintenant tirer partie de la présence
du noyau. Pour que lestimateur défini en (3.8) soit intégrable, il faut trouver un
noyau a support compact et borné. Pour cela, nous proposons d’utiliser le noyau
sinus cardinal défini par K(x) = sin(wz)/mx qui a pour transformée de Fourier

K*(t) = I;_ ,(t). Ainsi pour ce noyau, nous obtenons

fr@t) = zfiﬂ&whwm@)

L’estimateur est désormais bornés a support compact des que f* n’est pas nulle, nous

pouvons alors en prendre la transformée de Fourier inverse et obtenir un estimateur

de f
w/h

fulz) = 217T / e_m?;é;)dx. (3.9)

Alinsi les premiers travaux a avoir adopté cette méthode a noyau sur la transformée de
Fourier puis a en prendre la transformée de Fourier inverse sont Carroll and Hall (1988)
et Stefanski and carroll (1990). Suit & ces travaux, le probléme de déconvolution a
été étudié de maniere intensive par entre autre :

Zhang (1990), Fan (1991), Efromovich (1997), Delaigle and

Gigbels(2004,2006), Meister (2004).11 a aussi été récemment utilisé par

Comte and Lacour (2013) dans un cadre multidimensionnel.
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Proposition 3.1.1. Dans le modéle (3.4), si f* # 0, fn est défini par (3.9) et
m = 1/h alors

. A
BN S fuP<I £~ fu 2 420, (3.10)

avec A(m) = 1/2x me |f2 (u)|2du.

—T7Tm

Démonstration.

Avant d’étudier le risque définissons

A Taide de la formule de Plancherel et du théoréme Phythagore, décomposons le

risque en un terme de biais plus un terme de variance
I~ Fu ||2=i (A o S [ S A A i
Py H F U mte + (F* = M e I
= %(H FUimmmie 12+ 1 fr = Fo 1)
=N = Fn P+ 1 fon = o |
Nous avons ainsi la décomposition biais-variance suivante
Ellf = fu IP=I1f = fou 1P +E || fon = fun I

Etudions le terme de variance :

m™m 2
A U T B P R
0= o = 3iE - o= e [ B S

fy () = fy (u)

1 ™m
=5 [ 1w E

—T7Tm

= o [ 1) Var [f )] du

—7m

D’apres la formule (3.6)

Var[fyw)] = (1~ |y ()l?) <

Finalement, la variance est majorée par

1
o

_Am)
Y )

—7rm

D’ou le résultat annoncé.
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3.1.4 Meéthodes de déconvolution a bruit inconnu

Nous nous remplagons désormais dans le cadre du Modele (3.4) ou les variables
aléatoires considérées sont distribuées sur R. Nous supposons néanmoins que la loi
du bruit inconnue du statisticien. Neumann (1997) est I'un des premiers a étudier
ce cas en supposont que nous avons un acces indirect au bruit en observant un
échantillon dit préliminaire (e_;);eqi,a supposé indépendant de (Y;) e,

Cet échantillon préliminaire permet d’estimer sa fonction caractéristique
1M
fi(x) = i eea x e R. (3.11)

=1

Cet estimateur ne peut étre substitué directement dans I’équation (3.7). En effet,
fa* est un excellent estimateur fonctionnel de la fonction caractéristique de € car il
converge avec une vitesse paramétrique de /M. Toujours est-il que nous voulons es-
timer 1/f*, si nous remplagons cette derniére quantité par 1/ fg* alors de trop petites
valeurs de f! perturbe grandement l'estimation de f. Une estimation raisonnable
de 1/fZ n’est plut possible des que le dénominateur est plus petit que sa vitesse de
convergence. Donc si nous nous contentons de cet estimateur alors I’estimation de f
est instable. Nous introduisons alors comme Neumann (1997) une version tronquée
de 'estimateur quotient
1 Iypeem-rzy

fr(x) fz(2)

Un estimateur de la projection de f est alors donnée fm défini comme

fn() = 217741 e ]g:éz)) du. (3.12)

Etudions a nouveau le risque mais cette fois ci quand le bruit est inconnu, pour en

déduire les vitesses de convergence.
Proposition 3.1.2. Pour f* # 0, f,, défini par (3.12) vérifie

am) o, 20m) (3.13)

avec Ap(m) = % [ 1f*(w)/ f2(u)|?du et Cy une constante numérique définie dans

le lemme énoncé ci-dessous.

Lemme 3.1.1. (Neumann, 1997, p.310)

2
L —1/2 -1
{lfZ (=) |>M } 1 < M 1
E <G (Ifa*(w)“ A |f:(x)2) :

fe() fz(2)
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3.2 Estimation par la méthode de déconvolution

avec o meélange

Nous allons tous d’abord introduire le cas a-mélange, puis nous présentons le

modele statistique et posé le probleme biens méme avec des solutions.

3.2.1 Position du probleme
Considérons le modeéle suivant :

On suppose que les variables aléatoires 0y, Z; et €, sont indépendant et e vérifie
E(er/Xk) = 0. La fonction de régression 6 est telle que §(z) = E(Y,/ Xy = ) reliée
a la fonction de régression observée g(z) = E(Yy/ 2, = 2) et g(Z) = 0 x1(z). Ou ¢
est la fonction densité de —9.

En pratique, deux cas essentiels se présentent. Les observations Z; sont ou bien de
points fixes ou bien Z; sont des variables aléatoires. Dans cette partie, Nous allons

considéré k cas ou Zj = z;, sont des points fixes (non aléatoires).

3.2.2 DModele de régression avec la variable exogéene non

aléatoire

Considérons le probléme donné par I’équation (3.14). Les observations z; sont
fixées et sont donné par z, = -2 ot a,, — 0 quand n — oo.
nay’

La suite de variables aléatoires (Y} )x>1 est supposées a-mélangeante. Ce qui reviens

a supposer que la suite de variables aléatoires () est a-mélangeante.

3.2.3 Méthodologie

Le modele considéré est un modele de régression non paramétrique classique avec
déconvolution. Nous proposons un estimateur de 6 de type noyau, nous supposons
que la transformée de Fourier de la fonction densité ¢ est tel que ¢, # 0 pour tous
w € R et la transformée de Fourier du noyau k est a support compact. L’estimateur

noyau de déconvolution de 8 est donnée par
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N 1 b,

b, () = — / expl(—iwz)gn (hw) 224 gy (3.15)
2m ) Py (w)

ou h est un parametre de lissage et ¢4(.) est la transformée de fourier empirique de

g donnée par

R 1
Pg(w) = — Z Yiexp(iwzy).
nay, =

On a g = 0 %1 et son estimateur

Il est clair que

In( ZYk<

nhan

).

Dans ce cas, on peut facilement voir que estimateur 6, (z) de 6(z) donné par (3.15)

s’écrit sous la forme noyau comme

A 1L T — 2z
9n<~’”)—nh@n,§fk’f( ; h)

ou le noyau k est donné par

k(x,h) = ;H{exp(—iwx)zZEé; dw. (3.16)

A partir de 'estimation de la fonction densité de déconvolution, il est bien connu
que le taux optimal pour le quel on estime # dépend du lissage de 6 et de celui de
1 ou de maniere équivalente, sur les propriétés de la transformée de Fourier.

On dit que ¥ est ordinairement lissée et le probleme est moyennement mal posé si
la transformée de Fourier | ¢, (w) | décroit de maniére polyndmiale quand ¢ tend
vers 'infini.

Supposons que

op(w)w’ — C., w — oo (3.17)

Pour un certain 5 > 0 et C. € C\ {0}.

Notons que ceci implique que :

oy(w) | w |B—> C., w— —o0.
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Sous 'hypothese (3.17) et par le théoreme de convergence dominé, on a une forme

asymptotique du noyau de déconvolution (3.16) assez simple.

B F 8
Wk ) = [ eap(—iw) P w4 [ cap( i) P
T
0 —00

—
21 C, J 21C. )

.0

Il est clair que K(z) € R. Ce résultat sera utilisé dans le calcul de la variance de
Hypotheses

H, :La transformée de Fourier ¢ de K est symétrique.

Hy : (Y;); > 1 est a-mélangeante.

Hjz :3M > 0, tel que |eK(x,h)| < M.

Hy : max{E(|1VY)|/ Xe X)), E(|Yi|/Xe X))} < C as.

Hs : 3(uy,) € N¥ o(u,) + o(n[a(un)]%?) —0

Le lemme suivant permet de donner ’expression asymptotique de la variance de

én(m), dans les cas des variables fortement mélangeantes.

Lemme 3.2.1. Sous les hypothéses Hy a Hs, on a
Z Z cov(Vi, V) K m,h K :E_Zl,h =0 ZV&T(Y;J((x_Zk,h))
k=11=1,l#k h h Pt h

Démonstration.

D’une part, on a

Y Y (Vi Y K(x;lzk,h)f( “‘;Zl,h)

k=11=1,l#k

_ cov(Yk,Y})K<x — Zk,h)K(x — Zl,h)
1§|k—l\§un h h

+ Y oV, VK (x;lzk,h

un<[k—1|<n

=A+B. (3.18)
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Considérons le terme B de 'équation (3.18), et utilisons 'inégalité d’Ibraguimove.
Si deux variables aléatoires & € LP et & € LP avec 1 < p,q < oo, alors on peut

trouver r vérifiant % + % + % =1, tel qu’on ait

lcov(&1,&)] < car || & [l & |l -

Ou c est une constante positive.

Prenons p = ¢ # 2, ceci implique que r = -2,

p—2
Il vient
r — Zk Tr — z
K h|K h
( h 7 > ( h ’ )

n

Bl <clalk—=0)7 Y LIl 32

un<[k—1|<n
<clalk—)F 1Y% LIY ], 3 *3 ol —iw[ T2 )| 20 g,
un<|k II<n 2 h !%(ﬁ)\

ool

[21/ ool ]

<clVllVl Y (alk-0)F [ ¢“”d4.

Un<|k—1|<n 2m & |<Pw(%)\

En utilisant 'hypothese (3.17) et en posant :
Co=c | Vel Y5 llp -

On a,

B <Cy Y m%—off[17MK¢“wdw

un <|k—I|<n
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Revenons maintenant au terme A.

n

A< Y

1<|k—1|<un,

cou(Yy, Y1) K (x _hz’“ , h) K (5” - o h)

r — Z
K h
( h ’ )

n

= > |E(E(Yle/Xle))|‘K<x;zk’h)

1<|k—=1|<un
T — Zk T — Z
K h|K h
( h ’ ) ( h ’ )

<C )

1<lk=l|<un
< nu,C max (|K< )K( h))
1<|k—1|<un h
< nu,C max 1 15
1<|k—l|<un |gp¢ ﬁ

En vertu de ’hypothese (3.17), on a

h*P|A| < nu,C' max / e ——dw
1<|k—1|<un (% 5%, 3l
L @ 1
Prlw
o [l o dw
27100 ’(ﬁ)&%(ﬁ”
— nu, CK=(0)

D’ou, pour h — 0, on a

(0) + CoK2(0).(cun)) 7 (1 — t — 1) (1 — uy)
) (un + ()7 ).

< nu, CK?(0
S nC’l (

D’autre part,

S Var (Y,J((x _hzk,h)) ~ Y K? (5” _hz’“,h) Var(Y;)

k=1

Pour h = 0
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est asymptotiquement inférieur ou égale a no?K?(0).
Et

n

S Y cou(Ye, Vi) K (552, h)K (552, h) ( )

E=11=11%k
7 <

= 52
Var( > YkK("”}f’V,h))
k=

1

Ceci montre que la variance de én(x) est asymptotiquement proportionnelle a

o
Ainsi,
A 1 n T — 2k
ar(0n(z)) (nhay,)? lcz::l ar( k ( h ))
1 n n T — 2 T — 2
+ cov| Y, K | YiIK h
(nhay,)? Igl z;;ék ( ( h ) ( h ))
1 1
_n2h2a%51+ 27,2 %SQ'

Avec S; asymptotiquement proportionnelle & no?.

Pour déduir le biais on définie le théoréme et le corollaire suivant :

Théoréme 3.2.1. Sous les hypothéses du théoréme (7.2.1) avec l=p ou celles du

théoréme (7.2.4) d’apreés [7], avec | = 2[%’5’“)], on a :

SQZO(iVCLT(YkK(x_th7h>))

Ainsi, on obtient une expression asymptotique de la variance de [’estimateur én(x)

A 1 9759 1 no?
q
< P — q] — \% 1.
1Y0 < g <1, BJi(z) — ()] IE[ BB+ W e } 4 0(<np(hn))%>’

2V¥m e N,2m <
A~ m m V2k B2(m=k) (9)1 i(mfk) )
EHT(:U) - 7’(.’13')’2 ] = Zk:[} (2(m—k’))!k(!2k) '(ZF(hn))k "‘ O(ULF(}Iln))m)’
3VmeN2m+ 1<

E[l#(2) — r(@)) = b (vamety, (2t ) 4 o)),

(nF(hn v

odB:gb’(o)%‘f etV = \/MAZ—TE.
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Cas particulier :erreurs L' et L? - Pour illustrer les résultats 2 et 3 on peut

donner les expressions asymptotiques des erreurs L' et L? :

Corollaire 3.2.1. Si les hypothéses du théoréme (3.2.1) sont vérifiées, alors on a :
N o M- 0‘2 hn(b,(O)MO nF(hn) 1

Elto) =) = (™) + (k)

e

E[|F(z) —r(z)|*] = (%qﬁ’(())hn)z + M2M2a( - —i—o(nF(lhn)). On peut noter l’expression

relativement simple de lerreur L' puisque dans ce cas, vo(u) = 2uG(u) + 2g(u) —
D’un point de vue statistique, on remarque que pour minimiser ces erreurs il va
falloir choisir h, de facon a équilibre des termes croissants et d’autres décroissants

en h,

Pour calculer I'erreur d’estimation de én(:v) peut étre décomposé en une partie

déterministe et une partie stochastique d’apres le corollaire (3.2.1) comme suit

Ou(2) = 8(2) = [0n(2) — E(B(2))] + [E(9n(2)) — 0(2)]

—~

Premiérement on calcule :

Bu(r) ~ (O m%gn B SR )
nhan Z:Y’“ x y Zk h) = n:anE<YkK(x _th’h))
< n]ll/‘;n 1§1Yk — }j\ilE(Yk)
= o 22 ¥~ )
— L(E(Y) — B()

Deuxiément on déduit [E(f,(z)) — 6(x)] d’apres le corollaire(3.2.1)




CONCLUSION

Au cours des dernieres années, la branche de la statistique consacrée a 1’étude
de variable fonctionnelle a connu un réel essor tant en terme de développements
théoriques que de diversification des domaines d’application.

Nous nous intéressons plus particulierement dans ce mémoire a des modeles de
régression avec la variable exogene non aléatoire.

Les résultats que nous énongons sont liés aux propriétés asymptotiques de 'estima-
teur a noyau généralisé au cas d’une variable exogene non aléatoire.

Nous supposons pour commencer que le couple (Y, Z) vérifiant 1’équation Y; =
Q(ZEk) + €k et Xk = Zk + 5k

Supposées a-mélangeantes et que le modele de régression est de nature non-paramétrique.
Nous établissons le biais et la variance de notre estimateur et donnons l’expression
explicite des termes asymptotiquement dominants du biais et de la variance, et le
résultat que nous énoncgons l'estimateur de 6 de type noyau avec la suite de va-
riables aléatoires (Y%)r>1, est supposée a-mélangeants est asymptotiquement plus
convergeant que d’autre estimateur dans les modele de régression est de nature

non-paramétrique(le cas indépendant).
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RESUME

La problématique abordée dans ce travail est les fonctions a variables mélangeantes.
Nous avons essayé d’exposer des notions qui sont utilisées pour étudier les variables
mélangeantes. On établit quelques convergences qui concerne la statistique non-
paramétrique. Dans un premier temps, nous considérons une suite d’observations
i.i.d et nous construisons des estimateurs par la méthode du noyau pour la fonction
de régression généralisée.

Dans un second temps, notre but est d’estimer la fonction 6 lorsque la variable Z
est contaminée d’erreurs de mesure pour ’équation a opérateur de convolution A de
la forme Yk = Q(Xk) + €k et Xk = Zk + 5k

avec (Yr)k>1 et (ex)k>1 Supposées a-mélangeantes.
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ANNEXE

Le processus AR(p) : Un processus stationnaire (X;);c sera appellé processus
autorégressif linéaire d’ordre p, AR(p) s’il existe un bruit blanc &, et des réels

., 0 = 1,...,p tel qu’une relation de réccurence :
) ) )

p
Xt = Z%Oithi + Et, Vit € Za

i=1

est vérifiée.
La notation des polynomes de retard ramene (1.5) a la forme : ®(B)X,; = ;.

P :
Ou ®(B) = 1 — X ¢;B" est le polynome caractéristique en B de degré p du
i=1

processus X;.

Processus ARMA (p,q) : on appelle processus ARMA(p,q) un processus sta-

tionnaire (X;);cz vérifiant une relation de récurrence :

p q
Xt — ngithi =&+ Zejgt*j ,Vt e 7
=1 j=1

2

ou les ¢;, 0 sont des réels et €, est un bruit blanc de variance o2

la notation des polynémes de retard ramene (1.9) a la forme :

O(B)X, = O(B)e,
P . q A
avec ®(B)=1—- Y ¢;B" et O(B)=1+ 3 0;B’
i=1 Jj=1
La transformé de Laplace : soitf : R — C tq : f(t) =0, V¢ < 0 une fonction
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L(f):C—C
z = L(f)(2) = F(z)

infty '
— / F(t)edt.
0
La transformation de Laplace est ’application

L:fw— L(f)=F.

*FF(z) : La tribu des événements engendrés par les X;,i < j < k ol

Fi(x) = o(X;,i < j < k).

*F7 __: La tribu des événements engendrés par les Xy, —oo < k < j, ot F/ =
*I_‘]oioo
F1=0(Xp,j+1<k <o)

: La tribu des événements engendrés par les X;, 5 +1 < k < oo, ou

*A-mesurable si VB € B, f71(B) € A tels que (Q,4) et (E,B) deux espace
probabilisables.

Les espaces L? : On définit les espaces L par :
L/(B) = {f € Mu(E,%), [ |fIrdp < +oc}.

L¥(E) = {f € Mu(E,%),3c > 0,|f(x)] < ¢ pp.p}.

Théoreme de convergence dominée :
Soit (f,)n une suite de fonctions mesurables de (€2, 7) a valeurs dans (R, B(R)) si :
*La suite (f,,), converge p — p.p vers une fonction f(Q,7) — (R, B(R).
*I1 existe une fonction g de £),(Q, T,R,) tq :
vn € N;|fu| < g.p — p.p-.

/ fdp = / lim nf,dy = lim / m
Q n Q
Q

Théoréeme de Fubini-Tonelli
Soit( Xy, 11, 1) et (Xa, 72, p2) deux espaces mésurés o-finis, soit f : X; x Xy —

[0, +00] une fonction 77 ® 75 mésurable alors :

1. y — f(z,y) est une fonction mésurable (sur(Xy, 72) dans [0, +00]) pour tout
e Xy, et x — [ f(z,y)dpse(y) est une fonction mésurable (sur(Xy,7)).
X2
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2. © — f(z,y) est une fonction mésurable (sur(Xy, ;) dans [0, +00]) pour tout

y € Xo, et y — [ f(x,y)dui(x) est une fonction mésurabele (sur(Xs, 7)).
X1
3. On a:
S F@y)dn @ pa(ey) = | <f f(x,y)dﬂz(y)> dyi ()

X1><X2 X2

=/ (f f(w,y)dm(x)> dpia(y).

X2 \X1

Définition On appelle tribu (ou g-algebre) sur £ un sous-ensemble A C P(E) tel
que

1. Ec A;
2. A est stable par passage au complémentaire : A¢ A= A°=FE\ A€ A.
3. A est stable par réunion dénombrable : A, € AVn € N = {J,n4, € A.
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