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Introduction générale

Les  systèmes  physiques  animés  pæ    une    commande  automatique  sont  très

répandus dans l'industrie et ils nous côtoient également dans la vie quotidieme, l'objectif de

1'automatique au premier lieu, est le régulage de l'algorithme approprié, afin que la sortie

mesmée d'un processus,  appelée  grandeu à comman_dei;  suive une trajectoire désirée, en

dépit de perturbations éventuelles. Le développement récent de la théorie des systèmes, des

outils infomatiques tels que les processeurs (aurientation de la puissance de calcul), ont

considérablement amplifié  de la commande des pmcessüs.

La naissamce  du calcul  d'ordre  ffactiomaire  remonte  à  l'année  1695  [1],  quand

Leibniz a soulevé la question suivante dans une lettre à l'Hôpital, " Peut la signification des

dérivés avec ordre entier
(d;;.t'')

être généralisée aux dérivés avec des ordres non entier?".

L'Hôpital, a soulevé une question en réponse: " Qu'en est-il si l'ordre sera 1/2? ". La réponse

historique de Leibniz était, " 11 mènera à un paradoxe, duquel un jou des conséquences utiles

seront tirées".    Le  concept  de  la dérivation  et  l'intégration d'ordre  non  entier,  égàlement

appelés  la dérivation  et  l'intégration ftactiomaire  est une  généralisation des  fonctions de

dérivation et d'intégration usuelles à un ordre quelconque. Longtemps considéré comme une

curiosité mathématique, il n'est devenu populaire que duant ces trois demières décennies.

L'intérêt pratique et théorique de ce nouveau concept est maintenant bien établi puisqu'il est

utilisé dans nombreux domaines de la science et de la technologie. Du point de vu théorique,

beaucoup de points restent encore ouverts en particulier les outils mathématiques pemettant

la manipulation du calcul fiactionnaire.  Du point du vue application, l'ordre de dérivation

introduit  pan:  ce  concept  constitue  un  degré  de  liberté  supplémentaire  pemettant  une

modélisation plus exacte de beaucoup de phénomènes physiques tels que les phénomènes de

diffiision,  ou encore  l'amélioration des  méthodes  classiques  utilisant  la dérivation  entière

notamment dans le domaine de la commamde des systèmes. Dans ce dernier, l'objectif est le

concepteur, conformément à un compromis entre ses exigences et les limites physiques du

procédé.  Actuellement,  des  travaux  concernamt  l'implémentation pratique  des  contrôleurs
ffactionnaires pou la commamde des systèmes  réels commencent à être publiés.
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Historiquement, le premier qui a vraiment présenté un correcteur d' ordre fi.actionnaire

est Oustaloup. 11 a développé le correcteu de commande robuste d'ordre non entier (CRONE)

et il l'a appliqué dans divers domaines de commande. Plus récemment, Podlubny a proposé

une généralisation du correcteu PID classique, à savoir le correcteur PID ffactiomaire, qui

implique  une  action  d'intégration  d'ordre  flactionnaire  Œ  et  une  action  de  différentiation

d'ordre fractionnaire P . Beaucoup de chercheus ont été intéressés à l'utilisation ou au réglage

du  correcteu  PID  fi.actiomaire.  L'intérêt  de  ce  type  de  correcteurs  est justifié  par  une

meilleue  flexibilité,  puisqu'il  a  deux  paramètres   supplémentaires  qui   sont  une  action

d'intégration d'ordre fractionnaire Œ et une action de différentiation d'ordre fi.actionnaire P.

Ces paramètres peuvent être employés pour remplir des caractéristiques additionnelles pou

l'amélioration ou l'optimisation des perfomamces ou d'autres conditions intéressantes pour le

système à commamder. Ces demières années, les chercheus ont amoncé que les correcteurs

utilisant de dérivée et d'intégrale d'ordre ffactionnaire pourraient assurer des performances et

une robustesse supérieue à celles obtenus avec les correcteurs classiques (d'ordre entier).

Ce travail porte  essentiellement  sur l'utilisation des techniques de la synthèse   de

PID  classique  en utilisant les  concepts  (Ziegler-Nichols)  et les nouvelles techniques de  la

synthèse de PID fractionnaire. Comme il porte aussi su l'étude théorique de la commande

robuste CRONE et ses différentes générations en vue des applications. Dans ce travail, on a

montré aussi, les avantages de ces types de commande en les appliquant aux différents types

de systèmes.

Le mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre, est consacré à la représentation   des notions essentielles des

calculs fi.actionnaires avec quelques exemples.

Dans  le  deuxième  chapitre,  nous  exposerons  les  diffërentes  représentations    de

système   d'ordre   ffactionnaire   (équation   différentielle,   la   fonction   de   transfert   et   la

représentation d'état) ;  les notions de la commandabilité, l'observabilité et la condition de la

stabilité  pou  ce  type  de  système  dans  le  cas  linéaire et  ainsi  les  différentes  méthodes

d'approximation  de  ces  demiers  (approximation  rationnelle  de  Chamef,     approximation

d'Oustaloup  et celle de Matsuda).
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Le troisième chapitre, est réservé à l'étude théorique de la commande CRONE, ou on

va présenter ses différentes générations et la structure et la synthèse de PID fi.actionnaire en

utilisamt la boucle  idéale de Bode  (818)  comme un modèle  de référence pou calculer les

paramètres des correcteurs fiactionnaires.

Quant au quatrième chapitre, il est réservé à l'application de méthodes étudiées dams le

chapitre 3, su quelques systèmes choisis.

On temine ce mémoire par une conclusion et des perspectives.

3
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1.1   Introduction

L'opération   ffactionnaire   intégro-différentielle   (calcul   fiactionnaire)   est   une

généralisation de  1'intégration et de  la différentiation des  opérateurs  d'ordre  entier.  La

question des  dérivées  fi-actionnaires  est abordée  dès    1695  par  Leibniz  dans une  lettre

adressée à l'Hôpital, 1orsque celui-ci lui demande : quelle pourrait être la dérivée d'ordre

un demi de la fonction x(t), par rapport à la variable t ? Leibniz répond que cela mène à

un paradoxe dont on tirera profit, un jou d'utiliser conséquence : le calcul fractionnaire

est alors né.

Dans ces dernières années, l'intérêt considérable pou ce type de calcul a été simulé par

des applications dams les domaines de physique et de l'ingénierie  [1, 2,  3].  On présente

dans ce chapitre, les principes et quelques approches mathématiques de la dérivation non

entière [4], leus principales  propriétés qui nous seront utiles dans la suite de notre étude

et  quelques  méthodes  de  résolution  d'équation  différentielle  mettant  en  œuvre  des

dérivées   non   entières.    Donc   on   peut   généraliser   les    calcules   d'intégration   et

différentiation  en  un  seul  opératem  fondamental   ŒDfŒou  a  et  t  sont  les  limites  de

l'opération. L'opérateur intégro-différentiel continu est défmi comme suit [5] :

c¥>0

cï < 0,avec   c¥ € R l'ordre de l'operation

c¥=0

(1.1)

Généralement    l'opération    fi.actionnaire    est   une    façon    synthétique    de    décrire    des

comportements intemédiaires entre les dérivées classiques. Cela se voit simplement dans le

domaine  fiéquentiel  où  ces  modèles  apparaissent  comme  des  généralisations  ou  des

transitions      entre      les  filtres analogiques du traitement du signal.

Dans        le        domaine temporel en revanche, plusieus mathématiciens  ont contribué à

l'élaboration de la théorie de la dérivation d'ordre non entier et les différentes définitions de

l'operateur  fractionnaire  [6,7].  Les  plus  ftmilières  sont  celles  de  Riemann-Liouville,  de
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Caputo et Grunwald-Letnikov.  Pou ]a compréhension de ces définitions, nous présentons

quelques fonctions de base utilisées dans le calcul fi.actionnaire.

1.2 Fonctions utilisées dans le calcul fractionnaire

Dans  cette  partie,  on va représenter  deux  fonctions plus  utilisées  et pemettent  de

faciliter les calculs, les deux fonctions foumissent en général des solutions aux problèmes

du calcul fractionnaire, il s'agit de la fonction Gamma et de la fonction de Mittag-Leffler

[7]-[8].

1.2.1  La fonction Gœm'i'ia

L'une  des  fonctions  de  base  utilisée  dans  le  calcul  fiactionnaire,  est  la  fonction

Gamma d'Euler. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel n (n!) et

elle pemet à n de prendre des vàleus  non entières.

La définition intégrale de la fonction Gamma est donnée par :

r(z) = fo+œe-uuz-1du     z>o (1.2)

Elle  est  plus  souvent  utilisée  même  si  elle  est  restreinte  aux  valeurs  positives  de  z.

L'intégration par partie (1.2) conduit à la relation de récurrence suivante :

r(z + 1) = zr(z)

r(# + 1) = #T(77) =n.(n-1) !=n!

Alors :

(1.3)

(1.4)

L'autre propriété importante de la fonction Gamma est qu'elle possède des pôles simples

pou z=0,-1,-2,-3 .....

Son expression est donc :

r(z)-®(z)+#Ô=+¥ï=+¥i= (1.5)
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Ceci   signifie   que   pou   des   valeus   entières   négatives,   la  fonction   Gamma     tend

asymptotiquement vers l ' infini.

1.2.2  Fonction de Mmag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante dans le monde de calcul

ffactionnaire. Son rôle est analogue à celui joué par la fonction exponentielle dans le cas du

calcul entier.

La défmition standard de cette fonction à un paramètre est donnée par:

zkEŒ(z)=ZE=oFzri  (Cr > 0)

Cette fonction  a été introduite par  Mittag-Leffler en 1903.

La fonction exponentielle usuelle conespond pour une valeur de Œ =1  :

EŒ(Z)-ez

(1.6)

(1.7)

11  est  aussi  courant  de  représenter  la  fonction  de  Mittag-Leffler avec  deux  paramètres  Œ etp,
comme suite :

Ea,p(z)--Ë
t=o T (ak + P)

(a > 0 , P > 0Ù

Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdélyi en 1953-1954.

(1.8)

1.3  Les calculs fractionnaires

Autant dit précédemment la dérivation non entière c'est une généralisation   de dérivée

classique, donc  la dérivation fiactionnaire est une modélisation des conceptions scientifiques et

physiques et mathématiques ..., etc. Et l'intégration c'est opération inverse de dérivation.

De  nombreux  mathématiciens  se  sont penchés  su cette  question,  en particulier Euler

(1730),  Fourier (1822), Abel (1823),  Liouville (1832), Riemam (1847) ,..., etc.  Différentes

approches ont été  utilisées pou généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers [9].
- La limite du taux d'accroissement d'une fonction se généralise sous la fome de la fomule

de Grunwald-Letnikov, très utile numériquement.
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-L'intégration, opération inverse de la dérivation, mène, via la fomule intégrale de Liouville,

aux fomiules de Rjemann-Liouville et de Caputo.

- Enfin les transfomations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fi.actionnaire à une

multiplication par Ü.ûD)" ou pŒ avec cÏ non entier. Mais ces différentes définitions ne sont pas

toujous équivalentes.  Cette incohérence appaffente a pu être dissipée dans le nouveau cadre

proposé par la théorie des distributions de Lauent Schwartz [10].

Dans cette partie on va représenter les définitions et les propriétés les plus utilisées dans les

calculs non entiers.

1.3.1 Calcul des intégrations non entières

DCJEÆJ./J.o#..   soit   c¥ € jE+ et  /une   fonction   localement   intégrable   définie   su[/o,œ[,

l'intégrale d'ordre Œ de / de bome inférieue todéfinie paŒ' [8]:

tol: f(t, -fti,t,Jo(t -T,a-, f (-                                          ("

Est appelée d'ordre fiactiomaire de Rjemann-Liouville avec r(cr) la fonction Gamma d'Euler

Quand  on  s'intéresse  aux  systèmes  dynamiques,  la fonction  /(f)est une  fonction  causale,

alors l'intégrale d'ordre  non entier est définie comme suit :

orf (t) = ft;!(t ~ T)a~\ f (T)d(" > O, a € R+                                   (i.i»

Dans (1.10), nous pouvons voir que l'intégrale d'ordre fi.actionnaire peut être exprimée sous

fome de produit de convolution de la fome suivante [ 1 1 ] :

iorf(t)=®aut)*fUt)

•o®-#     Œ€R+,-t:Î:::,O:-1 :ii;::

Avec :

(1.1 1 )

(1.12)
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1.3.2 Calculs des dérivœtions non entières

1.3.2.1  Défimition Grurtwald-Letnikov(G.L)

Une définition élémentaire de la  dérivée  d'une fonction/peut être formalisée de la façon

suivante [7] :

Dtm/(C) = limm±Z#=o(-1)Æ M /(C -Æ.A)                                          (1.13)

Où  N = £::9  , h est la période d'échantillonnage et les coefficients [¥]  sont donnés par :

r(m+1)
r(Æ+i)r(m-k+i)

Si/est causale, pou un pas de discrétisation Æ « petit », on peut écrire:

DtŒ,tt,æ±Z%=ot_ï,kM,tt_Æ.h,

(1.14)

(1.15)

On montre plus précisément que dans le cas d'un échantillonnage la dérivation d'ordre Œ à

l'instant  /m = Æ.m, où Æ est le pas d'échantillonnage, est donnée par :

Dt¢,ttm,=±Z#=ot_ï,ÆM,m_Æ          où      ,m =,ttm,                              t[.L6,

Cette expression pemet de  déteminer numériquement par discrétisation la dérivation non

entière d'une fonction/causale.

1.3.2.2  Défiinition de Cœputo

Caputo a refomulé la définition de la dérivée d'ordre fiactionnaire comme suit [1] :

Dï f (t) - In-a f (t) - t      f(n)(T)
0 (t-ï)Œ-7l+1 dT (1.17)

Où   n-1< Œ  <n ; n€ JV

Æemarqwc J.. ces définitions montrent que la dérivée d'ordre non entière prend que les valeurs

de/(t)à  tous  les  instants  passée  grâce  à  l'intégration  qui  y  apparait.  Elle  fournit  donc

su/(t). L'effet de l'opérateu de dérivation non entière un excellent outil de modélisation

des phénomènes de diffiision comus pou être à mémoire longue.
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1.3.3  Dérivœtions non entières impücite et expliciie

11 est possible de différencier deux classes particulières de systèmes d'ordre non entier  :

ceux à caractère explicite et ceux à caractère implicite. Dans le premier cas, 1'opérateu DŒ

porte directement su la fonction/ alors que dans l'autre cas cet opérateur porte sur le produit
de/ par une exponentielle [9].

Ainsi, pour un système d'entrée w//J et de sortie )////, à caractère explicite est décrit par une

équation différentielle du type :

Ia.Day(t)+y(t)--u(t)

Un système à caractère implicite est décrit par une équation différentielle du type :

TŒDŒ [y(t)ec/ï] = u(f)et/ï

1.3.4  Quelques propriétés de la dérivation non entière T:14|

(1.18)

(1.19)

1)  si /(t)est  une  fonction  analytique  en t,  alors  sa dérivée  ffactionnaire  est  une  fonction

analytique.

2) pou Œ=n, où n est un   nombre entier, l'opération de dérivée fractionnaire obtient même

résultat que la dérivation classique d' ordre entier.

3) pou oFO, l'opérateur  DtŒ est l'opérateu identité [4] :

D ï f (t) -- f (t)

4) la différentiation et l'intégration  d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaire [13]

Da(h.f + u.g) = h,Dau) + LL.Da(g)                                                             (1.20)

5)  Les  opérateurs  de  dérivation  d'ordre  fractionnaire  (réel  ou  complexe),  ne  vérifient  la

propriété de semi-groupe que sous certaines conditions [4] :

DaDPf(t)--Da+Pf(t)sî a.. entier positif
P-,    ŒTbttratTe

(1.21)
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6) La dérivée d'ordre ftactionnaire de l'intégrale de même ordre d'une fonction temporelle

y(t) do-e [4]:

Da o ia f (t) = f (t) aNec Re(Oi) > 0

1.3.5  Transf iormée de Lœplace T:4,]|

La transformée de Laplace F, d'une fonction/temporelle est définie par la relation :

F (s) -- LU (t)} = f oœ f (t)e-St dt

(1.22)

(1.23)

1.3.5.1  Transfiormée de Lœplace de la dérivée fractionnaire

La méthode de la transfomée de Laplace est souvent utilisée comme étant un outil pou la

résolution  des  équations  fractionnaires.  Nous  citons  dans  ce  qui  suit,  la  tramsfomée  de

Laplace des différentes définitions de la dérivée ffactionnaire [7] :

-      Ausensdecœputo

L{DŒP(f)]}=sŒF(s)-ÏsÆ[Dri-Æ/(/)|=o
Æ=O

n-1< Œ  <n ; n€ JV

(1.24)

Les  conditions  initiales  apparaissamt  dans  (1.24)  sont  données  en  fonction  d'une  dérivée

entière évaluée à 1'origine.

Au sens de Grunwald-Letnikov(G.L)

L{D¢ff(t)]} = sŒ£ff(t)} (1.25)

Æcm¢rqwe 2 .. La résolution d'équation différentielle par la transfomée de Laplace d'ordre

ffactionnaire se fait de la même manier que celle d'équation différentielle d'ordre entier.

1.3.5.2  Transfiormée de Lœplace de l'intégrale fractionnaire

La  transfomée  de  Laplace  de  l'intégrale  d'ordre  fractionnaire  au  sens  de     Grunwald-

Letnikov(G.L) et  caputo [14], est donnée par la fomiule générale suivamte:

t/Œ/(`))-s-oF(s) (1.26)



I
1

1

1

I
I
I
I
1

1

I
I
I
I
I
1

1

I
I
1

1

C__§±;ptkre l                                                    û2s caœuŒ f rcùctiom:iu7;tres

En   appliquant   l'opérateu   de   Laplace   aux   équations   différentielles   (1.18)   et   (1.19)

définissamt les  systèmes  à caractère  implicite  et explicite,  il  est possible de  les  caractériser

sous la fome d'une fonction de transfert. Soit, pou les systèmes à caractère explicite :

1Ferp (s) - ïffi

Et pour les systèmes à caractère implicite :

1Fimp(s) -tË

(1.27)

(1.28)

11 est alors possible de caractériser ftéquentiellement ces systèmes par leu tracé dans le plan

de Bode.

1.3.6 Exemi)les de calcul de dérivée d'ordre fractionnœire

1.3.6.1 DérivQïtion d'ordre firactionnaire d'un cosinus (ou d'un sinus)

En utilisant le fait qu'un cosinus (resp. un sinus) est égal à la partie réelle (resp.imaginaire)

d'une exponentielle, et que l'opérateu dérivée non entière est linéaire [ 13].

On peut détemiiner facilement la dérivation fi.actionnaire d'ordre  m d'un cosinus  (resp.un

sinus)

DŒ[sin(ooC -q))]  = œoŒ. sin(6DoC -¢ + Œ:)

r---L ----- T-` ------ T-`' ----- T+' --.---.---- T ------ '-T-'--' ----- T --------,-. ~--~T ------.
r=-:-.-L--_-=dÈJÉ-b    i

`                                            '                     '                      `                     `                              1                          oltlre  l/2   !

(1.29)

45
_____J_____ __ __`_ L________ _J____ __ _ . -_ J___ _ _-__ j'

6            7            8            9           10
Ie temps(s)

Figure 1.1. Dérivœtion d'ordre 0,1/2,1 de la f;onction sinusüdale
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DŒ[cos(û%£ -qJ)]  = ahŒ. COS (aJot -qJ + Œ Z)

L____ __ _______ L_

23

Ordre 0
Ordœ  1/2
Ordœ  1

4            5           6            7            8            9           10
Ie temps(s)

Figure 1.2. Dérivœtion d'ordre 0 ,1/2 ,1 de lafonction cosinus

(1.30)

1.3.6.2 Dérivution non erïtière d'une fionction sinwsoïdale a:mortie

En utilisamt le fait qu'un sinus est égal à la partie imaginaire d'une exponentielle et

que 1'opérateu dérivé d'ordre fiactionnaire est linéaire [13], on trouve la relation suivante :

DŒ[sin(ù)o£).ec/T]=RŒ.sin(ûht+Œ.O).ct/T

avecR=|:+/.ûjo|         et         O=arg¢+jû%)

1.3.6.3 Dériva[tion non entière d'une exponentielle

Pour un nombre z quelconque, on a [13] :

DŒ[exp(z./)]=zŒ.exp(z./)

Où DŒ  est la dérivation d'ordre c¥  par rapport à la variable t.

(1.31)

(1.32)
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'    --------------  ordre  0
';

i                odre l/2
i             ---ordrel
1------__T------`-----ï----r-----

/

__J --------------- _l                 i                                     ,                                     ,-=_-___=_:J    _   _    _____   L_____      __    J      __    _____J         ___        _J___    ______    _   1_   _    ____   L    ____   ___      1

2            3            4            5            6            7            8            9           10
le temps(s)

Figure 1.3. Dértvation d'ordre 0, ]y!2 ,1 de l'exponentielle

Remarque général :

On peut différencier deux classes de systèmes d'ordre non entier : les systèmes

A  caractère explicite et ceux à caractère implicite. Dans le premier cas, l'opérateu  DŒ porte

directement  sur  la fonction  f,  alors  que,  dans  le  deuxième  cas,  cet  opérateur porte  sur  le

produit de f par l' exponentielle.

1.4 Conclusion

Dams   ce   chapitre   on   a   présenté   les   notions   de   dérivation   et   d'intégration

fiactionnaires,  les fonctions utiles pou faire les  calculs d'ordre fi.actionnaire telles que les

fonctions Gamma Euler, Mittag Leffler et enfm, la transfomée de Laplace d'une dérivation et

d'une intégration non entière. A la fin de ce chapitre, on a présenté aussi des exemples des

calculs ffactionnaires.



I
1

1

1

I
1

1

1

1

1

1

1

1

1

I
1

1

1

1

I
I

f 'Œma[yse de système
fractiomcriye



I
I

I
1

1

I
I
I
I
I
I
I
I
I
1

1

I
I

I

I
I

ç_Çq;püre ll __ _                            [cmriacyse dè systè:m3 d:orrdjre fractiom:naÉre

11.1 Introduction

Dans  ce  chapitre  nous  allons  présenter  les  différentes  représentations  des  systèmes

d'ordre  ffactionnaire  à partir de  leus  équations  différentielles.  Comme  nous  allons  aussi,

étudier et implémenter quelques méthodes d'approximation et de simulation d'une classe de

systèmes   d'ordre   fi-actionnaire.   En   évoquant,   les   notions   de   la   commandabilité,   de

l'observabilité et de la stabilité. A la fin de ce chapitre, nous présenterons quelques exemples

des systèmes d'ordre ffactionnaire, et la synthèse des ces systèmes.

11.2 Représentation d'un système d'ordre fractionnaire

Dams   cette partie trois représentations essentielles et qui sont les plus utilisées dans

le  domaine  automatique  pou  la  modélisation  des  systèmes  seront  décrites.  A  savoir  la

représentation par des équations différentielles, la représentation par des fonctions de transfert

et la représentation d' état.

11.2.1 Représentœtion pœr des équœtions dif fërentielles

Un  système  d'ordre  non  entier  linéaire  d'entrée  u(tJ  et  de  sortie };rJJ,  est  représenté  par

l'équation diffërentielle suivamte :

a„. DCïny(t) + at,_ï. DŒn-1y(t) + a7._2. DC[n-2y(£) + ... +cio. DŒoy(t)

= bp. DPpu(t) + ... + bo. DP°u (t) (11.1)

Où :  C[f et b,.  ,¢ € {0 ........ 7t}etj € 0 ......... p)    sont des  coefficients  constants,   crf,Pj  € Æ

sont les ordres de dérivation.

Cette équation est dite une équation différentielle généralisée (E.D.G).

11.2.2 Représeritœtion pœr f ionction  de transf iert

Pou  passer  d'une  représentation  différentielle  à  la  représentation  par  une  fonction  de

tramsfert, on utilise l'approximation de la tramsfomiées de Laplace de l'équation (11.1) et qui

sera donnée par l'équation suivante :

H(s)=£_bosnbo+...+bhfsnb„
aosnao+...+aLs7'ŒL (11.2)
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11.2.2.1 Fonction de transfiert  d'ordre fractionnaire explicite

Dans  le domaine temporel,  un système est dit d'ordre  fi.actionnaire explicite  lorsqu'il est

fondé su une représentation par une équation différentielle de la fome

Zi=o ŒZD7Laly(t)  = Z#=o bmD7Lbmt/(C)

Avec :      t/,#a/6m.#b„}€R

(11.3)

u(t) et y(t) désignent respectivement l'entrée et la sortie du système.

La  fonction  de  transfert du système (11.3) est  donnée  par deux polynômes à puissances

fiactiomaires.

H(s) = % = %Ssnnb:+j::T+baM£::::                                                                            (11.4)

Dans le cas où tous  les  exposants de s  sont multiples d'une certaine valeu réelle g  (ordres

commensurables), la fonction de transfert (11.2) peut être réécrite sous la fome :

H(s) - Z#=o(bms7rLq)

z:f=o(a(s'q) (11.5)

où g est un nombre réel,  A4  et Z,  sont des entiers tel que  A4 < £ .

Un système d'ordre ffactionnaire décrit par une fonction de transfert de la fome (11.3)  est

a;pipeLé système commens urable.

Bien que n'importe quelle valeu réelle g suffise pou que le système soit commensurable,

la valeu de g est généralement prise comme étamt un nombre rationnel  ] / 0, avec  0 € N,

soit :

H(s) -
77L

Z#=o( b7rLsiî)
Z

Zf=o  (a!s®)
(11.6)

11.2.2.2 Fonction de trq[nsf iert d'ordre f iractionnaire it'tiiplicile

La dérivée d'ordre fi.actionnaire d'une fonction h(t) est dite implicite lorsqu'elle ne porte

pas directement su Æ/rJ mais su le produit de h(/) par une fonction  exponentielle croissamte

de constante du temps T, et/T   [15], soit :

(%Ximph(t,-(%.f(h(t)et/.) (11.7)
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La relation (11.7)  définit ce  que nous  appelons  la dérivée  implicite  d'ordre  Œ de ¢(f ).  La

transformée de Laplace de cette équation est donnée par [1 ] :

H(s) - 1

EiiËE avec 7 € Æ+ et  R(cr) > 0 (11.8)

Dans le cas général, un système est dit à dérivée d'ordre fi.actionnaire implicite lorsqu'il

est fondé sur le produit de pôles et de zéros d'ordre fi.actionnaire, soit :

Hts] = Hr=ïtl + ST£]Œ

aNec ii € R+ et ai (i = 1 ,..., N) E R

11.2.3 Représentation d'étœt d' un système d'ordre f iractionnaire

(11.9)

La représentation d'état d'un système d'ordre ffactionnaire dans le cas générale est

donnée par l'équation suivante [7] :

tD;x--cfx++D:« (11.10)

Où:

u : est le vecteu des entrées de dimension 7L X 1;

x : est le vecteu d'état d'ordre fractionnaire de dimension 7ix X 1;

y : est le vecteu des sorties de dimension 7ty X 1;

Cr : est l'ordre de dérivation tel que  0 < cr < 1 ;

4 , 8 , C et D sont tous des matrices  ou des vecteurs  à éléments  constants  et de dimension

appropriée.

o    La représentation d'état d'un système d'ordre fractionnaire n'est pas unique. Les systèmes

d'ordre  fractionnaire  réels  commensuables,  permettent  aussi  une  représentation  dans

l'espace d'état :

tDjx-=cfx++D:"
1

DOJ¥,-j¥,.+1',.=1,2"......„-1.

(11.1 1 )
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En  introduisant  les  variables  d'états  x], x2, x3 ,........, x„], x„  défmies  ci-dessus,  on  obtient  la

représentation d' état augmentée suivante (cas monovariable) :

y(t)=[c]    C2  ......        c„        cP        ][x|(f)r2(t)   ......  xN(t)]'

(11.12)

(11.13)

jRcmarqw ..  Pou les  systèmes  ffactionnaires,  il  convient de parler de  "pseudo-état"  et non

d'état car "1'historique" de l'état initial peut influer su le comportement du système

[16].

o   Pou  le  cas  des  systèmes  d'ordre  ffactionnaire  non  commensuables,     on  aura  la

représentation suivante :

Zf=o CLZDnŒJy(t)  = Z#=o bmDnbm«(C)

Qu'on écrit sous la fomie semi-condensée :

an. Dany(t) + an_L, Dan-1y(t) + an_2. Dar.-2y(t) + ... +ao. Daoy(t)

£bmDpmu(t)
m=0

(11.14)

(11.15)

On obtient donc la relation suivante :

Dany(t,---%Dan-,y(t,-...-=n|roy(t"Ëob%Dpmu®
anan

Qui peut être réécrite en introduisant des variables d'état  sous la fome :

x„„„Lt,,=_flx„flx„_Lt,,_..._ïX2t„flx]t„mËo#Dbmw,         t][.L6,
an                   an                              an                an

Dont la représentation matricielle est donnée comme suit :
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xl(C'1-Œo)(f)

x2`Œ2-Œ1)(£)

XN_i(aN-i~aN_2)(t)

XN(aN-aN_i)(t)

0
CLo

Œ„

Ou sous la fome condensée :

£(fi)(t) -4. £(t) + 8. ëz(t)_y(t)     -C.k(t)  +D.ü(t)

0 ... 0
0 ... 0
0 ... 0

blbM_ ,,, _
aNaN

(11.18)

Ainsi, comme dans le cas entier, une représentation d'état d'ordre non entier comporte deux

équations [1]  :

oune  équation  d'état  généralisée  dans  laquelle  le  vecteu  d'état  ne  fàit  plus l'objet

d'une dérivation unitaire mais d'une dérivation d'ordre non entier réel;

o Une équation d'observation.

Les vecteurs intervenant dans l'équation (H.18) sont :

o    Levecteurd'état:   Æ(f) =  [xi(f)  x2(t)  ...   xjv(t)]T  ;

o    Le vecteurd'entrée (ou de commamde) :   i2(t) =  [tt(Pi)(£)   tt(P2)(t)   ...   u(PM)(t)]T;

o    Levecteurde sortie (oud'observation) :   P(t) = [yï(t)  y2(t)  ...   yp(£)]T.

On  voit    également    apparaître    l'opérateu    vectoriel    (fi) = (cri -cro ,..., Cïjv -ŒN_i)

appliqué  au  vecteu  d'état.  Ainsi,  ce  vecteu  n'est  pas  forcément  composé  de  temes

identiques.  Néanmoins,  dans  les  études  de  stabilité,  on  cherchera  systématiquement  un

arrangement  des  variables  d'état  pour  que  les  composants  de  ce  vecteur (fi)    soient  les

mêmes.  11  pourra  alors  être  assimilé  à  un  nombre  #  réel.

Pou un système  d'ordre ï/2 ¢=0.5). Le système d'état s'écrit alors :

t
Ï(0.5)(t) = 4. £(f) + 8. ëz(t)
9(t)     -C.k(t)  +D.ü(t) (11.19)

Pour # = 1,   nous    retrouvons    la   représentation    d'état    classique    d'un  système d'ordre

entier :

Æ(1)(t) -A. £(t) + 8. æ(t)
7(t)     -C.Ë(t)  +D.ü(t) (11.20)
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o    L'utilisation  de  la  transfomée  de  Laplace  et  de  la  définition  de  la  dérivée  d'ordre

fractionnaire au sens de Caputo, l'équation(II.10) devient :

sCÏ.x(s) -s¢-]x(0) = ,4X(s) + BU(s) j

X(s) =(sa 1 -A)~\ BU(s) + (sa | -A)~L sa-` x(O)

y(S) = CX(S) + DU(J)

(11.21)

(11.22)

La solution apportée par la définition de Caputo est nécessaire si nous voulons que   les

conditions initiales soient exprimées comme les valeus des états à 1'instant t=0. Dans le

cas ou les conditions initiales sont nulles, l'équation (11.21) devient :

X(s)= (sa| -A)~± BU(s)

Et l'équation (11.22) s'écrit :

H(s,-Ygg)-c(sa|-ATh+D

(11.23)

(11.24)

Où 1   est la matrice identité de dimension  77 x #  et H(s) représente la matrice fonction de

transfert de  dimensionpx m .  Son numérateu et  son dénominateu sont des polynômes

exprimés en temes de puissamces non entiers de §Œ .

o    La représentation d'état (11.11) correspond à la matrice de transfert [18]..

1

Y=(c(s~QI-A)-\8+D)

Avec l'hypothèse que toutes les conditions initiales sont nulles.

À par[ir de la demière hypothèse on peut écrire :

ts(à):;xA+XD+UBU       e       t(s(ày,:-cf,ïD-UBU       j    x=(s(à,,-A,-1EU

En substituant X dams l'équation : Y=CX+DU,  on obtient l'équation (11.23).

11.2.3.1 Commœndabilité et observabilüé d' un système d'ordre fractionnœire

(11.25)

La définition de la commandabilité de   système d'ordre fractionnaire est la même que celle

utilisée dans la théorie des systèmes linéaires entiers [17,18].
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Le  système non entier  commensuable  de  l'équation  (11.11)  est  commandable  si  pou un

temps donné/o  il existe un temps fini  f] >  fotel que, quelque soient deux états  x(fo) = xoet

x¢]) = x] dans l'espace d'état, il existe une entrée de commande  #(f),f e [/o,f]]  qui pemet de

trmsfërer  1'état  #(/)   de  xo à  xi.  Le  système  non  entier  commensuable  (11.11)  est  donc

commandable si le rang de la matrice de commandabilité :

c -[B  AB A2B ..... An-'Bl

est égal à n.

(11.26)

De la même manière la condition d'observabilité des systèmes non entiers   commensuable

est (en utilisant la définition d'observabilitéües-èsysïèries entiers) domée par :

Le système non entier commensurable d'équation (11.11 ), est observable pendant l'intervalle

de temps [to, ti], tl>0, si n'importe quel état x(to) pèüt être déduit à partir des observations

de la sortie y(t) et l'entrée u(t) pendant un temps  fini t € [to, ti].

Dams ce cas aussi, la condition d'observabilité du système (11.10) est que le rang de la matrice

d'observabilité est égal à n:

O=[CCACA2.....CAn-ir

11.2.3.2, Moitrice de trœnsition f iractionnœire

(11.27)

Considérons un système fi-actionnaire   commensuable dont la représentation d'état est de

la fome :

tD;x--cfx++D:" (11.28)

L'application de la transformée de Laplace nous pemiet d'avoir les  équations précédentes

(11.21)  et  (11.22).  A  partir  de  cette  représentation  d'état  matricielle  dans  le  domaine  de

Laplace,  on peut obtenir la fonction de transfert du système pour des  conditions  initiales

nulles (11.24).

D'autre part, en appliq.uant la transfomée de Laplace inverse à (11.21) on obtient

L'expression de l'état du système :

xt,,=,_][xts,]=,_t[tsa,_4,_ïButs,+sŒ_]ts¢,_,4,_.xto,] (11.29)



I
I

1

1

I
I
1

1

I
I

I

I
1

1

1

I
I
1

1

I
I

Chn;pi±re ll                               ræ:m6ys e dè systèi"3 d'arrdire fractiom:m;ire

On  définit  ainsi   ®(/)   :  la  matrice  de  transition  généralisée  aussi  appelée  la  matrice  de

transition  fi.actionnaire  (Par  analogie  avec  les  systèmes  d'ordre  entier),  comme  étant  la

Tramsfomée de Laplace inverse de  sŒ-](sŒI -4)-] , c'est-à-dire :

®(t) -1-` (sa-' (sa I -A)-\)

11 suffit donc de calculer (11.30) pour avoir l'expression de Mittag-Leffler:

l-'(sœ-`(sŒI-AT`)--r
[Ë4Æs-ÆŒ-]]=Ë4Æ

'Æcr

r(Æc¥ + 1)
-Ea(Atœ)

On remarque donc que cette matrice de transition relative au système (11.24) n'est

rien d'autre que la fonction de Mittag-Leffler généralisée  EŒ(.4JŒ)  :

c_      Aktka
EŒ(J4`Œ)-Z:

f= r(Æc¥ + 1)
- ®(,).

(11.30)

11.3 Stabilité des systèmes fractionnaires

Dans la théorie de la stabilité des systèmes linéaires à temps invariant et à dérivée

d'ordre entier, nous savons bien qu'un système est stable si les racines du polynôme

caractéristique sont à parties réelles strictement négatives, donc situées su la moitié gauche

du  plam  complexe.  Par  ailleurs,  dans  le  cas  des  systèmes  fi.actionnaires  linéaires  à  temps

invariant, la définition de la stabilité est différente des systèmes d'ordre entier.

En effet, les systèmes fi.actionnaires ou d'ordre non entier peuvent bel et bien avoir des

racines dans la moitié droite du plan complexe et être stables [19].

11.3.1 Condiiion de stabilité

La condition de la stabilité dans  le  système  d'ordre entier, est que les valeus propres

sont à partie réelle négative.

L[£(n)(t)] = A. L[Ï(t)] + 8. Z,[æ(t)]
Lb7(t)]      = C.L[Ï(t)]  +D.L[æ(t)] (11.31)

On suppose que les valeus initiales des toutes les grandeus étant nulles et que :

L[Î(£)] =  Æ(s) = [Xi(s)    X2(s).„.Xjv(s)],            Lb2(t)] =   Ü(s),       Lb-/-(t)] =   P(s)

Le système (11.31) devient alors :
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tÏ(ji)(t) = A. 3(t) + 8. iz(t)9(t)     -C.k(t)  +D.ü(t)
Et on aura par la suite :

{sn;Ës;s±=c.A;Ës;sLL.B;tüst,s,
Supposant que les  valeus initiales sont nulles.

(11.32)

Finalement,  en  combinmt  les  deux  relations  de  l'équation  précédente,  nous  trouvons

l'expression de la sortie du système :

P(s) = [C(s7L/ -A)-ïB. Ü(s) + D. Ü(s)] = H(S). Ü(S)

Où H(s)est  la fonction de transfert d'ordre non entier.

Pou n=1, l'équation (11.32) sa présenté le système d'ordre entier comme suite   :

P(s) = [C(s/ -A)-LB + D]. Ü(s) = H(s). Ü(s)

Les valeurs propres de :

det(snl-A)--0

(11.33)

(11.34)

(11.35)

Sont toujours savoir la stabilité de système, mais dans le système d'ordre non entier sont des

valeurs  qui  calculé  à partir de  la matrice A ne nécessite,  donc pas  des  méthodes  qui  sont

connaissant la stabilité des ces  systèmes.  La solution générale de l'équation (11.35)  sous la

fome :

S71 - Àl - 0

Donc la condition de la stabilité des systèmes d'ordre entier et non entier selon [15] :

Iarg(À')l > ¥

(11.36)

(11.37)

Cette  expression  représente  une  généralisation  de  la  condition  de  stabilité  d'un  système

d'ordre non entier.

Dans le cas où 7t =  1:

larg(Âz)l = : (11.38)
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La  relation  (11.38)  se  traduit  dans  le  plan  complexe  par  une  coupure  entre  la  zone  de

stabilité et la zone d'instabilité. La Figure (11.1) illustre cette coupure dans le cas où l'ordre

de dérivation est égal à  1/2.

0<Œ<1 fï-1 1  < ff < 2

Figure 11.1. Domaine de la stabilité des syst`emes d'ordre entier et non entier.

11.4 Approximation des systèmes d'ordre fractionnaire

11.4.1 A[pproxima:tion de l'intégrœieur d'ordre f iractionnaire (Approximœtion de Charef )

La  fonction  de  transfert  d'un  intégrateur  d'ordre  fi.actionnaire  est  représentée  dans  le

domaine fiéquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

ffl(S)-l
sm

(11.39)

Avec  s = jcD  la fi.équence complexe et m est un nombre positif tel que 0 < m < 1.

Dans une bande de fi.équence donnée  [cp„ cDo],  cet opérateu d'ordre fi.actionnaire peut être

modelé par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit :

(11.40)

Si on suppose que pou  @ € [cÜ4 , cDa ] on a fp  >> czJc , on peut écrire :

H (s) - k,          _k,œ:   _   1-i--H\(s)
1 _, } , (11.41)
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Avec  K,  = (//cDCT )  et  cpc.  est la fi-équence de coupure de PPF qui est obtenue à partir de la

basse  fiéquence   @4   :   @t`  =  ®6 w (7=) _ /   où  £  est l'erreur maximale pemise  entre la

pente de l'opérateu de puissance ffactionnaire de l'équation (11.40) et le PPF de l'équation

(II-39)danslabandedefréquencedonnée[cDb,®A].

Dans le but de représenter le PPF de l'équation (11.40), et par conséquent l'intégrateu d'ordre

ffactionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d'approximer sa

fonction  de  transfert  inationnelle  par  une  fonction  rationnelle   [20],   [21].   La  méthode

d'approximation consiste à approximer la pente de -20mdB/dec su le tracé de Bode du PPF

par un nombre de lignes en zig-zag produisant une altemance de pente -20 dB/de et 0 dB/dec

correspondant à une altemance de pôles et de zéros su l'axe réel négative du plam s tel que

Po < Zo < Pi < Zi < ..... < Z N_\ < PN .

D'où l'approximation suivante :

(11.42)

Les  p,-et les  z,  sont les pôles et les zéros de l'approximation. En utilisant une méthode

graphique  [25],  les  pôles  et  les  zéros  de  l'approximation  s'avèrent  sous  une  fomie  d'une

progression  géométrique.  Cette  méthode  graphique  d'approximation  commence  par  une

erreu d'approximation y en dB et une bamde de fréquence d'approximation Æ,    wmax = 100WÆ .

Le nombre de pôles d'approximation N est donné par [21] :

N=partie entière (11.43)

L'arrangement   des   singularités   Œôles-zéros)   est   établi   selon   les   deux   progressions

géométriques suivamtes :
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p,. = (¢b)`po   , pou i=0,1„ ..... N                                                                             (11.44)

z,. = (¢b)'.¢po  , pou i=0,l ,...... N-1                                                                            (11.45)

Où a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m sont

domées par :

a="[#,l,b="[T#m)
Et le premier pôle po et le premier zéro  zo sont donnés paŒ. [21] :

po=wcjïb,zo= apo                                                      `,._:r:;.
•,--„`+."

(11.46)

(11.47)

Afin  de  connaître  la  contribution  de  chaque  pôle  au  processus  de  relaKation.  On  doit

décomposer la fonction rationnelle en somme de ffactions élérientaires :

HI(S)-KI.

Où les coefficients h sont les résidus et qui sont déteminés par :

H(s)-KI
::'',`,

=Ï,±,(,-#)

"Hl(1-`abj`--')

(11.48)

' = 0,1 ,....... N                  (11.49)

11.4.1.1 Exemple d'un iniégmteur d'ordre f iractionmire

Pou bien illustrer la théorie de càlcul fi.actionnaire citée précédemment, prenons un exemple

numérique tel que un intégrateu d'orùe ffactiomaire représenté par :

H,(s)-±
sO.6

Pou obtenir la fonction rationnelle d'approximation de cet opérateu d'ordre

Œ.50)

ffactionnaire, on suppose que la bamde de fi.équence :   h,@a] = [100rad /s,100000rtzd / s], et

pour   g=10-5,on  obtient   ®c=0.1175   et  Ki=8.5078  et  par  suite  le  modèle  PPF  de  cet

opérateu d'ordre ffactionnaire est donné par :
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8.5078
(11.51)

On choisit l'erreur du PPF par une fonction rationnelle y =  1  dB  et la bande fréquentielle

d'approximation  @m„  = J00coA  = /06rczc7/s   ,  les  paramètres  a,  b,  po, zo  et N  peuvent  être

facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=1.1885,            b=1.1220,        po=0.1245rad/s,           zo=0.1480rad/set    N= 64.

Les pôles et les zéros de 1'approximation sont donnés par les équations suivantes :

p,  = 1.3335(0.1245y , pou i=0,1 ,.... 64

zz  = 1.3335(0.1480)L  , pou i=0,1 ,.... 63

(11.52)

(11.53)

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d'approximation sont présentés dans la figure

(11.1).

20

0

9

ÏE
-60
45

10°                     io'                      io2                     io3                     io3                      io5

Frequency  (rad/sec)

Flgure 11.2.  Tracés de Bode de la fonction d'œpproximation de l'opérœteur

intégrœteur d'ordre f iractionnaire s~°6 .

On  remarque  bien  que  dans  la  plage  de  fi.équence[100,100000],  la  pente  de  la  fonction

d'approximation de l'opérateur intégrateur d'ordre ffactionnaire à une pente de +10dB/dec

(20m), et la phase est de -50° ce qui implique lajustesse de l'approximation.
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Figure 11.3.  Réponse indicielle  de la fonction d'approximation de l'opérateur

imtégra[teurd'ordrefractionnaires"6.

11.4.2  Approximœtion de dérivœteur d'ordre f iractionnaire (Approximation de ChareJ)

La fonction de transfert de l'opérateu dérivateu d'ordre fi.actionnaire est donnée dans

le domaine fiéquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

HD(S) -Sm (11.54)

Avec  s = /.cz}  : la fréquence complexe et m : est un nombre positive tel que  O<m<1.Dams une

bande de fféquence domée  [@b, @a] cet opérateu d'ordre fi.actionnaire peut être modelé dans

le domaine fi.équentiel par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [21] :

HD,S,=K"(1+=)"

Si on suppose que pour  cD € [cD„ @a] on a @  >> cz}c,  , on peut écrire :

ÆD(S)=K/D(*)"=#SLr

(11.55)

(11.56)

Avec  KD = c2Jcm  et  cz)c  est la fféquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la basse

fféquence  ®b   :a7t`  =  cDb m (ï=) -/  ou` €   est l'erreur maximale permise entre la pente de
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l'opérateur de puissamce ffactiomaire de l'équation (11.63) et le ZPF de l'équation (11.55) dans

labandedefiéquencedomée[@d,cDA].

Dans le but de représenter le zéro d'ordre fiactionnaire de l'équation (11.55), et par conséquent

le  dérivateu d'ordre  fractionnaire,  par un  système  linéaire  invariant  dans  le  temps,  il  est

nécessaire d' approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une rationnelle.

La méthode d'approximation consiste à approximer la pente de 20mdB/dec  sur le tracé de

Bode du ZPF par un nombre de ligne  sous fome Zig-Zag, produite par une altemance de

pente 20 dB/de cet 0 dB/dec conespondant à une altemance de pôles et de zéros su 1'axe réel

négative  du  plan  s  tel   que   zo <po <z] <p] < ..... <zm <pN[2l].   D'où  l'approximation

suivante :

ÆDO-KD(1+à)m (11.57)

En utilisamt une  méthode  graphique  simple  [20],  les  pôles  et  les  zéros  de  1'approximation

s'avèrent   sous   une   forme   d'une   progression   géométrique.   Cette   méthode   graphique

d'approximation a commencé par une erreu d'approximation y en dB et une bande de

N=partie entière

•ogF,=]
1og(¢b)

+1 (11.58)

L'arrangement  des  singularités  ®ôles-zéros)  est  établi  selon  les  deux  progressions

géométriques suivantes :

z,  = (crb)'zo , pou            !. = 0,l,2 ..., N

p,=(ab)'azo,     poui        i=O,1.2 .... N

zo=wcjT,po=azo

Avec :

(11.59)

(11.60)

(11.61)
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Par conséquent, la fonction rationnelle d'approximation dans une bande de fféquence donnée

est:

HD(S,-Sm-KD(|+#K H,+("bs,   ) (11.62)

Pourdesraisonsconcemantlaréàlisation,onvadévelopperÉZ£!enfonctionsélémentaires,
S

alors :

Æ-l.K"H
S                 S                j=o

(ab)l az o

Calculant les résidus des pôles, on obtient :

u   (_\_u    1€      hisHD(S)-H.+£
''=0

ANec,   Ho=KÏ,

E^                 h,-K
H(1-(Œb),,-"Æ)
J=0

(-(¢b)'flzo)H(i-(¢b)t'-")
J=0,j=,

Pour i -0,l ,..., N

11.1.2.1 Exemple d'un dérivœteur d'ordre fractionnaiTe

Soit l' opérateu dérivateu d'ordre fi.actionnaire suivamt :

H ,)(s) - sO.6

(11.63)

(11.64)

(11.65)

(11.66)

De la même façon que l'exemple de PPF, le modèle ZPF du dérivateu d'ordre fiactiomaire

est domé par :
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ÆDO = 0.2768(1 + Ôi=)"                                                                        (11.67)

Avec :  KD=0.2768    ,   h,@J=[100rcic7/s,100000rczc7/s]   ,€ =10-5,cDc  =0.1175

0n choisit l'erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 0.5 dB et la bande   fi.équentielle

d'approximation    cD,,m = 100cz)„ = 107rcrc7/s   ,  les  paramètres  a,  b,po,zo   et  N  peuvent  être

facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=1.3335, b=1.2115, po = 0.1725  rad/s, zo = 0.1299  rad/s et N=33.

Les pôles et les zéros de l'approximation sont donnés par les équations suivantes :

p, = 1.6156(0.1299)`'  , pou i=0,1 „ . ..28

z,  = 1.6156(0.1725)`  , pou i=0,1 ,.... 28

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d'approximation sont représentés dms

la figue (11.3).

Bade Diagram

|0°                    ioî                     io2                    io3                    io4                     io5

Frequency  (rad/sec)

(11.68)

(11.69)

Figure 11.1. Tracés de Bode la fonction d'œpproximœtion de l'opérœteur  dérivateur d'ordre

fractlonnœire s°.6 .
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On  voit bien  que  dans  la plage  de  fféquence//00rcrd/s,/0000rcïc7/s/ ,  la pente  de  la  fonction

d'approximation de 1'opérateur d'ordre ffactionnaire à une pente de 10dB/dec (20m), et la phase est de

+50°, ce qui implique lajustesse de l'approximation.

11.4.3 La méthode d'Oustaloup

La méthode d'Oustaloup [22], repose su l'approximation en temps continu de l'opérateur

d'ordre   fiactiomaire #(s) = sCÏ,Œ e R,   par   une   fonction   rationnelle   en   utilisant   une

distribution  récusive  de  zéros  et  pôles  d'ordre  non  entier,  répartis  dans  une  bande  de

fféquence limitée.

Ainsi, l'approximation de l'opérateu sCÏ dans une bamde de fi.équence  [ûJb, ûJh]  et Ho€[-N,N]

est domée par :

H(s) = sa ~~ Ë(S) = Ho TT#i

avec : si cÏ > 0:
ziÀ'
- pÏ„, Z

pJvfi
=i,=,|.:2;.iNL,sicï<o:

W£»Ce#{#},Â=(#)'ŒW,„=(Ï)(É#)

(11.70)

i - 1,2 ,... N
Zm,  i = i,2 ,... N -1

h--zNJirirl

( 11.71)

Le modèle rationnel est obtenu ensuite en remplaçant chaque opérateu d'ordre ffactionnaire

du système original par son approximation rationnelle.

11.1.4 La méthode de Mœtsuda

La méthode suggérée dans [23] est basée su l'approximation d'une fonction irrationnelle

par une autre rationnelle, obtenue par le CFE et l'ajustage de la fonction originale dans un

ensemble de points logarithmiquement espacés. Supposant que les points choisis sont sÆ ,

Æ = 0, 1, 2 ,..., l'approximation prend la fome :
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H(s) -ao +

où :           al. -t,i(si) ,

a|+a2S-ËÏ...

Vots,=Hts,,         Vt+Lts>=ÇæÈ

(11.72)

11.4.5  Comparaisons  de réponses de quelques approximations

d'un intégrateur d'ordre 0.6

En    ce    paragraphe,    quelques    approximations    des    opérateurs    d'ordre
fractionnaire   ont   été   considérées   (approximation   de:   Charef,   Matsuda   et
Oustaloup),  afin  de  les  employer  pour  mettre  en  application  des  contrôleurs
d'ordre non entier.  Ces  approximations  ont été  comparées,  dans les  domaines
fféquentiel  et temporel,  pour un  intégrateur fractionnaire  d'ordre  0.6.  À partir
des résultats obtenus figure (11.5), et le figure (11.6) on peut conclure,   que dans

le  domaine  continu il  est possible  d'employer  des  approximations rationnelles
afin   d'avoir   les   formes   réalisables   appropriées   dans   des   applications   de

commande  (avec  une  certaine  limitation  concemant  la  largeur  de  bande  de
fféquence ou l'intervalle de temps).

conparaison des dïférentes réponses indk;ielkîs des aproxmons d un systèrïe  d ordre 0.6
10-

9

8

7

6

Î5
4

3

htegrexact
appro de Chist
appro de Mats int
appro de Charef

2

i

0
0                5               10              15             20              25              30              35             40             45              50

Tlnœ (Sœ)

Figure 11.5. Comparaisons de réponses indicielles des approximations de :
Chœref;  Oustaloup, Matsuda d'un intégrateur d'ordre 0.6.
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corTparaÉon des d#férentes réponses freqentieller des aproxirions d un systèrm  d ordre 0.6
50--

0

-50

appro de Cmst
appro de M]ts int
appro de Charef
megrexact

-90

io-4                     io-2                      io°                      io£                       io4

Frequency  (rad/sec)

1o6                           108

Figure  11.6.  Comparaisons de diagrammes de Bode des approximations de :
Charef,  Oustaloup, Matsuda d'un intégrateur d'ordre 0.6.

11.5  Approrimation par lmplémentation des circuits électriques

analogiques

L'approximation  de  l'opérateu  intégrateu  d'ordre  fi.actionnaire  dams  une  bande

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la fome :

/J(.',)
KI__           K1

"   ("=)"   _-`H(,+;) (11.73)

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant l' intégrateu

d'ordre ffactionnaire  Æ, (s) donne :

H(s)--
(11.74)



1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

I
1

1

1

I
I
I

çf ip:pitre ll                              [æ:na[yse dè système d'ordire fractim:iiin;ire

Avec  les  hi   sont  les  résidus  des  pôles  donnés  par  l'équation  (11.48),   Cet  équation

conespond  à  l'impédance  d'un  réseau  RC  du  type  Foster  lere fome  dont  le  schéma  est

représenté comme suit :

Figure 11.7. Circult RC du type Foster première fiorme.

L'impédance de ce réseau est donnée par :

Alors Pour i-0,l,_..N

(11.  75)

(11.76)

De  la même  façon,  l'approximation  de  l'opérateu  dérivée  d'ordre  flactionnaire  dans  une

bande fi.équentielle donnée par une fonction rationnelle a la fome :

Æs)=K#=KD(1+;)"=K„ (11.77)

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant le dérivateu

d'ordre fiactiomaire Æ,, (s) donne :
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(11.78)

Avec les hi sont les résidus des pôles donnés par l'équation (11.63).

Cette  équation  correspond  à  l'admittance -d'uh réseau  du type  Foster  2eme  fome  dont  le
`  -  , '..  `    .i`.,

schéma est représenté comme suit : ``i¥:tr-

Figure 11.8. Circuü HC du type Foster deuxième fiorme.

L'admittance de ce réseau est de la fome :

v/_\_l    ,€      sC,y/s'=i+Z:
Rp     Eoô(1+sR,C,)

Alors :

(11.79)
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11.7 conclusion

Dans  ce  chapitre,  nous  avons  abordé  les  notions  de  calcul   fi.actionnaire  et  les

approximations  (l'approximation  des  dérivateurs  et  d'intégrateus)  et  de  système  d'ordre

non entier nécessaires et la modélisation des systèmes d'ordre ffactionnaire par une fonction

de transfert d'ordre fractionnaire ou par une représentation d'état généralisée. Comme nous

avons également montré la condition de stabilité de ces systèmes.

Dans   les   chapitres   qui  suivent,   nous   allons   étudier  la  théorie  de  la  commande

CRONE et les  propriétés des cette commande dans un premier lieu et l'application des les

lois de cette commande dans deuxième lieu.
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111.1 Introduction

Dans le domaine de la commande, l'objectif est de déteminer le régulateu qui assure

au procédé réglé, 1es perfomances fixées par le concepteu confomément à un compromis

entre ces exigences et les limites physiques du procédé. La synthèse du régulateu ainsi adapté

est effectuée à partir d'un état paramétrique donné du procédé (état paramétrique nominal).

La  robustesse  est  une  notion très  large  qui  traduit toujous  la même  idée,  à  savoir

l'insensibilité  ou par défaut la quasi-insensibilité.  Aussi,  dans  un même  domaine,  il  existe

autant de types de robustesses que de grandeus insensibles. Le domaine de la commande n'y

échappe  pas.  Dans  celui  ci,  il  est  fi.équent  de  considérer  la robustesse  de  la  stabilité  dont

l'objectif est le maintien de la stabilité ou en d'autre teme, la garantie d'une valeu maximale

du facteur de résonance en asservissement ou en régulation.

Les  avantages  du calcul  fi.actionnaire  ont été décrits  et mentionnés  dans  les demières

décennies par de nombreux auteurs. 11 a été montré que les modèles d'ordre ffactionnaire des

systèmes  réels  sont régulièrement plus  appropriés  que  ceux  utilisés habituellement par  les

modèles  entiers.  Les  applications  des  ces  modèles  fractionnaires  se     trouvent  dans  de

nombreux domaines, comme par exemple, la  mécanique,  la physique,  1a robotique et dans

beaucoup  d'autres.  Les  correcteurs  fractionnaires  sont  ceux  qui  renfement  des  systèmes

d'ordre  ffactiomaire  dans  leur  conception.  Iles  peuvent  être  conçus  à  la  fois  pou  des

systèmes d'ordre entier et d'ordre non entier.

Dans  l'approche  ffactionnaire  qu'utilise  la  commande  CRONE  (Commande  Robuste

d'Ordre  Non  Entier)  [22],  la  robustesse  est  de  nature  plus  sévère  puisqu'Îl  s'agit  de  la

robustesse  du  degré  de  stabilité.  L'objectif  étant  alors  le  maintien  de  la  perfomiance

dynamique fi.équentielle ou temporelle qui mesue ce degré (robustesse en perfomance). Plus

précisément, la robustesse dont il s'agit est celle du degré de stabilité de la cominande vis-à-

vis des incertitudes du procédé.

Ce chapitre est composé de deux points essentiels, le premier point présente un rappel des

principes et différentes générations de la commande CRONE. Quant au deuxième point, on

utilise  la  boucle  idéale  de  Bode  (BIB)  comme  un  modèle  de  référence  pou  calculer  les

paramètres  des  correcteurs  fi.actionnaires.  Et  à la  fin de  ce  chapitre,  on présente  quelques

correcteurs  et  la  méthode  utilisée  pou  leu  synthèse  pou  des  systèmes  linéaires  d'ordre

entier.
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111.2 Définition de la commande CRONE

Elle  a  été  proposée  par  Oustaloup  au  début  des  années  90  [22].  Abréviation  de

« Comm¢#dc jRobw§/g d'Ordre JVo#  E#fï.cr »,  Oustaloup  a  étudié  les  algorithmes  d'ordre

fiactionnaire  pou  la  commande  des  systèmes  dynamiques  et  a montré  la  supériorité  des

perfomiamces  de  la  commande  CRONE  su  le  PID  classique.  L'idée  développée  pour  la
synthèse   du   contrôleu   CRONE   dans   le   domaine   fféquentiel,   vient   sans   doute   des

caractéristiques  de  robustesse  que  possède  la  fonction  de  transfert  idéale  de  Bode,  prise

comme modèle de référence.  L'objectif est alors d'obtenir en boucle ouverte une marge de

phase  constante  autou  de  la  fréquence  de  transition  (fféquence  au  gain  unité)  et  par
conséquent  un  dépassement  constant  des  réponses  temporelles  aux  variations  de  gain  du

système. Ce correcteur pemettait d'assuer la robustesse de la commande dans une bande de

fiéquence  donnée.  Trois  stratégies  bien  distinctes  assurant  d'excellentes  perfomances  de

robustesse et ont fàit l'objectif de développements théoriques et technologiques importants.

Chacune d'elles définit une génération de la commande CRONE,  ière, 2ème, 3ème  génération

[09'22].

111.2.1 Commande CRONE de la première génération

Figure  111.1. Diagramme de commœnde à retour unüaire

La première stratégie repose su une phase constante du régulateu  C(/.w)  autour de la

fiéquence au gain unité en boucle ouverte ûJt, (fféquence de coupue).  Si  C(/.w)  désigne la

réponse fréquentielle du régulateu en cascade avec le procédé figure (111.1 ), les variations de

la marge de phase résultent toujous des variations additives de la phase du procédé et du

régulateur autou de la fféquence de coupure, dans cette stratégie, le régulateu présente au
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moins  le  mérite  de  ne  pas  contribuer  aux  variations  de  la  marge  de  phase.  Celles-ci  se

réduisent en effet aux variations de la phase du procédé [12].

La version idéale du régulateu CRONE à phase constante est définie par une transmittance

d'ordre fi.actionnaire de la fome :

CŒ (S) - Co

1+i
Wb

l+i
W"

avec     Wb,WÆ,C¥€Æ (111.1)

Avec :
Co : le gain statique.

w6 et wh    : les fi.équences de troncature.

Dont le diagramme de Bode est donné par la figure (111.2).

Sa version réelle est définie par une tramsmittance d'ordre entier résultant d'une distribution

récursive de zéros et de pôles, soit:

1+i
Z,

.S
cN(S)-CoH

'=1  1 + =

P'.

avec  zî,p, € R  et N € î< (111.2)

Figure 111.2. Diagrœmme de Bode du régulQïleuT CRONE idéal à phoLse constoLnte.
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Où:si        c¥>0:

z+-wbJib;b

p,. = z,c7  , i = 1 ,.., N

Zi+]  = P7b  ,i = 1,..N -1

Wh=PNJïb;b

WÆ = wà(c76)N e  N = integer

si c¥ < 0 :

lo8(ab)

pl-wbJib;b
z, = p,c,  ,i -1,..N

p"l -z,ô  ,i = 1 ,... N -1

Wh=ZNJïb;b

(111.3)

•a-(#)[;i  ,b=(#)4#)              (1114,

La robustesse de la marge de phase est obtenue seulement lorsque w„ , appartient à la bande de

fféquence où la phase du procédé est constante.

Dans  le  cas  où  on  ne  peut  pas  utiliser  la  bande  de  fréquence  à  phæe  constante,  la

deuxième génération de la commande CRONE peut être utilisée.

111.2.1.1 La synthèse de la Commande CRONE de la première génération

ÆWpofÆè§c .. /c système présente une plage de fréquences où la phase est constante.

•   Choixdewu

Le choix de la fi.équence unité repose su un compromis entre plusieus critères. Ainsi, en

choisissamt  w„ grand vis-à-vis de la fréquence de coupure du système  wc` :

1.   Dynamique rapide du système corrigé.

2.   Fortes sollicitations de la commande.

3.   Problèmes d'échantillonnage.

4.   Bon asservissement.

5.   Bome régulation.

En pratique on choisit :

w„ = 5 à  20 x wc

Le régulateu est de la fome de l'équation (111.1 ).

43
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•   Déterminution de l'ordre a

a)   à partir de la marge de phase Aqi

Figure  111.3. Détermino[tion de l'ordre du correcteur CRONE.

Donc :

A¢-„„,£ j",-Z(„A¢)
27T

c¥ =#-#'       avec (n) l'ordre de dénominate

b)   à partir du facteur de résonance

= c¥ = =arcsin

c)   à partir du facteu d'amortissement

„--COS-j C¥ -
Cy

d)   à partir du premier dépassement

D[ = 79,159c¥2 -138,507c¥ + 59,528

•   Choixde  wbetwh

(111.7)

(111.8)

(111.9)

11   s'agit   de   choisir   deux   pulsations    wb etwh    qui   entourent   les   PulsationswA etwB

délimitant le domaine d'action du correcteu CRONE :

1.   Si les pulsations wb et wh sont trop proches de wA et wB , le comportement idéal n'est pas

observé.
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2.   Si les pulsationsw6 et wh sont trop éloignées de w4 et wB , le correcteur sera difficile à

implanter.

3.   Dans lapratique on choisit :

wbs#

WA  S; WB X 1 0

•   Calcul du gain statique co

lÆ(/.w")l=1

Donc  :                  |CŒ(/.w«) x Æ(/.w„)| = 1

Où :  CŒ (/'W" ) = Co

1+i
W,

1+i
WA

Æ(/.w„)  : La fonction transfert de système.

On en déduit :

(111.10)

(111.11)

•    Choix des pulsations wAetwB

C'est là une fonction de la robustesse du système désirée. Plus  wA et w 8 sont éloignées, plus

la partie verticale su le lieu de Black sera gramde et donc plus le système sera robuste.

En d'autres temes,  Aw = wB - w4 est fonction de la variation des paramètres du système

Par ailleurs, dans la majorité des applications  wA et w B seront choisies symétriques par rapport

à  w"  soit :
imm  EE EH

y
WB <w„xy                   avec:ycsl0

(111.12)
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111.2.1.2   Exemple d'applicœtion

Soit le système :

H(s)- 20
1+§3

Les considérations de robustesse poussent à choisir :

Ap=50° à une pulsation de 31.6 rad/s.

Aw=1 décade centrée su wu

1.   Calcul de l'ordre de correcteur a

Œ=m#'=3-±(180-50)=1.55

2..   Calcul des pulsœtions de coupure wb et wh

D'après le cahier des charges : Aw = 1 décade centrée su wu donc :

Æ=1o
WA

W£  = WB X WA

(111.13)

(111.14)

On en déduit que :

wf -10w2

WB = 1 0W4  = 1 00rc7cJ / s

Puis  en  choisissamt   1   décade   d'écart  entre   les  pulsations  de  coupure   wb etwhet  les

PUIsations   wA et wBnous 0btenons :

Wb =Ïrad 1 s

Wh = 1000rad / s

3.   Calcul gain statique co

D'après l'application numérique : Co=7.5.

Vérification du gain statique en boucle ouverte :

Bo = CoHo = 150
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Ce correcteu présente bien un gain  statique Bo >> 1 , et par conséquent le système présentera

une erreur statique faible en boucle femée :

18s-ïH".07

D'après la synthèse on obtient le correcteu suivant :  CŒ(S) = 7.5
1+s

1+i
1000

sysleiœ non corrioéo
systaT- corrigée

0_4---------------------------------------------------

0_2----------------------------------------------

o,--<:----------------------------------------------------------------
0            0.2          0.4          0.6          0.8            1              1.2           1.4          1.6          1.8            2

ThE (Sœ)

Figure lll.4.R©onse indicielle de H œvec réguluteur CRONE.

111.2.2 Comr'riande CR!ONE de la deuxüeme généTation

Cette  approche  est  basée  su  la  fonction  de  transfert  en  boucle  ouverte  autour  de

w„   définie   à  partir  de   la  fonction  de  transfert  en  boucle   ouverte   d'un  intégrateu

d'ordre fiactionnaire de la fome  [12] :

"S,=(=)Œ avec :  Œ € (111.15)

L'objectif  consiste   en   l'annulation   directe   des   variations   de   marge   de   phase

par  un  gabarit  verticàL  figure  QH.5),  que  fome  le  lieu  de  Black  en  boucle  ouverte

entre  -:  et  -7r  autou  dew„  pou  l'état  paramétrique  nominàl  du  procédé,  et  la
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réàlisation   d'un   glissement   de   ce   gàbarit   su   lui-même   lors   d'une   reparamétrisation

du procédé (variations du gain autour de w„ ).

La  forme  et  le  glissement  vertical  du  gabarit  assue,  non  seulement  la  constance  de

la marge de phase ¢m , mais également :
-tï¥*t\`„`

•      La    constance    du    premier    dépassement`   méduit    de    la    réponse    indicielle    en
\

asservissement   ou   en   régulation,   à   traveïs  \\{a `-tangence   du   gabarit   à   un   même

Contour d'iso-dépassement.                                              `:¢î::=, Ï " ~:o    `
`Je'`._..       `

•      La  constance   du   facteu  d'amortissement   en   asservissement   et   en  régulation,   à

travers la tangence du gabarit à un même contou d'iso-amortissement.

Figure  111.5. Rqrésentotion du gabœrit verical dQms le plQin de Blœck.

Le     comportement     dynanrique     en     boucle     femée     est     exclusivement     lié     au

comportement   en   boucle   ouverte   au   voisinage   de   la   fiéquence   de   couptme.   Aussi,

l'é"de    d'un    tel    comportement    peut    être    fondée    su    les    transmiftances    en

asservissement   Æ(s)   et  en  régulation   ffR¢)déteminées  à  partir  de  la  transmittance

en boucle ouverte réduite à la transmittance de description du gabarit r(s) , soit :

H(s)-
(Ët:;)

Zfl=J
p(s,=o    1+r(„    1+(J"

(111.16)
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EÆ                  H R(S) - (111.17)

Dans l'objectif de déduire analytiquement le comportement en boucle ouverte ®ou le

procédé nominal) qui prend en compte à la fois les spécifications de précision aux basses

fféquences, le gabarit vertical au voisinage de la fféquence ûiu et le comportement du procédé

aux hautes fi.équences confomément aux spécifications sur la sensibilité de l'entrée à ces

fi.équences,1a transmittance en boucle ouverte peut être fondée su l'intégration d'ordre

fiactionnaire bomée en fi.équence, soit :

r(s,-("ï+1,)"
1+i

W"WA

wb  1+i
`W^

(111.18)

°ù                   #b,#A€*   kb=(i+(#)2)-£      ,   kh=(i+(#)2)È

Si    #pb  représente   l'ordre   du   comportement   asymptotique   du   procédé   en   basses

fiéquences (w > wb) , l'ordre #b  du proportionnel-intégrateu est défini par :

J7b21    Si     npb=O         et      nb2#pb    Si    npb21

Si#pAreprésente     l'ordre     du     comportement     asymptotique     du     procédé     en     hautes

fféquences (w > w„) , l'ordre #A  du filtre passe-bas est défini par :  J?h 2 #p„

Les       fféquences       transitionnelles       basse       et       haute(wb  e/  w^),       sont       réparties

symétriquement  par  rapport   aux   fiéquences   extrémales   û)A   et  ûLJB   du  gabarit  vertical.

Dans le cas où elles sont suffisamment pou pemettre d'écrire :

Wb=#    et      Wh=10W
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Ona:           w„ >>wô  etwu <<Wr

Dans   le   cas   où   la   fiéquence   w„   appartient   à  un   comportement   quelconque   du

procédé  et  où  la  diffërence  de  phase  entre  le  gabarit  vertical  et  le  procédé  varie  alors
avec  la  fféquence,  le  régulateu  placé  en  .cascade  avec  le  procédé  doit  présenter  une

phase variable sur l'étendu du gabarit. €..è  Èt^.    =`

_\-

Le   régulateur   est   défini   par   une   ùàh;riittance   non   entièrec„e(/.w),   déduite   du

rapport :

c-â%                                                        ,IH.19,

Où  7ïsJ  est  donné  par  la  relation  (111.18)  etGo(S)   désigne  la  transmittance  nominale  du

procédé.

La    synthèse    de    la    transmittance    entière    d'ordre    réduit    du    régulateuc„€(/.w),

consiste    à    réaliser    l'identification    par    modèle    rationnel    entier    de    la    réponse

ffquentiellec„e(/.w) ,   Cette   synthèse   revient   alors   à   adapter   les   paramètres   d'une

transmittance   de   structure  prédéfinie   à  la  réponse   fféquentielle   C„e(/.w).   Le  modèle

ratiomel entier sm lequel est fondée l'estimation paramétrique est de la fome :

É
Cen(s)--i#

Z:
Æ=0

(111.20)

L'objectifest d'estimer le vecteu des paramètres, v, donné par :    v = [ao,a] ,... ad,6o,4 ,..., G„r

qui annule l'écart entre la réponse fiéquentielle approchée   Ce„(/.w)  et la réponse

fféquentielle à identifier    C„(jw) , soit :

€(jw)=Cen(jw)-Cne(jw)

StHr M fléquences     w,.  ,  (i = 1,2 ,..., M) , définies par le concepteu.

(111.21)
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111.2.2.1  Exemple d'œpplication

Soit le système suivant :

H(s)- 400
0.Ools3 + s2

(111.22)

D'après digramme de Bode, il n'existe pas une marge de phase constante, donc la |ère

génération de la commande CRONE n'est pas suffisante pou corriger ce système. On passe  à
ia 2éme génération de la commande CRONE.

La figue suivante présente la réponse indicielle du système non conigé et système corrigé.

step Fæsponse
________--______    _______  ___-__  ___     _____-_-_      ___  _   ____  ___1

systèrre non corrûe                    |
sysièm3 corrige avec Cml`E 2  )

111.2.3 Commande CRONE de troisième généra[tion

Lorsque la seconde condition ne peut être vérifiée, il n'y a aucune raison pou que le

gabarit verticàl assure au mieux la robustesse de la commande. 11 convient alors de le

généraliser conformément à deux niveaux. Le premier niveau consiste à considérer un gabarit,

toujouis défini comme un segment de droite pou l'état paramétrique nominal du procédé,
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mais de direction quelconque, appelé gabarit généralisé. Le gabarit ainsi défini est décrit par

une transmittance fondée su celle d'un intégrateu d'ordre complexe, dont sa fonction de

transfert d'ordre complexe c¥ = cz + zb est définie su deux plans complexes indépendants, C,

®ou l'ordre complexec¥ ) et  C,  ®ou la variable (s)), de la fome [12] :

r® = (æÆ(bz))""' (¥)° ([¥|b, )-"'                              (iii.23)

La   partie   réelle   c7   de   l'ordre   complexe   détemine   le   placement   en   phase   du

gabarit et la partie imaginaire G détemine ensuite sa pente par rapport à la verticale.

Dans  le  cadre  de  cette  généralisation,   la  recherche  d'un  gabarit  optimal  au  sens

de    la    minimisation    d'un    critère    quadratique    (sous    contraintes)    portant    su    les

variations   du  facteu  de  résonance   en  asservissement   ou  du   facteu  d'amortissement

en   asservissement   et   en  régulation,   définit   la   stratégie   optimale   qu'utilise   la   version

initiale    de    la   commande    CRONE    de    troisième    génération.    Le    deuxième    niveau

consiste   à   substituer   au   gabarit   généralisé   un   ensemble   de   gabarits   du   même   type,

appelé    mcf//z.-goGcrr7t.     Sa    description    par    un    produit    de    transmittances    d'ordre

complexes   bomées   en   fi-équence,   définit   un   gabarit   curviligne   qui   étend   le   gabarit

rectiligne   que   fome   le   gabarit   vertical   ou   généralisé.   La   recherche   d'un   gabarit

curviligne   optimal,    au   sens    de    la   minimisation,    du   critère   précédent,    définit   la

stratégie   optimale    la   plus   évoluée   qu'utilise    la   commamde    CRONE   de   troisième

génération.

111.3 La fonction de transfert de ]a bouc]e idéa]e de Bode (818)

La  fonction  de  tramsfert  idéale  de  Bode  a  été  proposée  pou  la  première  fois  par

Bode dans son travail su la conception des amplificateus à retou en 1945.

Le  diagramme  d'un  tel  amplificateu  à  retou  unitaire  est  donné  par  la  figure  (111.7),

dont  la  fonction  de  transfert  en  boucle  ouverte  est  définie  par  un  intégrateu  d'ordre

fi.actionnaire de la fome :

Æ(s)=£       ,1<Œ2                                                                                         (111.24)
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Où Œ est la pente de la caractéristique idéale du gain.

Figure 111.7. Diagram:iiiiie de la boucle idéale de Bode.

111.3.1 Analyse temporelle de la 818

La  fonction  de  transfert  en  boucle  femée  de  la  boucle  idéale  de  Bode  est  de  la

fome:

4RBF®-#=ri

La réponse indicielle est de la fome :

y(t) -Ata Ea.a+,(-Ata )

où Ea„] est la fonction de Mittag-Leffler :

c_Ok
Æa"+, - Z:

f= r(1 + Æ.c¥)

(111.25)

(111.26)

(111.27)

Les réponses indicielles du système  Æ„ (s) correspondent au coefficient d'amortissement

Ç,  à  la  pulsation  naturellew„   et  à  la  fféquence  proprewp   donnés  par  les  fomules

suivamtes :

Ç=-co{£)   ;wn=4£    ;wp=4£sri(£)

Le dépassement maximal peut être exprimé en fonction de l'ordre Œ par :

D rmax - r min
aK              ' (oo) fs O.8(cr -1)(c¥ -0.75)(%) ; 1 < c¥ < 2

(111.28)

(111.29)
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Le temps du premier dépassement et le temps de montée (2% à 90%) peuvent êtres donnés

d'une façon approximative par les fomules [ 12] :

Wutd--
1.106(c¥ -0.255)¢

(c-O.921)2

Wulm-
0.131(c¥-1.|57)2

(cy -0.724)

;  1 < c¥ < 2

;  1 < c¥ < 2

(111.30)

(111.31)

Où w„ est la fiéquence au gain unité.

La  figure  (111.8)  représente  la réponse  indicielle  du  système  de  l'équation  (111.25)  pour

différentes valeus de A et Œ. Cette figue montre que le dépassement est d'environ de 29.62%

et indépendant du gain A. Cette propriété est dite iso-amortissement (Ç = cs/ æ 0.35) .

''`

)1

----- 1----      ï    ----      T     ----      t      -     --     1

--a,H!a =tg ;                                        ,

1

1-  -  -i -Jama=15

1.2L_---_+--:_--_-t?=_4fr  __    _   1   _   _  iA=o_o45__  __   1   _  _    ;   _   _    ;   _    _   1

1                ,                '          ``+1

1L-       T           ,
1

o8l_                    __:

Figure 111.8. Réponses indicielles de la boucle idéale de Bode pour diffërentes

Valeurs de A et oL
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111.3.2 Analyse firéquentielle de la 818

Le diagramme de Bode de la chaîne directe de la boucle idéale de Bode est donné par la

Figure (111.9). La réponse fféquentielle est caractérisée par une pente de -20dB/dec  et une

phase constante de -¥rcrd .Ainsi, la marge de phase en boucle fermée est indépendante du
2

gain A et égale à :  ¢m =

17-(J.1``)l d̀B
-_Oc-,dB  :  {-'€,c-

1oæ ``.

=    l-r``-T,   --1-

0
al-g[rt_,-

'ï..-}]            -'1--

cz ,x : 2

1L+5E  IT

-I ¢ ¢„ --7r( 1 --,, 2,

Figure 111.9. Diagramii'ie de Bode en boucle ouyerte de la boucle idéale de Bode

Le facteur de résonance   é  et la fiéquence de résonance  w,  peuvent êtres déteminés de la

même manière comme dams le cas des systèmes entiers.

Soit la transmittance  ÆBF (jw) en boucle femée :

RBF(jw) -
(jw)"     4 + wŒ cos(¥2?~) + jwŒ Sîn(¥2£)

Son module est donné par :

IRBF(`.W,l-
w     +24w   CO{Œ2")+4

Le module (111.33) possède un maKimum pou :

(111.32)

(111.33)
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w, =(-4cos(¥))±   ,c¥ >1

Ce qui conespond à un facteu de résonance donné par :

(111.34)

(111.35)

111.4 La synthèse des correcteurs d'ordre fractionnaire

La décennie précédente a connu des efforts  de recherche très remarquables reliés  au

calcul d'ordre ffactionnaire et son application dans la théorie de commande des systèmes.

Dans  cette  partie  on  a  étudié  quelque  correcteurs  d'ordre  fractionnaire  pour
savoir l'effet des  ces  correcteurs  sur les  deux  systèmes entier et non entier. Pou

commander ces systèmes en boucle fermée il existe quatre situations : système d'ordre entier

avec correcteu d'ordre entier,   système d'ordre entier avec correcteu d'ordre ffactionnaire

et   système   d'ordre   fractionnaire   avec   correcteur  d'ordre   entier,   et     système   d'ordre

fiactionnaire avec correcteu d'ordre fractionnaire [24,25].

111.4.1 Correcteur Pr DP d'ordre firactionnaire

111.4.1.1  Structure et syriihèse du correcteur Prly fractionnaire

a)  Structure du correcteur Prly firactionna[ire

Aujoud'hui, le correcteur PID est la structure de commande la plus utilisée dans les

boucles de rétroaction. Plus de 90% des boucles d'asservissement sont des correcteurs PID.

Retou unitaire classique donné par la figue (111.10). Où #(/) désigne le signal de commande

et €(f) l'écart résultant de la différence entre la consigne e(/) et la grandeu à commander }J(f),

Æj¢) est la fonction de transfert du correcteur, fz(s) est la fonction de transfert de système.

Le correcteu proportionnel intégral dérivé (PID) classique est basée sur le présent (P), le

passé (1) et le fiiture (D) de l'eneu de commande €(/), son comportement peut être décrit par
l'équation suivmte :
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•,-Kp[",+:J€(rw+rD#]

Figure 111.10. Système de comma:nde à retour unitaire classique.

(111.36)

Les paramètres du correcteu associés à ces différents temes sont le gain proportionnel Kp, la

constante d'intégration  rj et la constante de dérivation  rD.  Les trois temes proportionnel,

intégral   et   dérivé   possèdent   des   caractéristiques   différentes   et   agissent   de   manière

complémentaire.

L'amélioration  du  correcteu  PID  classique,  nous  pemet  de  proposer  une  version  de

correcteur d'ordre fi.actionnaire. La forme la plus commune de ce type de correcteurs d'ordre

ffactiomaire   est   donnée   par :   PIŒDP   [7],   impliquant   un   intégrateu   d'ordre   Œ   et   un

différentiateur d'ordre P, où Œ et P sont n'importe quels nombres réels.

L'équation de la sortie du correcteu PIŒDP d'ordre fi.actionnaire dans le domaine de temps est

donnée sous la fomie:

%) = KPF(Ü +D"(€(" + rDD¢(€("]                                         (iii.37)

Œ est l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration et P est l'ordre fractionnaire de l'action de

différentiation.

L'algorithme du correcteu PIŒDP d'ordre fi.actionnaire tel que décrit en équation (111.36) peut

être représenté par la fonction de transfert suivamte :

Æ" -Kp[1+±+„]                                                        (111.38,

Une expression équivalente, où les paramètres apparaissent de manière linéaire, est souvent

plus appréciée pou les calculs malytiques. Une telle fomulation est donnée par la fome

parallèle :
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f7pO = Kp + #+ KDs¢                                                                                  (111.39)

Les gains d'intégration K7 et de dérivation KD sont liés aux paramètres de la fome standard

par les relations suivantes :

K/ -Ë:L                                                                                                                           (111.40,

Kr] = K,,rïp                                                                                                                                (111.41)

La figue (111.11 ), présente la structure inteme du correcteu  PIŒDP d'ordre fractiomaire, elle

consiste on la connexion parallèle des parties proportionnelle, intégrale d'ordre fractionnaire

et dérivée d'ordre fi.actionnaire.

Figure 111.11. Structure du correcteur Prly d'ordre fractionnaire.

En tenamt compte de la discussion précédente, le tracé asymptotique de Bode du correcteu

PIŒDP d'ordre ffactionnaire de l'équation (111.39) peut être obtenu dans la figure (111.11), On

peut  observer  les  pentes  de  -20Œ  cJB/dec  et  20P  cJB/dec  des  parties  intégrale  et  dérivée,

respectivement,  du  correcteu  PIŒDP  d'ordre  fractionnaire.  Les  tracés  exacts  du  correcteu

PIŒDP d'ordre fi.actionnaire (amplitude et phase)  sont représentés dans la figue (111.12),  Par

comparaison avec celles du correcteur PID, on peut observer 1'effet des ordres fractionnaires

su les pentes des parties intégrales et dérivée, du correcteu PIŒDP d'ordre flactionnaire
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Figure 111.12. Trace de l'aiii'iplitude et de la phase asymptotique du correcteur Prly

d'ordre fractionnaire et PID classique.

Comme   il   est   montré   su   la   figure   (111.13),   le   PIŒDP   fl.actionnaire   généralise   le   PID

conventionnel   et   l'étend   du  point  au  plan.   Cette   extension   donne  plus   de   flexibilité

dans la conception des commmdes PID.

P=1
PD              PID

PPI

cï=l             Cy ür=l             Cy

ui) PII} clŒ}sique (convertiionne()                         b)  PID froictÈonrialre

Figure lll.13.Commande PID à pœrtir d'un poini (a) jusqu'au plan (b)
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b)  Synth`ese du correcteur PrDP f tactiorLnœire

Le problème de conception de ce système asservi est donc de régler les cinq paramètres

du  correcteur  d'ordre  ffactiomaire  Hp(s),(kp,kD,ki,Œ,P)  pour  garantir  que  la  fonction  de

transfert en boucle fermée se comporie comme un système de réfërence Rm(s) qui lui-même

répond aux spécifications du cahier de charge du système asservi projeté.

En  1942, Ziegler et Nichols ont propo§é :déùx -àpproches heuristiques basées su leur
/

expérience et quelques simulations pou ajuster `rapidement les paramètres des régulateurs P,

Pl et PID. La première méthode nécessite l'eriégistrement de la réporLse indicielle en boucle

ouverte, alors que la deuxième demande d'amerier--le système bouclé à sa limite de stabilité.

Nous  avons  établi  une  conception simple  d'un  système  de  correcteu d'ordre  fiactionnaire

élémentaire basé su les pammètres m et ®t4. Par conséquent, dans cette section nous utilisons

l'intégrateu  d'ordre  ffactiomaire  de  l'équation  ¢11.39)  comme  me  fonction  de  référence

Rm(s) pom le système de commande PJŒD4 .

Rm(s)-% (111.42)

Nous   commençons   par   considérer   le   système   en   boucle   femé   montré   dans   la

figure  (HI.14),  où  Hp(s)est  le  contrôleu  PIŒDP  et  H(s)est  la  fonction  de  transfert  du

processus,  caractérisée  par  un  ordre  asymptotique  à  basse  fi.équence   0 S n' S 2   et  à

haute fiéquence 2 S 7i S 4 avec 7i' < 7i (figme (HI.14)).

•```,,        `                        \-'`,

E(S)

Figure 111.14.  Sysüeme de comm:nde en boucle f ;ermée œwec PrDP f tactiomœire.
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La fonction de transfert idéale du contrôleu PIŒDP est de la fome d'équation(III.3 8).

d'intégration et TD est une constante de Avec Œ et P sont des nombres réels positifs, Kp est le

gain proportionnel, Ti est une constamte dérivation. La fiéquence de coupure wu est considérée

supérieue que  10 fois la fi.équence transitionnelle du processus. La fonction de transfert du

modèle de référence en boucle ouverte est de la fome :

Rm(s) - (111.43)

Où wu et  m sont fixés selon les perfomances  désirées en boucle femée.

La méthode de synthèse du PIŒDP est basée sur l'interprétation de la fonction de transfert en

boucle ouverte HBo(s)qui peut être écrite sous la forme :

H Bo(S) = H (s) H p(s) (111.44)

La    transmittance    HBo(s)peut    ici    être    considérée    comme    l'approximation    de    la

fonction   de   transfert   en   boucle   ouverte   du   modèle   de   référence   Rm(s),   alors   nous

pouvons écrire :

Kp[1++rD+(S)=#     où KÆ                                (111.45)

On  donne  la  bande  de  fi.équence  :  wmin<<10wo,  et  1<m<2,    wu<<wmax  où  wo  est  la

fi.équence de coupure du processus, la transmittance HBo(s) devrait présenter :

-     Une  pente  asymptotique  de  -20dB/dec  à  la  basse  et  à  la  haute  fi.équence  de  la

largeur  de  la  bande  limitée   [wmin,  wmax]   qui  pemet  de  calculer  les  paramètres

P et Œ.

-     Le  même  gain  avec  la  référence  Rm(s)  en  haute  et  basse  fiéquences,  ainsi,  les

valeus   initiales   des   paramètres   Ti'   et   Td'   peuvent   être   estimées   avec   une

vàlem initiale de Kp considérée Kp=1.

-     Une   fiéquence   de   coupure   égale   à  wu,   Kp   le   paramètre   peut   être   déduit   en

utilisant les valeurs initiales Ti' et Td'
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-     Finalement,  on  frit    l'ajustement  des  paramètres  Ti'  et  Td'  pou  obtenir  les  deux

paramètres Ti et Td.

Prenant   7tct7t'   comme   un   ordre   asymptotique   du   processus   H(s)   à   haute   et   à

basse    fféquences    respectivement,    les    paramètres    du    contrôleu    peuvent    être

donnés par les équations suivmtes [26] :

=n-m,Œ-m-n

Tà-

T,.,

Æp-

Kt,

|HÜ.aJmŒ)lœ#a]f

Ktt
HÜ.omin,,o#,in

lHÜ.a,t()l-1
ï+r£,Ü.a,t.,_a+réü.a,u,P,

Ti--kpTi'        st      Td=kpTd'

c)  Synthèse PID classique

(111.46)

(111.47)

(111.48)

(IH.49)

(111.50)

En 1942, Z7.eg/er et jv7.cÆo/s' ont proposé deux approches heuristiques basées su leur

expérience   et   quelques   simulations   pou   ajuster   rapidement   les   paramètres   des

régulateus P, Pl et PID. La première méthode nécessite l'enregistrement de la réponse

indicielle  en  boucle  ouverte,  alors  que  la  deuxième  demande  d'amener  le  système

bouclé à sa limite de stabilité.

La deuxième méthode est basée sur la connaissance du point critique du processus.

Expérimentalement, on boucle le processus sur un simple régulateu proportionnel dont

on augmente le gain jusqu'à amener le système à osciller de manière pemanente ; on se

trouve ainsi à la limite de stabilité. Après avoir relevé le gain critique Æcr du régulateur

et  la  période  d'oscillation  rc,    de  la  réponse,  on  peut  calculer  les  paramètres  du

régulateu choisi à l'aide du tableau (111.1 ) [2].
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type Kf, ri rd

P 0. 5Kcr

PJ 0. 4Kc7. 0. 8Tcr

PID 0. 6Kc7- 0. 5TCT o.125rcr

Tab.111.1 Paramètres du PID obtenus à partir du point critique (Ziegler-Nichols)

III.4.2 Correctew pla et pDp d'ordn fraclionmin                                                        .

111.4.2.1StructureetlasynthèseducorrecteurPlaetPDPfiractionnaire

ai)  Structure
Œ

Nous proposons une généralisation du correcteu Pl et PD, à savoir le correcteu Pl   et
F)

PD  d'ordre ffactionnaire, impliquant une action d'intégration d'ordre fractionnaire Œ et une

action de différentiation d'ordre ffactionnaire P. L'intérêt pou ces types des correcteurs sont

justifient   par une meilleue flexibilité, puisqu'il a encore deux paramètres qui sont l'ordre
ffactionnaire   de   l'action   d'intégration   Œ   et   l'ordre   fi.actionnaire   P   de   l'action   de

différentiation.

Œ

La fonction de transfert du correcteu Pl  d'ordre fractionnaire est donnée comme:

HI,,F(S)-(KplF+# (111.51)

Où K     et K   sont les gains proportionnel et intégral, respectivement, Œ est     l'ordre
PIF              IF

ffactionnaire de l'action d'intégration, avec 0 < Œ < 1 .
P

La fonction de transfert du correcteu PD  d'ordre flactionnaire est donnée comme:

HPDF(S) = (KPDF + KDFSP)                                                                                                        (H1.S2)

Où  KPDF  et  KDF  Sont  les  gains  proportiomel   et  dérivée,  respectivement,   P  est  l'ordre

fi.actiomaire de l'action de différentiation, avec 0 < P < 1.
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hqJe" (r")

Bode DBgam

dcbssku     i
pd frac6omaire  |

1C.   -                                    `'1                                        1Û   -                                     10-                                      1C'`                                     ``'                                          i',

Frequmcy  (rad4ec)

Figure  111.15. Trace de l'ai'i'iplitude et de la phase asymptotique du correcteur Pl

firactionnaire et Pi classique.

tjù  La synth`ese

Généralement la synthèse des correcteurs  d'ordre fi.actionnaire sont obtient à partir

de  la  synthèse  de  correcteu  PID       fractionnaire  selon  les  nombres  des  incomus  est

différentes   [20,27].

111.1.3 Exemi}le d'applicœtion

Dans   cet  exemple   nous  présentons   une   étude   comparative   des   perfomances   de

robustesse obtenues avec le contrôleu et le contrôleu PID classique.

Considérons le système de commande à retou unitaire de la figure (111.14), dont le procédé

est un système de deuxième ordre défini par une fonction de transfert de la fomie :

H(s) - ko

Les valeurs nominales des paffamètres ko,  wo et  f sont:

Ko=20, wO=50, f=0.025

Les spécifications fféquentielles désirées en boucle femée sont données ci-dessous:

®m=65°, w=500rad/s

(111.53)
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Pou assurer ces spécifications autou de wu la fonction de transfert idéale de Bode (Fonction

de transfert en boucle ouverte du modèle), doit être tel que :

R(S) = ËF = #                                                              (iH.54)

A partir   de l'ordre de la fonction de transfert idéàle de Bode   m=1.2  et du comportement

asymptotique du procédé en basse fféquence n`=1   et en haute fféquence  n=3 on peut déduire

l'ordre de dérivation P et l'ordre d'intégration  Œ de la commande PIŒDP

P-1.2et   Œj).8

Les paramètres ki et b, kd sont ensuite calculés en utilisant les équations (111.46 ,..., HI.50).

Les   fonctions   de   transfert   des   commandes   PID,   calculées   pou   assurer   les   mêmes

spécifications, sont données respectivement par les équations suivantes :

HpiD(s) --5o.79 x tËËË)                                          tiii.s5i

Hp/DF(S) = 2.4067 + ±:;;;± + 2.3204sï.2                                                              Œ||.56)

Les figures  suivantes représentent respectivement les réponses  indicielles et diagramme de

Bode  du  système  H(s)  corrigée par correcteu   PID  classique,  PJŒDP  en boucle  femée  et

observée la différence entres les  figures.

æhpm

Lï-.Ïï:ri~:`-`_`_'Ë-ÉLË.ii-`_ü_-Ï-±Ë

. J`:                             , -,``                             -:iï                             :  :-Tê                                                                                                         ::.`                             . ,.`

T"(sœ)

Figure 111.16.  Réponse  indicielle du système corrigé pour un gain stœtique ko.
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Bode üram

Figure  111.17. Réponse firéquentielle (diagramme de Bode)  du système corrigé pour

un gain stœtique ko.

L'observation  des  réponses  et  diagrammes  des  Bode,  il  apparait  que  Les  résultats  de

comparaison sont donnés comme suit :

- La marge de phase du système de commande à retour unitaire avec le correcteu PID

d'ordre fi.actionnaire a augmenté et la marge de gain a diminué.

- Le temps de réponse du système de commande à retou unitaire avec le correcteu PID

d'ordre ffactionnaire est plus petit que celui avec le correcteu PID classique.

-  Le  dépassement du  système  de  commande  de  retou unitaire  avec  le  correcteur PID

d'ordre ffactionnaire est plus petit que celui avec le correcteur PID classique.
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111.5  Conc]usion

Ce Chapitre porte su la commande robuste d'ordre flactionnaire. Après avoir rappeler

les  principes   de   base   de   la  commande   CRONE   et   les   perfomances   caractéristiques

remarquables de la boucle idéale de Bode ,   nous avons présenté le principe de la synthèse de

commandes  robustes  d'ordre  ffactionnaire  et  la  synthèse  de  la  première  génération  de  la

commande CRONE. La synthèse de la commande est effectuée dans le domaine fiéquentiel

en calculant les paramètres du contrôleu PJŒDP qui pemet d'avoir un système de commande

dont les perfomances sont celles de la boucle idéale de Bode.

Nous avons montré, par un exemple de simulation, que les performances de la commande

fi.actionnaire ( PJ¢DP), sont clairement meilleues que celles obtenues par la commande PID

classique.
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IV.1 Introduction

Dans ce chapitre on va commander un système académique  par    les    contrôleus    PID

entier et PJcrDP fi.actionnaire (avec différentes approximations d'intégration et de dérivation

d'ordre  fi.actionnaire),  et  la  commande  CRONE.  Et  des  nouvelles  règles  de  synthèse  de

correcteu DIŒ et PIŒ appliqués sur des systèmes avec grand retard.

Quant à la deuxième application moteu a courant continu, notre objectif est toujous

l'application  du  PJ¢DP  d'ordre  fractionnaire  et  la  commande  CRONE.  Comme  on  va

s'intéresser à la robustesse des ces systèmes corrigés.

IV.2 Application à un système académique

Dans  une  première  application,   on  va  commander  un  système   académique  par  le

contrôleu PJŒDP d'ordre ffactionnaire (avec les différentes approximations) et la commande

CRONE  en  comparamt  ses  perfomances  (temporelles  et  fféquentielles)  avec  celles  du

contrôleu PID entier.

IV.2.1 système académique d'ordre entier

Nous  considérons le système donné par :

H(s)- 10

§3 + 6s2 + §
(IV.l)

C'est   un   système   de   troisième   ordre.       On   applique   les   différentes   commandes

(PID     entier,     PJŒDP     fractionnaire     et     la     commande     CRONE)     au          système

Linaire(IV.1 ) pou satisfaire le cahier de charges suivant :

D % S 2 0 0/o
tr5% S 2 s
4 0 0 <_ M P <_ 7 0 0

(IV.2)
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IV.2.2.1 Application du PID entier au procédé

On  fait  le  réglage  et  l'ajustage  des  paramètres  du  PID  entier,  par  la  méthode  de

Ziegler-Nichols   (fi.équentielles)   pou   stabiliser   le   système   et   satisfàire   le   cahier   de

charges.

-135

-270
1o-3

E"e Bagram

Systerr[ hl
Frequency (rad/sec): 1.01
M3gnitude (dB): 4.3I

I
System hl
Fr®quency (racvsec):  1.01
Fhase (deg): -180

|0-2                         io-'                           i()°                           io`                           io2                           io3

Frequ®ncy  (racvsec)

Figure IV.1. Réponse firéquentielle de système non corrigé.

Retirer la période critique  w„ pou laquelle la phase vaut -180° et le gain  G„ conespondant a

cefte  pulsation  et  on  trouve  a partir  de  l'équation  suivante  le  gain  critique  et  la  période

critique:

(IV.3)

(IV.4)

A partir du tableau (111.1) on déduit les valeus de paramètres du contrôleu PID entier

(kp,TistTd).

Kp-o.6.Kcr--3.

T,=0.5.Tcr=OJ776Siec.

rd = 0.125.Tc, = 38.7sec.
(IV.5)

Les réponses indicielles et fféquentielles du système et du système corrigé sont illustrées en

figure (IV.2) et figure (IV.3). On remarque que la marge de phase est environ de 40.5°, ainsi

ce résultat obtenu satisfait le cahier de charges (IV.2).
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Figure IV.2.  Réponse indicielle du système : a) corrigé par PID et b) non corrigé.

Bode üram

--_®

`__`-_---,

pd cËæsbue
systèrœ m corræ

-180  ---- __ -----------------     ®          ---

-225  --        -

io-3               io-2               i o''               ioo                i oî                io2                io3                io.

FreqLi"y  (rad/sœ)

Figure IV.3.  Réponse firéquentielle  du systèm£ corrigé pq[r PID entier.

IV.2.1.2 Applicœtion du contrôleur CR!ONE et  P 1°` DP f iractionnaire au procédé

On va déterminer un contrôleu PJŒDP fiactionnaire selon la méthode décrite dams le chapitre

111. Pou assurer les spécifications du cahier de charges (IV.2). La fonction de transfert idéàle

de Bode doit être tel que:



I
1

1

I
I

I

I
I
I
I
1

1

1

I
1

1

1

I

1

1

I

Chaptlre l\/                       f a corn:iincmdh Œùœ\(T= : AppacŒlion

11
(IV.6)

Les paramètres du contrôleur PJC[DP  (Æp, Æf et Æd)  sont ensuite calculés  en utilisamt les

équations (111.46...111.50) du chapitre 111. Nous obtenons le contrôleu CRONE et le   PJ"DP

ffactionnaire suivant :

HCRONE{S)=
322.6s3 + 355s3 + 2.15s + 1.20

223.9s4

Æ„,,,(SH.002+¥+148.3986r

(IV.7)

(IV.8)

On utilise les approximations de Charef, Oustaloup (CRONE : 2emegénération), Matsuda,

et la fomule analytique exacte (IV.8) du PJŒDP pou la synthèse de la commmde du procédé

dans une bamde de fi.équences de  [10-5,105] rad/sec .On a choisi aussi l'ordre d'approximation

7i = 10 pou les contrôleurs d'Oustaloup, de Matsuda, et une erreu d'approximation y = 1dB

pou le contrôleu de Charef (voir chapitre 11 et 111).

Les  figures  (IV.10)  et  (IV.11)  représentent  respectivement  les  réponses  indicielles  et  les

diagrammes  de  Bode  du  système  H(s)  commandé  par  PID  classique  et  P/ŒDP  (avec  la

fomule analytique et diffërentes approximations).

IV.2.1.3 PID firactionnaire exacte et PID entier

Figure IV.4.  Réponses indicielle et firéqbærttielle  du système corrigé pœT PID entier et PID

firactionnaire.
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IV.2.1.4 PID firactionmire œwec œpproxima:tion et PID entier

æ fesf-

§gsô--

0,r----

ë
-Ë:  _:_    -_

J3m------------
00---------------

g
=    -90-

ij,,,----------------
0            1             2            3            4             5            6            7            8            9            10

Tm (æ)

Figure IV.5.  Réponses indicielle el firéquentielle  du système corrigé par PID entier et PID
f iractionnœire (Approximaiion de Cho[reJ).
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Figure IV.6.  Réponses indicielle et firéquentielle  du système corrigé pœr PID entier et
contrôleur CRONE.
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Figure IV.7.  Réponses indicielle et firéquentielle  du système corrigé pœr PID entier et PID

f iractionnœire (ALpproximoLtion de Mœtsudo:).
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Figure IV.8.  Réponses indicieïle et ftéquentielle  du système corrigé pœr PID entier et

Le model qui correspondant.

A  partir  des  figures  (IV.2)  à  (IV.6),  on  peut  voir  que  les  diagrammes  de  gain  de

diffërentes  approximations  sont  proches  de  celui  du  modèle  de  référence  caractérisé  par

uneboucleidéaledeBodedanslabandeftéquentielle[10-5,105]rad/sec.

En  outre,  les  marges  de  phase  appartiennent  aussi  à  l'intervalle  du  cahier  de  chüges

imposé   :   40° SAÆP S70°.   Par  contre,   le   diagramme   de   phase      du   PJŒDP   fi.actionnaire

défini  par  son  expression  exacte,  représente  une  différence  de  phase  égale  à  -47.6°  par

rappoft   aux  autres   approximations,   cela   est   interprété   par   la  nature   de   la   fonction   de

transfert   Îrrationnelle   pou   le   contrôleur   P/ŒDP.   On   remarque   aussi   que   la   phase   est

constante   autou   de   la   fiéquence   de   coupure   w„ =160rcrcJ/secdu   système   corrigé   par

le  PJŒDP  et  ses  approximations  traduisant  la  propriété  de  la  constance  de  phase  de  la

boucleidéaledeBode(¢=-mz=-i35°).
2

Suivant   les   figures   des   approximations,   1e   contrôleur   P/ŒDP   flactionnaire   assLme

des   meilleurs   résultats   de   robustesse   (1a   rapidité   caractérisée   par   des   petits   temps   de

montée    et    de        réponse    (0.03s<r"<0.1s  et  o.01s<Tm<0.9s)     et    aussî    un    faible

dépassement d'environ de 10%).

La  comparaison  des  résultats   de   différentes   approximations   du   PJŒDP   avec   le

régulateu PID entier est résumée dans le tableau ci-dessous :



1

1

1

I
I
1

1

I
I
I
I
I
1

1

I
1

1

1

1

I
I

Çhaptire l'\/                     f a com:im;mÆe Œwg\Œ.: JWpûüalion

„P(deg) [   Tm(sec) tr5%(Sec) D% Vfi„a!e
PID fiactionnaire exact 47.5 0.1900 0. 2000 Ï10 !01

Approx- Charef 602 0.0407 0.0115 09 01
Contrôleur CROPŒ 47.8 0.1100 0.2000 29 01
Approx- Matsuda 45.5 0.0802 0.0982     Œ 091 01
Le model 45.0 0.0500 0.2010 01 01

PID entier 40.5       I 0.3040 1 .4000 371 01

Tab. IV.1  Compamison des perfiormunces du Pla DG et leurs œpproximations owec PID
entier.

En ce qui conceme la comparaison des perfomiances de robustesse (rczô. /P: /), elles

révèlent clairement que la robustesse est bien meilleue dans le cæ du contrôleu ftactionnaire

P/¢DP et ces approximations, en faveu de l'approximation proposée par ChaŒ'ef, Matsuda et

le contrôleu CRONE.

La   figure   (IV.7)   présente   l'asservissement   des   réponses   du   système   corrigé

en boucle fermée par PID entier et PID fiactiomaire sans approximation.

1.4

1.2

1

08

0123456789

:            :            :       ï           :           :            ;            :           !,
_  _1_  _  J  _  _  L  _  _ rï  _  _' _  _  _1_  _  _  1_  _  __'_  _,J  _  _

1                                                                         1                                                                         1                                                                         1,                                         1                                                                        1                                                                          1                                                                         1                                         ,1

t`  ,,,,  `,        ,

__,_.j._L~.L-Jtî'`itt:TT`=:=tr':.!--J--
1                                             1                                             1                                             1                                                                                          '                                             1              _                         +                                            1

1111']1

Figure  IV.9.  La pouïsuite de la consigne choisie par les  réponses correspondQLrties du

systieme corrigé pœr PID entier et PID f iractionnQiire  sq[ns upproximution.

On  peut  voir  que  les  réponses  du  système  corrigé  par  le  contrôleu  fiactionnaire

P/ŒDP    sans    approximation    suivent   rapidement    la   consigne   par   rapport    à   celle

obtenue paŒ. le contrôlem PID entier.
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IV.2.2 système académique d'ordre entier avec un gra[nd retard

Le modèle dynamique du PH dans le processus de neutralisation du sucre de canne ®rocédé

ordre avec retard). Les variations observées du retard et la constante de temps du procédé le

long de la récolte sont insignifiantes [29].

On a observé d'importantes variations du gain le long de la récolte.

KÆ(S)=üï5e-"   (0.15<K<0.94)

Le modèle de procédé nominal est comme suit :

Æ(s) - 0.55         _-lo.ç

(l + 62s)

(IV.9)

(IV.10)

IV.2.2.1 correcteur Dr

Dans cet exemple on présente une nouvelle méthode de la synthèse du système avec

retard par un Dl fiactionnaire :

Hp"D,(Éi]                                                                   (IV.11)

à partir  de la présentation fi.équentielle (figure IV.8), on relève la phase (wc) et 1'amplitude

(q)m) Pou Ce système:

-180

-720
1Cr3

Frequency  (rad/sec)

Figure IV.10.  Réponse firéquentielle  du systèiiiœ avec retard de temps.

76
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Un  autre  point  essentiel  dans  cette  synthèse  est  la  spécification  fféquentielle  du  système

(IV.10)  avec correcteur Dl  fi.actionnaire  en boucle ouvert.  Qui  (système  corrigé en boucle

ouvert) est domée par :

Æ(""=#Æ„(=)-¥eti
•-+z+@,)

lÆ(,.-,(,.@,l-±®Œ

D'après le principe général de la synthèse des correcteurs classiques:

q)totai=fl+Ar8{H(jcùc))

|f7(/.cDc)|=1

0n obtient :

q)to4al - 7T -

EEEE"
@cŒ

Les spécifications fiéquentielles désirées en boucle ouvert sont données ci-dessous:

q,m--6SO
Œc = 0 .ff2.rad 1 sieG

Donc les paramètres du correcteu sont :

Œ=î(-w7r-®c/)=1.1235
Æ

kDi=¥=0.2407
Æ

7=62

(IV.12)

(IV.13)

(IV.14)

(IV.15)

(IV.16)

La fonction de transfert du correcteu DIŒ, calculée pou assurer ces spécifications, est donnée

Par:

Æp O = 0.2407(ÏÉÊî)                                                                    (iv. i 7)
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Les figures suivantes représentent diagramme de Bode du système H(s) corrigé par correcteu

DIŒ et la réponse indicielle pou différentes valeus de K:

.,œ|._..|_.|._;r.iJ|Ï         ;     ;   Li;i::!        |     !  LiLL|_._.Li,|_LLL__:..|L_LL;;j

io4                     io€                      io-2                      |0-'                       10°                      10'

Figure IV.11.  Réponses  temporelle et fréquentielle du système corrigé œvec correcteur
Dr pour différentes variœtions de gain K.

•    L'avantage de correcteu DIŒ, est de rendre le système plus robuste aux variations du

gain.
•    Inconvénients de ce correcteur, le fait d'annuler le pôle du procédé n'est pas trivial, et

l'effort de contrôle peut être important.

IV.2.2.2 correcteur Pr

Dans cet exemple on présente une nouvelle méthode de la synthèse du système avec retard

par m Pl fiactiomaire :

Æm = Æ„(1 +)                                                                       (IV.18)

Les étapes de la synthèse sont faites comme dams le cas de la synthèse de Dl fractionnaire.

On trouve les résultats suivamts [29]:

7;wcasin

¢œdûr = arctan
1 +r,.wcî cos

-(WhŒZ+æcûn(Wr))=-(*¢„)

(i+Twfcos(¢z))2+(rwfsri(Œz))2

T,(w:)2stm(aTacos(aT
#=WC[(i+rvŒœst¥))2+T2("¢)2Sm(¥)2]-WC[(mï:.:::::#=::ï=¥:=i=i

(IV.19)
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D'après le calcul mathématique fait (résolution du système d'équation IV.18), on trouve les

paramètres du correcteur Pl fractionnaire :

cy = 1.0019

Æp/  - 0.9451

Z; - 1 8

(IV.20)

Les  figures  suivamtes  représentent  le  diagramme  de  Bode  du  système  H(s)  corrigé  par

correcteu  PIŒ et la réponse indicielle pou différentes valeus de K:

01-----1
(

)

i`

0.2 L--- J ---.- J-
0         100       200

"l -t!

-200 i._  --.J `.LliliL _.._ i_JJ.LL:i._ ._:_..j_.LJ J LJ_LL_ .__LLIJ ! jlli__ _L_

io+                   i oe                   i o-2                    io-'                    i o°
FŒx~(rad/9œ)

Figure IV.12.  Réponses  temporelle et firéquentielle du système corrigé œvec correcteur Pr
pour diMy;ërentes variations de gœin K.

•    L'avantage de correcteu PIŒ, est de rendre le système plus robuste aux variations du

gain.
•    Presque le système corrigé est isodépassement (le dépassement s 20%).

IV.3 Application au moteur à courant continu

Le  but  de  cette  partie  est  de  faire  la  synthèse  et  la  simulation  d'un  contrôleu  PID

classique  et  d'un  autre   PJcrDP   fi.actionnaire  avec   ses  différentes  approximations  pou

commander un moteu à courant continu [5].
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IV.3.1 PTincipe du moteur à courq[nt continu MCC

Tous les moteurs électriques sont basés su le principe physique du couplage magnétique

entre  deux  champs  magnétiques.  La  transfomation  de  l'énergie  électrique  en  énergie

mécanique  s'opère  à  travers  ce  couplage  magnétique  ou  interaction  magnétique.  De  ce

principe il découle que tout moteu comporte deux circuits magnétiques, appelés stator ®artie
fixe) et rotor ®artie mobile).

Dans le cas du moteur à courant continu le stator, aussi appelé inducteu, crée un champ

magnétique  Bs.  Le  rotor,  aussi  appelé  induit,  est  alimenté  par  un  coLmt  continu.  Les

conducteus du rotor traversés par le courant sont immergés dans le champ Bs, or le physicien

Laplæe découvrit que le conducteu est soumis à une force  .C'est cette force qui va faire

toumer le rotor et créer le couple moteur.

La constitution technologique du moteu matérialise ce principe de fonctionnement.

Figure IV.13. Moteur à courQint continu.

IV.3.2 Modéliso[tion du moteur à couTo[nt corttinu (modèle linéq[ire)

IV.3.2.1  Moteur à vide

Le flux inducteu ®m est produit par un aimant pemament de sorte que l'on peut écrire

les relations suivamtes (figure(IV.14)):

Em = K|®mwm - Kwwm

y m = K2® mï = K cj

ul-Em-R[i+LI#t

(rv.21)
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Où l'on définit ]es variables suivantes:

Em : Tension de la force contre-électromotrice(Volts).

rm : Couple produit par le moteur (N-m).

I : Couant d'induit (Ampères).

vi : Tension appliquée aux bomes de l'induit (Volts).

Wm : Vitesse du rotor (Rad/sec)

Ri : Résistance du circuit de l'induit (Ohms).

Li : Inductance du circuit d'induit (Henrys).

Kw : Constance de la force contre-électromotrice (Volts.sec/rad).

Kc : Constante de couple (N/amp).

Œi-¥'-'
•...=                             `.`,--TL`-`--

tl}m
=-EEil

Figure IV.14. Moteur à courant corttinu a vide.

Les constantes Kiet K2 sont fixées par la géométrie du moteur de sorte qu'on peut les

regrouper avec la variable ®m, qui est pratiquement constante pour un aimant pemanent. On

définit donc les deux constantes Kw et Kc pour le moteur.

Le couple ym entraîne une charge mécanique composée de :

ym -Jmwm + Bmwm + cm

Jm : Moment d'inertie du rotor (Kg.m2).

Bm : Coefficient de fi.ottement visqueux du rotor (N.m.sec/rad).

Cm : Couple de ffiction de Coulomb du rotor (N.m).

IV.3.2.2  Moteur œvec charge

Lorsque le moteu entraine une charge à travers un rapport d'engrenages N, on a :

w c - Nw m

wc : Vitesse d'entrainement de la charge (Rad/sec).

N : Rapport d'engrenage.

(IV.22)

(IV.23)
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Soit ye  et yc  les  couples  d'entraînement  de  l'engrenage  et  de  la charge,  respectivement  la

puissance mécanique de chaque coté du rapport N étant la même, on a :

y ew m - y cw c - y cNw m (IV.24)

D'où :

ye = rcN                                                                                                                         CIN.25)

Pou  ramener  le  couple  d'entrainement  de  la  charge  yc  du     coté  moteu  du  rapport

d'engrenages,  il  faut  le  multiplier  par N.  Définissant  la  charge  mécanique  total    par  les

constamtes :

y : couple de la charge (N.m).

Jc : Moment d'inertie de la charge (Kg.m2).

Bc : coefficient de fi.ottement visqueux de la charge (N.m.sec/rad).

Figure IV.15. Moteur à courant continu avec charge.

yc--JcWc+8cWc+y

On obtient :

(IV.26)

En ajoutant au moteu une charge mécanique à travers un rapport d'engrenages N, l'équation

(IV.23) devient :

yTn = J mwm + Bmwm + Cm + ye

=Jrim+Bmwm+Cm+Nyc

=Jrim+Bmwm+Cm+N(Jcric+BcWc+y)

=Jrim+Bmwm+Cm+N(Jc(Mm)+BCNwm+Y)

=JErim+BEW"+Cm+NY

(IV.27)
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Définitions les constantes :

J E - J m + N2 J c

BE = BM + N2 Bc
(IV.28)

On  peut  donc  généraliser  le  schéma  bloc     pou  le  moteu  en  charge,  d'après  la

transfomées  de Laplace des équations (IV.21) et (IV.27) on  trouver la fonction de transfert

suivant (avec Cm=0):

wm(s) _                          K,

#=.-ŒL:TÏX=sJF-ÈE-TÏK-:-k:w (IV.29)

Figure IV.16.Le schémafionctionnel  du  Moteur à courant continu œvec charge.

IV.3.3  Synthèse des correcteurs

Dans  cette    partie  on  va chercher  le  correcteu  qui  donne  les  meilleus  perfomiances

désirées. Le cahier de charges est défini comme suit :

D% S 20%
0.1 S /,5% S 2S

3U°<_MP<_7s;°

IV.3.3.1   Contrôleurs pID (classique et f iractionnaire)

Cette partie consiste à faire la synthèse d'un contrôleu PID d'ordre entier (classique)

et un  contrôleu  PJ¢DP  d'ordre  ffactionnaire  avec  ses  différentes  approximations,  afm de

satisfaire  les  perfomamces  désirées.  On  utilise  un  moteu  à  courmt  continu  avec  les

paramètres donnés dans le tableau suivant :
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RI 10Q

Kc 0.347Nxm/Amp

BE 8.6 x 10+' N x m x sec/Rad

JE 2.2x10-3Kgxm

Kw 0.3 V x sec /Rad

LI Neg]jgible

Tab. IV.2  Paramètres du moteur.

Avec ces paramètres, on trouve la fonction de transfert suivante:

H(s)- 0.347

0.6 x | 0-2s2 + 0.022s + 3
(IV.30)

D'après  les  méthodes  de  la  synthèse  par  les  équations  (IV.3   et  4  à  5),  on  trouve  le

PID suivant :

HplD(S)-0.1+
0.00066         0.0017s

s           1+9=9OL¥£
N - 1 03 (IV.31)

JV

La    réponse    indicielle    et    la    réponse    fféquentielle    de    la    vitesse    de    rotor,

correspondantes   à   la   correction   par   ces    contrôleus    PID    classiques    (IV.31),    sont

illustrées dans la figue (IV.18):

Figure IV.17.  Réponses indicielle et fréquentielle  du système corrigé par PID entier.
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IV.3.3.2 Synthèse de contrôleur PID fractionnaire

On  va  déterminer  régulateu  PID  d'ordre  ffactionnaire  selon  la  méthode  décrite  en

section (111.15). Pour   qui asstuer   la marge de robustesse (30°< MP <75°), les fonctions de

transfert idéales de Bode doivent être tels que :

T(s)- 11
(IV.32)

Les  paramètres  du  contrôleu  PJœDP  (Æp,Æi et Æd)  sont  ensuite  calculés  en  utilisamt  les

équations  (111.46...111.50) du chapitne  111.  Nous  obtenons  le contrôleu PJŒD#  fi.actionnaire

suivant :

1
ÆpiDr(S)=0.1+F+148.3986s" (IV.33)

On  utilise  les  approximations  de  Charef,    Matsuda,  et    la  fomule  analytique  exacte

(IV.29)  du  PJŒDP  pou  la  synthèse  de  la  commande  du  procédé  dans  une  bande  de

fi.équences:   [10-3,103]rad/sec.On  a  choisi  aussi  l'ordre  d'approximation  7i = 10  pou  le

contrôleu de Matsuda, et une erreu d'approximation y = 1dB pou le contrôleu de Charef

(voir chapitre 11 et 111).

IV.3.3.3 Synthèse de contrôleur CRONE

D'après  le  diagramme  de  Bode,  il  ya  une  marge  de  phase  constante,  donc  une

commande CRONE de la première génération est suffisante :

Les considérations de robustesse nous poussent à choisir :

Aq)=50° à une pulsation de 31.6 rad/s.

Aw=l décade centrée su wu

1.   Calcul de l'ordre de correcteur a

Œ--„,=2-±,18o-5o,=o.5
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2.   Cdcul des pulso[tions de coupure wb et wh

D'après le cahier des charges : Aw = 1 décade centrée su wu donc :

JÏË-=1o
W,4

w? = WS X Wd

Puis  en  choisissant   1   décade  d'écart  entre  les  pulsations  de  coupue   wb etwhet  les

PUIsations   wA et wBnous obtenons :

3.   Calcul gœin stœtique co

Donc ,.

HCRONE®=

Wb =Ïrad 1 s

WA=10007ÜCJ/S

5187Sï° + 9.852 x |06$9 + 7. |95 x |09s8 + 2.64 x io'2$7 + 5.37 x iol4$6

s[] + 2931s9 + 2.198 x |06s8 + | .0|6 x |09s7 + 2.594 x |0] [s6
(IV.34)

6.25 x | O]6s5 + 4.225 x | 0[8s4 + | .666 x | 02°s3 + 3.60 x |02`s2 + 3.992 x | 022§ + i .64 x | 023

3.8|4 x |0]3s5 + 3.266 x |0]5$4 + | .609 x |0]7§3 + 4.386 x |O]8§2 + 3. |62| x |O`9s + 3. |62 x |02°

Les  figures  (IV.17)  et  (IV.18)  représentent  respectivement  les  réponses  temporelles    et

fféquentielles   du système H(s) commandé par PID classique et PJŒDP exact et Contrôleu

CRONE, la fomule analytique et différentes approximatiom5 avec le model.

©  æ_T:î==-L=Ti --------_-------_

ELETE

Figure IV.18.  Réponses indÉcie[le etfiréquentielle  du système corrigé pQir PII) entier et

f irœtiiomœire et contrôleur CRJONE.
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Figure IV.19.  Réponses  indicielle et firéquentielle  du système corrigé par PID

fractionnotire   (œpproximution) et model.
On peut voir dans les figures (IV.18) et (IV.19) que les diagrammes de gain de différentes

approximations sont proches de celui du modèle de référence caractérisé par une boucle idéale

de Bode  dans la bande fi.équentielle [10-3,10 3] rad/s.  On remarque  aussi que les phases

sont constantes autou des fi.équences de coupue (w„ = 150rad / sec) .

Le PJŒDP et ses approximations traduisent la propriété de la constance de phase de la boucle

idéale de Bode (¢ çs -150° ) .

Suivant les figures (IV.18) et (IV.19), les contrôleus PJŒD¢ d'ordre fi.actionnaire assurent

des meilleus résultats de robustesse en les comparants avec ceux d'ordre entier (la rapidité

caractérisée par des petits temps  de  montée  et de   réponse  (0.1 < /r5% < 2Sec et/m < 0.3Sec )  et

aussi des faibles dépassements d'environ de 10%:

„P(deg) rm(sec) tr5%(Sec) DOMo Vff7ia'e

PID fractionnaire exact 30.1 0.1000 1 .9800 10 01

Approx- Charef 73.2 0.0807 0.0905 10 01
Contrô]eur  CRONE 33.1 0.0067 0.0260 18 01
Approx- Matsuda 31.7 0.3000 0.0750 09 01
Le model 30.6 0.0300 0.10]0 01 01

PID entiœ 48.5 0.3040 1 .4000 20.3 01

TqLb. IV.3  Comparaison des peüormances du Pla DG et leurs q[pproxi]!m:tiom q[vec PID
entier.

Figue  (IV.20)  présentent  l'asservissement  des  réponses  de  la  vitesse  de  rotor  en

boucle femée, par PID entier et ffactionnaire et  le contrôleu CRONE.

5r____ _ _



I

1

1

I
I
I
1

1

I
I
I
I
I
1

1

1

I

I

1

1

I

C±pttre l\/                      f a ±gpï_p_amde cf tog\Œ : App ûica_I_jg]±___

!:,1

04

02

0
01234567Ô9

T- (S®c)

Figure IV.20.  La poursuite de vitesse du rotor comma[ndé par les contrôleurs PID

classique et PID fractionno[ire exacte et le contrôleur CRONE.

On peut voir que les réponses du système corrigé par le contrôleu ffactionnaire PJŒDP

sans approximation   et le contrôleu CRONE suivent rapidement la consigne par rapport à

celle obtenue par le contrôleu PID entier.

IV.3A Test de robustesse

La  robustesse  des  systèmes  de  commande  aux  perturbations  et  aux  incertitudes  est  un

objectif important dams les boucles de commande. La rétroaction ne serait pas nécessaire pou

la plupart  des  systèmes  de  commande  s'il n'y avait  aucune perturbation et incertitude.  En

général,  la conception des  correcteurs  est  effectuée  en  utilisant  les  valeus  nominales  des

paramètres du processus à commander.  Cependant, ils existent toujours des incertitudes su
les valeus de ces paramètres. Nous pouvons dire qu'une conception est robuste, si elle garde

les perfomances  du  système  de  commande  pour  la variation  substamtielle  en  valeus  des

pa-ètres du processus.
Pou  cette  partie  de  simulation,  nous  comparerons  les  performances  du  système  de

commande pou les  deux correcteurs,  le  correcteu PID  classique  et ffactiomaire,  avec  la

variation du gain Kc  du processus.  Les  figures  (IV.21)  et  (IV.22),  présentent  les  réponses

indicielles du système de commande en boucle femée avec les correcteurs PID classique et

PID d'ordre fi.actionnaire, respectivement, pour trois valeurs différentes du gain Kc; la valeu

nominàle Kc=1, plus de la valeu nominale Kc=0.1 et  moins de la valeu nominale.
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Figure IV.21.Réponses indicielles du système en boucle fiermée œvec le correcteur PID

clŒ}sique et froLctionnaire.

Beaucoup moins de  changements de  ses  caractéristiques  de performamces pou des

variations du gain Kc que le système de commande avec le correcteu PID classique. Alors,

nous pouvons dire que l'utilisation du correcteu PID d'ordre flactionnaire fournit de bomes

perfomances et robustesse.

IV.4 conc]usion

Dans  ce  chapitre  nous  avons  appliqué  les  contrôleus  PID  d'ordne  entier  et  PJCÏDP

d'ordre  fi.actionnaire  et  le  contrôleu  CRONE  à  un  système  académique  d'ordre  trois

donné   par   sa   fonction   de   transfert.    Comme   nous   avons   corrigé   par   Dl   et   Pl

ffactionnaire  un  deuxième  système  du  premier  ordre  avec  retard.   Ensuite  nous  avons

commandé la vitesse du rotor d'un moteu a courant continu.

Les  résultats  des   simulations  montrent  que  les  perfomances  caractéristiques  et  la

robustesse    de    la    commande    fiactionnaire    PJCÏDP     (avec    approximations)    et    le

contrôleu     CRONE  sont  clairement  meilletmes  que  celles  obtenues  par  la  commande

PID classique.
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Dans ce mémoire, nous avons utilisé des outils de la commande  des systèmes par PID

fi.actionnaire et la commande CRONE.

On a commencé,  dans  un premier temps par l'étude  des  calculs  et  1'analyse  des

systèmes fi.actionnaires,  et dans un deuxième temps par l'étude de   la régulation classique

PID  dans  le  domaine  fi'équentiel  où  on  a  choisi  la  méthode  de  Ziegler-Nichols  pou  la

synthèse des PIDs classiques et aussi la régulation de PID fractionnaire synthétisés à partir de

la  boucle  idéale  de  Bode  (818),  et  la  commande  CRONE  -abréviation    de  Commande

Robuste d'Ordre Non Entier-. Ces études fàites, ont pou but d'améliorer les perfomances

dynamiques  des  systèmes  asservis,  de  façon  à  les  rendre  capables  de  continuer  à  bien

fonctionner, même si les conditions de fonctionnement du système changent. Comme on `a

arrivé à exploiter les propriétés de l'analyse fréquentielle, afin de concevoir des correcteurs

basés  su  la  commande  CRONE  associés  à  des  systèmes  asservis.  Et  fmalement  on'a

appliqué ces outils développés pou commamder un système de troisième ordre, pour choisir

entre (Pl et DI) pour le cas d'un système de premier ordre avec grand retard et on a teminé

par commamder la vitesse de rotor d'un moteu a courant continue MCC.

La    comparaison    des    résultats    obtenus    par   un    PID    ftactionnaire    (avec    les

approximations) et la commande CRONE vis-à-vis à un PID classique, a montré une nette

amélioration des perfomances fréquentielles et temporelles et une meilleue robustesse aux

incertitudes des paramètres des modèles des processus.

Comme perspectives de ce travail :

•    Amélioration  des  méthodes  de   synthèse   des   PID   que   se   soient  classiques   ou

fractionnaires.

•    Adaptation de la synthèse de la commande CRONE de la première génération aux

deux générations qui suivent (Deuxième et troisième).

•    Application des pIDs fi.actionnaires aux systèmes non linéaires et fiactionnaires.

•    Développement des codes sources pou l'implémentation des PIDs fi-actionnaires et

des régulateus CRONE.
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