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Introduction générale

Introduction générale

Les systémes physiques animés par une commande automatique sont trés
répandus dans I’industrie et ils nous cotoient également dans la vie quotidienne, I’objectif de
I’automatique au premier lieu, est le régulage de I’algorithme approprié, afin que la sortie
mesurée d’un processus, appelée grandeur a commandér; suive une trajectoire désirée, en
dépit de perturbations éventuelles. Le développerhent récent de la théorie des systemes, des
outils informatiques tels que les processeurs (augmentation de la puissance de calcul), ont

considérablement amplifi¢ de la commande des processus..

La naissance du calcul d’ordre fractionnaire remonte a lI'année 1695 [1], quand

Leibniz a soulevé la question suivante dans une lettre a I’Hopital, " Peut la signification des

d"y()

n

dérivés avec ordre entier ( ]étre généralisée aux dérivés avec des ordres non entier?".

L’Hopital, a soulevé une question en réponse: " Qu’en est-il si I'ordre sera 1/2? ". La réponse
historique de Leibniz était, " Il ménera a un paradoxe, duquel un jour des conséquences utiles
seront tirées". Le concept de la dérivation et I’intégration d’ordre non entier, également
appelés la dérivation et I’intégration fractionnaire est une généralisation des fonctions de
dérivation et d’intégration usuelles a un ordre quelconque. Longtemps considéré comme une
curiosité mathématique, il n’est devenu populaire que durant ces trois derniéres décennies.
L’intérét pratique et théorique de ce nouveau concept est maintenant bien établi puisqu’il est
utilisé¢ dans nombreux domaines de la science et de la technologie. Du point de vu théorique,
beaucoup de points restent encore ouverts en particulier les outils mathématiques permettant
la manipulation du calcul fractionnaire. Du point du vue application, I’ordre de dérivation
introduit par ce concept constitue un degré de liberté supplémentaire permettant une
modélisation plus exacte de beaucoup de phénomeénes physiques tels que les phénoménes de
diffusion, ou encore I’amélioration des méthodes classiques utilisant la dérivation entiére
notamment dans le domaine de la commande des systémes. Dans ce dernier, 1’objectif est le
concepteur, conformément & un compromis entre ses exigences et les limites physiques du
procédé. Actuellement, des travaux concernant I’implémentation pratique des contréleurs

fractionnaires pour la commande des systémes réels commencent a étre publiés.
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Historiquement, le premier qui a vraiment présenté un correcteur d’ordre fractionnaire
est Oustaloup. Il a développé le correcteur de commande robuste d'ordre non entier (CRONE)
et il I’a appliqué dans divers domaines de commande. Plus récemment, Podlubny a proposé
une généralisation du correcteur PID classique, a savoir le correcteur PID fractionnaire, qui
implique une action d’intégration d’ordre fractionnaire o et une action de différentiation
d’ordre fractionnaire B . Beaucoup de chercheurs ont été intéressés a l'utilisation ou au réglage
du correcteur PID fractionnaire. L'intérét de ce type de correcteurs est justifié par une
meilleure flexibilité, puisqu'il a deux paramétres supplémentaires qui sont une action
d’intégration d’ordre fractionnaire o et une action de différentiation d’ordre fractionnaire B.
Ces parametres peuvent étre employés pour remplir des caractéristiques additionnelles pour
I’amélioration ou I’optimisation des performances ou d’autres conditions intéressantes pour le
systtme a commander. Ces derni¢res années, les chercheurs ont annoncé que les correcteurs
utilisant de dérivée et d’intégrale d'ordre fractionnaire pourraient assurer des performances et

une robustesse supérieure a celles obtenus avec les correcteurs classiques (d’ordre entier).

Ce travail porte essentiellement sur I’utilisation des techniques de la synthése de
PID classique en utilisant les concepts (Ziegler-Nichols) et les nouvelles techniques de la
synthése de PID fractionnaire. Comme il porte aussi sur I’étude théorique de la commande
robuste CRONE et ses différentes générations en vue des applications. Dans ce travail, on a
montré aussi, les avantages de ces types de commande en les appliquant aux différents types

de systémes.
Le mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre, est consacré a la représentation des notions essentielles des

calculs fractionnaires avec quelques exemples.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposerons les différentes représentations de
systtme d’ordre fractionnaire (équation différentielle, la fonction de transfert et la
représentation d’état) ; les notions de la commandabilité, I’observabilité et la condition de la
stabilité pour ce type de systtme dans le cas linéaire et ainsi les différentes méthodes
d’approximation de ces derniers (approximation rationnelle de Charef, approximation

d’Oustaloup et celle de Matsuda).
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Le troisiéme chapitre, est réservé a 1’étude théorique de la commande CRONE, ou on
va présenter ses différentes générations et la structure et la synthése de PID fractionnaire en
utilisant la boucle idéale de Bode (BIB) comme un modéle de référence pour calculer les

paramétres des correcteurs fractionnaires.

Quant au quatriéme chapitre, il est réservé a I’application de méthodes étudiées dans le

chapitre 3, sur quelques systémes choisis.

On termine ce mémoire par une conclusion et des perspectives.




Chapitre 1 les calculs fractionnaires

I.1 Introduction
L’opération fractionnaire intégro-différentielle (calcul fractionnaire) est une
généralisation de I’intégration et de la différentiation des opérateurs d’ordre entier. La
question des dérivées fractionnaires est abordée dés 1695 par Leibniz dans une lettre
adressée a ’Hopital, lorsque celui-ci lui demande : quelle pourrait étre la dérivée d’ordre
un demi de la fonction x(t), par rapport a la variable t ? Leibniz répond que cela méne a
un paradoxe dont on tirera profit, un jour d’utiliser conséquence : le calcul fractionnaire

est alors né.

Dans ces derniéres années, 1'intérét considérable pour ce type de calcul a été simulé par
des applications dans les domaines de physique et de l'ingénierie [1, 2, 3]. On présente
dans ce chapitre, les principes et quelques approches mathématiques de la dérivation non
entiére [4], leurs principales propriétés qui nous seront utiles dans la suite de notre €tude
et quelques méthodes de résolution d’équation différentielle mettant en ceuvre des
dérivées non entiéres. Donc on peut généraliser les calcules d’intégration et

différentiation en un seul opérateur fondamental ,Dou a et t sont les limites de

’opération. L’opérateur intégro-différentiel continu est défini comme suit [5] :

ia— a>0
dt
t
D =9 Id ® a <0,avec « € R I'ordre de I'operation (I.1)
1 a=0
|

Généralement [’opération fractionnaire est une fagon synthétique de décrire des
comportements intermédiaires entre les dérivées classiques. Cela se voit simplement dans le
domaine fréquentiel ou ces modéles apparaissent comme des généralisations ou des
transitions entre les filtres analogiques du traitement du signal.

Dans le domaine temporel en revanche, plusieurs mathématiciens ont contribué a
I’élaboration de la théorie de la dérivation d’ordre non entier et les différentes définitions de

I’operateur fractionnaire [6,7]. Les plus familiéres sont celles de Riemann-Liouville, de
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Caputo et Grunwald-Letnikov. Pour la compréhension de ces définitions, nous présentons

quelques fonctions de base utilisées dans le calcul fractionnaire.

1.2 Fonctions utilisées dans le calcul fractionnaire

Dans cette partie, on va représenter deux fonctions plus utilisées et permettent de

faciliter les calculs, les deux fonctions fournissent en général des solutions aux problémes

du calcul fractionnaire, il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction de Mittag-Leffler
[71-[8].
L.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire, est la fonction
Gamma d’Euler. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel n (n!) et

elle permet a n de prendre des valeurs non entiéres.

La définition intégrale de la fonction Gamma est donnée par :

m—

I(z) = [, "euldu z>0 (1.2)

Elle est plus souvent utilisée méme si elle est restreinte aux valeurs positives de z.

L’intégration par partie (1.2) conduit a la relation de récurrence suivante :

I'(z+1)=2zI(2) (L3)
Alors :

I['(n+1) =nI'(n)=n.(n-1) !=n! 1.4)

L’autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle posséde des pdles simples

pour z=0,-1,-2,-3.....

Son expression est donc :

[(z)=0(z) + &L L 400 L L OO L (L5)

0! 0+z 11 1+z 2! 24z
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Ceci signifie que pour des valeurs entiéres négatives, la fonction Gamma tend

asymptotiquement vers I’ infini.

1.2.2 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante dans le monde de calcul
fractionnaire. Son role est analogue a celui joué par la fonction exponentielle dans le cas du

calcul entier.

La définition standard de cette fonction a un paramétre est donnée par:
oo z*
Ea(Z)=Zk=0m (a>0) (L.6)

Cette fonction a été introduite par Mittag-Leffler en 1903.
La fonction exponentielle usuelle correspond pour une valeur de o =1 :
Eo(z)=e” 1.7)

I est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Leffler avec deux paramétres a et 3,
comme suite :

E, ,(2)= gr(az—m (@>0,8>0) (L8)

Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdélyi en 1953-1954.

I.3 Les calculs fractionnaires

Autant dit précédemment la dérivation non entiére c’est une généralisation de dérivée
classique, donc la dérivation fractionnaire est une modélisation des conceptions scientifiques et
physiques et mathématiques..., etc. Et I’intégration c’est opération inverse de dérivation.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler
(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), ..., etc. Différentes
approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers [9].
- La limite du taux d’accroissement d’une fonction se généralise sous la forme de la formule

de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement.
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- L’intégration, opération inverse de la dérivation, méne, via la formule intégrale de Liouville,
aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo.
- Enfin les transformations de Fourier et de Laplace associent la dérivation fractionnaire a une
multiplication par (jw)® ou p* avec a non entier. Mais ces différentes définitions ne sont pas
toujours équivalentes. Cette incohérence apparente a pu étre dissipée dans le nouveau cadre
proposé par la théorie des distributions de Laurent Schwartz [10].

Dans cette partie on va représenter les définitions et les propriétés les plus utilisées dans les

calculs non entiers.

I.3.1 Calcul des intégrations non entiéres

Définition : soit acR*et fune fonction localement intégrable définie surlt,,o0],

I’intégrale d’ordre a de f de borne inférieure todéfinie par [8]:

NAAOE I(t )" f(r)d(r) L9)

I"()

Est appelée d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville avec I'(a) la fonction Gamma d’Euler
Quand on s’intéresse aux systtmes dynamiques, la fonction f(¢)est une fonction causale,

alors I’intégrale d’ordre non entier est définie comme suit :
JEF() —(— j(t ) f(0)d(r) ,t>0,ce R (1.10)

Dans (1.10), nous pouvons voir que I’intégrale d’ordre fractionnaire peut étre exprimée sous

forme de produit de convolution de la forme suivante [11]:

WA SO =0,0)* (1) (L11)

Avec :

! . t°7=0 sit<0
O,()=— a eR”, pour (1.12)
I(e) ' =" 5it>0
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1.3.2 Calculs des dérivations non entiéres

1.3.2.1 Définition Grunwald-Letnikov(G.L)

Une définition élémentaire de la dérivée d’une fonction fpeut étre formalisée de la fagon

suivante [7] :
DIF(t) = limpsg ooy Zho(—1)* [ ] F(E = k. 1) (L13)

Ou N = %‘1 , h est la période d’échantillonnage et les coefficients [r;:] sont donnés par :

my _ rm+1)
[k] T I(k+1)T(m-k+1) (1.14)

Si fest causale, pour un pas de discrétisation 4 « petit », on peut écrire:
a
DEF®) ~ e Zheo~D* ] F e~ k) L15)

On montre plus précisément que dans le cas d’un échantillonnage la dérivation d’ordre a a

Pinstant ¢, = h.m, ou h est le pas d’échantillonnage, est donnée par :

1 a \
DEf(tm) = e XMoo~ [[] fnie 00 fon = f(tm) (L16)
Cette expression permet de déterminer numériquement par discrétisation la dérivation non

entiére d’une fonction f causale.

1.3.2.2 Définition de Caputo

Caputo a reformulé la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire comme suit [1] :

- 1 t m)
DEF(®) = I"f () = 52— [y haam dt L.17)

Ou n-1<a <n;neEN
Remarque 1: ces définitions montrent que la dérivée d’ordre non entiére prend que les valeurs
de f(t)a tous les instants passée grice a l’intégration qui y apparait. Elle fournit donc
sur f(t). L’effet de I’opérateur de dérivation non entiére un excellent outil de modélisation

des phénomeénes de diffusion connus pour étre 8 mémoire longue.




Chapitre I les calculs fractionnaires

1.3.3 Dérivations non entiéres implicite et explicite

11 est possible de différencier deux classes particuliéres de systémes d’ordre non entier :
ceux a caractére explicite et ceux a caractére implicite. Dans le premier cas, I’opérateur D*
porte directement sur la fonction £, alors que dans ’autre cas cet opérateur porte sur le produit
de f par une exponentielle [9].

Ainsi, pour un systéme d’entrée u(?) et de sortie y(?), a caractére explicite est décrit par une

équation différentielle du type :
t*. D%y(t) + y(t) = u(t) (1.18)

Un systéme a caractére implicite est décrit par une équation différentielle du type :

7%, D@ [y(t)et/T] = u(t)e’r (1.19)

L1.3.4 Quelques propriétés de la dérivation non entiére [14]

1) si f(t)est une fonction analytique en t, alors sa dérivée fractionnaire est une fonction

analytique.

2) pour a=n, ou n est un nombre entier, I’opération de dérivée fractionnaire obtient méme

résultat que la dérivation classique d’ordre entier.
3) pour 0=0, ’opérateur D est ’opérateur identité [4] :

DEf(t) = f(t)

4) la différentiation et I’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaire [13]
D*(A.f + p.g) = A.D(f) + n.D*(g) (1.20)

5) Les opérateurs de dérivation d’ordre fractionnaire (réel ou complexe), ne vérifient la

propriété de semi-groupe que sous certaines conditions [4]:

DeDEf(t) = DB f(¢t) Si

{ a: entier positif a21)

B: arbitraire

10
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6) La dérivée d’ordre fractionnaire de I’intégrale de méme ordre d’une fonction temporelle

y(t) donne [4]:
D%o [%f(t) = f(t) avec Re(a) > 0 (1.22)

1.3.5 Transformée de Laplace [4,7]

La transformée de Laplace F, d’une fonction f temporelle est définie par la relation :
F(s) = L@} = J; f(De~tdt (1.23)

1.3.5.1 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

La méthode de la transformée de Laplace est souvent utilisée comme étant un outil pour la
résolution des équations fractionnaires. Nous citons dans ce qui suit, la transformée de

Laplace des différentes définitions de la dérivée fractionnaire [7] :

- Au sens de caputo
n-1
LDSIF@T} = s°F (s)- 3 s [0 1)) (124)
k=0

n-1<a <n;n€EN
Les conditions initiales apparaissant dans (1.24) sont données en fonction d’une dérivée
entic¢re évaluée a I’origine.
- Au sens de Grunwald-Letnikov(G.L)

LID*[f (O]} = s“L{f ()} (1.25)

Remarque 2 : La résolution d’équation différentielle par la transformée de Laplace d’ordre

fractionnaire se fait de la méme manier que celle d’équation différentielle d’ordre entier.

1.3.5.2 Transformée de Laplace de lintégrale fractionnaire

La transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire au sens de Grunwald-

Letnikov(G.L) et caputo [14], est donnée par la formule générale suivante:

K f(o)}=sF(s) (1.26)

11
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En appliquant ’opérateur de Laplace aux équations différentielles (1.18) et (1.19)
définissant les systémes a caractére implicite et explicite, il est possible de les caractériser
sous la forme d’une fonction de transfert. Soit, pour les systémes a caractére explicite :

Fop(s) = — (1.27)

1+(ts)e

Et pour les systémes a caractere implicite :

Fimp(s) = — (1.28)

(1+15)2

11 est alors possible de caractériser fréquentiellement ces systémes par leur tracé dans le plan

de Bode.

1.3.6 Exemples de calcul de dérivée d'ordre fractionnaire
1.3.6.1 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (ou d’un sinus)
En utilisant le fait qu’un cosinus (resp. un sinus) est égal a la partie réelle (resp.imaginaire)

d’une exponentielle, et que I’opérateur dérivée non entiére est linéaire [13].

On peut déterminer facilement la dérivation fractionnaire d’ordre m d’un cosinus (resp.un

sinus)
. . /4
D%[sin(wot — @)] = w%.sin(wet — ¢ + a—z-) (1.29)
1.5 [ i T T I ] s S —— N————
i i ' | i ' | e 10 110 ¢ r
X ! ‘ X 1 ‘ : ordre 1/2 |
LT S Qf»-7"'_«"“z\,lA e P - P;dre 1 ,,;
S osl / G A f\,, o
H j : i \
2 | \ 2 | , \
; 0 - "\\“ r - ] - /‘( I T L
° ' Y 1 . ¢ ¢
o ' : f X i
T 05 e - 7
o | ¢ : | \
1 ' H t 1 \\
L R i e
_1_5 L ; 1 ;
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
le temps(s)

Figure I.1. Dérivation d’ordre 0,1/2,1 de la fonction sinusoidale
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D%[cos(wot — @)] = we®. cos (wet — @ + ag-) (1.30)
1.5 - T T I I T T R IS SR ey
‘ ! ‘ 1 ‘ ; | ordre 0 |
; 1 ; 5 i ordre 1/2 |
1 - - o ordre 1 j;
c X j [ l /‘/ : :
S N R AR R Koo
- 1\ | I '\ |
© 1 (‘\ 1 i 1 f \\ !
2 \ ' ‘ i ) '
B0 h e e
o i /
ot i VS . ;
2 05 ----! LU ¥ S ;
o i | :‘\\ l
: : ’ : ; |
s — ! , f _ —
(o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
le temps(s)

Figure 1.2. Dérivation d’ordre 0 ,1/2 ,1 de la fonction cosinus

1.3.6.2 Dérivation non entiere d’une fonction sinusoidale amortie
En utilisant le fait qu’un sinus est égal 4 la partie imaginaire d’une exponentielle et

que I’opérateur dérivé d'ordre fractionnaire est linéaire [13], on trouve la relation suivante :

D@ [sin(a)ot).et/f] = R%.sin(w,t + a.6). e/t (1.31)

avec R = I%+jw0| et 0 = arg (% + jwy)

1.3.6.3 Dérivation non entiére d’une exponentielle

Pour un nombre z quelconque, on a [13] :

D [exp(z1)]= z*.exp(z1) (1.32)

Ou D” est la dérivation d’ordre & par rapport a la variable t.
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Figure 1.3. Dérivation d’ordre 0, 7: ,1 de I’exponentielle
Remarque général :
On peut différencier deux classes de systémes d’ordre non entier : les systémes
A caractére explicite et ceux a caractére implicite. Dans le premier cas, I’opérateur D” porte

directement sur la fonction f, alors que, dans le deuxiéme cas, cet opérateur porte sur le

produit de f par I’exponentielle.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté les notions de dérivation et d’intégration
fractionnaires, les fonctions utiles pour faire les calculs d’ordre fractionnaire telles que les
fonctions Gamma Euler, Mittag Leffler et enfin, la transformée de Laplace d’une dérivation et
d’une intégration non entiére. A la fin de ce chapitre, on a présenté aussi des exemples des

calculs fractionnaires.
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Chapitre 11 Canalyse de systéme d'ordre fractionnaire

I1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter les différentes représentations des systémes
d’ordre fractionnaire a partir de leurs équations différentielles. Comme nous allons aussi,
étudier et implémenter quelques méthodes d’approximation et de simulation d’une classe de
systtmes d’ordre fractionnaire. En évoquant, les notions de la commandabilité, de
I’observabilité et de la stabilité. A la fin de ce chapitre, nous présenterons quelques exemples

des systémes d’ordre fractionnaire, et la synthése des ces systémes.
I1.2 Représentation d’un systéme d’ordre fractionnaire

Dans cette partie trois représentations essentielles et qui sont les plus utilisées dans
le domaine automatique pour la modélisation des systémes seront décrites. A savoir la
représentation par des équations différentielles, la représentation par des fonctions de transfert

et la représentation d’état.
I1.2.1 Représentation par des équations différentielles

Un systéme d’ordre non entier linéaire d’entrée u(t) et de sortie y(#), est représenté par

I’équation différentielle suivante :

ay.D*y(t) + ap_q. D=1y(t) + a,_p. D-2y(t) + -+ +ay. D%y(t)
= by. DBru(t) + -+ + by. DPou (t) (IL1)

Ou:a;eth (i€{0......nJetj€O....... p) sont des coefficients constants, a;,f; € R

sont les ordres de dérivation.

Cette équation est dite une équation différentielle généralisée (E.D.G).

I1.2.2 Représentation par fonction de transfert
Pour passer d’une représentation différentielle a la représentation par une fonction de
transfert, on utilise I’approximation de la transformées de Laplace de 1’équation (IL.1) et qui

sera donnée par 1’équation suivante :

H(s) = Y(S) _ bos"bot-tbys"tm (11.2)

u(s)  ags"ao+--+apstaL
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11.2.2.1 Fonction de transfert d’ordre fractionnaire explicite

Dans le domaine temporel, un systéme est dit d’ordre fractionnaire explicite lorsqu’il est

fondé sur une représentation par une équation différentielle de la forme
Lo D™y (t) = ¥M_ . b, D"bmu(t) (IL.3)

Avec : {a,,nal . }e R

u(t) et y(t) désignent respectivement 1’entrée et la sortie du systéme.
La fonction de transfert du systeme (II.3) est donnée par deux polyndmes a puissances

fractionnaires.

H(s) = Y6 = bos™0 - +bys"bm (IL4)

u(s)  aps"ao+--+apstaL

Dans le cas ou tous les exposants de s sont multiples d’une certaine valeur réelle g (ordres

commensurables), la fonction de transfert (I1.2) peut étre réécrite sous la forme :

Lm=obms™9)
= am=0\"m> _J 1I.
H(S) % o SID) ( 5)

ou g est un nombre réel, M et L sont des entiers tel que M < L.

Un systéme d’ordre fractionnaire décrit par une fonction de transfert de la forme (II.3) est

appelé systéeme commensurable.

Bien que n’importe quelle valeur réelle g suffise pour que le systéme soit commensurable,
la valeur de g est généralement prise comme étant un nombre rationnel 1/ Q, avec Q € N,

soit :

m
L, om
H(s) = Zm=oltms?) (IL6)
Z{‘:O (alsQ)

11.2.2.2 Fonction de transfert d’ordre fractionnaire implicite

La dérivée d’ordre fractionnaire d’une fonction h(t) est dite implicite lorsqu’elle ne porte
pas directement sur A(?) mais sur le produit de h(¢) par une fonction exponentielle croissante
de constante du temps 7, ez [15], soit :

(@), 50 = () (10et) @

dt

17
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La relation (I1.7) définit ce que nous appelons la dérivée implicite d’ordre a de h(z). La

transformée de Laplace de cette équation est donnée par [1]:

1
(1+1s)@

H(s) = avecT € Rt et R(a) >0 (11.8)

Dans le cas général, un systéme est dit a dérivée d’ordre fractionnaire implicite lorsqu’il

est fondé sur le produit de pdles et de zéros d’ordre fractionnaire, soit :
H(s) = ITiL,(1 + s7;)™ (11.9)
avec 7; ERYet a; (i=1,..,N)ER

11.2.3 Représentation d’état d’un systéme d’ordre fractionnaire

La représentation d’état d’un systéme d’ordre fractionnaire dans le cas générale est
donnée par I’équation suivante [7] :

Ix = A B
{Dy)i—. Cx)-ci-_il-)uu {L.10)

Ou:

u:est le vecteur des entrées de dimension n, X 1;

x : estle vecteur d’état d’ordre fractionnaire de dimension n, X 1;

Y : est le vecteur des sorties de dimension n,, x 1;

a : est ’ordre de dérivationtel que 0 < ¢ < 1 ;

A, B, Cet Dsont tous des matrices ou des vecteurs a éléments constants et de dimension

appropriée.

o La représentation d’état d’un syst¢me d’ordre fractionnaire n’est pas unique. Les systémes

d'ordre fractionnaire réels commensurables, permettent aussi une représentation dans

l'espace d'état :
1
{Dox = Ax + Bu (IL.11)
y=Cx+Du
1
DPx, =x,,,i=12,....n-1.
18
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En introduisant les variables d’états x,, x,, X;,........ ,X,_,»x, définies ci-dessus, on obtient la

représentation d’état augmentée suivante (cas monovariable) :

i 0 1 0 - 0 MORBL
X 0 0 1 xz(t) 0
D*|: = : 0 . : + 0 u(t) (1112)
I R Ty | (VO]
| Xy | aN aN ay xN(t) ay
Y@ =[a e A | XGEACINE MG (IL13)

Remarque : Pour les systémes fractionnaires, il convient de parler de “pseudo-état” et non
d’état car “I’historique” de I’état initial peut influer sur le comportement du systéme

[16].

O Pour le cas des systtmes d’ordre fractionnaire non commensurables, on aura la

représentation suivante :
f=o @ D"y (t) = ¥M_y b, D"tmu(t) (IL14)

Qu’on écrit sous la forme semi-condensée :

a,. Dy (t) + ap_1.D1y(t) + a,_p. D¥-2y(t) + -+ +ay. D%y (t)

M
= > b,Du(r) (IL. 15)
m=0

On obtient donc la relation suivante :

a, a,. a,, a, @, M bm B
DFy(0) ==L D7y == 2 D (1) + 3. 22 D)
n n m=0 4,

Qui peut étre réécrite en introduisant des variables d’état sous la forme :

an—Z

ap-an-1 a4, a, a, &b, s
gy o Guy -Gy (- B ) - L)+ Y 22D mue) 116
a, a, a, a

m=0 %y

a

n

Dont la représentation matricielle est donnée comme suit :
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L ————  —— ————— — — ]
x, @ %0)(t) 0 1o -0 x1(t) 00
o I B I | I N [()]
: = . . . : 1 o...0 I : I1.17
Xy, ON-1"N-2) (t) a‘? a 0 ‘]iN—l Xy-1() b, by ulen) (t)
xN(aN—aN_l) (t) - Zl—,; — ;; —_ aN xN (t) a a

Ou sous la forme condensée :

{i(ﬁ)(t) = A.%(t) + B.u(t)

y®) =C.x(t) +D.u(t) (I1.18)

Ainsi, comme dans le cas entier, une représentation d’état d’ordre non entier comporte deux
équations [1] :
oUne équation d’état généralisée dans laquelle le vecteur d’état ne fait plus I’objet
d’une dérivation unitaire mais d’une dérivation d’ordre non entier réel;
o Une équation d’observation.
Les vecteurs intervenant dans I’équation (11.18) sont :

o Levecteur d’état: %(t) = [x,(t) x,(t) - xy(@®)]7 °

o Le vecteur d’entrée (ou de commande) : i(t) = [u®V(t) uBI () - u(BM)(t)]T;
o Le vecteur de sortie (ou d’observation) : ¥(t) = [y,(t) y,(t) - yp(t)]T.

On voit également apparaitre 1’opérateur vectoriel (7)) = (a; — ay, ..., ay — Ay_1)
appliqué au vecteur d’état. Ainsi, ce vecteur n’est pas forcément composé de termes
identiques. Néanmoins, dans les études de stabilité, on cherchera systématiquement un
arrangement des variables d’état pour que les composants de ce vecteur (7i) soient les

mémes. Il pourra alors étre assimilé 4 un nombre n réel.

Pour un systéme d’ordre %z (n=0.5). Le systéme d’état s’écrit alors :

{f“’-S) (t) = A.%(t) + B.u(t) (IL19)

y(it) =C.x(t) +D.iu(t)
Pour » =1, nous retrouvons la représentation d'état classique d’un systéme d’ordre
entier :

{ W) = A.x(t) + B.u(t) (I1.20)

§(t) = C.%(t) +D.u(t)
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o L’utilisation de la transformée de Laplace et de la définition de la dérivée d’ordre

fractionnaire au sens de Caputo, 1’équation(I1.10) devient :
s X(5)-5"x(0) = AX (s) + BU(s) =
X(s) =(s*1-A) "' BU(s)+(s*T— A) "' s* "' x(0) (11.21)
Y(s) = CX(s)+ DU(s) (11.22)

La solution apportée par la définition de Caputo est nécessaire si nous voulons que les
conditions initiales soient exprimées comme les valeurs des états a 1’instant t=0. Dans le

cas ou les conditions initiales sont nulles, 1’équation (I1.21) devient :
X(s)=(s"I- A)"'BU(s) (11.23)
Et I’équation (I1.22) s’écrit :

¥

U6) =c(s“I-A4A)" " B+D (11.24)

H(s)=

Ou I est la matrice identité¢ de dimension nx n et H(s) représente la matrice fonction de

transfert de dimension pxm. Son numérateur et son dénominateur sont des polyndmes

exprimés en termes de puissances non entiers de s .

o La représentation d’état (I1.11) correspond a la matrice de transfert [18]:

1

Y =(c(s?I - A)"'B+D) (IL25)
Avec 'hypothése que toutes les conditions initiales sont nulles.

A partir de la derniére hypothése on peut écrire :

1 -1
{s(%)x =AX+BU o {(s(a)l—A)x =BU _ y_ (S@,_A) BU
Y =CX +DU Y =CX+DU

En substituant X dans I’équation : Y=CX+DU, on obtient I’équation (I1.23).
11.2.3.1 Commandabilité et observabilité d’un systéme d’ordre fractionnaire

La définition de la commandabilité de systéme d’ordre fractionnaire est la méme que celle

utilisée dans la théorie des systemes linéaires entiers [17, 18].
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Le systétme non entier commensurable de 1’équation (II.11) est commandable si pour un
temps donnéz, il existe un temps fini #,> #;tel que, quelque soient deux états x(z,) = x,et
x(t,) = x, dans I’espace d’état, il existe une entrée de commande u(¢),? €[t,,#,] qui permet de
transférer 1’état x(f) de x¢ a X;. Le systétme non entier commensurable (II.11) est donc

commandable si le rang de la matrice de commandabilité :
C=|B ABAB...A™'B| (I1.26)

est égal a n.

De la méme maniére la condition d’observabilité des systémes non entiers commensurable

est (en utilisant la définition d’observabilité¢‘des Systemes entiers) donnée par :

Le systéme non entier commensurable d’équation (IL:11), est observable pendant I’intervalle
de temps [to, t1], t1>0, si n’importe quel état x(to) peut étre déduit a partir des observations

de la sortie y(t) et I’entrée u(t) pendant un temps fini t € [to, t1].

Dans ce cas aussi, la condition d’observabilité du systeme (II.10) est que le rang de la matrice

d’observabilité est égal a n:

o=[c caca....ca™| (I1.27)

11.2.3.2 Matrice de transition fractionnaire

Considérons un systéme fractionnaire commensurable dont la représentation d’état est de
la forme :

(¢ AV —
Uy eriu w2

L’application de la transformée de Laplace nous permet d’avoir les équations précédentes
(I1.21) et (I1.22). A partir de cette représentation d’état matricielle dans le domaine de
Laplace, on peut obtenir la fonction de transfert du systéeme pour des conditions initiales
nulles (11.24).

D’autre part, en appliquant la transformée de Laplace inverse a (I1.21) on obtient

L’expression de 1’état du systéme :

x(t) =1""[x(s)] =17"[(s“T = A) ' BU(s) + s* ' (s“1 = A) " x(0)] (11.29)
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On définit ainsi D(¢) : la matrice de transition généralisée aussi appelée la matrice de
transition fractionnaire (Par analogie avec les systémes d’ordre entier), comme étant la
Transformée de Laplace inverse de s*7'(s*I - 4)™', c’est-a-dire :

@) =1""(s“"(s"T- A)™) (11.30)
11 suffit donc de calculer (I1.30) pour avoir I’expression de Mittag-Leffler:

tka

l—l(sa-l(saI_A)—l)zl—l[ S Alcs—ka—l}z < Ak—zEa(Ata)
; ; I'ka+1)
On remarque donc que cette matrice de transition relative au systeéme (I1.24) n’est

rien d’autre que la fonction de Mittag-Leffler généralisée E_(At”) :

N @© Aktka
E (At*) = ;m = O(1).

I1.3 Stabilité des systémes fractionnaires

Dans la théorie de la stabilité des systémes linéaires & temps invariant et a dérivée
d’ordre entier, nous savons bien qu’un systéme est stable si les racines du polyndme
caractéristique sont a parties réelles strictement négatives, donc situées sur la moitié gauche
du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des systémes fractionnaires linéaires a temps
invariant, la définition de la stabilité est différente des systémes d’ordre entier.

En effet, les systémes fractionnaires ou d’ordre non entier peuvent bel et bien avoir des

racines dans la moitié¢ droite du plan complexe et étre stables [19].

11.3.1 Condition de stabilité

La condition de la stabilité¢ dans le systéme d’ordre entier, est que les valeurs propres

sont a partie réelle négative.

{L[ic(") (®)] = A.L[x(t)] + B. L[u(t)]

L[¥(®)] =C.L[x(@)] + D.L[u(®)] I1.31)

On suppose que les valeurs initiales des toutes les grandeurs étant nulles et que :

Lix(®)] = X(s) = [X1(s) X2(5) ... Xn(9)], La®l= U@, LEFOI= Y(s)

Le systéme (I1.31) devient alors :
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{f("‘)(t) = A.x%(t) + B.u(t)
y(t) =C.x(t) +D.u(t)

Et on aura par la suite :

{s".)?(s) =A.X(s) + B.U(s)
Y(s) =C.X(s)+D.U(s)

Supposant que les valeurs initiales sont nulles.

(11.32)

Finalement, en combinant les deux relations de 1I’équation précédente, nous trouvons

I’expression de la sortie du systéme :
Y(s) = [C(s™ — A)"*B.U(s) + D.U(s)] = H(s).U(s) (11.33)

Ou H(s)est la fonction de transfert d’ordre non entier.
Pour n=1, I’équation (I1.32) sa présenté le systéme d’ordre entier comme suite :

Y(s) = [C(sI — A)1B + D). U(s) = H(s).U(s) (11.34)
Les valeurs propres de :

det(s"I —A) =0 (IL.35)

Sont toujours savoir la stabilité de systéme, mais dans le systéme d’ordre non entier sont des
valeurs qui calculé a partir de la matrice A ne nécessite, donc pas des méthodes qui sont
connaissant la stabilité des ces systémes. La solution générale de 1’équation (IL.35) sous la

forme :
St—-=0 (11.36)
Donc la condition de la stabilité des systémes d’ordre entier et non entier selon [15] :

larg(4)| > == (11.37)

Cette expression représente une généralisation de la condition de stabilit¢ d'un systéme

d'ordre non entier.

Dans lecasoun = 1:

larg(4,)] > -2’5 (11.38)
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La relation (I1.38) se traduit dans le plan complexe par une coupure entre la zone de
stabilité et la zone d’instabilité. La Figure (II.1) illustre cette coupure dans le cas ou I’ordre

de dérivation est égal & Y.

Inipjy T Imlp* a K

o 2

2
Re(p) Re (p) Re a))
—a— . l:l Domaine stable
—a— .
2 [::I Domaine instable

0<a<1 a=1 l<ax<?2

Figure I1.1. Domaine de la stabilité des systémes d’ordre entier et non entier.
I1.4 Approximation des systémes d’ordre fractionnaire

11.4.1 Approximation de intégrateur d’ordre fractionnaire (Approximation de Charef)
La fonction de transfert d’un intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le
domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

H(s)=—+ (1L.39)

sm

Avec s = jo lafréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 <m < 1.
Dans une bande de fréquence donnée [w,,,], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut étre

modelé par un pdle a puissance fractionnaire (PPF) comme suit :

H(s) =———"1——-,,T (11.40)
s
a)C
Si on suppose que pour @ € [a),,, wa]on a® >>a,, on peut écrire :

Hy=—0 kel 1 _ g (1L41)

w

4
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Avec K, = (1 / coj.") et w, est la fréquence de coupure de PPF qui est obtenue & partir de la

&

basse fréquence o, : v, =, VI0 (#=) -1 ou & est 'erreur maximale permise entre la

pente de I’opérateur de puissance fractionnaire de 1’équation (I11.40) et le PPF de 1’équation

(I1-39) dans la bande de fréquence donnée [w, , », ].

Dans le but de représenter le PPF de 1’équation (11.40), et par conséquent I’intégrateur d’ordre
fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa
fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle [20], [21]. La méthode
d’approximation consiste a approximer la pente de -20mdB/dec sur le tracé de Bode du PPF
par un nombre de lignes en zig-zag produisant une alternance de pente -20 dB/de et 0 dB/dec

correspondant a une alternance de pdles et de zéros sur I’axe réel négative du plan s tel que

Do <Zy <P <2 <eeer.<Zy_ < Py -

i)
H(s)=—" ks (1L42)

Les p,etles z, sont les poles et les zéros de I’approximation. En utilisant une méthode

graphique [25], les pdles et les zéros de I’approximation s’avérent sous une forme d’une
progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation commence par une

erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximation 4, w,, =100w, .

Le nombre de pdles d’approximation N est donné par [21] :

log[r’ﬁ}
—L P Tl (143
N=partie entiére log(ab) |

L'arrangement des singularités (poOles-zéros) est établi selon les deux progressions

géométriques suivantes :
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p,=(ab) p, ,pouri=0,1,...... N (11.44)
z,=(ab) ap, , pour i=0,1,...... N-1 (11.45)
Ou a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m sont

données par :

)

a= 10(“’(“""J, b= 10%] (I1.46)

Et le premier pdle p, et le premier zéro z, sont donnés par [21] :

Do =WwW.b,z,=ap, | (I1.47)
Afin de connaitre la contribution de chaque pdle au: processus: de relaxation. On doit

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires :

i)

ol (ab)ap, 7
H,(s)=K,. = : :
(s) ﬁ(n A ] é(n ; J (IL.48)
i\ (ab)'p, (ab)' p,

Ou les coefficients h; sont les résidus et qui sont déterminés par :

= i N-1 )
H-aye) | -]
H(s)=K, =k, — ,i=0]l,....N (11.49)
f (1@)..&] 1 t-@))
i=0.#{  (ab) p, ’

11.4.1.1 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire
Pour bien illustrer la théorie de calcul fractionnaire citée précédemment, prenons un exemple
numérique tel que un intégrateur d’ordre fractionnaire représenté par :

H, () =—— (1.50)

0.6
A

Pour obtenir la fonction rationnelle d’approximation de cet opérateur d’ordre

fractionnaire, on suppose que la bande de fréquence : [w,,®,]=[100rad / 5,100000rad / 5], et

pour £=10",on obtient o, =0.1175 et K;=8.5078 et par suite le modele PPF de cet

opérateur d’ordre fractionnaire est donné par :
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8.5078

H(s)= (1L.51)

0.6
S
1+
( 0.1175)

On choisit I’erreur du PPF par une fonction rationnelle y = 1 dB et la bande fréquentielle
d’approximation @, = 100w, =10°rad/s , les paramétres a, b, po, Zy et N peuvent étre

facilement calculés et ils sont donnés comme suit :
a=1.1885, b=1.1220,  p,=0.1245rad/s, z,=0.1480 rad/set N= 64.
Les poles et les zéros de 1’approximation sont donnés par les équations suivantes :
p, =1.3335(0.1245Y, pour i=0,1,....64 (11.52)
z, =1.3335(0.1480)' , pour i=0,1,....63 (IL.53)
Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans la figure

(L1).

Bode Diagram
20 . - - - -

-20

Megritude (dB)

-40

-60
45

-45

Phase (deg)

10 10 10 10’ 10° 10° 10* 10°
Frequency (rad/sec)

Figure 11.2. Tracés de Bode de la fonction d’approximation de I’opérateur

intégrateur d’ordre fractionnaire s™°.

On remarque bien que dans la plage de fréquence[100,100000], la pente de la fonction
d’approximation de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire a une pente de +10dB/dec

(20m), et la phase est de -50° ce qui implique la justesse de I’approximation.
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Step Response

o 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Time (sec)

Figure I1.3. Réponse indicielle de la fonction d’approximation de I’opérateur

. o . -06
intégrateur d’ordre fractionnaires .

I1.4.2 Approximation de dérivateur d’ordre fractionnaire (Approximation de Charef)
La fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée dans

le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :
Hy(s)=s" (11.54)

Avec s = jo : la fréquence complexe et m : est un nombre positive tel que 0<m<1.Dans une
bande de fréquence donnée [co,,,a)a] cet opérateur d’ordre fractionnaire peut étre modelé dans

le domaine fréquentiel par un zéro a puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [21] :

H,(s)= Kn(l + i] (I1.55)
a

[4

Si on suppose que pour @ € [a),,, (oa] ona ® >>@, , on peut écrire :

H,(s)= Kp(i) Ko gm (I1.56)
(0} [4)

[4 <

Avec K, = o et o, est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue a partir de la basse

£

fréquence o, 0. = 0, V10 (“"") -1 ou' ¢ est I’erreur maximale permise entre la pente de
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Chapitre IT Canalyse de systéme dordre fractionnaire

’opérateur de puissance fractionnaire de 1’équation (I1.63) et le ZPF de 1’équation (I1.55) dans

la bande de fréquence donnée [m,,, |.

Dans le but de représenter le zéro d’ordre fractionnaire de I’équation (I1.55), et par conséquent
le dérivateur d’ordre fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le temps, il est

nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une rationnelle.

La méthode d’approximation consiste a approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé de
Bode du ZPF par un nombre de ligne sous forme Zig-Zag, produite par une alternance de
pente 20 dB/de cet 0 dB/dec correspondant a une alternance de pdles et de zéros sur I’axe réel
négative du plan s tel que z,<p,<z <p, <...<zy_, <py[21]. D’ou I’approximation

suivante :

m ﬁ (1 + -—S—J
H,(s)= KD(I + —S—) Sy S AP (11.57)
, H (1 + ~S_]

En utilisant une méthode graphique simple [20], les pdles et les zéros de 1’approximation
s’averent sous une forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique

d’approximation a commencé par une erreur d’approximation y en dB et une bande de

U U S T .58
N=partie entiére log(ab) (IL58)

L'arrangement des singularités (poOles-zéros) est établi selon les deux progressions

géométriques suivantes :

z, = (ab) z,, pour i=0]12..,N (I1.59)
p,=(ab)az,, pour i=012..N (IL.60)
Avec :
Zy= wC\/b_, P, =az, {d1.e1)
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Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence donnée

est:
N
M)
HD(s)=s'"=KD(1+iJ ~K,— 2% 4 (11.62)
¢ 1+ “f }
o\ (ab)az
Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer —~= en fonctions élémentaires,
s
alors :
N (1 + bsi j
Hp(s)_1 &[] (ab)'z, (I1.63)
§ s i=0 s
1+ :
( (ab) az, J

Calculant les résidus des podles, on obtient :

N
h.
H,(s)=H, +Z-—--—( & (I1.64)
i=0
1 J

S

D;
Avec H =K,

N N .
[1(-(ab)"a)
Et h=K,. Lo Pour i=0,1,.,N (IL.65)
(- abyaz,) [T -(ab)")
J=0,j#i

11.4.2.1 Exemple d’un dérivateur d’ordre fractionnaire

Soit I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire suivant :
H,(s)=s"* (11.66)

De la méme facon que I’exemple de PPF, le modéle ZPF du dérivateur d’ordre fractionnaire

est donné par :
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0.6
S
H,(s)=0.2768 1+ 1.67
»(5) ( 0.1175) 167)

Avec : Kp=0.2768 , [@,,®,]=[100rad /5,100000rad /5] ,& =107 @, =0.1175

On choisit ’erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 0.5 dB et la bande fréquentielle
d’approximation @, =100w, =10"rad/s , les paramétres a, b, p,,z, et N peuvent étre

facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=1.3335, b=1.2115, p, =0.1725 rad/s, z, = 0.1299 rad/s et N=33.
Les poles et les zéros de 1’approximation sont donnés par les équations suivantes :
p, =1.6156(0.1299)' , pour i=0,1,....28 (11.68)
z, =1.6156(0.1725)' , pour i=0,1,....28 (11.69)

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont représentés dans

la figure (11.3).

Bode Diagram
60
g 40
E 20
0
20
90
s
E o]
45
0, ' v o [ 2 )
10 10 10 10 10 10° 10° 10°

Frequency (rad/sec)

Figure I1.4. Tracés de Bode la fonction d’approximation de I’opérateur dérivateur d’ordre

Sfractionnaire s°°.
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On voit bien que dans la plage de fréquence [100rad / 5,10000rad /s ] , la pente de la fonction

d’approximation de 1’opérateur d’ordre fractionnaire a une pente de 10dB/dec (20m), et la phase est de

+50°, ce qui implique la justesse de I’approximation.
11.4.3 La méthode d’Oustaloup

La méthode d'Oustaloup [22], repose sur 'approximation en temps continu de 1'opérateur
d'ordre fractionnaire H(s) = s*,a« € R, par une fonction rationnelle en utilisant une
distribution récursive de zéros et pdles d'ordre non entier, répartis dans une bande de

fréquence limitée.

Ainsi, 'approximation de l'opérateur s* dans une bande de fréquence [wj, wp] et Hoe[-N,N]

est donnée par :

1+~
Pi

H(s) =s®~ H(s) = Hy [TV, (H—_) (11.70)

Z = wbﬁ p1 = wbﬁ

pi=zA , i=12.N z; = pil, i=12,.N

avec:sia > 0: sia <0:

Ziqr=pin,i=12,.N—-1" Piv1=2m, i=12,.N-1
Wp = PN\/E Wp = ZN\/E
- log(%’l) wn 'y o\ ()
N = integer iw@% , A= (Z»;) , N = (w—:) (IL7D)

Le modele rationnel est obtenu ensuite en remplagant chaque opérateur d’ordre fractionnaire

du systéme original par son approximation rationnelle.

11.4.4 La méthode de Matsuda

La méthode suggérée dans [23] est basée sur I'approximation d'une fonction irrationnelle
par une autre rationnelle, obtenue par le CFE et l'ajustage de la fonction originale dans un

ensemble de points logarithmiquement espacés. Supposant que les points choisis sont sj, ,

k=0,1,2,.. , I'approximation prend la forme :
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S$—So
H(S) =ay+ “Th (1172)
Ve
ou: a; = vi(si) ’ Uo(S) = H(S), vi+1(S) = vi;;iiai

I1.4.5 Comparaisons de réponses de quelques approximations
d’un intégrateur d’ordre 0.6

En ce paragraphe, quelques approximations des opérateurs d’ordre
fractionnaire ont été considérées (approximation de: Charef, Matsuda et
Oustaloup), afin de les employer pour mettre en application des contrdleurs
d’ordre non entier. Ces approximations ont été comparées, dans les domaines
fréquentiel et temporel, pour un intégrateur fractionnaire d'ordre 0.6. A partir
des résultats obtenus figure (I1.5), et le figure (I1.6) on peut conclure, que dans
le domaine continu il est possible d'employer des approximations rationnelles
afin d'avoir les formes réalisables appropriées dans des applications de
commande (avec une certaine limitation concernant la largeur de bande de

fréquence ou l'intervalle de temps).

comparaison des différentes réponses indiciefles des aproximtions d un systéme d ordre 0.6
10 - -

g

"

i - integrexact |
7 ’ appro de Oust
| appro de Mats int |
6 i appro de Charef |
° ‘
% 5
<
4
3
2
1
0" : —_
4] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Time (sec)

Figure I1.5. Comparaisons de réponses indicielles des approximations de :

Charef, Oustaloup, Matsuda d’un intégrateur d’ordre 0.6.
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- — ———— ]

comparaison des différentes réponses fregentieller des aproximtions d un systéme d ordre 0.6
50 - - .

)

=

8 50

g -

=

o

3 /

2 0 { appro de Oust i
i appro de Mats int ]
| appro de Charef |

‘53 1 - integrexact |
=)
-]
z
o -45
n
)
=~
o

-90

10" 107 10° 10° 10° 10° 10°

Frequency (rad/sec)

Figure I1.6. Comparaisons de diagrammes de Bode des approximations de :

Charef, Oustaloup, Matsuda d’un intégrateur d’ordre 0.6.

IL.S Approximation par Implémentation des circuits électriques

analogiques
L’approximation de I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire dans une bande

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme :

i)

H(S)If—”f:————Kl - ~ 1——————i;b z’
a, i=0 b

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant I’intégrateur

(11.73)

d’ordre fractionnaire H,(s) donne :

N h
H(s)= Z . (IL74)
I+ =
P
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Avec les h; sont les résidus des pdles donnés par I’équation (I1.48), Cet équation

1 cre

correspond a I’impédance d’un réseau RC du type Foster forme dont le schéma est

représenté comme suit :

Ry R, R,
) —_ H— —L = —__1
.—’—— S pU—— —

A
| | | | | |
V(s) | [ ]
Co (of C,

Figure I1.7. Circuit RC du type Foster premiére forme.

L’impédance de ce réseau est donnée par :

N R

R 1| |R=h
Alors 12 C _I Pour i=01..N (IL76)

R =h ph

0

De la méme fagon, I’approximation de 1’opérateur dérivée d’ordre fractionnaire dans une

bande fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme :

IL77)

N
H(s)=K,s" =KD{1+1) =KD.—%Q-————§—-
H(H*]
=0 bi

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant le dérivateur

d’ordre fractionnaire H,(s) donne :

(9
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H(s)=H, + EN:-—-—’-’L (IL78)

i=0 [1+i]
)2

Avec les h; sont les résidus des pdles donnés par I’équation (I1.63).

Cette équation correspond a I’admittance:-d’un réseau du type Foster 2 forme dont le

schéma est représenté comme suit :

Sy
Rl Rn
R, R,
c, c,
1T T

I(s

C

T ¢

Figure I1.8. Circuit RC du type Foster deuxiéme forme.

L’admittance de ce réseau est de la forme :

N
Y(s)=— sy G (IL79)
R, & (1+sRC,)

Alors :

1 3
p/_RiCi C,-:h,
hi= i r:b RlzL
1 hC,
H():;{: Rp_HO
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I1.7 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les notions de calcul fractionnaire et les
approximations (I’approximation des dérivateurs et d’intégrateurs) et de systéme d’ordre
non entier nécessaires et la modélisation des systémes d’ordre fractionnaire par une fonction
de transfert d’ordre fractionnaire ou par une représentation d’état généralisée. Comme nous
avons également montré la condition de stabilité de ces systémes.

Dans les chapitres qui suivent, nous allons étudier la théorie de la commande
CRONE et les propriétés des cette commande dans un premier lieu et 1’application des les

lois de cette commande dans deuxiéme lieu.
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Chapitre III La commande CRONE : Etude théorique

II1.1 Introduction

Dans le domaine de la commande, I’objectif est de déterminer le régulateur qui assure
au procédé réglé, les performances fixées par le concepteur conformément a un compromis
entre ces exigences et les limites physiques du procédé. La synthése du régulateur ainsi adapté
est effectuée a partir d’un état paramétrique donné du procédé (état paramétrique nominal).

La robustesse est une notion trés large qui traduit toujours la méme idée, a savoir
I’insensibilité ou par défaut la quasi-insensibilité. Aussi, dans un méme domaine, il existe
autant de types de robustesses que de grandeurs insensibles. Le domaine de la commande n’y
échappe pas. Dans celui ci, il est fréquent de considérer la robustesse de la stabilité dont
I’objectif est le maintien de la stabilité ou en d’autre terme, la garantie d’une valeur maximale
du facteur de résonance en asservissement ou en régulation.

Les avantages du calcul fractionnaire ont été¢ décrits et mentionnés dans les derniéres
décennies par de nombreux auteurs. Il a été montré que les modéles d’ordre fractionnaire des
systemes réels sont régulicrement plus appropriés que ceux utilisés habituellement par les
modeles entiers. Les applications des ces modeles fractionnaires se trouvent dans de
nombreux domaines, comme par exemple, la mécanique, la physique, la robotique et dans
beaucoup d’autres. Les correcteurs fractionnaires sont ceux qui renferment des systémes
d’ordre fractionnaire dans leur conception. Iles peuvent étre congus a la fois pour des
systémes d’ordre entier et d’ordre non entier.

Dans I’approche fractionnaire qu’utilise la commande CRONE (Commande Robuste
d’Ordre Non Entier) [22], la robustesse est de nature plus sévére puisqu’il s’agit de la
robustesse du degré de stabilité. L’objectif étant alors le maintien de la performance
dynamique fréquentielle ou temporelle qui mesure ce degré (robustesse en performance). Plus
précisément, la robustesse dont il s’agit est celle du degré de stabilité de la commande vis-a-
vis des incertitudes du procédé.

Ce chapitre est composé de deux points essentiels, le premier point présente un rappel des
principes et différentes générations de la commande CRONE. Quant au deuxiéme point, on
utilise la boucle idéale de Bode (BIB) comme un modéle de référence pour calculer les
parameétres des correcteurs fractionnaires. Et a la fin de ce chapitre, on présente quelques
correcteurs et la méthode utilisée pour leur synthése pour des systémes linéaires d’ordre

entier.
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I11.2 Définition de la commande CRONE

Elle a été¢ proposée par Oustaloup au début des années 90 [22]. Abréviation de
« Commande Robuste d’Ordre Non Entier », Oustaloup a étudié les algorithmes d’ordre
fractionnaire pour la commande des systémes dynamiques et a montré la supériorité des
performances de la commande CRONE sur le PID classique. L’idée développée pour la
synthése du contréleur CRONE dans le domaine fréquentiel, vient sans doute des
caractéristiques de robustesse que posseéde la fonction de transfert idéale de Bode, prise
comme modele de référence. L’objectif est alors d’obtenir en boucle ouverte une marge de
phase constante autour de la fréquence de transition (fréquence au gain unité) et par
conséquent un dépassement constant des réponses temporelles aux variations de gain du
systéme. Ce correcteur permettait d’assurer la robustesse de la commande dans une bande de

fréquence donnée. Trois stratégies bien distinctes assurant d’excellentes performances de

robustesse et ont fait 1’objectif de développements théoriques et technologiques importants.
lére zéme 3éme

Chacune d’elles définit une génération de la commande CRONE, génération

[09,22].

111.2.1 Commande CRONE de la premiére génération

) YUOR
C (jw) u() H(s)

Figure IIl.1. Diagramme de commande a retour unitaire

La premiére stratégie repose sur une phase constante du régulateur C(jw) autour de la
fréquence au gain unité en boucle ouverte w,, (fréquence de coupure). Si C(jw) désigne la

réponse fréquentielle du régulateur en cascade avec le procédé figure (II1.1), les variations de
la marge de phase résultent toujours des variations additives de la phase du procédé et du

régulateur autour de la fréquence de coupure, dans cette stratégie, le régulateur présente au
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moins le mérite de ne pas contribuer aux variations de la marge de phase. Celles-ci se

réduisent en effet aux variations de la phase du procédé [12].

La version idéale du régulateur CRONE a phase constante est définie par une transmittance

d’ordre fractionnaire de la forme :

avec w,,w,,d€R

Avec :
C, : le gain statique.
w, et w, : les fréquences de troncature.

Dont le diagramme de Bode est donné par la figure (I11.2).

(1IL1)

Sa version réelle est définie par une transmittance d’ordre entier résultant d’une distribution

récursive de zéros et de pdles, soit:

b 1 3
Z.
CN(s)=C0H . avec z,,p, € R etNeN
i=1 1 + i
bi
¥ 3 '
|C. (w)|(dB) |
0(dB) — e R
l ; i ! w
arg C_ (jw) ‘ . i . .
oy, W, w, w, W

(111.2)

Figure I11.2. Diagramme de Bode du régulateur CRONE idéal a phase constante.
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[21 = Wb\/g rp] :Wb\/—b_
=za,i=1,.,N =pa,i=1,N
a>0:F T H sig<0:47 P41 (IIL3)
z,=pb ,i=1,.N-1 P =2b,i=1,..N-1
(Wh :PN\/E (Wh =ZN\/E
log(&J " (i)
N N
w, = w,(ab)" & N=integeri— /L o=/ ¥n |7 | W (IL.4)
log(ab) W, W,

La robustesse de la marge de phase est obtenue seulement lorsque w, , appartient a la bande de

fréquence ou la phase du procédé est constante.

Dans le cas ol on ne peut pas utiliser la bande de fréquence a phase constante, la

deuxiéme génération de la commande CRONE peut étre utilisée.

I11.2.1.1 La synthése de la Commande CRONE de la premiére génération

Hypothese : le systéme présente une plage de fréquences ou la phase est constante.

o Choixdew,

Le choix de la fréquence unité repose sur un compromis entre plusieurs critéres. Ainsi, en

choisissant w, grand vis-a-vis de la fréquence de coupure du systeéme w, :

Cal ol

5.

Dynamique rapide du systéme corrigé.
Fortes sollicitations de la commande.
Problémes d'échantillonnage.

Bon asservissement.

Bonne régulation.

En pratique on choisit :

w, =52 20xw,

Le régulateur est de la forme de I’équation (I11.1).
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o Détermination de l'ordre a

a) a partir de la marge de phase Ag

0
—7/2

e .72 2 U Y : y bAp

—7 e

L7 2. S,

Figure IIL3. Détermination de I’ordre du correcteur CRONE.

Ap= r-nZ == —2~(7r—A¢)
2 V4

Donc : a=n-n'  avec (n) ’ordre de dénominate

b) a partir du facteur de résonance

1 2 . (1)
£ =——— = a=—arcsin| —
sin(a%) 4 ¢

¢) a partir du facteur d'amortissement

g =—cos£ =Da =7
a arccos(—¢)

d) a partir du premier dépassement

D, =79,159a* -138,507 + 59,528

o Choixde wpy et wy

Chapitre III La commande CRONE : Ftude théorique

(1IL.5)

(IIL6)

(11L.7)

(IIL8)

(I1L.9)

Il s'agit de choisir deux pulsations w, etw, qui entourent les pulsationsw, et w,

délimitant le domaine d'action du correcteur CRONE :

1. Si les pulsations w, et w, sont trop proches de w, et w, le comportement idéal n'est pas

observé.
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2. Si les pulsations w, et w, sont trop éloignées dew, et w, le correcteur sera difficile a

implanter.

3. Dans la pratique on choisit :

Wa
=70 (I11.10)
w, Swyx10

o Calcul du gain statique C,

|BGw,)|=1
Donc : |C,Gw,)x H(jw,)| =1
1+
Ou: C,(jw,)=Cy| —
1+—
W

H(jw,) : La fonction transfert de systéme.

On en déduit :

2\2
w
Cy=—— b (1IL.11)
CHGW (Y
W,

e Choix des pulsations w4 et wg

C'est 1a une fonction de la robustesse du systéme désirée. Plus w, et w, sont éloignées, plus
la partie verticale sur le lieu de Black sera grande et donc plus le systeme sera robuste.
En d'autres termes, Aw = w, —w est fonction de la variation des paramétres du systéme

Par ailleurs, dans la majorité des applications w, et w seront choisies symétriques par rapport

a w, soit: 14 (111.12)
Wy <w, Xy avec:y ~10
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II1.2.1.2 Exemple d’application
Soit le systéme :

20

H(s)=——
1+s (IIL13)

Les considérations de robustesse poussent & choisir :
A@=50° 2 une pulsation de 31.6 rad/s.
Aw=1 décade centrée sur w,

1. Calcul de Uordre de correcteur a
o= n—n'=3—i(180—50) =1.55
180

2. Calcul des pulsations de coupure wy, et w,

D'aprés le cahier des charges : Aw = 1 décade centrée sur w, donc :

Y5 _10
wy
2 _
W, =Wy X W, (I1L.14)

On en déduit que :
w. =10w;
w, =10w, =100rad /s
Puis en choisissant 1 décade d'écart entre les pulsations de coupure w,etw, et les
pulsations w, et wnous obtenons :

w, =1rad/s
w, =1000rad /s

2
14| L
1 w,

C. =
0 IH(jwu) 1_,_(“’")2
W

D’aprés I’application numérique : Co=7.5.

3. Calcul gain statique Cy

Vérification du gain statique en boucle ouverte :

B, =C,H, =150
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Ce correcteur présente bien un gain statique B, >> 1, et par conséquent le systéme présentera

une erreur statique faible en boucle fermée :
1

g = ~(0.07
" 1+ B,
1.55
- 5 : . l1+s
D’apreés la synthése on obtient le correcteur suivant : C,(s)=7.5 —
1+
1000

Step Response

systeme non corrigée |
18 systeme corrigée I

0 0.2 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2
Time (sec)

Figure I11.4.Réponse indicielle de H avec régulateur CRONE.

1I1.2.2 Commande CRONE de la deuxiéme génération
Cette approche est basée sur la fonction de transfert en boucle ouverte autour de

w, définie a partir de la fonction de transfert en boucle ouverte d’un intégrateur

d’ordre fractionnaire de la forme [12] :
w a
T(s)= (—J avec: a €[1,2] (I11.15)
s

L’objectif consiste en [’annulation directe des variations de marge de phase
par un gabarit vertical figure (II.5), que forme le lieu de Black en boucle ouverte

entre —g et -m autour dew,, pour |’état paramétrique nominal du procédé, et la
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réalisation d’un glissement de ce gabarit sur lui-méme lors d’une reparamétrisation

du procédé (variations du gain autour de w, ).

La forme et le glissement vertical du gabarit assure, non seulement la constance de

la marge de phase ¢, , mais également :

e La constance du premier dépassement réduit de la réponse indicielle en
asservissement ou en régulation, a travers la tangence du gabarit & un méme
contour d’iso-dépassement. "

e La constance du facteur d’amortissement en asservissement et en régulation, a

travers la tangence du gabarit 2 un méme contour d’iso-amortissement.

f 3
|ijhvﬂd8

(9]

—xf arg(7 (jw))
-

0dB;

.---_----a-_._________-____
(N

Figure II1.5. Représentation du gabarit vertical dans le plan de Black.

Le comportement dynamique en boucle fermée est exclusivement li€é au
comportement en boucle ouverte au voisinage de la fréquence de coupure. Aussi,

I’étude d’un tel comportement peut éEtre fondée sur les transmittances en
asservissement H(s) et en régulation H,(s)déterminées a partir de la transmittance

en boucle ouverte réduite a la transmittance de description du gabarit7'(s), soit :

H(s)=(&j I 1 . (IIL.16)
E(s) o 1+7(s) 1+(s]
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]
(¥ __ 1t _ \w
Et HR(S)"( p(s)l(s)zo 1+T(s) . (i)a (I111.17)
wll

Dans I’objectif de déduire analytiquement le comportement en boucle ouverte (pour le
procédé nominal) qui prend en compte a la fois les spécifications de précision aux basses
fréquences, le gabarit vertical au voisinage de la fréquence w,, et le comportement du procédé
aux hautes fréquences conformément aux spécifications sur la sensibilité de I’entrée a ces
fréquences, la transmittance en boucle ouverte peut étre fondée sur I’intégration d’ordre

fractionnaire bornée en fréquence, soit :

ny

n, 1+ k
T(s)=(k,,(—“i"—+l)) o ”s’h b (IIL18)
§ Wb 14 = | [1+=
W W,
1 1
w 2 2 W 2\2
Ou: n,,n, €N, kb=[1+(———”—\J] , kh=(1+[ "JJ
w, w,

Si n

5 Teprésente 1’ordre du comportement asymptotique du procédé en basses

fréquences (w > w,), ’ordre n, du proportionnel-intégrateur est défini par :
m21 si n,=0 et n2n, si n, =1

Sin,, représente  I'ordre du comportement asymptotique du procédé en hautes

fréquences(w > w,), I’ordre n, du filtre passe-bas est défini par : n, > Ny,

Les fréquences transitionnelles basse et haute(w, er w,), sont réparties

symétriquement par rapport aux fréquences extrémales w, et wg du gabarit vertical.

Dans le cas ou elles sont suffisamment pour permettre d'écrire :

w, =%)— et  w,=10w,
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Ona: w,>>w, etw, <<w,.

Dans le cas ou la fréquence w, appartient a un comportement quelconque du

procédé et ou la différence de phase entre le gabarit vertical et le procédé varie alors
avec la fréquence, le régulateur placé en eascade avec le procédé doit présenter une

phase variable sur I’étendu du gabarit.
Le régulateur est défini par une transmittance non entiéreC, (jw), déduite du
rapport :

_TI(s)
C,.(s)= o (I11.19)

Ou 7(s) est donné par la relation (III.18) etG,(s) désigne la transmittance nominale du

procédé.

La synthése de la transmittance entiere d’ordre réduit du régulateurC, (jw),

consiste a réaliser I’identification par modéle rationnel entier de la réponse

fréquentielle C, (jw), Cette synthése revient alors a adapter les paramétres d’une
transmittance de structure prédéfinie a la réponse fréquentielle C, (jw). Le modéle
rationnel entier sur lequel est fondée 1’estimation paramétrique est de la forme :

Zn:bksk

C (s)=421 (I11.20)

k
2 as
k=0

L’objectif est d’estimer le vecteur des paramétres, v, donné par : v =[a,,a,,...a,,by,by.....5, |
qui annule I’écart entre la réponse fréquentielle approchée C, (jw) et la réponse

fréquentielle a identifier C, (jw), soit :
e(jw) =C,,,(jw)-C,.(jw) (IIL.21)

Sur M fréquences w, , (i=1,2,...,M), définies par le concepteur.
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111.2.2.1 Exemple d’application

Soit le systéme suivant :

400

e 11.22
0.001s> + s* ( )

H(s)

D’aprés digramme de Bode, il n’existe pas une marge de phase constante, donc la 1%
génération de la commande CRONE n’est pas suffisante pour corriger ce syst¢tme. On passe a

la 2°™ génération de la commande CRONE.

La figure suivante présente la réponse indicielle du systéme non corrigé et systéme corrigé.

Step Response

1
systéme non corrige !

|
i !
1.8 - [ systéme corrige avec CRONE 2 :

186
1.4

1.2

0.8
0.6 -
0.4

0.2

o 01 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 09 1
Time (sec)

Figure IIL.6. Réponse indicielle de H avec régulateur CRONE.

I11.2.3 Commande CRONE de troisieme génération

Lorsque la seconde condition ne peut étre vérifiée, il n’y a aucune raison pour que le
gabarit vertical assure au mieux la robustesse de la commande. Il convient alors de le
généraliser conformément & deux niveaux. Le premier niveau consiste a considérer un gabarit,

toujours défini comme un segment de droite pour I’état paramétrique nominal du procédé,
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mais de direction quelconque, appelé gabarit généralisé. Le gabarit ainsi défini est décrit par
une transmittance fondée sur celle d’un intégrateur d’ordre complexe, dont sa fonction de

transfert d’ordre complexe @ =a+ib est définie sur deux plans complexes indépendants, C,

(pour I’ordre complexe ) et C; (pour la variable (s)), de la forme [12] :

sign(b) a b \-En)
T(s)= (coh(bzr—)) ,(Wu ) [[Wu ] ] m23)
2 S S ¢j

La partie réelle a de I’ordre complexe détermine le placement en phase du

gabarit et la partie imaginaire b détermine ensuite sa pente par rapport a la verticale.

Dans le cadre de cette généralisation, la recherche d’un gabarit optimal au sens
de la minimisation d’un critére quadratique (sous contraintes) portant sur les
variations du facteur de résonance en asservissement ou du facteur d’amortissement
en asservissement et en régulation, définit la stratégie optimale qu’utilise la version
initiale de la commande CRONE de troisiéme génération. Le deuxiéme niveau
consiste & substituer au gabarit généralis¢ un ensemble de gabarits du méme type,
appelé multi-gabarit. Sa description par un produit de transmittances d’ordre
complexes bornées en fréquence, définit un gabarit curviligne qui étend le gabarit
rectiligne que forme le gabarit vertical ou généralisé. La recherche d’un gabarit
curviligne optimal, au sens de la minimisation, du critére précédent, définit la
stratégie optimale la plus évoluée qu’utilise la commande CRONE de troisiéme

génération.
IIL.3 La fonction de transfert de la boucle idéale de Bode (BIB)

La fonction de transfert idéale de Bode a été proposée pour la premicre fois par

Bode dans son travail sur la conception des amplificateurs a retour en 1945.

Le diagramme d’un tel amplificateur a retour unitaire est donné par la figure (II1.7),
dont la fonction de transfert en boucle ouverte est définie par un intégrateur d’ordre

fractionnaire de la forme :

R(s) = ia ,l<a<? (I11.24)
S
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Ou o est la pente de la caractéristique idéale du gain.

E(s) ¥, A Y(s)
) - 5@ 0

Figure I11.7. Diagramme de la boucle idéale de Bode.

II1.3.1 Analyse temporelle de la BIB

La fonction de transfert en boucle fermée de la boucle idéale de Bode est de la

forme:

Y(s) A
Ry (s)= TEREEY (111.25)

La réponse indicielle est de la forme :
y(t)=At°E, ., (-At%) (111.26)

ou £

a,a+

, est la fonction de Mittag-Leffler :

111.27
ar a+l kZo F(l + k a) ( )

Les réponses indicielles du systéme R,,.(s)correspondent au coefficient d’amortissement
¢, a la pulsation naturellew,, et a la fréquence proprew, donnés par les formules
suivantes :

1 1
£ = —co{f) sw, =A% sw =A% sin(f) (I11.28)
a

o
Le dépassement maximal peut étre exprimé en fonction de I’ordre a par :

r —rm

D, = er ~ 0.8(a — 1)@ - 0.75)(%) ;1 < < 2 (111.29)
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Le temps du premier dépassement et le temps de montée (2% a 90%) peuvent étres donnés

d’une fagon approximative par les formules [12]:

g, 1106@ 02557 (111.30)
(a -0.921)
_ 2
_OBka-LIsY (IL31)

wutm
(a-0.724)
Ou w, est la fréquence au gain unité.

La figure (II1.8) représente la réponse indicielle du systéme de 1'équation (II1.25) pour
différentes valeurs de A et a. Cette figure montre que le dépassement est d'environ de 29.62%

et indépendant du gain A. Cette propriété est dite iso-amortissement (4 =cst = 0.35).

2 3 : T T 14, - -
1 1 ; I ' ! I I | : ; | i
* Lapa=te] 12T f'i - AROOS. Ll
R N A A O B ! > S ! ! o ! !
16 i i 1 i [ i H 1 \' ! ¢ I i ) *
t i ! i B ' | i ! ! t i
. L Y- 1. - I R S 1p 1 i - -
14 t } i i ; ,,/&!;'18-:1 ¢ i i
1 1 1 t 4,»“’\‘ T - i ' ! i
124 - - P 1 : i i I ; i I ; ;
X ! ’I/ K : L e L e e R
I LT FR— el ' ' ‘ |
i T ] i i ! i
1 ! I ' 1 i t i ! i
08} ~ - L ! L 1 1 L e e [ o )
1 I H i H H i ! i
o I 1 ! i ! : : : ' i
0BF ~ ~ b o b e b e e -+ - i i 1 1 ' I
b ] ] 1 ' I 04 T \7 B ’ o ’,’ T \7 o \- V!'
: ' ' : i 1 T U R A A A
; ] ; i : i i i ) . i
02+ B = L e ,j ! ! | ‘ ‘ ( |
i ! P ! i + i i | t
0 —»~ ! : i 0: i ; J
0 2 [ 8 10 12 14 16 18 20 0 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure II1.8. Réponses indicielles de la boucle idéale de Bode pour différentes

Valeurs de A et a.
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I11.3.2 Analyse fréquentielle de la BIB

Le diagramme de Bode de la chaine directe de la boucle idéale de Bode est donné par la

Figure (II1.9). La réponse fréquentielle est caractérisée par une pente de —20adB/dec et une

phase constante de——c?—rad .Ainsi, la marge de phase en boucle fermée est indépendante du

gain Aetégalea: ¢, = (l - g—jn

2
4+ lT(j“'-)’ ax
— 20ex 7B /e
\\
- : . log?\'
W, — AT
> )
arg[Z (_ja)]
o . o
1oy eyl
— T’ -‘73 H
—T i¢v1 =7l —« ’2)

Figure IIL.9. Diagramme de Bode en boucle ouverte de la boucle idéale de Bode

Le facteur de résonance ¢ et la fréquence de résonance w, peuvent étres déterminés de la

méme maniére comme dans le cas des systémes entiers.

Soit la transmittance R, (jw) en boucle fermée :

A

Ry (jw) =

Son module est donné par :

W +4 - 4y e cos(%”-) + jw” sin(%z)

A

IRBF (JW)I = \/

W% +2Aw” cos(%’f) + A*

Le module (I11.33) posséde un maximum pour :
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1
w, = (— Acos(gzzna ,a>1 (I11.34)

Ce qui correspond a un facteur de résonance donné par :

1
e —
Sin(a_ﬂ)
2

I11.4 La synthése des correcteurs d’ordre fractionnaire

(1IL.35)

La décennie précédente a connu des efforts de recherche trés remarquables reliés au
calcul d’ordre fractionnaire et son application dans la théorie de commande des systémes.
Dans cette partie on a étudié quelque correcteurs d’ordre fractionnaire pour
savoir 1’effet des ces correcteurs sur les deux systémes entier et non entier. Pour
commander ces systémes en boucle fermée il existe quatre situations : systéme d’ordre entier
avec correcteur d’ordre entier, systéme d’ordre entier avec correcteur d’ordre fractionnaire
et systtme d’ordre fractionnaire avec correcteur d’ordre entier, et systéme d’ordre

fractionnaire avec correcteur d’ordre fractionnaire [24,25].

II1.4.1 Correcteur PI* D? d’ordre fractionnaire
II1.4.1.1 Structure et syntheése du correcteur prpf fractionnaire

a) Structure du correcteur PI°D’ fractionnaire

Aujourd’hui, le correcteur PID est la structure de commande la plus utilisée dans les
boucles de rétroaction. Plus de 90% des boucles d'asservissement sont des correcteurs PID.
Retour unitaire classique donné par la figure (I11.10). Ou u(r) désigne le signal de commande
et &(f) I’écart résultant de la différence entre la consigne e(?) et la grandeur a commander (),
Hp(s) est la fonction de transfert du correcteur, H(s) est la fonction de transfert de systéme.
Le correcteur proportionnel intégral dérivé (PID) classique est basée sur le présent (P), le
passé (I) et le future (D) de I’erreur de commande &(f), son comportement peut €tre décrit par

I’équation suivante :
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_ 1 de(f)
u(t)—Kp[g(t)+TI Ojg(r)dHTD " ] (111.36)
E(s) e(s He(s) U(s); o Y(s) R
et) - () u(r) )

Figure I11.10. Systéme de commande a retour unitaire classique.

Les paramétres du correcteur associés a ces différents termes sont le gain proportionnel Kp, la
constante d’intégration 7; et la constante de dérivation 7). Les trois termes proportionnel,
intégral et dérivé possédent des caractéristiques différentes et agissent de maniére
complémentaire. |
L'amélioration du correcteur PID classique, nous permet de proposer une version de
correcteur d'ordre fractionnaire. La forme la plus commune de ce type de correcteurs d'ordre
fractionnaire est donnée par: PI°D® [7], impliquant un intégrateur d'ordre a et un
différentiateur d'ordre B, ou a et  sont n'importe quels nombres réels.
L'équation de la sortie du correcteur PI*DP d'ordre fractionnaire dans le domaine de temps est
donnée sous la forme:

u(t)=kK, l:f;(t) + TLD‘“ (e@)+T,D* (g(t))] (I1L37)

I

a est ’ordre fractionnaire de 1'action d'intégration et B est I’ordre fractionnaire de 'action de
différentiation.
L’algorithme du correcteur PI*DP d'ordre fractionnaire tel que décrit en équation (I11.36) peut

étre représenté par la fonction de transfert suivante :

H (s)= Kpl:l + Tl —+T,s” ] (111.38)

s
Une expression équivalente, ol les paramétres apparaissent de maniére linéaire, est souvent

plus appréciée pour les calculs analytiques. Une telle formulation est donnée par la forme

paralléle :
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Kl B
H,(s)= K, +=L+K,s (I11.39)
)

Les gains d’intégration K; et de dérivation Kp sont liés aux paramétres de la forme standard

par les relations suivantes :

k =X (I11.40)

K,=K,T, (111.41)
La figure (III.11), présente la structure interne du correcteur PI°D? d'ordre fractionnaire, elle
consiste on la connexion paralléle des parties proportionnelle, intégrale d'ordre fractionnaire

et dérivée d'ordre fractionnaire.

E(s) . +
Kys* [—*

Figure IIL11. Structure du correcteur PI’D? d’ordre fractionnaire.

En tenant compte de la discussion précédente, le tracé asymptotique de Bode du correcteur
PI°DP d'ordre fractionnaire de 1’équation (II1.39) peut étre obtenu dans la figure (II1.11), On
peut observer les pentes de -20a dB/dec et 20B dB/dec des parties intégrale et dérivée,
respectivement, du correcteur PI°DP d'ordre fractionnaire. Les tracés exacts du correcteur
PI°DP d'ordre fractionnaire (amplitude et phase) sont représentés dans la figure (II1.12), Par
comparaison avec celles du correcteur PID, on peut observer 1’effet des ordres fractionnaires

sur les pentes des parties intégrales et dérivée, du correcteur PI°DP d'ordre fractionnaire
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100 T e e S } . . e —
! ! ! i - pid fractionnaire |
sol - - . i pid classique ||
' i
T %
oL - - - - S
| f ’ |
50 : :
10° 10° 10* 10*? 10° 10? 10*
; j ! { - pid fractionnaire |
S0-- -~ P [‘} pid classique |
o e . S
i
50 - - . G
-1001—- g 1 L :
10° 10° 10* 10 10° 10° 10*

Figure 111.12. Trace de I’amplitude et de la phase asymptotique du correcteur Pyt

d’ordre fractionnaire et PID classique.

Comme il est montré sur la figure (IIL13), le PI°D® fractionnaire généralise le PID
conventionnel et I’étend du point au plan. Cette extension donne plus de flexibilité

dans la conception des commandes PID.

PD PID PD PID

=
Il
L ]

=
I

P PI P Pl
v > >
a=1 7 a=1 4
a) PID classique (conventionnel) b) PID fractionnaire

Figure 111.13.Commande PID a partir d’un point (a) jusqu’au plan (b)
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b) Synthése du correcteur PI°D’ fractionnaire

Le probleme de conception de ce systéme asservi est donc de régler les cinq paramétres
du correcteur d’ordre fractionnaire Hp(s),(kp,kp,ki,0,p) pour garantir que la fonction de
transfert en boucle fermée se comporte comme un systéme de référence Ry (s) qui lui-méme
répond aux spécifications du cahier de charge du systéme asservi projeté.

En 1942, Ziegler et Nichols ont propos’é’ deux approches heuristiques basées sur leur
expérience et quelques simulations pour ajuster rapidement les paramétres des régulateurs P,
PI et PID. La premiére méthode nécessite I’enregistrement de la réponse indicielle en boucle
ouverte, alors que la deuxi¢éme demande d’amener te systéme bouclé a sa limite de stabilité.
Nous avons établi une conception simple d'un systéme de correcteur d'ordre fractionnaire
¢lémentaire basé sur les paramétres m et w,,. Par conséquent, dans cette section nous utilisons
l'intégrateur d'ordre fractionnaire de l'équation (II1.39) comme une fonction de référence

Rin(s) pour le systéme de commande PI%DE.

A
R,(s)=— (111.42)

S
Nous commengons par considérer le systtme en boucle fermé montré dans la
figure (II1.14), ou Hp(s)est le contrdleur PIDP et H(s)est la fonction de transfert du
processus, caractérisée par un ordre asymptotique a basse fréquence 0 <n' <2 et a

haute fréquence 2 < n < 4 avec n’ < n (figure (111.14)).

E—><(s) }——»{ Ha(s)

\ 4

H(s)

Figure I11.14. Systéme de commande en boucle fermée avec PI*D’ fractionnaire.

60



Chapitre III La commande CRONE : FEtude théorique

La fonction de transfert idéale du contrdleur PI°DP est de la forme d’équation(I11.38).

d'intégration et Tp est une constante de Avec a et  sont des nombres réels positifs, Kp est le
gain proportionnel, T est une constante dérivation. La fréquence de coupure w, est considérée
supérieure que 10 fois la fréquence transitionnelle du processus. La fonction de transfert du

modele de référence en boucle ouverte est de la forme :

C]

Ou w, et m sont fixés selon les performances désirées en boucle fermée.

(111.43)

R,(s) =

La méthode de synthése du PI°DP est basée sur l'interprétation de la fonction de transfert en

boucle ouverte Hgo(s)qui peut étre écrite sous la forme :
Hy,(s)= H(s)H,(s) (111.44)

La transmittance Hpo(s)peut ici étre considérée comme I'approximation de la
fonction de transfert en boucle ouverte du modéle de référence R (s), alors nous
pouvons écrire:
1 B K/J . m
K, l+ﬁ+TDs H(s)z;;— ou K =wj (111.45)
I
On donne la bande de fréquence : wmin<<10wp, et 1<m<2, w,<<Wmax OU Wy est la

fréquence de coupure du processus, la transmittance Hgo(s) devrait présenter :

- Une pente asymptotique de -20dB/dec a la basse et a la haute fréquence de la
largeur de la bande limitée [Wmin, Wmax] qui permet de calculer les paramétres
Beta.

- Le méme gain avec la référence Ry(s) en haute et basse fréquences, ainsi, les
valeurs initiales des paramétres T; et T4 peuvent étre estimées avec une
valeur initiale de Kp considérée Kp=1.

- Une fréquence de coupure égale a wy, Kp le paramétre peut étre déduit en

utilisant les valeurs initiales Ti et T4’
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- Finalement, on fait l'ajustement des paramétres T; et Ty pour obtenir les deux

paramétres T; et Ta.

Prenant netn’ comme un ordre asymptotique du processus H(s) & haute et a
basse fréquences respectivement, les paramétres du contrdleur peuvent étre

donnés par les équations suivantes [26] :

p=n-m, oc=m-n’ (111.46)
T) = —— % (IIL.47)

T H(j@max)l0hax

i — (11L.48)

t |H mein)lw#{in

_ [H(jwy)l ™t
P I1+Til(jwu)_a+7-é(jwu)ﬁ| (IH-49)

Ti = kail et Td = kad’ (IIISO)

¢) Synthése PID classique

En 1942, Ziegler et Nichols ont proposé deux approches heuristiques basées sur leur
expérience et quelques simulations pour ajuster rapidement les paramétres des
régulateurs P, PI et PID. La premiére méthode nécessite I’enregistrement de la réponse
indicielle en boucle ouverte, alors que la deuxiéme demande d’amener le systéme

bouclé a sa limite de stabilité.

La deuxiéme méthode est basée sur la connaissance du point critique du processus.
Expérimentalement, on boucle le processus sur un simple régulateur proportionnel dont
on augmente le gain jusqu'a amener le systéme a osciller de maniére permanente ; on se
trouve ainsi a la limite de stabilité. Aprés avoir relevé le gain critique 4., du régulateur
et la période d’oscillation 7, de la réponse, on peut calculer les paramétres du

régulateur choisi a I’aide du tableau (II1.1) [2].
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fype K, T; T,
P | 0.5K,,

PI | 0.4K_ | 0.8T
PID | 0.6K, | 0.5T |0.125T,,

Tab. I11.1 Paramétres du PID obtenus a partir du point critique (Ziegler-Nichols)

a B
1I1.4.2 Correcteur PI et PD d’ordre fractionnaire

a p
111.4.2.1 Structure et la synthése du correcteur PI et PD fractionnaire

a) Structure
o
Nous proposons une généralisation du correcteur PI et PD, a savoir le correcteur PI et

PDB d’ordre fractionnaire, impliquant une action d'intégration d'ordre fractionnaire o et une
action de différentiation d'ordre fractionnaire B. L'intérét pour ces types des correcteurs sont
justifient par une meilleure flexibilité, puisqu'il a encore deux paramétres qui sont l'ordre
fractionnaire de l'action d'intégration a et l’ordre fractionnaire B de I’action de

différentiation.

a
La fonction de transfert du correcteur PI d’ordre fractionnaire est donnée comme:

K,

a

Hpyp () = (Kppr +—57) (I1L.51)

Ou KPIF et KIF sont les gains proportionnel et intégral, respectivement, a est 1’ordre

fractionnaire de l'action d'intégration, avec 0 < a < 1.

B
La fonction de transfert du correcteur PD d’ordre fractionnaire est donnée comme:
H o (8) = (Kppp + K pps”) (111.52)

Ou KPDF et KDF sont les gains proportionnel et dérivée, respectivement, B est 1’ordre

fractionnaire de l'action de différentiation, avec 0 <f§ < 1.
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- ] Bode Dlagram - , Bode Diagram
%"ﬁ % 45
Frequency (radisec) 0 10 107 anc;o;,mec)

Figure IIL15. Trace de ’amplitude et de la phase asymptotique du correcteur PI

fractionnaire et PI classique.

b) La synthése
Généralement la synthése des correcteurs d’ordre fractionnaire sont obtient a partir
de la synthése de correcteur PID  fractionnaire selon les nombres des inconnus est

différentes [20,27].

111.4.3 Exemple d'application

Dans cet exemple nous présentons une étude comparative des performances de
robustesse obtenues avec le contrdleur et le contréleur PID classique.
Considérons le systtme de commande a retour unitaire de la figure (I111.14), dont le procédé

est un systé¢me de deuxiéme ordre défini par une fonction de transfert de la forme :

k
H(s) = 57—— (I11.53)
—+2§—+1

wy wo

Les valeurs nominales des paramétres kg, wyp et § sont:
K¢=20, w0=50, §=0.025
Les spécifications fréquentielles désirées en boucle fermée sont données ci-dessous:

@,,=65°, wu=500rad/s
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Pour assurer ces spécifications autour de w, la fonction de transfert idéale de Bode (Fonction

de transfert en boucle ouverte du modéle), doit étre tel que :

1 1
m — 1.2
@ &

A partir de l'ordre de la fonction de transfert idéale de Bode m=1.2 et du comportement

R(s) = (111.54)

asymptotique du procédé en basse fréquence n'=1 et en haute fréquence n=3 on peut déduire
I'ordre de dérivation B et I'ordre d'intégration a de la commande PI°D?
p=1.2et a=0.8

Les parametres k; et kp, kg sont ensuite calculés en utilisant les équations (I11.46, ..., II1.50).

Les fonctions de transfert des commandes PID, calculées pour assurer les mémes

spécifications, sont données respectivement par les équations suivantes :

1) (1)

Hp;p(s) = 50.79 x (—3——9-8-& (IIL.55)
#Ip (1+5:)(t+5550)

Hpjpp(s) = 2.4067 + 2222 4 2 3204512 (111.56)

so.8

Les figures suivantes représentent respectivement les réponses indicielles et diagramme de
Bode du systéme H(s) corrigée par correcteur PID classique, PI*D# en boucle fermée et

observée la différence entres les figures.

Sep Respese

| pldsiqess  ssetemncoripe  pdfcionsie s

Amoplitgde

1

Tow (sec)

Figure I11.16. Réponse indicielle du systéme corrigé pour un gain statique ko.
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50

Magnitude (0B
&
=}

-100 h
i pid classique + sys |

-150 I systeme non corrigée |
45 | pid fractionnaire + sys |

o- . — . —
.45

-90

Fhase (deg)

-135

-180 ) )
10" 10 107 10° 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)

Figure Il1.17. Réponse fréquenticelle (diagramme de Bode) du systéeme corrigé pour

un gain statique k.

L'observation des réponses et diagrammes des Bode, il apparait que Les résultats de
comparaison sont donnés comme suit :
- La marge de phase du syst¢tme de commande a retour unitaire avec le correcteur PID
d’ordre fractionnaire a augmenté et la marge de gain a diminué.
- Le temps de réponse du systéme de commande a retour unitaire avec le correcteur PID
d’ordre fractionnaire est plus petit que celui avec le correcteur PID classique.
- Le dépassement du syst¢éme de commande de retour unitaire avec le correcteur PID

d’ordre fractionnaire est plus petit que celui avec le correcteur PID classique.
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II1.5 Conclusion

Ce Chapitre porte sur la commande robuste d'ordre fractionnaire. Aprés avoir rappeler
les principes de base de la commande CRONE et les performances caractéristiques
remarquables de la boucle idéale de Bode , nous avons présenté le principe de la synthése de
commandes robustes d'ordre fractionnaire et la synthése de la premiére génération de la
commande CRONE. La synthése de la commande est effectuée dans le domaine fréquentiel
en calculant les paramétres du contrdleur PI*D# qui permet d'avoir un systéme de commande
dont les performances sont celles de la boucle idéale de Bode.

Nous avons montré, par un exemple de simulation, que les performances de la commande

fractionnaire ( PI*D#), sont clairement meilleures que celles obtenues par la commande PID

classique.
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Chapitre I'V La commande CRONE : Application

IV.1 Introduction

Dans ce chapitre on va commander un systéme académique par les controleurs PID
entier et PIDF fractionnaire (avec différentes approximations d'intégration et de dérivation
d'ordre fractionnaire), et la commande CRONE. Et des nouvelles régles de synthése de
correcteur DI” et PI* appliqués sur des systémes avec grand retard.

Quant a la deuxi¢me application moteur a courant continu, notre objectif est toujours
I’application du PI*DF d’ordre fractionnaire et la commande CRONE. Comme on va

s’intéresser a la robustesse des ces systémes corrigés.

IV.2 Application a un systéme académique

Dans une premiére application, on va commander un systétme académique par le
contrdleur PI?D# d’ordre fractionnaire (avec les différentes approximations) et la commande
CRONE en comparant ses performances (temporelles et fréquentielles) avec celles du

contr6leur PID entier.
1V.2.1 systéme académique d’ordre entier
Nous considérons le systéme donné par :

10

Ti6s7 s av.h

H(s)=

C’est un systtme de troisitme ordre. On applique les différentes commandes
(PID entier, PI*D# fractionnaire et la commande CRONE) au systéme

Linaire(IV.1) pour satisfaire le cahier de charges suivant :

trsy, S 2 (IV.2)

{D% < 20%
40°<MP <70°
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Chapitre I'V La commande CRONE : Application

1V.2.2.1 Application du PID entier au procédé
On fait le réglage et l'ajustage des paramétres du PID entier, par la méthode de

Ziegler-Nichols (fréquentielles) pour stabiliser le systtme et satisfaire le cahier de

charges.
Bode Diagram
100 -
R B Systent h1
50 e Frequency (rad/sec): 1.01
Magnitude (dB): 4.3
g o ) m
P
-100
-150
S = 7o S
-135
© -180 : -
g System h1
Frequency (rad/sec): 1.01

-225
Phase (deg): -180

270 . e
107 107 10" 10° 10' 10% 10

Frequency (rad/sec)

Figure IV.1. Réponse fréquentielle de systéme non corrigé.

Retirer la période critique w; pour laquelle la phase vaut -180° et le gain G, correspondant a
cette pulsation et on trouve a partir de 1’équation suivante le gain critique et la période
critique:

X - Iv.3)

i
cr G”

T, =2~ (IV.4)
w

A partir du tableau (III.1) on déduit les valeurs de paramétres du controleur PID entier
(kp, Ti et Td)

K,=06.K, =3.
T,=0.5T, =0.7776sec. av.s)
T,=0.125.T,, =38.7sec.

Les réponses indicielles et fréquentielles du systéme et du systéme corrigé sont illustrées en
figure (IV.2) et figure (IV.3). On remarque que la marge de phase est environ de 40.5°, ainsi
ce résultat obtenu satisfait le cahier de charges (IV.2).
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By Step Response i Step Response
: e (s 4 o)
a) b)

Figure IV.2. Réponse indicielle du systéme : a) corrigé par PID et b) non corrigé.

Bode Diagram
200
100
o
2
(]
s 0 o
s [
o
2
-100
-200
-90
j pid classique 1
-135 @ ' systéme non corrigé |
=)
@
=
1
s 1w ®
@©
T
-225
-270 - 2 =
10" 10° 10 10 10 10° 107 10

Frequency (rad/sec)

Figure IV.3. Réponse fréquentielle du systéme corrigé par PID entier.

1V.2.1.2 Application du contréleur CRONE et PI*DF fractionnaire au procédé

On va déterminer un contrdleur PI*D? fractionnaire selon la méthode décrite dans le chapitre
I1I. Pour assurer les spécifications du cahier de charges (IV.2). La fonction de transfert idéale

de Bode doit étre tel que:
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T(s)= = (IV.6)

a 15
§ S
) )
Les paramétres du controleur PI*DB (kp, k; et kg) sont ensuite calculés en utilisant les

équations (II1.46...111.50) du chapitre III. Nous obtenons le contréleur CRONE et le PI*DF

fractionnaire suivant :

322.6s° +355s° +2.155 +1.20
223.9s*

H pe(5) =1.002+ 220098 . 148 30865' ws
0

H cpone(s) = av.mn

On utilise les approximations de Charef, Oustaloup (CRONE : 2émegénération), Matsuda,
et la formule analytique exacte (IV.8) du PI*D# pour la synthése de la commande du procédé
dans une bande de fréquences de [107°,10° ] rad/sec .On a choisi aussi l'ordre d'approximation
n = 10 pour les contrdleurs d'Oustaloup, de Matsuda, et une erreur d'approximation y = 1dB
pour le contr6leur de Charef (voir chapitre II et III).

Les figures (IV.10) et (IV.11) représentent respectivement les réponses indicielles et les
diagrammes de Bode du systtme H(s) commandé par PID classique et PI*D# (avec la

formule analytique et différentes approximations).

1V.2.1.3 PID fractionnaire exacte et PID entier

Amplitude
J
|2
I
i
Magnitude (dB)
& g ¥

w 3
g
g

Phase (deg)

-0

Time: (sec) Frequency (radisec)

Figure IV.4. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier et PID

Sfractionnaire.
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1V.2.1.4 PID fractionnaire avec approximation et PID entier

Step Response Bode Diagram
14
" appro de Charef |
P classique _ _—
8
£ 200
AL o - S T i §
= -4l
3 . " appro de Charef |
2 -800 | pidclassique |
- ——
< 0
04 ?
;T =
é )
-180 .
Time (sec) Frequency (rad/sec)

Figure IV.5. Réponses indicielle et fréquentielle du systéeme corrigé par PID entier et PID
Jfractionnaire (Approximation de Charef).

Bode Diagra
Step Response a0 "
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®
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E 90
< 0 e ey
contoleur CRONE |
99 [ ]
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Figure IV.6. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier et

~
controleur CRONE.
Step Response Bode Diagram
4 . S S S, o
[ appro de Matsu }
| pid classique | 200
= o e g
LI S S E .
g
= 0
g ~ [~ aporo do meatsu |
£ s | ——viddemiye |
o R
H
s ©
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3 § 6 8 ] 0 ) 0 10
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Figure IV.7. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier et PID
Jfractionnaire (Approximation de Matsuda).
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. T Bode Dagram

Phase (deg)

4 Frequency (rad/sec)

Time (sec)

Figure IV.8. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier et

Le model qui correspondant.

A partir des figures (IV.2) a (IV.6), on peut voir que les diagrammes de gain de
différentes approximations sont proches de celui du modéle de référence caractérisé par
une boucle idéale de Bode dans la bande fréquentielle[107°,10°] rad/sec .

En outre, les marges de phase appartiennent aussi a l'intervalle du cahier de charges
imposé : 40° < MP <70°. Par contre, le diagramme de phase du PI®DF fractionnaire
défini par son expression exacte, représente une différence de phase égale a -47.6° par
rapport aux autres approximations, cela est interprété par la nature de la fonction de
transfert irrationnelle pour le contrdleur PI*DP. On remarque aussi que la phase est

constante autour de la fréquence de coupure w, =160rad/secdu systeme corrigé par

le PI®DP et ses approximations traduisant la propriété de la constance de phase de la
boucle idéale de Bode (¢ = —m% =-135%).

Suivant les figures des approximations, le controleur PI*DF fractionnaire assure
des meilleurs résultats de robustesse (la rapidité caractérisée par des petits temps de

montée et de  réponse (0.03s<7,<0.ls et 0.0I1s<T <0.9s) et aussi un faible

dépassement d'environ de 10%).
La comparaison des résultats de différentes approximations du PI*DP avec le

régulateur PID entier est résumée dans le tableau ci-dessous :
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MP(deg) | Tin(sec) | tysy(sec) | D% Vfinate
PID fractionnaire exact 47.5 0.1900 0.2000 10 01
Approx- Charef 60.2 0.0407 0.0115 09 01
Contréleur CRONE 47.8 0.1100 0.2000 29 01
Approx- Matsuda 45.5 0.0802 0.0982 09 01
Le model 45.0 0.0500 0.2010 01 01
PID entier 40.5 0.3040 1.4000 37 01

Tab. IV.1 Comparaison des performances du PI*DPet leurs approximations avec PID
entier.

En ce qui concerne la comparaison des performances de robustesse (7ab. IV.1), elles
révelent clairement que la robustesse est bien meilleure dans le cas du contrdleur fractionnaire
PI*D? et ces approximations, en faveur de I'approximation proposée par Charef, Matsuda et
le controleur CRONE.

La figure (IV.7) présente l'asservissement des réponses du systeme corrigé

en boucle fermée par PID entier et PID fractionnaire sans approximation.

Figure 1V.9. La poursuite de la consigne choisie par les réponses correspondantes du

systéme corrigé par PID entier et PID fractionnaire sans approximation.

On peut voir que les réponses du systéeme corrigé par le contréleur fractionnaire
PI*DP  sans approximation suivent rapidement la consigne par rapport a celle

obtenue par le contréleur PID entier.
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1V.2.2 systéme académique d’ordre entier avec un grand retard

Le mode¢le dynamique du PH dans le processus de neutralisation du sucre de canne (procédé
ordre avec retard). Les variations observées du retard et la constante de temps du procédé le
long de la récolte sont insignifiantes [29].

On a observé d’importantes variations du gain le long de la récolte.

K
1+ )

H(s)= e (0.15<K <0.94) (IV.9)

Le modé¢le de procédé nominal est comme suit :

H(s) =22 g-ios (IV.10)
(1+625)

1V.2.2.1 correcteur DI®

Dans cet exemple on présente une nouvelle méthode de la synthése du systéme avec

retard par un DI fractionnaire :

sa

H,(s)= kD,(”—“) (IV.11)

a partir de la présentation fréquentielle (figure IV.8), on reléve la phase (w;) et ’amplitude

(¢m) pour ce systéme:

Bode Diagram

-10 T m
Systent h

~20 Frequency (rad/sec): 0.0213
Magnitude (dB): -9.56
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LN .
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Phase (deg): -65

-180
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720 . )
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Figure IV.10. Réponse fréquentielle du systéme avec retard de temps.
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Un autre point essentiel dans cette synthése est la spécification fréquentielle du systéme
(IV.10) avec correcteur DI fractionnaire en boucle ouvert. Qui (systéme corrigé en boucle

ouvert) est donnée par :

( -sl
ke l1+5) kk,
H(s).H,(s)= (+m) kl)]( a ): e !

S S
lp= ——(a% + col) (IV.12)

kkp,
wa

|H(jo).H,(jo) =

D’apreés le principe général de la synthése des correcteurs classiques:

¢toml =r+ Arg (H (J wc ))

V.13
H(jo) =1 (V.19

On obtient :

V.4
Drotar =T — a? + a)cl
kky

,

c

(IV.14)
=1

Les spécifications fréquentielles désirées en boucle ouvert sont données ci-dessous:

@, =—65°

(Iv.15)
@, =0.02rad / sec

Donc les parameétres du correcteur sont :

a=3(-¢m+n—wcl)=1.1235
/4

a

k,, = “,’c =0.2407 (IV.16)

7=062
La fonction de transfert du correcteur DI% calculée pour assurer ces spécifications, est donnée
par :

1+ 62sJ V.17

H,(s)= 0.2407(~——

1.1235
A
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Chapitre IV La commande CRONE : Application

Les figures suivantes représentent diagramme de Bode du systéme H(s) corrigé par correcteur

DI” et la réponse indicielle pour différentes valeurs de K:

Magnitude(dB)
o

Phasa(deg)
o

i
|
) I
1 i i .
f L i i i L L ] 200 e i U bl AL S L L
1 L] n E] & [ [} 1 " [ - 0t 10° 107 10" 1° 10
Frequency (rad/sec)

Figure IV.11. Réponses temporelle et fréquentielle du systéme corrigé avec correcteur
DI pour différentes variations de gain K.

e L’avantage de correcteur DI est de rendre le systéme plus robuste aux variations du
gain.
e Inconvénients de ce correcteur, le fait d’annuler le pole du procédé n’est pas trivial, et

I’effort de contréle peut étre important.

1V.2.2.2 correcteur PI”

Dans cet exemple on présente une nouvelle méthode de la synthése du systéme avec retard

par un PI fractionnaire :

1
H,(s)= k,,,[l tos ] (IV.18)

Les étapes de la synthése sont faites comme dans le cas de la synthése de DI fractionnaire.

On trouve les résultats suivants [29]:

Tw? sin(a -—)
@ro = ATCtan - (wl +a % + arctan(wcr)) =—(zr-9,)

1+T w? cos(a F—)
2
) . , kky, l 1 H @ .Y .. zY
IH(_](DC).HP(](DC) =—" 1+Tw? cos(a—) | +| Two sinfle—) | |=1 (IV.19)
To |1+ (we)| 2 2
0P T007)? sin(~Darcos(57) i 2w sin(*Jacos(T7) .

dw : ’
w{(l +Tw" cos(gz’i)J +T2(w*)? sin(_a;i)zJ wc[(l +Tw! cos(ﬁlzﬁ)) +T2 (W) sin(gziy}

+ =
1+(w,7)*
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D’apreés le calcul mathématique fait (résolution du systéme d’équation IV.18), on trouve les

paramétres du correcteur PI fractionnaire :

a=1.0019
k,, =0.9451 (IV.20)
T =18

Les figures suivantes représentent le diagramme de Bode du systéme H(s) corrigé par

correcteur PI° et la réponse indicielle pour différentes valeurs de K:

120 = opm e oy

Magnitude(dB)

08l oy g e e o

+
[
1
065 — —1 = o b e = e
i ]

! 1
04k - - — 4 - e -

+
!
i i H I
e P
) |

L N LI
[T

Phase(deg)

Figure IV.12. Réponses temporelle et fréquentielle du systéme corrigé avec correcteur PI*
pour différentes variations de gain K.

e L’avantage de correcteur PI° est de rendre le systéme plus robuste aux variations du
gain.

e Presque le systéme corrigé est isodépassement (le dépassement <20%).
IV.3 Application au moteur a courant continu
Le but de cette partie est de faire la synthése et la simulation d’un contréleur PID

classique et d'un autre PI®D# fractionnaire avec ses différentes approximations pour

commander un moteur a courant continu [5].
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1V.3.1 Principe du moteur a courant continu MCC

Tous les moteurs électriques sont basés sur le principe physique du couplage magnétique
entre deux champs magnétiques. La transformation de I'énergie électrique en énergie
mécanique s'opére a travers ce couplage magnétique ou interaction magnétique. De ce
principe il découle que tout moteur comporte deux circuits magnétiques, appelés stator (partie
fixe) et rotor (partie mobile).

Dans le cas du moteur a courant continu le stator, aussi appelé inducteur, crée un champ
magnétique Bs. Le rotor, aussi appelé induit, est alimenté par un courant continu. Les
conducteurs du rotor traversés par le courant sont immergés dans le champ Bs, or le physicien
Laplace découvrit que le conducteur est soumis a une force .C'est cette force qui va faire
tourner le rotor et créer le couple moteur.

La constitution technologique du moteur matérialise ce principe de fonctionnement.

Figure IV.13. Moteur a courant continu.
1V.3.2 Modélisation du moteur a courant continu (modéle linéaire)

1V.3.2.1 Moteur a vide

Le flux inducteur @, est produit par un aimant permanent de sorte que 1'on peut écrire

les relations suivantes (figure(IV.14)):

Em = Klq)mwm o wam
7, =K@, i=K,i Iv.21)

v, —E,,,:R,i+L,%

s
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Ou I'on définit les variables suivantes:
En: Tension de la force contre-électromotrice(Volts).
I'm : Couple produit par le moteur (N-m).
I : Courant d’induit (Ampéres).
vi : Tension appliquée aux bornes de 1’induit (Volts).
W : Vitesse du rotor (Rad/sec)
R;: Résistance du circuit de 1’induit (Ohms).
L; : Inductance du circuit d’induit (Henrys).
Ky : Constance de la force contre-électromotrice (Volts.sec/rad).

K¢ : Constante de couple (N/amp).

Figure IV.14. Moteur a courant continu a vide.

Les constantes K;et K, sont fixées par la géométrie du moteur de sorte qu’on peut les
regrouper avec la variable @,,, qui est pratiquement constante pour un aimant permanent. On
définit donc les deux constantes K,, et K. pour le moteur.
Le couple v, entraine une charge mécanique composée de :

y,=J w +Bw +c, (IV.22)
Jn : Moment d’inertie du rotor (Kg.mz).
B.. : Coefficient de frottement visqueux du rotor (N.m.sec/rad).

Cn : Couple de friction de Coulomb du rotor (N.m).

1V.3.2.2 Moteur avec charge
Lorsque le moteur entraine une charge a travers un rapport d’engrenages N, on a :
w, = Nw, (Iv.z23)
W, : Vitesse d’entrainement de la charge (Rad/sec).

N : Rapport d’engrenage.
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Chapitre I'V La commande CRONE : Application

Soit . et y. les couples d’entrainement de I’engrenage et de la charge, respectivement la
puissance mécanique de chaque coté du rapport N étant la méme, on a :

7ewm = waC = ychm (IV'24)

D’ou :

Y. =¥.N (IV.25)
Pour ramener le couple d’entrainement de la charge y. du coté moteur du rapport
d’engrenages, il faut le multiplier par N. Définissant la charge mécanique total par les
constantes :
v : couple de la charge (N.m).
J. : Moment d’inertie de la charge (Kg.m?).

B. : coefficient de frottement visqueux de la charge (N.m.sec/rad).

R
‘13_/\/\/\_5 ﬁ‘/ (

]

_

»..;i
\]m By, -
i Ay

Figure IV.15. Moteur a courant continu avec charge.

On obtient :
=Jw,+Bw, +y (IvV.26)

En ajoutant au moteur une charge mécanique a travers un rapport d’engrenages N, I’équation

(IV.23) devient :

Yo=J W +Bw +c +7,
=J w +Bw, +c,+Ny,
=J w. +B,w, +c,+ N w +Bw +7) (Iv.27)
=J w, +Bw, +c, +N(J.(Nw,)+BNw,_+7%)

=Jw,+Bw, +c,+ Ny

82
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Définitions les constantes :

J,=J,+N*J,

R (1v.28)
B, =B,+N'B,

On peut donc généraliser le schéma bloc pour le moteur en charge, d’apres la

transformées de Laplace des équations (IV.21) et (IV.27) on trouver la fonction de transfert

suivant (avec cn,=0):

Wa(8) _ K,
V,(s) (sL,+R XsJ,+B,)+K.K, (IV.29)
Cm
V + 1 I .| F - 1 Wm
- L+ R, 1 ke + | . +B,

Kw

Figure 1V.16.Le schéma fonctionnel du Moteur a courant continu avec charge.

1V.3.3 Synthése des correcteurs
Dans cette partie on va chercher le correcteur qui donne les meilleurs performances

désirées. Le cahier de charges est défini comme suit :

D% <20%
0.1<¢,5, <2s

30° < MP <75°

1V.3.3.1 Controleurs PID (classique et fractionnaire)

Cette partie consiste a faire la synthése d’un contréleur PID d'ordre entier (classique)
et un contrdleur PI*DP d'ordre fractionnaire avec ses différentes approximations, afin de
satisfaire les performances désirées. On utilise un moteur a courant continu avec les

parametres donnés dans le tableau suivant :
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R; | 10Q
Kc | 0.347Nxm/Amp

Be | 8.6x10° Nxmxsec/Rad
Je | 22x10° Kgxm

Ky | 0.3 Vxsec /Rad

L; | Negligible

Tab. 1V.2 Parameétres du moteur.

Avec ces paramétres, on trouve la fonction de transfert suivante:

0.347

= V.30
0.6x1072s% +0.0225 +3 ( )

H(s)

D’aprés les méthodes de la synthése par les équations (IV.3 et 4 a 5), on trouve le

PID suivant :

0.00066  0.0017s

+
s 1+2901_73

H,p(s)=0.1+ ,N=10’ (IV.31)

La réponse indicielle et la réponse fréquentielle de la vitesse de rotor,
correspondantes a la correction par ces contréleurs PID classiques (IV.31), sont

illustrées dans la figure (IV.18):

¥
|
il
i
i
i
Magnitude (dB)

Amphtude

Phase (deg)

4 E & y ¢ 5 B
Time (sec) Frequency (rad/sec)

Figure IV.17. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier.
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1V.3.3.2 Synthése de controleur PID fractionnaire

On va déterminer régulateur PID d'ordre fractionnaire selon la méthode décrite en
section (II.15). Pour qui assurer la marge de robustesse (30°< MP <75%), les fonctions de

transfert idéales de Bode doivent étre tels que :

T(s)= o1 (IV.32)

&) (&)

Les paramétres du contrdleur PI*DF (kp, ki et ky) sont ensuite calculés en utilisant les

équations (I11.46...111.50) du chapitre III. Nous obtenons le contréleur PI*D# fractionnaire

suivant :

Hyppp(s) = 0.14 o +148.30865' (IV.33)
o

On utilise les approximations de Charef, Matsuda, et la formule analytique exacte

(IV.29) du PI*DE pour la synthése de la commande du procédé dans une bande de
fréquences: [107,10°]rad/sec.On a choisi aussi l'ordre d'approximation n = 10 pour le
contréleur de Matsuda, et une erreur d'approximation y = 1dB pour le contréleur de Charef

(voir chapitre II et III).
1V.3.3.3 Synthése de controleur CRONE
D’aprés le diagramme de Bode, il ya une marge de phase constante, donc une
commande CRONE de la premiére génération est suffisante :
Les considérations de robustesse nous poussent a choisir :

Ap=50" 2 une pulsation de 31.6 rad/s.

Aw=1 décade centrée sur w,

1. Calcul de Pordre de correcteur a

a=n-n'=2-—>(180-50)=0.5
180
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2. Calcul des pulsations de coupure wy, et wy,

D'aprés le cahier des charges : Aw = 1 décade centrée sur w, donc :

25 _10
Wy

Wf =Wy XW,
Puis en choisissant 1 décade d'écart entre les pulsations de coupure w,etw,et les

w, =1rad/s

ulsations w, et w, nous obtenons :
. 8 ? w, =1000rad /s

3. Calcul gain statique Cy

w 2 E 0.25
1 o 1
G o e PG (N, P
|H(qu) 1+ w, 1+ s
- 1000
Donc :
51875 +9.852x10°s° +7.195x10°s% +2.64 x10"%s” +5.37 x10"s°®
H oy (5) = (IV.34)

s +2931s° +2.198x10°s® +1.016x10%s” +2.594x 10" s¢
6.25x10"s” +4.225x10"%s* +1.666 x10°s> +3.60x10*'s* +3.992 x 10”5 +1.64 x 10*
3.814x10"s° +3.266x10"s* +1.609x10"s* + 4.386x10%s% +3.1621x10 s +3.162x10*

Les figures (IV.17) et (IV.18) représentent respectivement les réponses temporelles et
fréquentielles du systéme H(s) commandé par PID classique et PI*D? exact et Controleur

CRONE, la formule analytique et différentes approximations avec le model.

Linear Simulation Results — Bode Diagrar

manias
|
pid classique i
g | s contoler cRONE
E 80 hd ha
50 &0 o 80 €0 100 10 0 0 o
o (8a) Frequency (rad/sec)

Figure IV.18. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID entier et

Jfractionnaire et controleur CRONE.

P



Chapitre I'V La commande CRONE : Application

y Sip Response e ) Bode Dlagram
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Figure IV.19. Réponses indicielle et fréquentielle du systéme corrigé par PID
Jractionnaire (approximation) et model.
On peut voir dans les figures (IV.18) et (IV.19) que les diagrammes de gain de différentes
approximations sont proches de celui du modéle de référence caractérisé par une boucle idéale

de Bode dans la bande fréquentielle [1073,103] rad/s. On remarque aussi que les phases
sont constantes autour des fréquences de coupure (w, =150rad /sec).
Le PI*DF et ses approximations traduisent la propriété de la constance de phase de la boucle
idéale de Bode (¢ ~ —150°).

Suivant les figures (IV.18) et (IV.19), les contrdleurs PI*D# d'ordre fractionnaire assurent
des meilleurs résultats de robustesse en les comparants avec ceux d'ordre entier (la rapidité

caractérisée par des petits temps de montée et de réponse (0.1<7 ,, <2secett, <0.3sec) et

aussi des faibles dépassements d'environ de 10%:

MP(deg) | Tin(sec) | trso(sec) D% Vrinale
PID fractionnaire exact 30.1 0.1000 1.9800 10 01
Approx- Charef 73.2 0.0807 0.0905 10 01
Controleur CRONE 33.1 0.0067 0.0260 18 01
Approx- Matsuda 31.7 0.3000 0.0750 09 01
Le model 30.6 0.0300 0.1010 01 01
PID entire 48.5 0.3040 1.4000 20.3 01

Tab. IV.3 Comparaison des performances du PI°DPet leurs approximations avec PID
entier.

Figure (IV.20) présentent l'asservissement des réponses de la vitesse de rotor en

boucle fermée, par PID entier et fractionnaire et le controleur CRONE.
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Figure IV.20. La poursuite de vitesse du rotor commandé par les contréleurs PID
classique et PID fractionnaire exacte et le controleur CRONE.
On peut voir que les réponses du systéme corrigé par le contrdleur fractionnaire PI*D#
sans approximation et le contréleur CRONE suivent rapidement la consigne par rapport a

celle obtenue par le contréleur PID entier.

1V.3.4 Test de robustesse

La robustesse des syst¢émes de commande aux perturbations et aux incertitudes est un
objectif important dans les boucles de commande. La rétroaction ne serait pas nécessaire pour
la plupart des systémes de commande s’il n'y avait aucune perturbation et incertitude. En
général, la conception des correcteurs est effectuée en utilisant les valeurs nominales des
parametres du processus & commander. Cependant, ils existent toujours des incertitudes sur
les valeurs de ces paramétres. Nous pouvons dire qu’une conception est robuste, si elle garde
les performances du syst¢tme de commande pour la variation substantielle en valeurs des
parametres du processus.

Pour cette partie de simulation, nous comparerons les performances du systéme de
commande pour les deux correcteurs, le correcteur PID classique et fractionnaire, avec la
variation du gain K. du processus. Les figures (IV.21) et (IV.22), présentent les réponses
indicielles du systéme de commande en boucle fermée avec les correcteurs PID classique et
PID d’ordre fractionnaire, respectivement, pour trois valeurs différentes du gain K,; la valeur

nominale K.=1, plus de la valeur nominale K.=0.1 et moins de la valeur nominale.
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Figure IV.21.Réponses indicielles du systéme en boucle fermée avec le correcteur PID
classique et fractionnaire.
Beaucoup moins de changements de ses caractéristiques de performances pour des
variations du gain Kc que le systéme de commande avec le correcteur PID classique. Alors,
nous pouvons dire que 1'utilisation du correcteur PID d’ordre fractionnaire fournit de bonnes

performances et robustesse.

IV.4 conclusion

Dans ce chapitre nous avons appliqué les contrdleurs PID d'ordre entier et PI*DF
d'ordre fractionnaire et le controleur CRONE & un systéme académique d’ordre trois
donné par sa fonction de transfert. Comme nous avons corrigé par DI et PI
fractionnaire un deuxiéme systtme du premier ordre avec retard. Ensuite nous avons
commandé la vitesse du rotor d’un moteur a courant continu.

Les résultats des simulations montrent que les performances caractéristiques et la
robustesse de la commande fractionnaire PI*D# (avec approximations) et le
contréleur CRONE sont clairement meilleures que celles obtenues par la commande

PID classique.
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons utilisé des outils de la commande des systémes par PID

fractionnaire et la commande CRONE.

On a commencé, dans un premier temps par 1’étude des calculs et ’analyse des
systémes fractionnaires, et dans un deuxiéme temps par ’étude de la régulation classique
PID dans le domaine fréquentiel ou on a choisi la méthode de Ziegler-Nichols pour la
synthése des PIDs classiques et aussi la régulation de PID fractionnaire synthétisés a partir de
la boucle idéale de Bode (BIB), et la commande CRONE -abréviation de Commande
Robuste d’Ordre Non Entier-. Ces études faites, ont pour but d’améliorer les performances
dynamiques des systémes asservis, de fagon a les rendre capables de continuer a bien
fonctionner, méme si les conditions de fonctionnement du systéme changent. Comme on ‘a
arrivé a exploiter les propriétés de I’analyse fréquentielle, afin de concevoir des correcteurs
basés sur la commande CRONE associés a des systémes asservis. Et finalement on’a
appliqué ces outils développés pour commander un systéme de troisiéme ordre, pour choisir
entre (PI et DI) pour le cas d’un systéme de premier ordre avec grand retard et on a terminé

par commander la vitesse de rotor d’un moteur a courant continue MCC.

La comparaison des résultats obtenus par un PID fractionnaire (avec les
approximations) et la commande CRONE vis-a-vis a un PID classique, a montré une nette
amélioration des performances fréquentielles et temporelles et une meilleure robustesse aux
incertitudes des paramétres des modéles des processus.

Comme perspectives de ce travail :

e Amélioration des méthodes de synthése des PID que se soient classiques ou
fractionnaires.

e Adaptation de la synthése de la commande CRONE de la premiére génération aux
deux générations qui suivent (Deuxiéme et troisiéme).

e Application des PIDs fractionnaires aux systémes non linéaires et fractionnaires.

e Développement des codes sources pour I’implémentation des PIDs fractionnaires et

des régulateurs CRONE.
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