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Introduction

La théorie de I'estimation est une des branches les plus basiques de la statistique. Cette
théorie est habituellement divisée en deux composantes principales, & savoir, I’estimation
paramétrique et ’estimation non paramétrique. Le probléme de 'estimation non para-
métrique consiste, dans la majeur partie des cas, a estimer, a partir des observations,
une fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle. Plus particuliérement,
on parle d’estimation non paramétrique lorsque celle-ci ne se rameéne pas a l’estimation
d’un nombre fini de parameétres réels associés a la loi de I’échantillon. Un des plus vieux
problémes de la statistique non paramétrique consiste a estimer la densité é de proba-
bilité f(.), la fonction de répartition F(.) et la régression r(.) a partir d'un échantillon
des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X7, X, ..., X,,. Il s’agit
d’un probléme fondamental qui a connu, durant ces derniéres années, des développements
théoriques et pratiques a la fois rapides et nombreux. Le probléme de 'estimation de la
densité de probabilité, la fonction de répartition et la fonction de régression est important

pour plusieurs raisons :

1. La densité de probabilité permet d’avoir un apercue trés rapide des principales
caractéristiques de la distribution (pics, creux, symétries,...), ce qui explique le

volume important de littérature qui lui est consacré.

2. C’est en terme de comportement local de la fonction de répartition que s’explique
plus facilement le comportement des estimateurs fonctionnels (vitesse de conver-
gence, normalité asymptotique) et c’est par un estimateur de la fonction de ré-
partition que 'on passe pour estimer des probabilités d’ensembles : la probabilité
qu’une variable soit dans un intervalle donné ou qu’une observation au moins d'un

nouvel échantillon dépasse un seuil fixée.

3. La régression non paramétrique est devenue une méthode populaire pour analyser
la relation entre une variable dépendante Y et une variable indépendante X. Son

objet, est d’estimer cette relation de dépendance sans faire d’hypothéses paramé-



Introduction vi

triques sur la forme de cette dépendance.

Il existe plusieurs méthodes non paramétriques pour I'estimation de la densité, la fonction
de répartition et de la régression. Dans ce mémoire nous étudierons quelques méthodes
comme : la méthode d’estimation par histogramme, la méthode d’estimation par noyau,
La méthode des k-plus proches voisins et la méthode des Polynémes locaux ,..., mais
nous concentrons particulierement sur la méthode d’estimation par noyau. Par définition
la méthode du noyau est une méthode statistique non-paramétrique d’estimation de la
densité de probabilité d'une variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’une po-
pulation statistique et permet d’estimer la densité en tout point du support. En ce sens,
cette méthode généralise astucieusement la méthode d’estimation par un histogramme.
Les estimateurs obtenus par la méthode a noyau (ainsi que les estimateurs des autres)
sont consistants, et notre objectif est d’étudier leur convergence presque compléte. Cette
derniére est un mode de convergence de variables aléatoires plus forte que la convergence
presque stre, introduite par H. Robbins en 1947.

Ce mémoire est composé d’une introduction, de deux chapitres et d’une conclusion.
Dans le chapitre un nous concentrons sur les méthodes d’estimation, de la fonction de
répartition ( fonction de répartition empirique, Estimation a noyau ), de la densité (His-
togramme, Estimateur simple, Méthode du noyau et par un systéme trigonométrique)
et de la régression (Estimateurs & noyau, méthode des k-plus proches voisins et mé-
thode des polyndmes locaux), et nous présentons également, les propriétés statistiques
des estimateurs (variance, biais, erreur moyenne quadratique...) et les propriétés asymp-
totique(convergence en moyenne quadratique et la convergence en moyenne quadratique
intégrée) pour chaque méthode d’estimation.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la convergence presque compléte sa définition,
relation entre ce mode de convergence et d’autres modes et propriétés de base. On s’in-
téresse a 1’étude de la convergence presque compléte des estimateurs non paramétrique a

noyau.



Chapitre 1

Estimation non paramétrique

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques méthodes d’estimation non paramétrique, et
nous concentrons sur les méthodes d’estimation de la fonction de répartition, de densité
et de régression, en donnant les propriétés statistique des estimateurs de chaque méthode
d’estimation.

on s’intéresse a l’estimation non paramétrique a noyaux, et surtout a la convergence de
ses estimateurs.

Le probléme de ’estimation non paramétrique consiste a estimer, & partir des observations,
une fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle assez large, notons cette
classe fonctionnelle par F, la fonction inconnue d’échantillon par f et 1’échantillon des
observations par (z1, T, ..., x,). On peut poser le probléme de l'estimation de f comme
suit : soit (£2, A, P) un espace de probabilité sur lequel est définie une famille de variables
aléatoires (X1, Xs,..X,,) indépendantes suivant la méme loi.

La question est : Que peut on dire de f a partir de (z1, x, ..., x,) avec (z1,Z2, ..., T,) une

réalisation de (X, Xy, ..X,) 7

Définition 1.1.
Un estimateur de la fonction f est une fonction :

foix — ful) = folx1, 20, .oy ),
mesurable par rapport a l'observation (X1, Xo, ..., X,).

Définition 1.2.

Le biais d’un estimateur fn de la fonction f est la quantité définie par :

A~

Biais(fn) = E(f.) — [
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1. On dit qu’un estimateur fn de [ est sans biais si :

A

Biais(f,) = 0.

2. On dit qu’un estimateur fn de f est asymptotiquement sans biais si :

Jim B(fa) = .

Deéfinition 1.3.

L’erreur moyenne quadratique d’un estimateur f,, notée MSE, est définie comme suit :

A

MSE(fu()) = E(f(z) = fulx))*.
Remarque.
On peut écrire MSE en fonction du biais et de la variance comme suit :
MSE(fu(x)) = Biais(fu(2))? + Var(fu(z)).
Définition 1.4.

L’erreur moyenne quadratique intégrée d’un estimateur fn, qui est notée MISE, est donné

par expression suivante :

MISE(f,(z)) = / MSE(f,(x))dz / Biais(f, (x))%dz + / Var(f,(x))da.

1.1 Estimation de la fonction de répartition

L’objectif de cette section est d’estimer la fonction de répartition F' qui caractérise la loi
de probabilité d'une variable aléatoire, d’abord par la fonction de répartition empirique,

en suite par la méthode du noyau.

1.1.1 Estimation par la fonction de répartition empirique

On observe Xi,..., X,, variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distri-

buées de fonction de répartition F, définie comme suit :
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Définition 1.5.

Un estimateur de la fonction de répartition F est la fonction empirique E, définie par :

. 1 n
Fy(z) =~ Zizl lix,<s}, V2 € R.
0, T § X(l)
= f, Xy <o <Xy sthk=1,..,n—1

1, x Z X(n),
avec !

X(l) < ... < X(n),

et 14 est la fonction indicatrice de I’événement A.

Voici quelques propriété de la E,:
Propriété 1.6.

L’estimateur E, posséde les propriétés suivantes :
1) ¥ x€ R, nF,(z) est de loi binomiale B(n, F(x)).
2) Vze R, Fn(a:) est un estimateur sans biais et convergent en moyenne quadratique.

3) Vx € R, F,(z) converge presque sirement vers F(z).

Vo € R, EF,(x) —22 F(x).

n—-—+o0o

4) Yz € R, F,(x) converge en probabilité vers F(x).

Vo € R, F(z) —2— F(x).

n—-+oo
Démonstration.
1) On a:
A 1 n N n
Fufz) = — Yo ey = nFu@) =) lxew

c’est la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli

de parameétre P(X; < x) = F(x), alors

A

nF,(x) ~ B(n, F(x)).
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2) Calculons le biais et la variance :

E(F(x)) = B(

S|
—
S
:?j>
&

Donc F,(z) est un estimateur sans biais.

Var(F(e)) = Var(: (nF,(x))

= GPVar(nf,(@)

= F(@)(1 - F(2))
_ @)= F)

)
n

en remarque que lim,,__, Uar(ﬁn(x)) = 0 et puisque Fn(az) est non biaisé, alors

A

F,.(x) e, F(z),Vx.

n——+oo

3) Fn(x> = %Z?:l Lix,<ay-
En appliquant la loi forte de grand nombres sur la suite indépendante de variables

aléatoires de Bernoulli 1(x,<,}, on obtient :

R 1 «—n _
Fala) = =37 lixey —— Ellss) = P(X; < @) = F(o).

n n—--+o0o
D’ou la convergence presque stirement.

4) D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Ve > O,P(|Fn(a:) —F(z)|>¢) < w
< F(z)(1 - F(x))

ne? n—s4o0

Alors on a : F,(x) SN F(z).
n—>+oo
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1.1.2 Estimation & noyau de la fonction de répartition

Dans ce partie, on cherche a estimer la fonction de répartition F' par la méthode du noyau
qui a était introduite par Rosenblatt en 1956, puis amélioré par Parzen en 1962 (pour
Iestimation de la densité de probabilité).

Un noyau est une fonction de pondération utilisée dans ’estimation non paramétrique de

la densité de probabilité, la fonction de répartition, la fonction de régression...
Définition 1.7.

Soit k une fonction o valeurs réelle, positive et intégrable, telle que : ka(u)du =1, la

fonction k est dite noyau.
Définition 1.8.

Un noyau k est dit symétrique si pour tout u dans l’ensemble de définition de k, on a

/Ruk;(u)du = 0.

— k est dit de carré intégrable si

k(u) = k(—u) ce qui implique

/ k? (u)du < +o0.
R
Exemple 1.9.

Les noyau symétriques les plus utilisées sont :

~ Le noyau rectangulaire k(u) = 111_ 1j(u).

— Le noyau parabolique d’Epanechnikov k(u) = ﬁg(l - %2)1}_\/57\/5[@).

— Le biweight de tukey k(u) = %(1 — u?)*1)y q)(u).

— Noyau sinusoidal k(u) = %COS(%U)l]_L”(U).

— Le noyau gaussien k(u) = #ﬁ exp(’T“Q).

Définition 1.10.

Un estimateur a noyau H de la fonction de répartition F', noté th, est définie par :
~ 1 n Xr — Xl
Fh, () = EZMH< hn ) ’

ou hy,, est le paramétre de lissage appelé fenétre de [’estimateur.
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Remarque.

H est appelé noyau intégré, c’est a dire :

tel que :

Propriété 1.11.

L’estimateur th posséde les propriétés suivantes :
1) th est un estimateur asymptotiquement sans biais.

2) L’estimateur 4 noyau th(a:) converge en moyenne quadratique vers F(x).

Démonstration.

1) L'objectif est de vérifier que E(F), (z)) — F(x). Quand n — oo
- 1 - — X;
E(F =-F H :
() = - (Z (* ))

(5
[ (5

h,
)) car Xi, .., X,, sont de méme loi que X)

Une intégration par parties, nous donne :
+o0 400
. — 1 —
E(Fn ()= |H [ Z2) F(2) +—/ H(IZ=2) F(2)dz
" h e P ) hy
1 [T —
“+o0o

= H'(y)F(x — hy)dy, en posant y =

—00

r—Zz

h Y

en utilisant le développement de Taylor a l'ordre 1 de F' au voisinage de x on
obtient :
F(z = yhy) = F(2) = hayf(z) + O(hy).
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Alors
B(Fi, ) = [ T () [F() — hayf(2))dy

= (H'(y) F(2) = hayH'(y) f (2)ldy + O(h7)

+oo +00
—F@) [ Wy h [y @)+ O()
car H'(u) = k(u), alors
B(Fi, ) = F() — af(@) [yt (g)dy + O(12),

car le noyau est symétrique. au passage a la limite quand n — oo, h — 0
D’ou th est un estimateur asymptotiquement sans biais.

2) L’objectif est de vérifier que lim, o E(F), (z) — F(z))* = 0.
On a :

A A

var(Fy, (2) = F(x)) = E[(Fy, (2) — F(2))*] = (B(Ey, (x) = F(2))*

11 suffit donc de vérifie : var(F), (z)) — 0 quand n — co.

i (150 (552))
_ % émr (k;? (x ;nX))

= F(z) /_+OO K (y)dy,
donc
. 1 oy * 2 2
varlFy, (2)) = 1 [F@) [ ()@)dy—(F@)~haf @) | b)) +002)] ——» 0.
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1.2 Estimation de la densité

Dans cette section, on suppose que la loi de I’échantillon (X7, ..., X,,) est continue et on
cherche a estimer sa densité f.

Par définition f est la dérivée de la fonction de répartition F'. Mais la fonction de répar-
tition empirique th n’est pas dérivable, car c¢’est une fonction en escalier, on ne peut
pas donc utiliser directement les résultats sur la fonction de répartition empirique pour
estimer la densité. On peut se demander quelle est 1'utilité d’estimer la densité alors que
I'on a déja un trés bon estimateur de la fonction de répartition ? La principale raison est
que la forme d’une densité est beaucoup plus facile & interpréter que celle d’une fonction

de répartition.

1.2.1 Histogramme

L’estimation de f par histogramme, consiste a estimer f en un point x par la proportion
de variables aléatoires (X1, ..., X,,) qui se trouve dans un intervalle de longueur h,,, et qui
contient x .

Un histogramme est définit a partir d’une suite double de valeurs croissantes
{.,.,a;_1,...,a_1,ag, ay, ..., a; }, consistant un découpage, en intervalles Jay, ax. 1] de la droite
réelle.

Soit ny, la fréquence des observations situées dans 'intervalle [ay, ag1] pour un échantillon
de taille n, alors I'histogramme est la fonction constante par morceaux fn définie pour
tout k € Z par :

ng/mn

O T =)

qui nous donne la représentation graphique en rectangles.

, pour x €lay, agi1]

Pour estimer f par un histogramme, on fixe d’abord une borne inférieure de I’échan-
tillon ag<x; et une borne supérieure a>x,,, puis on partitionne I'intervalle |ag, ax] conte-
nant toutes les observations en k classes |aj_1,ax], dont la largeur de la classe j est

hj =a; —aj-1.
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Définition 1.12.
L’estimateur de f sur |ay,ar+1], de type histogramme, noté fhn, est définie par :

A n
fr, () = —k, pour x €lay, gi1]

nh,
_ ZZ:l 1}ak,ak+1](x)
nh,,
" nh,’

ot Ny est le nombre aléatoire de valeurs tombant dans |ag, axs1|, telle que Ny, ~ B(n, py),

ol py, est la probabilité estimer par “.
Propriété 1.13.

L’estimateur fn de la densité par histogramme posséde les propriétés suivantes :

1. L’espérance : on a :

Nj ~2 B(n>pj>7
on déduit que :
2 E(n;) p
FE = 22
(Frula)) = 22 = 2
2. La variance :

2 ~pi(1—pj)
var(f () = P

L’expression de la variance montre que plus le paramétre h,, est petit, plus var(fhn(a:))
est grand c’est a dire moins efficace, inversement, plus h,, est grand, plus fhn (x)
est efficace.
Maintenant, le comportement asymptotique du biais, variance, MSE et MISE : en fai-
sant le développement de Taylor a 'ordre 1, on obtient les propriétés suivantes :

~ Le biais de Uestimateur f, (z) :

Biais(fu,(z)) = E(fu,(x)) — f(z)
_ %f’(m)[hn — 2z — az)] + O(h2).

— La variance de l'estimateur fhn (x) :

Var(fa, (@) = E(fn,(2)*) = (E(fn, (2)))?

f(z)
nh,,

+0(n™).

~

Si nh, — oo quand n — oo alors Var(fp,(z)) — 0.
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— La convergence en moyenne quadratique de [’estimateur fhn (x) :

MSE(fu, (x)) = Var(fu, () + Biais(fy, (x))?

_ @) S@)? 2 1 2
=i+ (e = 2w — ) + O™ + O(K).

Si h — 0 et nh —s 0o quand n —s co alors MSE(fy(z)) — 0.

— La convergence en moyenne quadratique intégrée de l’estimateur fp, (x)

1 N hZ [ f2(t)dt

MISE(fi, () = — -

+O0(n™) + O(Rd).

Si h — 0 et nh —» oo quand n —s co alors MISE(f,, (x)) — 0.

1.2.2 Estimateur simple

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition
F' (si cette dérivée existe). On peut donc écrire

fn,(x) = F'(x) = lim

h—0 th
o Pt ) = Fla = hy)
h—0 th

c’est a dire que
F(x + h,) — F(z — hy)
2h, '

Si on remplace F' par I'estimateur F h,, O1 obtient :

fhn (iL‘) ~

F(z+ hy) — F(z — hy)

fhn(x): o )

ou fhn est I'estimateur de f appelé estimateur de Rosemblanlt.

Définition 1.14. L’estimateur de Resonblatt, de la fonction de densitie [ est defnie par :

(x—l—h ) — (x—hn)

fuo () = 2

- 2nh, Zizl 1{—1S%<+1}'

Remarque.

Notons que cet estimateur peut encore s’écrire comme

G Zi:l h_nw( ™ ),
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1, siye[l,—1]
oit w(y) =
0, sinon.

Propriété 1.15.
1. Le biais : Nous savons que
nk), () = Zn: 1(X; <) ~ B(n, F(2)),
i=1
et

b fn, (€) = nE(x + hy) — nF(x — hy) ~> B(n, F(z + hy) — F(z — hy)),

— E(2nh, f(2)) = n(F(z + hy) — F(z — hy)).

Par conséquence :

stn — oo et h — 0 alors

A

E(fn. () — [n.(2)-
2. La variance :

var(2nh, fu, (2)) = n(F(z + hy) — F(x — hy))(1 = F(z + hy) + F(z — hy,))

~

—> var(fn, (z)) =

e (F(zx+ hy) — F(x—hy,))(1 = F(x+ hy,) + F(x — hy)),

et

nhnvar(fhn (x)) — %fhn(x)

3. Le MSE :
st nh, — oo et h, — 0 quand n — o0 on a que Le risque quadratique moyen

de lestimateur

~ A

MSE(f(x),,) = E(fn,(2) = fa,(2))* — 0,

pour tout point x.
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1.2.3 Meéthode du noyau

La méthode du noyau est une généralisation de la méthode d’estimation par histogramme.
I’estimateur fn reste une fonction en escalier, pour obtenir quelque chose de plus lisse. On

a d’aprés 'estimateur simple de la densité

1 n
fna () = nh. Z¢:1 Vgt o) (Xi)

- e ().

On pose k(u) = 31|j—1,1((u), la méthode du noyau consiste & généraliser cette approcher

& d’autres fonction k.
Définition 1.16.

Un estimateur a noyau de la densité f est une fonction fhn définie par :

fra (2 nhzll ( . )

ot {hy}n>1 est une suite de réels positifs appelées paramétres de lissage ou largeurs de la

fenétre qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini et k est une densité de probabilité appelée

noyau.
Propriété 1.17.
Soit x fixe dans R :

1.) Biais(fu, () = % f"(2) [27 w*k(u)du + O(h7).

b g
2.) var(fu, (@) = = f(x) [T K (u)du + O().
3.) MSE(fy,(x >> = %f(x) S R du+ O )+t () [ [ 720 wke(w) du]® + O(hY).

Démonstration.

Sous les hypotheéses :

(K. 1) [ k(u)du =1,

(K. 2) [, uk(u)du =0,
(K. 3) [, u?|k(u)|du < oco.
On a:
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E(fn, () = nan (Z:k (Xih: x))
/ jk (y - “’) Fy)dy

1
hn
= / k(u) f(xz + uhy)du, en posant u = Y

— X

hy

En utilisant le développement de Taylor de f au voisinage de x on obtient :

f(x+uhy,) = f(z) + houf'(z) + w + O(h2)

Bl @) = [ Kwlf(a) + f)uh + 5 (o) (b + O(2))du

+oo

= f(z) /_:O k(uw)du + hnf’(:t)/ uk(u)du + f”(:c)%i /_:O w?k(u)du

02 -

— @)+ ) [ e+ 002),
alors :
Biais(fo, (1)) = B(fo,(2) ~ /(z)

= %%f”(x) /_:O w?k(u)du + O(h2).

Alors :
lim Biais(fy, (z)) = 0,

lorsque n — oo et h — 0.

2)
var(fu, () = var (ni E;k (Xih; x)>
b bee)

_ ! /_oo(k:(u))2f(x+uhn)du——[/_ook(u)f(x+uhn)du]2,

" nh,

2
le terme [Hfjoooo k(u)f(x + uhn)du] — 0 lorsque n — +o00.

n

Donc :

var(fy. () = n}lnf(:v) /_:O 12 (w)du + O (nin) |
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D’ou :

lim var(fn,(z)) =0, quand nh, — .

n——aoo

3)
MSE(fu,(x)) = E(fn,(z) — f(x))?
= E(fa (2) = fo, (@) + fr(z) — f(2))?

= var(fn,(z)) + Biais(fu, (x))

= nihnf(x) /m k*du+ O ( . ) + h%f”(:c)2 [/_m u2k(U)dU} 2 +O(hy).

oo nhy, oo

Remarque.

MISE(f,. (x)) = nzn /_:O (f(x) U_:o k:2(u)du] +0 (n2n>) da
+ hzi - (( ()2 [ / - u%(u)du} L O(hi)du) da.

—00 —00

h = hy, — 0 et nh, — oo quand n —s oo alors MSE(f, (z)) — 0. On dit que fp, ()

converge en probabilité vers f(zx).

1.2.4 Estimation de la densité de probabilité par un systéme tri-

gonométrique

Soit (X7, .., X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de densité de probabilité inconnue f sur [—m,+n|. Il s’agit d’estimer f(x) a partir

des observations (1, .., z,), Pour cela on considére la base donnée par :

1
er(z) = \/%(cos(k:x) + sin(kz)) 1z +m, k =0,1,2, ..., (1.1)

la base donnée par (1. 1) est orthogonale dans [—m, +7], c’est-a-~dire :

/01 ex(x)ej(x)dr = b=k

0 sinon.
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La densité de probabilité f(x) peut se mettre sous la forme :

x) = Zakek(:c),x € [—m, +m],
o = /0 er(@) f()dz = Eex(x)).

Les coefficients a peuvent étre estimées par :

1 & 1 <«
o = — ex(X;) = cos k(X;) +sink(X;)) .
n/gz% k( ) \/Q;Eégé;( ( ) ( ))
Définition 1.18.

Lestimateur fy, (x) de f(x) est donnée par :

fan(z) = irer ()
k=0
1 n dn
= — ak(Xi)ex(x)
n 4
=1 k=0
L o [sin <<2dn+1;<xi+az>) zn: sin ((2dn+1%<xz-—x)>
= + . /X2 )
47n — sin ((X_Zﬂ)) — sin (—12 )

ot d, est une suite des nombres réels positifs tels que d, — 0o quand n — oo.

Propriété 1.19.

1. fjﬂf:ln(x) =1 et|fy, ()] < 2dntl,
2. Biais(fy, (x)) = S0 aren(2).
3.

dy + 1 1 & 1 &
) d, - )
var(fa, (z)) = amon 2my/2mn = Zﬁ% 27n Zak e

2n7r

sin(2kx) fop — —— Z a sin(2kx)+
V2T Z

3oyl et e - ] ex(z)e; (),

k=0 j= 0

avec

1 ™ 1
Yo = Ton /7r f(z) cos(kx)dx = \/—Q—WE(COS(ICX)%

1 : 1 .
7 ) f(x)sin(kz)dx = EE(Sm(kX)).

et
B =
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4.
d —"_ 1 1 dﬂ/ 1 dn
MSE — 2 in(2k
(fdn( )) 7T2'n, 2/]{_@252]6 ;ak + 47T2n kZ;SIH< .CC)
sin(2kx) - ay sin(2kx)+
2n7rx/ 27 Z /8% Z g
ZZ _% -+ /—Bk-&-] akaj] ex(x)e;(x) + Z akek(ﬂﬁ)] :
=0 j= 0" [ k=dn+1
5. MSIE(fa,(x) = [T, fA(w)de + G2t + Lo S0 By — "5 570 a2,
Démonstration.
voir [4] u

propriété asymptotique

Théoréme 1.20.

1. Sid, — oo, f;n(a:) est asymptotiquement sans biais :

lim E(fa, () = f(z).

n—aoo

2. Sid, =o(y/n) etd, — oo lorsque n — oo, alors

lim var(fy, (z)) = 0.

n—-ao0

3. Sid, =o(y/n) et d, — oo lorsque n — oo, alors

lim MSE(f; (z))=0.

n——oo

4. Sid, =o(y/n) etd, — oo lorsque n — oo, alors

lim MSIE(fy, (x)) = 0.

n—aoQ

Démonstration.

Voir [4] [ |
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1.3 Estimation de la fonction de régression

Supposons que 'on dispose de n couples de variables aléatoires (X1,Y)), ..., (X,,Y,) in-

dépendantes et de méme loi que le couple (X,Y) telles que :
Y =rX)+e.

ot la variable aléatoire ¢ est la variation de Y autour de X, vérifie E(¢) = 0 et indépen-
dante de X. r est une fonction de [0,1] a valeurs réelle, dite fonction de régression, est
inconnue. Le probléme de régression non paramétrique est d’estimer r, lorsque 1'on sait a
priori que cette fonction appartient & un ensemble non paramétrique (de dimension infi-
nie) F, qui peut étre 'ensemble de toutes les fonctions continues sur [0, 1] ot 'ensemble
des fonctions convexe,...

On cherche dans cette famille de fonctions F, quelle est celle pour laquelle les Y sont
les plus proches de r(X), c’est a dire on déterminera la fonction 7(X) qui rendra 'erreur
quadratique moyenne la plus petite possible i. e :

E(r(X)-=Y)? =min B(r(X) = Y)?,

T

ce minimum est donnée par :
HX) = EY/X =),

la fonction r exprime la valeur moyenne de la variable aléatoire a expliquer Y en fonction
de la variable explicative X.

Le couple (X,Y) est a valeur dans R?, donc il admet une densité jointé f(z,y) sur R? et
une densité marginale f(z) > 0 par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

On suppose que la variable aléatoire Y est intégrable par conséquent on peut définir la

fonction de régression r(z) par :

r(z) = E(Y/X = x) = /R ufvyx(y/X = 2)dy (1.2)
. fR ny,Y(xv y)dy

- O (1.3)

(1.4)

Remarque.

r(x) est la fonction qui donne la meilleure approximation de Y sachant X = x au sens

des moindres carrés.
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1.3.1 Estimateurs & noyau de la fonction de régression

Dans ce paragraphe, on représente la construction de l'estimateur a noyau de Nadaraya
Watson (1964) basé sur 'idée de Tukey (1961), qui a introduit un estimateur a noyau de

type régressogramme de la fonction de régression définie par :

Z?:l Yil[tmtwl[(Xi)
Z?:l 1[tkatk+1[<Xi>

rh, (z) = pour x € [ty, tgi1],

ou [tg,trr1], & € N est une partition de support de z. Bosq (1969) fit le premier a
donner une étude des propriétés statistiques de cet estimateur, il a montré la convergence

uniforme presque stire du regressogramme sur U'intervalle [a, b], quand

hp,=0(n"%),0<a<1l.

logn
loglogn

Sabry (1978) a montré la convergence uniforme presque stre sur [0, | et Lecoultre
(1982) a procédé a I'extension de tous ces résultants & R. (pour une étude plus approfondie
de cet estimateur on se référe au livre de Bosq et Lecoutre (1987)). Pour éviter le probléme
de positionnement des bornes dans intervalles de la partition, un autre estimateur a été

construit comme suit :

> ey Yilie—nan (X3)
> ict Yo—narn((X3)

Vo, ip(z) = , ouh e R

L’inconvenant de ce nouveau estimateur est sa discontinuité. Sa généralisation a été in-
troduite et étudiée par Nadaraya (1964) et Watson (1964).
Une fagon de construire 'estimateur de Nadaraya-Watson et 'utiliser les estimateurs de

f(z,y) et de f(z) dans (1. 3) comme suit :

fR ny,Y<x7 y)dy

="

un estimateur a noyau de la densité joint f(xy), noté f( x,v) peut étre obtenu en suivant

les mémes étapes utilisés pour obtenir f(z) estimateur de f(z), et on obtient :

Py (@) = hsz( )k(Y}f’)
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d’ou Pestimateur de Nadaraya-Watson (1964) de la fonction r est :

S ik (X22)
ok (X22)

'ﬁhn (l’) =

Définition 1.21.

L’estimateur a noyau, de Nadaraya-Watson (1964 )notée 7y, (x) de la fonction de régres-

ston r est donnée par :

S Vik(52) g @) < . <$_X’_>>
T — TL_ — n , S1 1 i kj L—Aq 0
f.hn (‘7:) = zLOk(WXl) fhn(m) Z =0 o 7é
% im0 Vi sinon,
o
~ 1 n r— X
= )/;k 7 '
On, () nh,, ; ( h, )
Remarque.

L’estimateur vy, dépend de deux paramétrés le paramétre de lissage h,, et noyau k
Définition 1.22.

Un estimateur 7y, (z) de r(x) est dit estimateur linéaire de la régression non-paramétrique
St .
P, () = ZYﬂUz’,
i=0
ot la fonction de poids w;(.) ne dépend pas des observations Y;.

Définition 1.23.

L’estimateur a noyau introduit par Watson Nadaraya, de la fonction de régression évaluée

au point xo, noté vy, (xg), est défini par :

P, () = ZYiwz‘(ﬂCo),

(52

Sk ()

n

avec

w;(xg) =

ot k(.) désigne une fonction noyau, h, > 0 un paramétre de lissage.
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Les propriétés de ’estimateur de la fonction de régression

1. Etude asymptotique de la variance :

Proposition 1.24.

Sous les hypotheses :

(k. 1)

(k. 4) k est bornée, c’est a dire IM > 0,Vu € R, |k(u)| < M,

(k. 5) lim |ulk(u) = 0, quand |x| — oo,

(k. 6) k € L'(R), c’est a dire [}, |k(u)|du < oo,

et si BE(Y?) < oo, alors en chaque point de continuité des fonctions r(x), f(z) et

o%(x) =Var(Y/X =2z). On a

var(ry, (x)) = niLn {%/le(u)du} (o(1) + 1),
f(z)>0
Démonstration.

Soit la fonction (x) = [,y*f(x,y)dy, en se basant sur le lemme de Bochner

suivant :

Lemme 1.25. {Bochner}
Soit K : (R™, ™) — (R, B) une fonction mesurable, ot

P est la tribu borélienne de RP, vérifiant :
& )

dM (constante) telle que,Vz € R™, |k(z)| < M,

/ |k(2)dz < o0,
et
I2||"|k(2)| — 0 quand ||z|| — oc.
Par ailleurs, soit

g : (R™ ™) — (R, ) une fonction telle que

| latidz < .

St g est continue, et si 0 < h, — 0, quand n — oo alors :

z

1
lim — k (—) g(x — 2)dz = g(x)/ k(z)dz.
n—00 h;n Rm hn m
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on a

var(¢n, () = nih% {E [sz (m ;RX)] _B [Yk (I l;nXﬂQ}
) n_;n {/R R0 — hadu — b, </Rk(u)f(x — hyu)(z — hnu>du)2}
_ %Mx)/RkQ(u)du(l +o(1)).

cov(fu, (2), on, (2)) = E[{ fr (2) = E(fu, (@) HIn, () — E(bn, (2))}]
=n;aw[f%wmu+dmx
et
var(fy. (z)) = nlllnf(x)/RH(u)du(l +o(1)).
Posons
(@)
B, (x) = .
( ) (@bhn(I))

et

= (zr@ 1
Al) (f(x)Q’ f(w))

La matrice de variance covariance de B, (x) est alors donnée par I’expression sui-

L (f@) 0@ [
Y= k*(u)du(1 + o(1
m%@@¢@Jé<><+<»

vante :

En remarquant, que :

var f X = t— ! X dj(aj — (¢(x))2 2 u)au o
() = 284" = o f(0) ((crios = (50 ) [ Rdu(t-+ o)

ou A désigne la transposée de A, on obtient alors :

1 {0—2@)

Uar(fhn(x)) = nhn f(l')

/Rk2(u)du} (14 o(1)).

. Etude asymptotique du biais : I’étude asymptotique du biais repose sur la
proposition suivante :

Proposition 1.26.

Sous les hypotheses de la proposition (1. 16) et



1.3. Estimation de la fonction de régression 22

a) Si|Y|<Cy <o P.Setsinh, — o0, quand n — oo, alors :

.  E(¢n, (x)) 1
E(ry, (x)) = —E(fhn(x)) +0 (nh >

b) Si E(Y?) < oo, nh? — oo, quand n —> oo, alors :

s Bl ).

Démonstration. En multipliant les deux expressions de I'identité suivante :

@ B | @ - Bl @)
fun () E(fn,(x)) E(fn,(x))? Frn(@)E(fa, (2))?
Par gzghn (x) et en passant a l’espérance nous obtenons :
(6 (5) = T2 (P (5) (G, () = o, (1)) o () B )
(1.5)
+ (E(fn, (@) (E(fa, (@) E(Sn, (@) [fr, () = E(fn, (2))] (1.6)
_ E((%hn(x)) ) — (OUE(F ()2 1.7
EG, () + len(@) — (@) (E(fr, ()7, (1.7)
A (x) = E(n, (x) = E(On, (1)) [fon (@) = E(fu, ()], (1.8)
D (@) = E[(fa, (@) = E(@n, (@) [fr () = E(fa, (2))]] (1.9)
Comme var(fhn( ) ~ = f(x) [ B ()dt et
var(¢p, (z)) ~ nhn Jr v f(z,y)dy [, k*(t)dt, alors
(o) < varen, (o) Foar( (@) =0 (). (1.10)
Nous constatons aussi que I’hypothése a) implique I'inégalité suivante
2 0)] < Cuvar(fo, (@) ~ = F(a) /Rk:2(t)dt —0 (n}%) . (1.11)

En combinant les relations (1. 5), (1. 10), (1. 11) nous obtenons le résultat a). Pour

montrer le cas b) il suffit de remarquer que la relation (1. 10) est toujours valable
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mais la relation (1. 11) devient

o)l < B (o 1) £ [ o) - B0 ()] (112)

<[>0 e -sger) o

= VnE(Y?)z0 (%m) (1.14)

-0 (\/%h) (1.15)

Les relations, (1. 10), (1. 11) et (1. 12) donnent le résultat b). n

Maintenant nous sommes en mesure d’énoncer le résultat suivant.

Proposition 1.27.

Si les hypothéses (K. 1), (K. 2) et (K. 3) sont vérifices et si f(.) et r(.) sont de
classe C*(R) et si |y| est borné.

Alors :
E(in, (2)) — r(z) = %31 {{7’”(3:) + 2 (2) ?g; } /Ru2k;(u)du} (1+0(1)). (1.16)
Remarque.

(a) (K. 1), (K. 2) et (K. 3) peuvent étre remplacées par le noyau k est d’ordre 2

au sens de Gasser et Mdiller.

(b) o(1)dans la relation (1. 16) est égale a O(h)O((nh)™1)

Démonstration.

e vty = otk (S )0 { g (5 oot =) [k (52) s
~{ver {5 - Fr@} [ Moo - @@} ao

Comme ¢(z) = r(z)f(x). L’équation précédente peut s’écrire :

E(fy, (z) —r(x) = {% {r”(x) — 27”(3:)?((5)) } /Rk(u)du} (1+0(1)),

D’ou
lim E(7,, (x)) = r(zx).

n——o0



1.3. Estimation de la fonction de régression 24

1.3.2 La méthode des k-plus proches voisins

La construction des estimateurs k-plus proches voisins différents de I’estimateur & noyau.
L’estimateur a noyau 7(x) est défini comme une moyenne pondérer des variables réponses
dans un voisinage fixée autour de z, déterminer dans la forme par le noyau k et la lar-
geur de bande h. L’estimateur k plus proche voisin est une moyenne pondérer dans un
voisinage variable. Ce voisinage est défini par ces variables X qui sont parmi les k-plus
proches voisins se x par rapport a la distance euclidienne. La suite des poids des k-plus
proches voisins a été introduite par |[Loftsgaarden and Quesenberry| dans le domaine lié

a l'estimation de la densité et utilisée par [Cover and Hart| dans le but de classification
Définition 1.28.

Dans le cadre présent de la régression, le lisseur k-plus proche voisin est défini par
n
r(z) =n"! Zwm(x)yz
i=1

{wri(z) 1, est une suite de poids définie par l’ensemble d’indices
Jo={i : x; est 'une des k-plus proches observations de x }, avec cet ensemble d’indices des

observations voisine, la suite des poids des k-plus proches voisins est construite comme

suit
% 1€ J,
wri(x) =
0 sinon.

Exemple 1.29.

Considérons ’ezemple suivant.
Sout {(z;,v:) oo, = {(1,5),(7,12),(3,1),(2,0),(5,4)} et calculons les k-plus proches voi-
sins T,(x) pour v = 4 et k = 3. Les observations proches de x sont les 3 derniers points

des données. Par conséquent J, = J, = {3,4,5} donc

)
W1 (4) = wk2(4) = O,wk3(4) = U}k4<4> = wk5(4) = g
Ce qui résulte

. 1 5

Dans une expérience ot la variable X est choisie dans une grille équidistante, les poids

des k-plus proches voisins sont équivalents au poids du noyau. Soit k = 2nh et comparons

{wyi()} avec {wpi(x)} pour un noyau uniforme k(u) = 31|(|u| < 1) pour un x pas tres



1.3. Estimation de la fonction de régression 25

proche de la limite.

Ainsi pour i € J, :

n 1. _
= % = éh 1 :QU}n(ZIZ')

Le parametre de lissage k reégle le degré de lissage de la courbe estimée. Il joue un réle

Wi ()

similaire a la largeur de bande pour le noyau. Quand on fait varier k [linfluence sur
les caractéristiques qualitatives de la courbe estimée est similaire a celle observée par
l’estimation a noyau avec le noyau uniforme.

Considérons pour n fixé, le cas ot k devient plus grand que n. Le lisseur k-plus proche
voisin est alors égal a la moyenne des variables réponses. L’autre cas limite est k = 1
dans lequel les observations se répetent a x;, et pour un x entre deux variables adjacentes,
une fonction seuil est obtenue avec un saut au milieu des deux observations. Un autre
probléeme de sélection du parametre de lissage est observé : k doit étre choisi comme une
fonction de n ou méme des données. Comme 1¢" objectif, c’est de pouvoir réduire le bruit,
posons k = k, tend vers l'infini comme fonction de la taille de [’échantillon. Le second
objectif est de garder Uerreur approximative (le biais) petite. Le second objectif est réalisé
st le voisinage autour de x se rétréci asymptotiquement vers zéro, ceci peut étre fait par
définir k = k,, tel que k,, — 0. Malheureusement, cette condition contredit le 1°" objectif.
Pour garder la variance petite autant que possible il faut choisir k grand que possible.
Pour cela, nous envisageons encore un compromis entre "trouver une bonne approzimation
" pour la fonction de régression et une bonne réduction du bruit observé. Ce probleme de
compromis peut étre formuler par un développement de [’erreur moyenne quadratique de

lestimateur k-plus proches voisins.
Proposition 1.30. (Lai, 1977)

Soit k — 00, % — 00, le biais et la variance de Uestimateur k-plus proches voisins 7, (x)

sont donnés par :

B1(o) = 1) ~ s (07 + 20 )1 (1)

o’(x)
k

var(ry(x)) ~

Le compromis entre le biais-variance est ainsi réalisée dans un sens asymptotique en posant
4 , . A

k ~ n35 Une conséquence est que I'erreur moyenne quadratique elle méme converge vers (

—a : . . . . . o

au taux de k= ~ —n5 Autre suite de poids wg;(z) ajoutant au poids uniforme il a défini

les poids triangulaires et quadratiques du k-plus proches voisins, Généralement, les poids
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peuvent étre pris comme étant générés par des fonctions noyaux K.

k(5)
Sk (72)

ou R = R, est la distance entre x et ses k plus proches voisins.

WRi =

Proposition 1.31. (Mack, 1981)

Soit k — oo, £ — 0, et soit ¢ et dy définis comme suit : ¢ = [k*(u)du et dj, =

J w?k(u)du Alors on a :

N kr"f+2rf

Blra(e) (@) ~ s

k

o’(x)
k

Une conséquence de cette proposition est qu’'une contribution d’équilibre entre le biais® et

var(rr(x)) ~ 2 Ck

la variance de ’erreur moyenne quadratique est pour le poids uniforme du k- plus proche
voisin est réalise en posant k = k, est proportionnel a ns Pensant, que la largeur de
bande h des lisseurs noyau peuvent étre équivalent a %k:n_l grossierement, il est vu que
les taux du biais et de la variance de rg sont complétement équivalents a ceux des lisseurs
noyau, uniquement les constantes différent Le biais de rr tend d’étre grand (a la fin de
la distribution marginale). L’estimateur a noyau présente un comportement différent : la
variance est un multiple de f(x)~1 et le biais s’avérer ne pas d’étre une fonction de f(x)3.
Une comparaison des propriétés de l’erreur moyenne quadratique des lisseurs noyau et

k-plus proches voisins peuvent étre trouvées dans le tableau suivant :

noyau k-plus proche voisin
L. ! 2! F\(z pz o’ F/
Biais p2 it () f;rf(x{)( Ld,, (%)Q—gfﬂ(x)f dy,
: a?(z) a?(z)
Variance o] Gy Ck 2 =

TABLE 1.1 — Biais et variance des lisseurs noyau et k-plus roches voisins.

Les entrées du tableau montrent une dépendance en f, h et k. L’équivalence essentielle
dans la ligne du tableau peut étre vue par lutilisation de la relation k = 2nhf(x) L uti-
lisation de k conduit (asymptotiquement) a la méme erreur moyenne quadratique en x

pour les k-plus proches voisins et le noyau.
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1.3.3 la méthode des polyndémes locaux

La régression par polynomes locaux est tres similaire a I’estimation du noyau. Par contre,
les valeurs obtenues sont produites par régression polynomiale pondérée par la distance
au lieu de la moyenne pondérée par la distance. En fait, ce qui est différent de la méthode
du noyau est que 'estimation de r(z) est obtenue par régression polynomiale de y sur x.
Un polynéme de degré p en accordant une pondération w;(z) a chacune des observations
x; de la fenétre de lissage ((z — h(x)),z + h(x)). Ainsi, soit P(u) le polyndome de degré p
ayant la forme suivante :

(u—a)

P(u) = 8o + Bi(u — ) + B, Pl

( _!x)Q ot By

2
lorsque |u— x| < h(x). Alors, le vecteur de paramétres : B = (31, s Bp)T peut étre obtenu
en appliquant localement la méthode des moindres carrés pondérés, ce qui consiste a

obtenir le vecteur de paramétres 5 qui minimise

(2, — x)?

;W1<x){yz — By — 31(%’ - 93) - 5pT e 5;;

= (7).

ot W(u) est une fonction noyau symétrique de support [—1, 1] qui satisfait les conditions
suivantes de Loader (1999) : W(0) =1, W (1) = 0 et W décroit sur I'intervalle [0,1] (et

croit sur [—1,0]).

(w; — )"

p!

P2

ou :

En faisant ’hypothése que la matrice X! W, X, est inversible (dans le cas contraire, on
peut faire en sorte qu’elle le devienne en modifiant h), on peut montrer que la solution
de (*) donnée par la théorie classique des moindres carrés pondérés est (Wande et Jones,
1990) :

B = (X]W,X,) ' X]W,Y

o Y = (y1, ..., yn)" est le vecteur des réponses .

1 ... z1—x...

Xe=11 . L : est la matrice de conception de dimension n x (p+1)

1 ... x—a,... @9

et W, = diag{wi(x),...,w,(x)} est la matrice diagonale de dimension n x n des pon-
dérations.

Ensuite, on pose 7,(x) = 32.
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Il est important de souligner le fait que la méthode du noyau est en réalité un cas parti-
culier de la méthode par polynémes locaux. En effet, pour un choix de p = 0, I’équation

a minimiser devient exactement celle qui donnait la méthode du noyau :
n
> Wix)(Y; — o).
i=1

En général, hormis le cas ou p = 0, le choix de 'ordre du polynéme local est de p = 1.
Dans cette situation, on parle d’une régression localement linéaire. Tout d’abord, il faut

savoir que l'estimateur localement linéaire (p = 1) de r(z) est

®xh—&@mm—MWW%%m

il " nh Z So(x, h)So(x, h) — §1(x, h)? ’

. 1 — , Tr— T
sr(a:,h):%Z(x—xi)W( . )
i=1

Comme pour la méthode du noyau, il y a deux types de formules pour le biais et la variance

ou

de 71(z) : celles pour les estimateurs évalués a des points x qui se situent a l'intérieur des
extrémités des données et celles pour les estimateurs évalués a des points x situés prés
des extrémités. Celles pour les estimateurs évalués a des points se trouvant a 'intérieur

des bornes sont tout d’abord données. La formule pour le biais est donc

2" () us(Wia))
2

+ op(hQ),

Biais(f1(x)|z1, .., 2,) =

ol u,(K(p)) est défini
w(EKp) = [ wWy(u)d

La variance vaut pour sa part

R(Wa))o*(x)

hf (@) + 0,(nh™),

var(fi(x)|zy, .., x,) =

ou :

Puisque Wy = W(), on remarque que cette variance est exactement la méme que celle
de la méthode du noyau, mais que le biais est plus faible. En effet, en comparant ce biais
avec celui obtenu par la méthode du noyau, on voit que ce dernier comporte un terme

supplémentaire en facteur de h?,
r'(x) [ (z)
f(z)

Ainsi, contrairement au biais trouvé par la méthode du noyau, le biais obtenu par la

UQ(kZ(Q))

méthode localement linéaire ne dépend ni de la fonction de densité des valeurs exogénes

x;, ni de sa dérivée f'(x).



Chapitre 2

la convergence presque compléte des

estimateur a noyaux

Sur I'espace de probabilité (2, A, P), il ya beaucoup de type de convergence de suite de
variable aléatoires : la convergence en loi, en probabilité, presque sure et dans LP, (p > 1)
et la convergence presque compléte. Ce dernier est type de convergence le plus fort que les
autres. Ci-dessous on donne la définition de la convergence presque compléte, les proposi-
tions et quelques exemples, et on étudié le lien entre la convergence presque compléte et
la convergence en probabilité et presque sure, afin de faire étude de convergence presque
compléte des estimateurs a noyaux pour les fonctions de répartition, de densité et de

régression.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.

On dit que (X,)nen converge presque compléte vers une variable aléatoire X, si et seule-

ment St :
Ve >0, P(|IX, — X[ >¢) < o0
neN
et notée par : lim, . X,, = X, p. co, cette notion que l’on peut parfois appeler plus

simplement une convergence compléte.

La convergence presque compléte est plus forte que la convergence en probabilité puisque

cette derniére nécessité seulement que pour chaque : ¢ > 0, P(|X,, — X| > ¢) converge

29
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vers 0 quand n — 00, mais la convergence presque compléte exige que pour tout n > 1,
P(|X, — X| > ¢) tend vers 0 lorsque n — o0, c’est a dire qu’elle exige une vitesse de
convergence suffisante pour assurer que la somme infini » ~  P(|X,, — X| > ) converge.
Par exemple, si P(|X,, — X| > ¢) = n~! alors la suite de variables aléatoires (X,),>1
converge en probabilité vers X, mais pas complétement, lorsque n — oo.

Si P(|X,, — X| > €) = n~? alors la suite de variables aléatoires (X,,),>1 converge en

probabilité et complétement a X, lorsque n — oo.

2.1.1 Liens entre la convergence compléte et la convergence presque

sure et en probabilité

Proposition 2.2.

St lim,_. X,, = X, p. co, alors nous avons :
1. lim, ., X,=X, p.

2. lim,,__,o X,, = X, p. s.
Démonstration.

1. On supposons que

lim X, = X,p.co< Ve >0, E P(| X, — X|>¢) < o0. (2.1)
n—=o0
neN

Ona:Ve>0,>

Alors si cette somme est finie, il faut que :

nen P(|Xn — X| > ¢) c’est une somme infinie des probabilités.

lim P(|X, — X| > &) — 0. (2.2)

n——~oo

Donc :

lim X, = X, p. (2.3)

n—-aoo
2. On a
lim X, = X,p.co< Ve >0, P(|X, - X|>¢) < o0.

n—oo
neN

On applique le lemme de Borel Cantelli, on obtient :

P(limsup{|X,| > ¢}) =0,

n—-ao0
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qui peut étre réécrit comme :
P(A.) =1, ou A(e) = {3n,Vm > n,| X,,| < e},

notez que (A(g)). est une séquence d’événement emboités, donc : P(A.) =1

implique directement la convergence presque sure, a savoir :

P(Ve,3In,Vm > n, |X,,| <¢e)=1.

Théoréme 2.3.

soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et ¢ une constante.

Si X, 25 ¢, quand n — oo, alors X, == ¢ quand, n — .

Démonstration.

Supposons que : X, 2% ¢ est une constante.

Ensuite, pour chaque € > 0

lim P(| X, —c| <e,Vm>n)=1,

n—>-ao0
équivalent a :

lim P(|X,, —¢|>e,dJm >n) =0,

n——aoo

Notez que

lim P(|X,, —¢|>¢,Im>n)= lim P(U, |X,, —c|>¢)
n——oo

n—oo
= P(M3, Uy X — €] > €)

= P(lim sup {|X,, —¢| >¢})

n—:oo

ot le fait que :

{(UZ| X — e > e) 1oLy
est une suite d’événements monotones et décroissants. Notez maintenant que depuis
(X )n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes, il s’en suit que (|.X,, —¢| >

€)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes pour chaque € > 0. Alors :

P(lim sup P{|X,, —¢c|>¢c})=0

n—aoo

pour chaque € > 0, alors :

ZP(|Xn —cl>¢e) <0
n=1

pour tout £ > 0 alors X,, =% ¢, quand, n — oo. |



2.1. Définitions et propriétés 32

Théoréme 2.4.

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires convergentes en probabilité vers une variable
aléatoire X . Alors, il existe une suite non-décroissante d’entiers positifs (ny)g>1 tel que

Xow 25 X et X 2 X quand, k — oo.

Démonstration.

Voir [1] [ |

2.1.2 Taux de convergence

le taux de convergence presque sure a 0 pour une suite des variable aléatoire est définie

par :

Xp— X =0,,(up) & P(Xp— X)=0,,) = 1.

< P(3c < o0, 3In,Vm > n, | X, — X| < cu,) = 1.
et le taux de convergence en probabilité définie par :

X, — X = Oy(u,)  limlimsup P(|X, — X| < mu,) = 1.

n—aoo

Maintenant on définit le taux de la convergence presque compléte :
Définition 2.5.

On dit que le taux de convergence presque compléte des (X, )nen vers X est lordre u,, si

et seulement si :

Veo > 0, ) P(IX, — X[ > goup) < 0.
neN
et on écrit : X,, — X = Op co(un)
Proposition 2.6.
supposons que : X, — X = Opo(uy), alors :
1. X, — X = 0,(uy,).
2. X — X = Opy(un).
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Démonstration.

1. la définition de O, ., permet d’écrire que :

Img, Ym > mg, >, n P(|Xn] > mu,) < .

neN

D’aprés le lemme de Borel Cantelli :

Img, Ym > my, P(limsup,,_, {|X,| > mu,}) = 0.
En appliquant maintenant le lemme de Fatou :

On obtient :

Img, Ym > my, limsup P(| X,,| > mu,) =0

n—aoo

< Img, Vm > mg, liminf P(|X,,| < mu,) = 1.
n—a~oo

ce qui implique directement que : X,, = O,(uy,)
2. Comme précédemment :
en appliquant le lemme de Borelle Cantelli, on obtient que :
P(limsup | X,,| > gou,) =0
n—so0
qui peut étre réécrit comme :
P(B(e)) =1ou:B(e) = {In,Vm > n, | X;»| < eounm}

avec : (B(g)). est une séquence d’événement emboités, et donc :
de > 0, P(B(ep)) =1
implique :

Veo > 0, P(3n,Ym > n,| X, < gou) = 1< P(X,, = O(u,)) = 1
< X, = Ops(uy).

2.1.3 Opération de calcul

Proposition 2.7.

Supposons que lim, o u, = 0,1im,, o X;, = Ly p. co et lim,,_, Y,, = Ly, p. co, ot L,

et L, sont deux nombrer réels :

1. Nous avons :
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a) lim, (X, +Y,) =L, + L, p. co
b) lim,oo(X,Y,) = L, Ly p. co
c) lim, Yin = Liy, p. co, tant que : L, # 0.
2. 81t Xy, — Ly = Opeo(uy) etY, — L, = Opco(uy,) nous avons :
a) (Xn+Y,)— (Ly+Ly) = Opeouy)
b) XY, — L,Ly, = Opco(uy)

¢) 5o = 1o = Opcolun), tant que Ly, # 0.

Démonstration.

l.a)
P((Xa+Y2) = (Lo L)| > €) = P((Xo = L) + (Ya = L,)| > ©)
< P(Xo = Lol > 5) + P(Vu = L| > 3)

=0.

donc : lim,, oo (X, +Y,) = L, + L,
2.a)

€0

9
D) + PV = Lyl > D)

P(|(Xn +Y,) = (Ly + L,)| > coun) < P(IX, — Ly| > ;
1

Donc : (X, +Y,,) — (L + L) = Opco(un)

1.b) Sans perte de généralité, on pose [, = 0. La décomposition suivante
XY, =X, (Y, — 1) + X,.1,,
nous donne
P((XaYal) > 2) € PV = LlIX0] > 5) + P(L, X, | > )

< P = Ll > [3)+ POX > |5+ Pl > )

£ £ e
< P((Ya = Lyl > )+ P(Xa] > 5) + P(LX| > 5).
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L’inégalité précédente et la convergence presque compléte de X, et Y,, permettent
d’écrire

Y P(X,Y]) > €) < 00

neeN
2.b) 1l suffit d’appliquer le résultat précédent a e = eqU,
l.c) La convergence presque compléte de Y,, a L, # 0, implique qu’il existe quelques

d > 0 (choisissez par exemple § = %) tels que : Y v p(|Ya] < 0) < o0,

1 1
Py - L—y! >e) = P(|Yn = Ly| > e[L,Yy]).

< P(|Y, — Ly| > e|L,Yalet|Ya] > 6) + p(|Ya] < 6).
< PV — L) > 20|L,)) + p(|Y, < 8).

<0+0.
= 0.
Alors : lim,,__, Yin = Liy p. co, L, # 0.
2.c)
1 1
P(|l— — —| > gouy). = P(|Y,, — Ly| > gou,|L,Y,)).
Y, L,

< P(|Yn — Ly| > eoun|L,Yalet| Y] > 6) + P(|Ya] < 9).
< P(|Y,, — Ly| > eodun|Ly|) + P(|Y,] < 9).

<0-+0.
=0.
Alors : Yin — L%, = Op.co(Un), telle que : L, # 0.
[ |
Proposition 2.8.
Supposons que lim,,_,o u, = 0,X,, = Op oty €t lim,,_,Y,, = L, p. co, ot : L, est une
nombre réel déterministe.
1. On a :
XnYn = Op.co(un) (24)
2. ona:

Xn
v = Op.co(Uy), avec : L, # 0. (2.5)
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Démonstration.

1. La convergence presque compléte de Y, & L, # 0 implique qu’il existe quelque

d >0, tels que : >y P(|Y,]| > 0) < oo alors :

P(|Y, X,| > eu,) = P(|Y X0| > cup, et|Y,| <6) + p(|YaXa| > cunet|Y,] > 9)

< P(|X,| > %,et\m < 8) + p(|Yu Xn| > cunet|Y| > 6)

1
< P(X0] > e5ua) + P(IYal > 9)

d’aprés les deux inégalités précédemment ainsi que ’hypothese que O, o (uy,), suffit

pour montrer que : X,,Y,, = O, co(Uy).

2. On a: )é—: = Xnyin d’autre partie, on a :
lim — = — (2.6)

p. co, telleque : L, # 0 et X,, = O, co(uy,) alors d’aprés (1) de proposition précédent,

en déduire que : )é—: = Op.co(Uy), telle que : L, # 0.

2.2 Exemples

Exemple 2.9.

Soit u un variable aléatoire uniforme sur [0,1] et définit une suite des variables aléatoires
(Xpn)n>1 telle que : X,, = §{u, (0, #)}

1 uwe (0,n?)
ou § est la fonction indicatrice définie par : §{u, (0,n"2)} =

0 sinon.

0 e>1.
Soit e > 0, alors : P(X, >¢) =
—2

n e < 1.

par conséquent, pour chaque € > 0 :

io:p(Xn >¢g) < in‘2 < 0.
n=0 n=0

. : P.
car >0 n? = 300 L, est une série de Riemann (2>1) dou X, — 0 quand

n — oQ.
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Exemple 2.10.

Soit (X,,)n>1une suite des variables aléatoires telle que E(X,) = C, pour tout n € N*, ou
C € R est une constante qui ne dépend pas de n.
Supposons en autre part que : V(X,) = n72T, ot [ est une constante positive fini ne

dépend pas de n, dans ces conditions notez que pour tout € > 0 :
p(|X —C|>¢) <e?V(X,) =n"%T
par conséquent :

V5>0:5>0:Zn‘zs_Qfgs_QFZn_z < 00

n=1 n=1

car : . .
donr=> % (2.7)
n=1 n=1

on a (2> 1), alors cette série est une série de Rimann converge et e 2T est une constant,

P.
donce : X,, == C, lorsque n — 0o.

2.3 Convergence presque compléte de 'estimateur de
la fonction de répartition

Dans cette section on étudie la convergence presque compléte de la fonction empirique

vers la fonction de répartition.

Théoréme 2.11.

Soit X1, Xo,... , X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F, alors
. 1
F.(z) = F(z) =0 ( M) p. co
n

Démonstration.

Par définition, il suffit de montrer que :

35>o,§:P |Fn(x)—F(x)\>g< log(”))] < 00

n=0

Soit e >0on a:

Bufa) ~ Fla)| > < ( 1"35”))

P — P

|Fy(z) — E(Fy(2))| > & ( 10%;7%))]



2.3. Convergence presque compléte de I'estimateur de la fonction de répartition 38

Par définition de Pestimateur de F,(z) on a

1§~ L log(n) ]
- 1m0,z (Xi) — = F(1)1_ oo (X; > o/ —
’nzizl 1o (X2) nZi:l (=001 (X3))| 5( o )

lZ;““OMKXZJ—EG\]oo,w]<xz->>r>€< E m) -

P

P

n n

P et (X) = Bl e (X0)] > 2(v/nlog(m))| .

En appliquant 'inégalité de Brrenstein-Frechet avec a; = 0, 8; = 1, X; = 1]j_002)(Xi) et

t = e(y/nlog(n)).

il vient
. 1 —2e2nl
P||E(z) — F(z)| > ¢ ( Og(”))] < 2exp (w>
n n
< 2exp(logn=")
=n %,
11 suffit de prendre 2¢2? > 1 |

Nous allons donner deux versions des inégalités exponentielles de type Bernstein qui nous
serons utiles pour ’établissement des résultats que nous avons choisi de reprendre. Nous
supposons que X, Xo, ..., X,, est une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes

et centrées.
Corollaire 2.12.

a) S’il existe une constante positive m < 2, il existe un réel C,, strictement positif et

une constante a positive, tels que :
E(IX")| < Cpra®™Y,

alors on a

Ve >0,P

i=1

" —&2n
X; <2 R
S ] <2 ()

b) Supposons que les (X;)i1<i<n dépendent de n.
Si pour tout m < 2, il existe un réel C,, strictement positif et une suite (a,) de
réels positifs, tels que :

E(|X{")] < Cran™ Y,

et st

U, = n a2 logn, vérifie lim U, = 0.
n—aoo
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Alors on a

1 n
- > Xi=0p0(VTUL).
=1

Tandis que ce résultat s’applique & des variables dont on a majoré les moments d’ordre

m, le corollaire suivant est donné pour des variables identiquement distribuées et bornées.

Corollaire 2.13.

a) S’il existe une constante positive M < oo, telle que :
| Xa| < M.
alors on a :

Ve >0, P

=1

- —&2n
X;| >en| <2exp{ ——M—
2. X ] p{%?(u%)}
ol

o? = B(X7)

b) Supposons que les (X;)1<i<n dépendent de n et que o2 = E(X?),

, sl existe M = M, < oo telle que :

| Xa| < M.

et

M

Jn
et st

U, = n o2 logn, vérifie lim U, = 0.
n—oo

Alors on a

1 n
E ZXz == Op.co( V Un)
=1

L’étude de la convergence, presque compléte des estimateurs a noyau dans le cadre de la
variable aléatoire fonctionnelle introduite par Ferraty et Vieu (2000), s’inspire énormément
du cas réel exposé ci dessous. Cette convergence implique la convergence en probabilité et
la convergence presque siire mais n’implique pas la convergence en moyenne quadratique,
comme le montre 'exemple suivant : Soit I’espace de probabilité ([0, 1], B([0,1]), A) o
B(]0, 1]) désigne la tribu borélienne de [0, 1] et A est la restriction de la mesure de Lebesgue
a cet ensemble. La suite f, = n1|[0’ 1] converge presque complétement vers 0 mais ne
converge pas en moyenne quadratiqtze et inversement la suite g, = 1|[07%] converge en

moyenne quadratique vers 0 mais ne converge pas presque complétement.
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2.4 Convergence presque compléte de 'estimateur de

la densité

Ici, on étudie la convergence compléte de I'estimateur a noyau de la fonction de densité.
Soit f, la fonction densité de probabilité supposée inconnue et fhn sont estimateur a
noyau. Les hypothéses qui nous donne la convergence compléte de cet estimateur sont les
suivantes :

hypothéses :
1. f est continue au voisinage de z, un point fixé de R.

2. le paramétre de lissage h, est tel que :

1
lm h, =0 et lim —22 =0

n—00 n—oo Nhy,

3. Le noyau k est tel que :

k est d’ordre 7 au sens de Gasser c’est & dire :
/tjk;(t)dt =0,Vj=1,2,.,i—let0< |/tik:(t)dt| < 0.

(K. 7) k est borné, intégrable et a support compact.

Sous les hypothéses précédents, on obtient la convergence presque compléte de fhn vers

f, comme le donne la théoréme suivant :
Théoréme 2.14.

Si les hypothéses (K. 7), 1 et 2 sont satisfait, alors :

nhjEO fhn(x) = f(z) p. co
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Démonstration.

Il suffit démontrer que :

Ve > 0,) " P(|fn.(x) — fz)] > &) < 00

neN

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

fra(@) = f(@) = (fn, (@) = E(fa, (2))) = (f(2) + E(fa, (2))).
pllfna (@) = f(@)] = Pllfn, (2) L (2)) = (f(@) + E(fu, ()]

~ E(fu
< Pl fu, (@) = BE(fn, (@))[] + PI(f (@) + E(fp, (2)))]]

Le résultat du théoréme découle alors des deux lemmes suivants.

Lemme 2.15.

Si les hypothéses (K. 7), 1 et 2 sont vérifiées on a

lim B(f,,(2)) = f(x).

n—oo

Démonstration.

Nous avons :

La continuité uniforme de f sur le support compact de K entraine f(z — zh,) — f(x),
uniformément en z.
D’ou

lim B(f,,(2)) = f().

n—oo

Lemme 2.16.

Sous les hypothéses (K. 7), 1 et 2 on a :

ﬁd@—Emmmzopw(l%mv,

n
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Démonstration.

hor-mr =L ()5
- _Zl““
o= o ()] s ()

En utilisant I'hypothése (K. 7), on a

alors [I';] < %, telle que

(o (555)).

D’autre part le changement de variable z = h—t nous donne

1 1, (e—X\] 1 [* ,(z—t
wt i (5] - il ( i) s

hZ J_
1 2
~ E“(z)f(x — zhy)dz.

On remarque que :

avec

1 z— X,
=k AN
YT < I )

Comme k est bornée et f est continue sur le support compact de k.

k <M= |k

2
< M?
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on a l'existence d’une constante C, telle que :

C M?
ET) < —,C=—.
( 7,)—hn7c hn

On obtient alors,en appliquant le corollaire (2. 13)de l'inégalité exponentielle de type

Bernstein,

n

fio () = E(fo (1)) = Op.co ( bg("))

Ce résultat est plus fort que le résultat demandé.

En remplagant ’hypothése 1 par 'hypothéses suivante

4. f est k fois continiment dérivable autour du point x.
On obtient une vitesse de convergence presque compléte ponctuelle de I'estimateur
a noyau.
Théoréme 2.17.
Sous les hypotheses (K. 7), (2) et (4)on a :

Fon (@) = E(fn, (2)) = O(hE) + O < logrfn)) ‘

Démonstration.

En reprenant la décomposition de la preuve précédente, le résultat du théoréme
sera établi par les lemmes précédents et le suivant :

Lemme 2.18.

Sous les hypothéses 2, 3 et 4 on a :

~

Fra(@) = E(fa,(x)) = O(h}). (2.8)

Démonstration.
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L’hypothése 4 nous permet de développer f au voisinage de x(Taylor-Lagrange).

flx — zhy) = f(z) + i (_1);(!2hn)zfi($) . (—1) k(!zhn)

i=1

1 (02),

ou 0, entre x etx — zh,,.

D’autre part '’hypothése 3 sur 'ordre de k au sens de Gasser et Miiller nous donne :

A _1\kpk
Bl 0) = $(a)+ S0 [ 27¥0, )

La compacité du support de k£ et la condition de 4 impliquent la convergence

uniforme en z de f*(2) vers f.(z), d’ou

. k
Blfu,(2)) = 1(0) = (~DFHE [ 24h(2) s + O,
Cette relation permet d’achever la preuve du théoréme. [ |

Le résultat du théoréme précédent peut étre établi uniformément. Il suffit de conser-

ver toutes les hypothéses et de donner une autre version de I'’hypotheése 4.

5. Choisir un compact S de R sur lequel f est k fois continiment déri-
vable.

et de rajouter 'hypothese de type Lipschitz sur le noyau k.
o ilexiste C < 1,Vxe S, VyeSs.

|k(z) = k(y)| < Clo —yl. (2.9)

Nous avons aussi besoin de I'hypothése suivante sur le paramétre de lissage,

e il existe ¢ < oo,telle que :

lim n** h, = +oo (2.10)

n—oo

Théoréme 2.19.
Sous les hypotheses (K. 7), 2, 8, 5, (2. 8), (2. 9), on a :

sup(| i, (@) = E(fi (@)]) = O(hE) + O ( logn(n)> s
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Démonstration.

Supres f, (¥) = f(x) < Supses]| fun (@) = E(fn, ()] +Supses(|(f (@) +E(fa, (2)]]:

Nous remarquons que grace a I’hypothése 5 et a la compacité du support du noyau
K les étapes de la démonstration utilisée dans le (2. 8) peuvent étre faites unifor-

mément en z € S. D’ou

Supres|fr, (€)= E(f, (2))|= o(ht).

Il reste & montrer I'égalité suivante :

n

Supaes| fu, () — E(fu,(2))] = O ( log(n)> .

S est un compact de R, il existe donc un recouvrement fini de S' tel que :

S C U;"lek

ou

Sk =tk — Lo, te + 1],
avec

l,=n"%1,=Cz",
et

te = argmingey, 4,,..1., | —t|.

On a:

Supres|Elfo, ()] = fu ()] < Supses(| fu, (x) = Fi, (£.)]]
+ Supees|| fun (o) — Elfn, ()]
+ Supyes| Elfn, ()] — Elfn, (t)]].

Comme K est Lipschitzien, ’hypothése (2. 9) nous donne

k —k
() -+ )l

C
< Supxesh—le — to

n

Supscs|Un )] = i (0] < Supres—— >

moi=1

o~

n

< c _ logn
= (han)2 "\ nh, )

I
3;;’| o
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et de maniére évidente on a l'existence d'une constante c telle que :

C

Supacs| Bl (0)] = Bl ()]l < oy

En ce qui concerne le terme Sup,es|E[fn, (2)] — E[fn, (t2)]| on a pour tout € > 0 :

P[Supses|[fu, (t:)] = Elfn, ()]l > €] = Plmaze-y,..z,| fu, (te) = Elfn, (t)]] > €].

(2.11)
( car sup U = maz{supsy, .., Sups,, }) (2.12)
k=1
1 n
< 2, P[= S s — Elu]| > e, 9.13
<z [n;\u [ui]] > €] (2.13)
(2.14)

ol u; = hik (%) )
En suivant les mémes étapes que la preuve du lemme (45), nous pouvons alors

majorer aisément u; et Flu?] , comme suit

c c
u; < — et Elu?] < —.
= h/n [ Z} — hn

Nous somme en position d’appliquer I'inégalité de type exponentielle de Bernstein,

énoncer dans le corollaire (2. 13), cette inégalité associée a (2. 13)

PlSupses|[fu, (to)] = Elfn, (to)]| > €] < zneap(—ene?hy).

< n¥exp(—cne’hy,).

En posant € = ¢ (%) on obtient
p A logn
S Plsupecrllfun (1)) = Bl (0] > oy (2]
pour ¢, choisi suffisamment grand. |
[ |

2.5 Convergence presque compléte de 'estimateur de
la fonction de régression
En se basant sur la preuve donnée dans Ferraty et Vieu (2003), nous traitons dans ce

paragraphe la convergence presque compléte de I'estimateur & noyau de la fonction de

régression, auxquelles nous rajoutons les hypothéses suivantes :



2.5. Convergence presque compléte de 'estimateur de la fonction de régression 47

6. f, r sont des fonctions continues au voisinage de x, un point fixé de R.

La densité f et la variable Y sont telles que :
f(x) >0, (2.15)

et
Y] <M < o0, (2.16)

ou M est une constante réelle positive.

Théoréme 2.20.
Sous les hypothéses 2, 6, (2. 15), (2. 16) (K. 1) et (K. 7) on a

lim 7y, (z) = r(z) p.co
n—oo

Démonstration.

La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante :

Pa () —1(1) = 7 tx) [(Dh, () = E(0n, () + (B, (2)) = $(x))]
@)~ B @) + (Bl @)  fon (2]
o ()

ou ¢(x) = f(x)r(z). Le résultat énoncé découle des lemmes suivants : [ |

Lemme 2.21.
D’apres les hypothéses 6, (2. 16), (K. 1) et (K. 7) on a

lim E((ﬁhn (z)) = ¢(x)

n—oo

Démonstration.

on a :

E(¢n,(z)) = E n; Zm( hXi)]

()

Le conditionnement par rapport & X = x nous donne :

Blin, ()] = 1 |tk (25|
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ou :

B @) = 5 [ riow (%) s

—ijﬁwuﬁjwt

en utilisant le changement de variable u =

h ! on obtient :

= /(b(:c — why)k(u)du

comme k est & support compact, la continuité uniforme de ¢ et I’ hypothese (k. 1),

nous donnent :

lim E(dn, (2)) = ¢(x).

n—oo

Lemme 2.22.
D’apres les hypothéses 6, (2. 16), (k. 1) et (k. 7) on a :

~

lim E(¢n, (x)) — dn(z)) = 0 p. co.

n—oo

Démonstration.

on a

ou

) oL (50))

De plus, les hypothéses (2. 16) et ) nous donnent :
F )=l (5 N
hn
X
e N ( (5[] = (s
()|l ()] e )
= < -
hn - P
v fﬂﬁ (=)
= |Zi| < fin
hu,
alors :
C
A
| Z| — hn
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(50)

E(Z?) = var (hinyk (‘r . X)> < B(T)),

n

1 Tz — X;
T = —Yk L.
7 hn 7 ( hn )

En utilisant le conditionnement par rapport a la variable X, on obtient :

Bl = 5 oo (13
— e [otom (51) s

$(z) = E(Y?/X =),

ou

C:M2—E<Y;

d’autre part

ou :

ou :

en utilisant le changement de variable z = “h—’t on obtient :

B(T?) = hi / oz — 2ha)K2(2) (& — zhn)dz,

La continuité de f sur le support compact k, les hypothéses (2. 16) et (K. 1)
impliquent :

C
E(T?) < —.
(T2) < 5

comme les conditions du corollaire (2. 13) étant satisfaites, alors nous déduisons

que :
1 logn
- Zz = co — )

La convergence presque compléte de la densité établie dans le paragraphe précédent

assure les convergences suivantes :

~

lim E(fy, (z)) = f(z)

n—oo

lim E(f,, (z)) — f(z) =0 p.co.

n—oo

Lemme 2.23.
D’apres les hypothéses 2, 6, (K. 1) et (K. 7) on a

36> 0, p(fu.(z) < 6) < 0.

neN
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Le théoréme (2. 14), entraine la convergence presque compléte de fy,, () vers f(z),
c’est a dire :

Ve >0, p(|fu.(2) = f(2)] > €) < o0,

nen

on a

@l < 29 = @) - ) > 1
d’ou

Pl < 2] <Plifw - sw) > 2
Comme f(z) > 0, en posant § = ¢ = @, on arrive au résultat.
7. r et f est k fois contintiment dérivable autour du point x.

Théoréme 2.24.

Considérons le modeéle 7 avec k > 0, et supposons que les hypothéses 2, 3, (2. 16),
(2. 15), (K. 7) soient réalisées, alors on a :

na (1) = ()] = O0) + OB . o

En utilisant la décomposition précédente, Le résultat énoncé découle des lemmes
suivants :

Lemme 2.25.
Sous les hypothéses 3, 7 et (K. 7) on a :

E(én,(x)) — d(x) = O(hy,). (2.17)

Démonstration.

L’expression de ngShn (x) est analogue a la précédente. En effet, on a :

~ +m
Blon, () = [ kola — zh)dz
Le modéle 7, nous permet de développer ¢ au voisinage de x, ceci nous permet
d’écrire :
k—1 : :
_ (=1)"(zha)" ; (—=1)F(zha)*
oo = ha) = 6(a) + 3 ) + 04

ou 0, entre x et x — zh,,.
L’hypothése 3 sur k, implique :

n 2kdFk(2)(0,)dz

B, (@) = o(a) + (~1ip L ZOEDEIE

k!
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La convergence uniforme de ¢*(f,) vers ¢*(z) ( assurée par le modéle 7) et la

condition (K. 7), nous donnent

E(¢n, () = ¢(x) = O(h}).

Les lemmes (2. 16), (2. 22), (2. 23) et (2. 25) nous assurent que :

R N
E(Gn, () = 9(2)) = Op.o (\/ 12%:) .

36 >0, Zp(fhn(x) <0) < o0.

neN

Et :

En combinant tous les résultats cités précédemment, on arrive au résultat cherché.
Nous essayons maintenant d’établir une vitesse convergence presque compléte uni-
forme. Il suffit d’une part de considérer un compact S de R tel que I’hypothése 7

soit remplacée par le modele suivant.

8. r et f sont k£ continiment dérivables sur S.

Et de supposer d’autre part 'existence de 6 > 0, tel que :

inf f(z) > 6 (2.18)

€S

Nous gardons toutes les conditions citées précédemment, auxquelles nous rajoutons la
condition Lipschitzienne (2. 9) sur le noyau k et I'hypothése (2. 10) sur le paramétre de

lissage h.
Théoréme 2.26.

Soient les modeéles 8, (2. 19) avec k > 0 et les hypothéses (K. 7), (2. 16), 2, 3, (2. 9)et

(2. 10), on a
supzes(|Pn, () —r(z)|) = O(hF) + O (\/ loin> , D. co.
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Une décomposition similaire au cas ponctuel, nous permet d’écrire :

SUPy anl’—gbl‘ ¢ SUDy fnx
es0m0) = 00D | cup,es(5(2) — fo, (o)) Sebzes a0
infres | fr, ()] infzes | fh, (@)

< SUPoes|On, (*) — E(dn, (@) | supoes|E(0n,(2) = P, (f'f)l|

B inf,cg |JEhn(x)| inf,cg |-]Ehn (ac)‘
SUPzes|Th, (7)]

supzes (|7, (x) = r(z)]) <

+ {Supxes!f(w) — E(fn, ()] + supses(|E(fa, () — fh”(xm} inf,es | f(2)]
Mlges €z

Les approximations en O(h¥) traitées précédemment peuvent se généraliser via (K. 7) et

7 comme suit :
supeesE(fu, (@) = f(x)) = O(hY)
et
supsesE(gn, (x) — g(x)) = O(hy).
Comme r est borné, la preuve de ce théoréme s’ achévera a partir des lemmes suivants :

Lemme 2.27.

Sous les hypothéses 2, 8, (2. 9) et (2. 10) on a

n

&%QW%MM—@AM:O<]%mv,pm

Démonstration.

S est un compact de R, il existe un recouvrement fini de S tel que :

S C U, Sk
ou
S =]tk — Lyt + 1[ et [, =n~"
Posons
tx = argmintetl,tz ,,,,, tan, |x - t|
avec
l,=n"%1,=Cz"
On a

Supaes|Elon, (x)] — on, ()| < Ay + Ay + As
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ou

Ay = Supyes|[on, ()] — dn, (L)),
Ay = SuPyeSHQBhn (tm)] - E[Qghn (tl‘)”?
As = Supyes|[Elbn, (t:)] — on, (2)]].

Concernant le terme A;, comme le noyau k est lipschitzien et la variable Y est bornée, on

(557 -+ (50|

a

. R 1 <&
|Pn, (tz) — On, ()| = > v
=1

nh,, —

<

=, 12
Cl,

logn
A1:O<nin).

Une maniére de démonstration analogue a la précédente, nous permet d’écrire

logn
A3:0<nin>.

On ce qui concerne le terme Ay, on a : Ve > 0.

L’hypothése (2. 10) implique

P [Supyesl[@n, ()] = Blon, ()| > | = P [mazjmn...., |90, () = Eldn, ()] > <]

< 2uPl|én, (t;) = Elon, (t;)]] > €]

1 n
— > |ui — Eluj]] >a] :
" i=1

X, — b
i = Yik .

Il suffit de trouver des majorants pour u; et E[u?], pour pouvoir appliquer le corollaire

<z, P

(2. 13). D’apreés la démonstration du lemme (2. 16), o

=

a

u; < hg et Efui] <

n

B

Maintenant nous sommes en mesure d’appliquer le corollaire (2. 13) :
P | Supyes|én, — E(on,) ()] > 5] < n**exp(—Cne’hy,).

comme :

lim M =0.

n—>00 nh,



2.5. Convergence presque compléte de 'estimateur de la fonction de régression 54
En posant € = g lif’h(”), on obtient alors :

Ve > 0, ZP [Supy€5|¢hn — E(¢én,(x))| >¢| <o
pour gy choisi suffisamment grand [ ]



Conclusion

Le probléme posé dans ce mémoire est la convergence presque compléte des estimateurs
non paramétrique a noyaux de la fonction de densité et de régression. Deux méthodes
pour estimer la fonction de répartition ont été utilisées : la fonction de répartition em-
pirique, et 'estimateur & noyau, quatre méthodes pour estimer la fonction de densité :
histogramme, estimateur simple, méthode du noyau et systéme trigonométrique. Concer-
nant I'estimation de la fonction de régression, trois méthodes ont été proposée : méthode
a noyau, méthode des k-plus proches voisins et la méthode des Polynémes locaux. Notes
que les estimateurs calculer par les méthodes citée précédemment présentent de bonnes

propriétés du biais, variance et erreur moyenne quadratique.

%)
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Résumeé

N

Dans ce travail, on est intéressé a l'estimation non paramétrique des fonctions de den-
sités, de répartition et de régression par certaines méthodes dont les estimateurs sont
consistants, et on a étudier la convergence presque compléte des estimateurs & noyaux de

chacune des fonctions citées précédemment.

Mots-clés : Estimation non paramétrique, estimation de la densité de probabilité, esti-
mation de la fonction de répartition, estimation de la fonction de régression, estimation

a noyau, convergence complet, propriétés asymptotique.



Abstract

In this work, we are interested in the non-parametric estimation of density, distribution
and regression functions by some methods whose estimators are consistent, and we have
studied the almost complete convergence of the kernel estimators of each of the functions

mentioned above.

Keywords : Nonparametric estimation, probability density estimation, distribution
function estimation, regression function estimation, kernel estimation, complete conver-

gence, asymptotic properties.



