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Introduction

A Tépoque de la préparation de la seconde guerre mondiale, les techniques
industrielles étaient relativement peu avancées et, pratiquement, il n’existait
aucune demande de fiabilité. Les appareils de ’époque étaient simples et
utilisaient peu de composants. Les conditions climatiques, vibratoires et de
choc n’étaient pas excessifs. La fiabilité pouvait donc étre considérée comme
acceptable.

Pendant la deuxiéme guerre mondiale, & la suite des changements ra-
pides, et di au fait que la guerre se déroulait dans le désert et dans les
zones humides, ’équipement devint plus sophistiqué, tandis que la probabi-
lité d’apparition des défaillances augmentait rapidement, quelques données
statistiques publiées par ’'administration de I’armée américaine, montrent la
gravité de la situation, la plupart de équipement électronique n’était en
état de fonctionner que pendant 30% du temps et les frais de réparation et
de maintenance du parc étaient dix fois plus grands que les cotits payés a
Pachat.

Ce n’est que depuis les années 70 qu’on a commencé & s’intéresser au
probléme de fiabilité comme conséquences logiques de la complexité des équi-
pements.

Dans le passé, il n’y avait pas de spécification concernant la fiabilité,
car on ne savait pas quels sont les parameétres qui déterminent la fiabilité
des installations et des équipements. Cela explique pourquoi les fabriquants
n’ont eu longtemps, aucun moyen d’apprécier le comportement dans le temps
des équipements qu’ils livraient.

La fiabilité s’intéresse a l’ensemble des mesures a prendre pour quun
produit, un systéme ou une entité fonctionne sans défaillance ou avec une
frequence de défaillance suffisamment faible pour étre acceptable dans 'usage
prévu.

Un systéme est constitué de plusieurs composants assurant diverses fonc-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

tions. Une des plus importantes mesures de sa performance est sa fiabilité. La
fiabilité d’un systéme est définie comme étant la probabilité que le systéme
fonctionne durant une période de temps sous des conditions spécifiées.

Un objectif de la théorie de la fiabilité est de trouver le moyen d’évaluer
la fiabilité d’un systéme complexe & partir de la connaissance des fiabilités
des composants le constituant, d’ot 1’évaluation de la fiabilité d’un systéme
est une caractéristique importante.

Parmi les travaux scientifiques qui ont été réalisés sur ce type des sys-
témes, on trouve deux catégories d’articles. Dans la premiére, les auteurs
g’intéressent au calcul exact ou approximatif de la probabilité du systéme et
ce en utilisant des méthodes algorithmiques , ou des techniques probabilistes,
ou bien devant la complexité des hypothéses, ils s’intéressent & chercher un
encadrement de la valeur de la probabilité du systéme. Dans la seconde, les
chercheurs ont traité le probléme du comportement asymptotique du temps
de panne du systéme sous différentes hypothéses sur les lois des temps de
panne des composants.

L’objet de ce travail est de comparer la fiabilité des systémes du type
k-sur-n dans le cas ou les composants sont indépendants mais non nécessai-
rement identiques et le cas ol les composants sont indépendants et identiques,
soit stochastiquement un systéme est plus grande que la durée de vie d'un
autre et la fiabilité est décrite par des lois mathématiques.

Ce mémoire se compose de trois chapitres. Le chapitre 1 est un ensemble
des rappels de notions de base de la théorie de fiabilité qui vous étre utiles
dans la suite de ce travail. Le chapitre 2 est consacré a la présentation des
différents types d’ordres stochastiques et on établira quelques relations qui
existent entre ces différents types d’ordres stochastiques . Le chapitre 3 est
une application aux systémes k-sur-n, on a établit un comparaison entre la
fiabilité d’un systéme k-sur-n dont les composants sont indépendants non
identiques et la fiabilité de son équivalent dont les composants ne sont pas
identiques.

iv



Chapitre 1

Rappels sur la théorie de la
fiabilité

La fiabilité est I’'une des composantes essentielles de la qualité d’un pro-
duit et elle est retenue en tant que critére fondamental pour leur élaboration.
Elle est prise en considération dés le stade de la conception.

La fiabilité est la caractéristique d’un dispositif exprimée par la proba-
bilité que ce dispositif accomplisse une fonction requise dans des conditions
d’utilisation et pour une période de temps déterminée.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions que nous utiliserons
dans ce mémoire.

1.1 Définitions

Comme on ’a vu, un systéme non réparable est un systéme qui est mis
au rebut dés qu'il tombe en panne. Les considérations sur les réparations
ou corrections n’ont donc pas lieu d’étre ici. Le seul point important est la
date de panne, appelée aussi instant de défaillance, durée de vie ou durée
de bon fonctionnement du systéme. Comme celle-ci n’est pas prévisible avec
certitude & ’avance, on la modélise par une variable aléatoire, que I'on note 7.
Une durée étant un réel positif, cette variable aléatoire prend ses réalisations
dans R*.

Si on ’intéressait & des systémes pour lesquels le temps est exprimé par
un nombre entier, comme un nombre de transactions, T" serait a valeurs dans
N. On pourrait aussi prendre en compte la possibilité que le systéme soit en

1



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

panne & Pinstant initial, ce qui voudrait dire que P(T = 0) # 0. Nous ne
nous placerons ici dans aucun de ces deux cas. Par conséquent, T sera une
variable aléatoire continue a valeurs dans R*. Sa loi de probabilité est définie
par :

esa fonction de répartition

F(t) = P(T < t) (1.1)

esa densité
f)=F(t) (1.2)
Plus la durée de fonctionnement est grande, meilleure est la fiabilité du
systéme. Donc on choisit de définir la fiabilité du systéme a 'instant ¢ comme
la probabilité que le systéme ne soit pas encore tombé en panne a I'instant

¢ ou encore comme la probabilité que le systéme fonctionne sans défaillance
entre 0 et ¢.

Définition 1.1.1 La fiabilité d’un systéme non réparable est la fonction du
temps R (R pour Reliability) définie par :

Vvt >0 R(t) = P(T > t) (1.3)

On a évidemment R(t) = 1 —F(t) et R'(t) = —f(t). R est donc une
fonction décroissante. Cela traduit le fait naturel que aptitude au bon fonc-
tionnement d’un systéme non réparable diminue avec le temps. Mais la mo-
notonie de cette fonction fait que la fiabilité n'est pas suffisamment souple
pour pouvoir clairement prendre en compte la diversité des types d’usure.
Aussi la principale mesure de fiabilité n’est pas la fonction de fiabilité mais
le taux de défaillance.

Définition 1.1.2 Le tauz de défaillance ou tauz de panne ou tauz de hasard
d’un systéme non réparable est la fonction du temps A définie par :

1
L2 = lim —Pt<T<t+At|T>1 1.4
VE>0  A@R) z.{?iT—?oAt t<T<t+At|T>t) (1.4)
Dans cette expression, la probabilité considérée est la probabilité que le
systéme tombe en panne entre ? et (t + At) sachant qu'’il a bien fonctionné
entre 0 et t. Notons que la fiabilité est une probabilité mais que le taux de
défaillance n’en est pas une : A(t) peut étre supérieur a 1.

2



1.1. DEFINITIONS

L’interprétation du taux de défaillance est liée a celle de la densité de la
fagon suivante.

On sait que :

) = P = L@TOF(H—AE—F@)

1
= Jim = [P(T < t+ At) = P(T < 1)

1
= lim— <T<
lim AtP(t < T <t+ At)

At—0
On a donc, pour At petit :

FO)At = P(t < T < t+ At)

La quantité f(t)At peut donc étre considérée comme la probabilité de
défaillance juste aprés Uinstant ¢ alors que A(t) At peut étre considérée comme
la probabilité de défaillance juste aprés 'instant ¢ sachant que le systéme n’est
pas tombé en panne avant t. Il y a donc une notion d’instantanéité dans f(t)
et une notion de durée dans A(t) (comme dans R(t)).

On peut illustrer cette différence en comparant :
e la probabilité qu'un homme meure entre 100 et 101 ans.

e la probabilité qu'un homme meure entre 100 et 101 ans sachant qu’il &
vécu jusqu’a 100 ans.

La premiére (liée 4 la densité) est trés faible : on a de tres fortes chances de
mourir avant 100 ans. La seconde (liée au taux de défaillance) est évidemment
tres forte.

On congoit donc que le taux de défaillance est une mesure pratique de
Pusure ou du vieillissement. Un taux de défaillance croissant correspond &
un systéme qui se dégrade, tandis qu’un taux de défaillance décroissant cor-
respond & un systéme qui s’améliore avec le temps.

3



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

11 est facile d’établir les liens entre le taux de défaillance et la fiabilité :

M) = lim—P<T<t+At|T>1)

At—0 At
. limiP(tST§t+AtﬂT>‘t)
= AL0AL P(T > t)

1 P<T<t+Al
At—0 At P(T > t)
1

= 0 g%zl—t [F(t+ At) — F(t)]

f(t)

I70)
it _ R@
1-F@)  R@)
d

= ——nR(t) (1.5)

En intégrant et en prenant comme condition initiale R(0) = 1, car on a
supposé que le systéme fonctionne & I'instant initial, on obtient la formule
d’exponentiation :

R(t) = eap [— / )\(u)du} (1.6)
0

Définition 1.1.8 Le tauz de défaillance cumulé ou taux de hasard cumulé
d’un systéme non réparable est la fonction du temps H définie par :

V>0, H(t)= / Mu)du = —InR(t) (1.7)

La formule d’exponentiation s’écrit donc aussi R(t) = exp(—H(t)).
Enfin, puisque —f(t) = R/(t), la densité de T s’exprime a I'aide du taux
de défaillance sous la forme :

£(t) = A(t)eap [~ / )\(u)du} (1.8)

0
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1.1. DEFINITIONS

Toutes les grandeurs caractéristiques de la loi de probabilité de T' s’ex-
priment & 'aide de la fonction A. Le taux de défaillance caractérise donc la
loi d’une durée de vie. C’est pourquoi, en pratique, construire un modéle de
fiabilité de systémes non réparables revient & se donner une forme particuliére
pour le taux de défaillance.

Le choix de cette forme est basé sur des considérations de modélisation
ou des constatations expérimentales. De nombreuses études pratiques ont
montré que le graphe du taux de défaillance d’un systéme non réparable
simple a trés souvent une forme de baignoire, comme dans la figure 1.1. En
effet, A\ se décompose dans ce cas en 3 parties :

e la période de jeunesse : quand un systéme est neuf, on observe souvent
des défaillances précoces, dues & des défauts intrinséques ou des fautes de
conception. Le risque de défaillance est donc assez fort au tout début de la
vie du systéme. Ensuite il diminue car, ’il y a des défauts initiaux, ils vont
se manifester tot. A est donc d’abord décroissant. C’est le rodage pour les
matériels mécaniques et le déverminage pour les matériels électroniques.

e la vie utile : pendant cette période, le taux de défaillance est constant
et les défaillances sont purement accidentelles.

o le vieillissement : )\ se remet & croitre car le risque de défaillance va finir
par augmenter a cause de I'usure du systéme.

20ty de défaillance
s n itan

Figure 1.1 : Tauz de défaillance en forme de
baignoire

Du point de vue du consommateur cherchant & s’assurer contre les pannes
du systéme, il est impératif d’avoir une garantie & court terme pour se pré-
munir contre les défauts de jeunesse. On peut souhaiter avoir une garantie

5



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

A long terme contre le vieillissement, mais cela va cotter cher et les contrats
ne garantissent en général pas les problémes d’usure.

En revanche, une garantie 4 moyen terme n’est pas forcément utile car,
si le systéme a passé la période de jeunesse, il subira en général peu de
défaillances en période de vie utile. Naturellement, pour pouvoir fixer de
facon optimale les durées de garantie, il faut connaitre ou estimer les dates
de transition entre les différentes périodes, ce qui est généralement difficile.

La derniére mesure fondamentale de fiabilité est le MTTF.

Définition 1.1.4 Le temps moyen de panne MTTF (Mean Time To Fai-
lure) d’un systéme non réparable est la durée moyenne de bon fonctionnement
avant sa défaillance :

MTTF = E[T) = / LF () dt (1.9)

0
Une intégration par parties aboulit alors :

+o00
MTTF = [~tR(E)]F + / R(t)dt

En supposant que R(t) tend vers 0 plus vite que —i—, ce qui sera toujours
le cas, on obtient une formule plus usuelle pour le MTTF :

+0o0
MTTF = / R(t)dt (1.10)

Remarque 1.1.1 La transformée de Laplace de R est :
R(s) = f0+°°R(t) + exp(—st)dt

Par conséquent
MTTF = R(0)



1.2. LOIS USUELLES

Définition 1.1.5 Le temps moyen résiduel de panne MRTF' (Mean Residual
Time to Failure),est l'espérance de la durée de survie :

m(t) = ET>t+z\T>t]= @ t+°°R(:z:)d:E,pour tout © > 0
_ R(t+ux)
 R(t)
= exp{-— ;”A(u)du} (1.11)

Définition 1.1.6 La fonction de structure traduit les relations fonctionnelles
entre les composants du systéme et son élat de panne ou fonctionnement.

Considérons un systéme binaire & n composants pour chaque composant
i on désigne une variable X; a valeur dans {0, 1} avec la convention suivante :

X, = 1 sile composant i est en bon état
t 0 sile composant ¢ est en panne.

Soit X = (X1, Xy,..X,) € {0,1}" le vecteur décrivant conjointement
les états des composants. On définit une fonction ¢(X) décrivant I'état du
systéme a valeurs dans {0, 1} avec la convention suivante :

1 si le systéme est en bon état.
0 si le systéme est en panne.

o) = {

Définition 1.1.7 La disponibilité d’un systéme non réparables est la fonc-
tion du temps A(t) telle que :

R(t) = A(t) (1.12)

1.2 Lois usuelles

1.2.1 La loi exponentielle

On appelle loi exponentielle de parametre A (A > 0), la probabilité sur
R, de densité

£(t) = deap(~A)

7



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

et de fonction de répartition
F(t) =1 — exp(—At)

et sa fonction de fiabilité est définit par :

R(t) = exp(—At) (1.13)
Le taux de défaillance
A) = -IJ%%
exp(—At)
exp(—At)
= X (1.14)

et la durée de vie moyenne

MTTF = E[T)

(1.15)

Proposition 1.2.1 Le seul type de distribution pour une durée de vie vé-
rifiant R(0) = 1 et telle que les durées de vie résiduelles ont toutes méme
loi est la loi exponentielle. C’est pourquoi ces distributions sont diles sans
mémoire ou-as good as new.

1.2.2 La loi de Weibull W (7, 5)

L’expression loi de Weibull recouvre en fait toute une famille de lois, cer-
taines d’entre elles apparaissent en physique comme conséquence de certaines
hypothéses. C’est en particulier, le cas de la loi exponentielle (5 = 1)

8



1.2. LOIS USUELLES

Ces lois constituent surtout des approximations particuliérement utiles
dans des techniques diverses alors qu’il serait trés difficile et sans grand in-
térét de justifier une forme particuliere de loi. Une distribution & valeurs
positives (ou, plus généralement mais moins fréquemment, & valeurs supé-
rieures & une valeur donnée) a presque toujours la méme allure. Elle ne part
d’une fréquence d’apparition nul, croit jusqu’a un maximum et décroit plus
lentement. 11 est alors possible de trouver dans la famille de Weibull une loi
qui ne s’éloigne pas trop des données disponibles en calculant 8 et & partir
de la moyenne et la variance observées.

Une variable aléatoire T est de loi de Weibull de parameétre d’échelle > 0
et de parametre de forme 3 > 0, notée W (n, (), si et seulement si sa fonction
de répartition est :

F(t) = 1 eap(~(1)")

La fiabilité est :

R(t) = exp<—<f7->ﬂ> (1.16)
La densité est :
[ = Ft)
_ Btie (s
= S ean(-())

La durée de vie moyenne est :
MTTF = / ea:p(—(%)ﬁ)dt (1.17)
0

Le taux de défaillance est :

~
N~—

|

At = ((i
(

S| N

tip-1
> (1.18)

Le taux de panne est croissant si 5 > 1 et décroissant si 5 < 1.

9



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

1.2.3 La loi normale

La loi normale est la loi statistique la plus répandue et la plus utile, elle est
utilisée afin d’approcher des probabilités associées 4 des variables aléatoires
binomiales possédant un paramétre n trés grand. Elle représente beaucoup
de phénomeénes aléatoires. De plus, de nombreuses autres lois statistiques
peuvent étre approchées par la loi normale, tout spécialement dans le cas des
grands échantillons.

La loi normale, a deux paramétres, est utilisée aussi pour modéliser la
durée de vie d'un systéme, sa densité de probabilité est donnée par :

1

oV 21

ft) =

exp(~5 (6 — u)?)

ou u la moyenne et o 1’écart-type.

Si la durée de vie d’un dispositif obéit & une loi normale alors le taux de
panne est une fonction monotone croissante du temps.

1.3 Systémes multicomposants

La distinction entre systéme a structure élémentaire et systéme a struc-
ture complexe est trés utile en fiabilité. Les systémes a structure élémentaire
concernent la structure série et la structure paralléle, ou plus précisément la
structure k-sur-n qui est une généralisation des deux précédents.

1.3.1 Systéme en série

Un systéme série est un systéme qui ne fonctionne que si tous ses compo-
sants fonctionnent.

la panne d’un composant quelconque entraine nécessairement la panne
du systéme.

il en résulte que :

T = min {Tl, Tn}

10



1.3. SYSTEMES MULTICOMPOSANTS

d’ou :

R(t) = P(T >t)
= P(Ti>t,Ty>t,..,T, >t

= ﬁP(Ti > t)
- [Iro (1.19)

o, R;(t) c’est la fiabilité du i®™® composant.

On constate qu’un systéme en série est plus fiable que le composante le
moins fiable.

La fonction de structure d’un systéme en série est donnée par :

dlxz) = min(zy,...,2,)

I

1.3.2 Systéme en paralléle

Un systéme en paralléle fonctionne si au moins, un de ses composants
fonctionne. La panne du systéme ne se produit donc que si tous les compo-
sants sont en panne.

Il en résulte que :

T = Wi {05 5 L}

T ‘;\\\

d’ou : P
57 N
R(t) = 1-F(1) AN
= 1-PM <t,Th<t,...,T, <) Lo
= pa LT
= 1-J[P@ <)
i=1

n

= 1-JJ01-R)]. (1.21)

=1

11



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

La fiabilité d’un systéme en paralléle est donc supérieure & celle du com-
posant le plus fiable. La fonction de structure d’un systéme en paralléle est
donnée par :

®(z) = maz(zy,...,Tn)

n

= 1-JJa-=) (1.22)

i=1

1.3.3 Systéme k-sur-n

Un systéme k-sur-n fonctionne si au moins k parmi n composants fonc-
tionnent.

Un systéme de n composants qui fonctionne si et seulement si au moins
k composants parmi n fonctionnent s’appelle k - sur - n : G.

Un systéme de n composants qui tombe en panne si et seulement si au
moins k composants parmi n tombent en panne s’appelle k - sur - n : F.

Le nombre de composants & 'instant ¢ obéit & une distribution binomiale
de parameétres n et p et 'ontrouve que :

tel que :

p : la fiabilité du chaque composant

¢ = (1 — p) : la défiallance de chaque composant

Si tous les composants du systéme k-sur-n out la méme fiabilité R;(t)
donc :

La fiabilité du systéme k — sur —n : F est :

k-1

RO =Y (1) m0a- moy (1.23)

i=0
et la fiabilité du systéme k& — sur —n : G est :

(L

RO =3 () mon-rer (124

1=k

Notons que les systémes k-sur-n admettent comme cas particulier les sys-
témes en série (k = n), et les systémes en paralléle (k = 1)

12



1.4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES

Si les composants ne sont pas identiques, on peut exprimer la fonction de
la fiabilité du systéme comme suite :

k-1 C: g B
Bt =3 3 [[Rrs) (1= Ru®)™,  k=1,.n  (125)
i=0 j=1m=1
tel que :
Somi=n—k Y By =k
m=1 m=1
et

P 1 si m composants fonctionnent.
Pl 0 si m composants panne.

La fonction de structure d’un systéme k-sur-n est donnée par :

_ 1, 81 sz > k
b(z) = { 0, autrement. (1.26)

1.4 Notions sur les fonctions symétriques

Une fonction de plusieurs variables est symétrique si sa valeur ne change
pas quand on permute les variables. Considéron une équation de degré n :
(z — 21)(z — 22)(x — z3)...(x — ,) = 0 & n racines réelles ou complexes
T1, T2, ..., Tp; Si nous développons le membre de gauche, nous obtenons :

" — G127+ Syt — ez 4+ Gzt — S5 L+ (-1)"S, =0

ou 51, 53, ..., S, sont des polynomes homogenes et symétriques en 1, s, ..., T,
pour étre plus rigoureux, on pourra les noter S;(z1, zs, ..., Z,), ou Sf"j (si on
veut seulement préciser le nombre de racines), ou encore S;(f), f étant le po-
lynéme : (z —z1)(z — 22)...(z — z,,). Ces polynomes S; sont appelés : fonction
symétriques élémentaires des racines.

Pour une équation de degré 2 (n=2; racines : z; et ), on a :

So =1
Sl = I + X9
Sz:fL'l.'EQ

13



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DE LA FIABILITE

Pour une équation de degré 3 ( n = 3, racines : z; g et x3 ), on a :

So=1
51 =T + T -+ I3
So = 21%9 + L1735 + ToT3
S3 = T129%3

Pour une équation de degré 4 ( n = 4, racines : 1, s, 23 et 24 ), on a :

Sg=1
Sl =T +$2+$3+LL’4
Sy = T1%y + T123 + T1T4 + ToT3 + Toky + T3T4
S3 = T122L3%4

La formule générale est :

Do (B Doy .00, Tig) = E (T1,29, ..., Tn) , avec iy, iy i, =0 ou 1.

t1+ie+.. . Fip=m
(1.27)

S Jest donc la somme de tous les produits distincts qu’on peut former
en prenant au plus une fois chaque racine; c’est un polynome formé de cr
n!

monomes de degré n. (C7* = —2_)

m!(n—m)!

S gannule pour m>n.

Définition 1.4.1 Soit n € N* ensemble des entiers compris entre 1 et n.
Soit k € [1.n] la k-iéme fonction symétrique élémentaire en n indétermineés
indépendantes (1, %y, ..., T,) est par la définition :

Se(@1, Tay oy Tp) = Z Wil T, (1.28)

1< <9<, < <n

pour p,q € {1,...,n} et XP = (1, ..., Tp1, Tpi1, ..., Tn) € (0, 00)"1
on a:
Si(XP) = > i\ Tiy, ..., Ti, (1.29)

1,0k €{1,..,n}/{p}
1< <in<...<ip,<n

On appelle k-iéme fonction symétrique élémentaire sans le composant
la fonction :
Sk (Xp,q) = Z Liy Ligy ooy Tgy, (130)

/il7""ik€{17"'7n}/{p’q}
1<i1<in<...<ip <n.

14



1.4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES

entre ces fonction on a les relations élémentaires suivants :
Sk(X) = CL‘pSk_l(Xp) +Sk(Xp)
= ZpTaS—o(XP) + (mp 4 xq)Sk_l(Xp’q) + S (XP9) (1.31)

Définition 1.4.2 La k-iéme moyenne symétrique est définit comme suit :

(( ? )MlSz(asl,:cQ,...,:vn))%

— ( :‘ )_1 ZHmJ Vi=1,..,n (1.32)

lJl:kZEJ

Il

mi(T1, T, ..., Tp)

S

Proposition 1.4.1 On q :
S = S, + 50
et
S = onSITY + 2, 18770 + o+ ST 4 oS

Preuve
1) On a:

(n (n)  _ i by i i g0 i
xn+15'k_)1+5k = Zpt1 rizy..ar | + O

. 21 .19 L | 21,19 in .0
= E Ty Ty ... Ty Ty + E Ty Ty By Ty
21419+ .. Ftn =k—1 11+ Fin=Fk
- i1 9 1 1 il 19 in
= 5 Ty Ty .. T T + E TyZTy .. LT
i1tigtFin+l=k—1+1=k i1Figd.din+0=k
= E o agaraht ingr =0V 1.
7:1+i2+-..+in+1:k
_ S}gn-i-l)
2)On a:
n—1 n—1
S = 2,807 4 gD
. a(n-1) (n—2) (n—2)
= TnSp_; +ZTn1Sy " + 5
(n—1) (n—2) (n—3) (n—3)
-3) (n—1)

= 2S00 + 20 18T + 200 ST + 4 20T 1 ST

15
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CHAPITRE 1. RAPPELSSURIJ&THEORHJDELAIHABHJTE

Corollaire 1.4.1 Sojent X = (T1, 2,00y Tpy) €t Y = (Y1, 92, -y Um) tel que :
a< B JIBi=1.netd<aq< B, alors pour r € {0,1,...,m — 1},
Vinégalité suivante est vraie -

) _ Sra(Y)

(v)
) = S (X)

(X)

S, S,
< .
og’ < A3 (1.33)

et au moins 'un des deux inégalités est stricte.
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Chapitre 2

Comparaison stochastique

Un des principaux objectifs de la statistique est la comparaison de va-
riables aléatoires. Une comparaison basée sur les distributions est plus infor-
mative que celle basée uniquement sur deux statistique.La méthode utilisée
pour comparer deux distributions est nommeée « ordre stochastique».

Dans ce chapitre,on donne des définitions et quelques résultats théoriques
sur la comparaison stochastique

2.1 Généralités

2.1.1 L’ordre intégral

Définition 2.1.1 Soient X et Y deug variables aléatoires intégrable. Un
ordre stochastique “<“ pour lequel il existe une famille de Jonctions mesu-
rables F' telle que :

X <rY siet seulement si E[f(X)] < E[f(Y)],Vf € F. quand les espérances
existent, est appelé un ordre intégral.

La famille F est appelé générateur de Vordre <p

2.1.2 L’ordre ensembliste

Définition 2.1.2 Soient X et V deus variables aléatoires intégrable. Un
ordre stochastique “<¢ “défini sur les Jonctions de répartition sur un de sous-
ensembles (mesurables) C € S i.e S un espace arbitraire vérifiant :

X <c Y siet seulement si P(X € C)SPYeC),VCecC

17



CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

On peut remarquer que chaque ordre ensembliste est également un ordre
intégral. En effet :

soit C' un ordre ensembliste généré par une famille C de sous-ensembles de
S, définissons la famille F de toutes les fonctions indicatrices des ensembles

CecC
f={1C:CEC}

Alors, Vordre C' est un ordre intégral généré par la famille F, cela provient
directement de

Px(C) = E[1¢(X))]

2.1.3 L’ordre stochastique fort (usuel)

L’ordre stochastique usuel est 'ordre le plus naturel pour comparer deux
variables aléatoires réelles. Il consiste & comparer leurs fonctions de réparti-
tion (ou leurs fonctions de survie). Cet ordre est souvent appelé ordre sto-
chastique usuel selon Shaked et Shanthikumar (2007) et ordre stochastique
fort selon Szekli (1995).

Soient F'x(t) et Fy(t), respectivement, les fonctions de répartition des v.
a. X et Y.

Si Fix(t) < Fy(t) pour tout réel ¢, alors, avec une probabilité plus grande,
X prend des petites valeurs que Y, ou avec une probabilité plus faible X
prend des grandes valeurs que Y.

Ceci conduit & la définition suivante.

Définition 2.1.3 Soient X etY deuz variables aléatoires réelles. On dit que
X est plus petite que Y au sens de l’ordre stochastique usuel, noté” <z " si:

Fx(_t) > Fy(t),vt eR (21)

L’inéquation (2.1) est équivalente aux inéquations suivantes :

Fx(t) < Fy(t),Vt € R
otl, Fx(t) = P(X >t) est la fonction de survie de X, ainsi on a :

P(X >t)<P(Y >t),VteR

18



2.1. GENERALITES

Théoréme 2.1.1 Soient X et Y deux variables aléatoires. Les énoncés sui-
vants sont équivalents :

1) X <4Y.

2) Il existe un espace de probabilité (0, A, P) sur lequel sont définies deuz
variables aléatoires X', Y de méme lois que X etV telles que :

PIX'<Y'|=1 c—a—d X' <Y présque sirement (p.s.) (2.2)

Preuve
L=32"
Notons par F~! l'inverse généralisé de la fonction de répartition F' défini
par :
F~Huw) = inf{z: F(z) <u} pour 0 <u < 1

Soit U une variable aléatoire uniformément distribuée sur {0, 1}, et soient
X' = FR\U), Y’ = F(D)

Alors X'et Y’ sont des variables aléatoires de fonction de répartition F'y
et Fy respectivement, et

PX'<Y'l= [P[Fx'(u) < Fy'(u) | U = u]du =1

car Fy > Fy@Fil < F;l
< X'<Y'  présque strement
2=
C’est évident. =
Notons que cet ordre est également appelé ordre « croissant » du fait de
la caractérisation suivante.

Théoréme 2.1.2 Soient X et Y deuz variables aléatoires réelles. Les pro-
positions survantes sont équivalentes :

-Z) X Sst Y.
2) Pour toute fonction f croissante définie sur R

E[f(X)] < E[f(Y)]
pourvu que E[f(X)] < co et E[f(Y)] < oco.
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Preuve
1=>2

D’aprés le théoréme précédent, on peut SUppOSer sans perte de généralité
que X < Ypresque sirement.

Ainsi, si f est croissante, alors FX) < fY) et puisque I'espérance E ()
est une fonction monotone, alors £ [F(X)] < Elf (V)]

2=> L

On a que

P(X > u) = Elloo (X))

ou, 1(u,oo)(t) est la fonction indicatrice croissante définie par :

1 sit>u
Lu,00) (t) = { 0 autrement.

Or, pour toute fonction croissante ¢, il existe une suite de fonctions ¢,
définie par :
m

O = Zam,ilAm’i(x) — by, A= (u,00),ucR abE R

1=1

telle que ¢,,(z) — ¢(z) quand ™M — 0

Ainsi, si X <4 Y, alors E [ (X)] < El¢,(Y)]

et par conséquent, E [¢(X < E[p(Y)] m

Propriétés

Qoient X et Y deux variables aléatoires d’espérances finies.

1) Si X <YV alors E[X] < E[Y].

2)Si X <4V et E[X]| = E[Y] alors X = Y (X et Y ont la, méme
distribution).

3) Soient Xi, oy Xy et Y3, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes
telle que :

Xi Sst }/z',?: = 1, s A b

Soit ¢ : R* — R une fonction croissante alors :

90(le sy Xn) <st (,O(Yl, ---,Y;J

4) Soient X, oy X, et Y1, Y, des variables aléatoires indépendantes
telle que X; <g Yi, i =1,..,m.
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Et soient
X(l:n) <st X(2:n) st oo <st X(n:n)

et
}/(1:n) <st }/(2:1») st o <st Yr(n:n)

les statistiques d’ordres qui correspondent aux variables Xi, ..., Xn €t
Yy, ..., Y, respectivement. Alors

X(zn) Sst Yv(i,'n),”; = 1, ey .

B) Si X <, Y alors f (X) <o f(Y) si [ est croissante.

6) Stabilite par convergence : Si Xn dst x Y, digt v oot X, <o YoVN €

dist 4, .
N,alors X >t Y. “¥dénote la convergence en loi.

Remarque 2.1.1 La propriété (1) peut étre généralisée a la comparaison
des moments. Ainsi, on écrit, si X <. Y alors E[X™ < E[Y™), pour
n = 1,3,5,...ou encore i X <qaY ouX etY sont des variables aléatoires
non-négatives alors E[X"] < E[Y",n=123,..

On pourrait penser que l'ordre usuel est le plus précis des ordres stochas-
tiques

2.1.4 Ordre de variabilité

Le concept de la variabilité est une base en statistique et de nombreux
autres domaines CONNExes, tels que la théorie de fiabilite, ’économie et la
science actuarielle.

Au cours des deux derniéres décennies, plusieurs ordres stochastiques plus
raffinés qui permettent de comparer les variabilités de variables aléatoires en
fonction de leurs fonctions de répartition ont été introduits dans la littérature.

Par exemple, Miiller et Stoyan (2002) présentent des résultats approfondis
sur la plupart de ces concepts et leurs propriétés. Pour leur part, Shaked et
Shanthikumar (2007) en donnent une description générale et détaillée en
faisant la comparaison entre des risques. Ainsi, les ordres de variabilité sont
d’un intérét particulier dans le contexte de la prise de décision en situation
de risque.
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CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

Ordres convexe et concave

Définition 2.1.4 Une fonction f définie surl de R vers R. est dite convewe
St V($1, wz) el?

Fltzy + (1 —t)mg) < tf(m) + (1= t)f(z2) Vte01] (2.3)

Définition 2.1.5 Soient X et Y deux variables aléatoires. On dit que X
est plus petite que Y par rapport a Dordre stochastique convexe, noté par
X <. Y, si pour toute fonclion convere ¢ o valeurs réelles et lorsque les
espérances sont bien définies

Elp(X)] < Elp(Y)] (24)

Définition 2.1.6 Soient X etY deux variables aléatoires. On dit que X est
plus petite que Y ou sens de lordre stochastique concave, noté par X <Y,

si pour toute fonclion concave ¢ & valeur réelles et lorsque les espérances sont
bien définies Elp(X)] < E[p(Y)].

En se basant sur le fait que la fonction @() est convexe si et seulement
si —p(z) est concave, nous avons que X<, Y&V <aX
Ordre convexe croissant et ordre concave croissant

Définition 2.1.7 Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans R
d’espérances finies. On dit que

a) X est plus petite que Y au sens de lordre convexe croissant, noté
«<. . “si pour toute fonction convexe f

E[f(X)) < E[f(Y)] (2.5)

b) X est plus petite que Y au sens de Vordre concave croissant, noté
“<, 0 st pour toute fonction concave f

E[f(X)] < E[f(Y)] (2.6)

propriété la fonction f(z) est convexe croissante si et seulement si la
fonction [—f(—x)] est concave croissante.
D’ou :
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2.1.5 Relations entre les ordres stochastiques

Soient X et Y deux variables aléatoires, alors on a les relations suivantes :
1) XSsth>XSicxyetXSich

3) X <ia Y et E[X]=E[Y] = X Si» Y

4) chvyzﬁXéqu

2.2 Comparaison des durées de vie

Le but est de comparer le bon fonctionnement de deux systemes
S; {i = 1,2} de durées de vie respectives T;{i =1,2}.

Cles différentes notions d’ordre stochastique sont utilisables dans d’autre
domaines que la théorie de la fiabilité, mais elles répondent ici & une préoc-
cupation naturelle : quand peut-ondire qu'un systéme est plus fiable qu'un
autre 7.

Définition 2.2.1 Toutes les variables que nous manipulons sont des va-
riables positives et les moments sont supposés finis. Le fait qu’un systéme
de durée de vie aléatoire Ty, est dit plus fiable qu’un autre de durée de vie Ty,
peut §’exprimer selon les quatre relations d’ordre suivantes liées aux qualre
notions que Mous aGUONS introduites au chapitre précédent.

T, >, Tp en moyenne moins fiable si MTTF, > MTTEFs;.

T, >s To  stochastiquement moins fiable  si Ri(t) > Ra(t) Vt 2= 0.
Ty >y Tp  moins fiable & I'usage si mq(t) > mo(t) VE2 0.
Ty >, Ts plus vite défaillant si M (t) < Ao(t) VE20.

Proposition 2.2.1 Les ordres partiels ci-dessus vérifient les inclusions sui-
vantes :
A= st = m

A => mr = m

De plus, ces inclusions sont toutes distinctes dans le sens ou aucune de
ces relations d’ordre n’est équivalente a une autre. Il n’y a pas d’inclusion
entre ordres st et mr.
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Preuve
Nous supposons que deux systémes de durées de vie Ty, Ty vérifient :

M) > M) VE20

Puisque R(t) = exp(— fg)\(u)du), donc Ri(t) > Re(t), dou Th Za T,
d’autre part Ri(t) > Ra(t) == [y Ra(t)dt = [7° Ro(t)dt Aot = Ty Zm To.
Pour la relation m#, nous pouvons exprimer m(t) & partir de A(t) :

m(t) = E[T>t+z\T >t = El(tjfij(m)dm,pow tout x > 0
R(t + x)

R(t)
= exp {*fttﬂ)\(u)du}

Ce qui permet de conclure : my(t) > ma(t) Aot : T Zme .

Si Ty > Ty, alors dans la définition, t = 0 donne le méme ordre pour la
relation m.

Les deux ordres <, et <, permettent, dans le cas de taux de panne
bornés, de controler la fiabilité d'un systéme en utilisant les lois exponen-
tielles. Le résultat suivant est une conséquence immediate de cette relation
T2 Ty = Th2a12 m

Proposition 2.2.2 Si les durées de vie Ty et Ty sont classées selon l’ordre en
moyenne résiduelle ( T1 <mr Ty) et si le rapport nméég est une fonction crois-
sante de t alors elles sont dans le méme ordre pour la vitesse de défaillance :

T, <A\ T.

Preuve
Premi¢rement nous écrivons la fonction A(t) en fonction de m(t).

Ona:
1

m(t) = T%—(ij

[ R(z)dz

donc
m(t)R(t) = ft"oR(m)dm

par dérivation, on obtient :
m! (£)R(t) +m(t) R (t) = —R(t)
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et comme \(t) = —]I;(t()t =B alors : At) = 14;%)@)

Le fait de supposer, & la fois, —”ﬂ—% croissante, my (t) < mg(t) implique

I'inégalité suivante, dans le cas des fonctions de répartition dérivables :

14+my(t) _ 1+mh(t)
my(t) T mh(t)

dou Ty <\ T =

Lemme 2.2.1 Pourn > 1, soit ¢ : (0,00)" — — (0, 00) une application symeé-
trique et contintiment différentiable, soit k un entier, 1 < k < n. Supposons
que, pour un vecteur X = (24, Bgy o B} € € (0,00)" avec

T, = MinT;, Tq = MaxXT; , NOUS AVONS !

2(x) 22(X)
Oz, dx
By e B = . (2.7)
PRI (X)) BE(X)
alors pour un vecteur X = (21, %2, - ) € (0,00)" , nous avons :
¢<xla$27'--)$n> 2¢(mk(X)77mk(X)> (28)

Preuve
Pour k = 1, alors %(X) = 1,Vi = 1, ...,n; pour montrer

{xp < Ty => %(93) < —g—i—b;(x)] = 1 (1, T2y .-r Tn) = VP (my(X), ..., m(X)),

ot 1y (X) = Dteztetin on aura besoin des propriétés suivantes :

1)Soient X = (z1, TQ, . :z:n) et Y = (Y1, Y2, Yn)> oi X,Y € (0,00)", on
dit que le vecteur X majore Y, on écrit

X > Y, si ZCCM b Eym,k =1, 51— 1

et Zmz Zyz,tel que z;) designe la iéme plus grand élément de X.

2)Une apphcatlon réelle f définie sur A C R" est dite Schur-convexe si
X>Y sur A= f(X) > f(Y)
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3)Soit f: A C R — R une application continfiment différentiable, f est
Schur-convexe si et seulement s

f est symétrique sur A
(z; — )

5t sy -
(2L — 2Ly > 0pour 1 <i,j<m

On peut vérifie facilement que si yi = mi(X)Vi=1,..n alors X>Y,
de plus on a la fonction 1 : (0,00)" — (0, 00) est une application symétrique
ot contintment différentiable, donc d’aprés la troisiéme propriété la fonction
1) est Schur-convexe, la deuxiéme propriété implique que (X ) > (Y) cest
a dire (21, T2, - Tn) = (Ma(X), ...,m1(X)). Supposons que k > 1, pour un
vecteur X = (1,72, ..., Zn) € (0, 0o)" considérons : @ = MinTi, b = maxx;et
m = (m,...,m), tel que :m = my(X)

Sia=b= P(x1, g, Tn) = (mi(X), oy mi(X)).

Maintenant supposons que: a < b donc m € (a,b), soit K C (0,00)" un
compact tel que :

K ={t=(t1,t2,..tn) € la,b]" /my(t) = m}

1l est claire que, X, me K, d’apres le théoreme de Weierstrass I'ap-
plication continue atteint une valeur minimale sur le compact K au point
u = (ug, U, ..., un) € K.

Posons :u # m, dans ce cas, il existe p, ¢ € {1, 2, ...,n} tels que :

a < up, = min u; < Ug = MaT Ui < b réécrit la condition me(u) = m de
la relation(1.31), c’est a dire :

UpttgSk—2(uP?) + (up + t1g) -1 (07?) + Si(u") = ( Z > m
L’équation :
22 Sp—a(u??) + 22S)-1(uP?) + Sp(u?) = ( 7;6 ) "

admet une solution positive notée z,a < z1 < b, pour t € [up, 21), consi-
dérons la fonction g(t) définie sur [u,, z1] par la relation :

t9(t) Sk—2(P?) + (¢ + g(t)) Sk (u"?) + Sk(uP?) = ( Z ) mF

nous avons g(up) = Ug €t

( Z > mF — tSx_1(uP?) — Si(uP?)

g(t) = ES 2 (P ) = S () € (z1,up) , Vt € [tp, 21) -
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2.3. CONDITION SUFFISANTE POUR LA COMPARAISON
STOCHASTIQUE

Notons par : u(t) le vecteur de composants : upy(t) = t, ug(t) = g(t), et
wi(t) = Vi€ {1,...,n}\{p, ¢}. nous avons u(t) € K et

n
() = ( ) mt vt € o)
la fonction ¢ est différentiable et décroissante et s’écrite comme suit :

25 ()
/ . Oxp
A T)

Onq

Maintenant, nous considérons une fonction continfiment différentiable :
@ : [up, z1) —, @(t) =1 (u(t)), on obtient :

P = ghule) + g (a0

Lq

B (y By
_ k) (( 1) B <t>>) »

oz, Bi(u(t)) Go(u(t)

d’aprés (3.8) ¢/(t) < 0, d’ou il existe ¢ > 0 tel que : u, + ¢ < 21 et
¢'(t) <0,

Yt € [u,, u,+ () et par conséquent : P(u(t)) < (u(uy,)) = 1 (a), ceci donne
la contradiction m

2.3 Condition suffisante pour la comparaison
stochastique

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour la compa-
raison stochastique entre les mémes statistiques d’ordres de deux séquences
de variables aléatoires indépendantes.

Théoréme 2.3.1 Soient Uy, Us, ..., Un sont des variables aléatoires indépen-
dantes identiquement distribuées d’une fonction de distribution commune F,
ayant un tauz de hasard positif et non décroissant h(x) = 1—15-%(“(%, z € (0,00).
Pour un vecteur X = (A1, ..., /}n) tel que : N\ > 0,Vi=1,..,netk € {1,...,n},

K
mi(A) = ((2)—1 Y H/\z\) est la k¥ moyenne symétrique de \ , défi-
|JJ=k i€J

nissons X; = % etY; = F{(,CJ-Z,\S’ Vi € {1,...,n}, notons par Xy (resp.Yim)
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CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

la kitme statistique d’ordre de (X1, ..., Xn) (resp.(Yi, e Yy)). S ;(—1-?%%57 est

une fonction décroissante sur (0, o0) alors : Xy = Yin.

Preuve Soient un systéme k-sur-n :F et Xy, sa durée de vie, nous avons :

Fe(t) = P(X:<t)
Ui
= P(‘;\; <t)
= PU < \t)
= [y, (Ait>
s Fy () =F(\t), i=1,.,7

Fo®) = Flm(W).

Pour k = 1, nous trovons que :Fx, , (t) = TTF(\t) et Fy,,, (t) = [F (—A—’-—’%;ﬁﬂt)]n,
i=1

et comme [logj — —h est une fonction croissante, alors log F' est convexe.

Or on sait que si f est dérivable sur un intervalle I, f est convexe si est

seulement si flest croissante. D’aprés linégalite de Jensen, nous avons :
le (t) > Fyhn (t) Vi > 0 en effet :

P = [PC)]

log Fy,,(t) = nlogF (i‘—i—ﬂ— ) Z log F(Ait) = log TTF(Ait) = 10g Fxy,, (1)
o
= Fy, ()< Fx. () c est—a—dlre T T,
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2.3, CONDITION SUFFISANTE POUR LA COMPARAISON
STOCHASTIQUE

supposons que : k > 1, la fonction de survie de Xj., est :

Fx,.(t) = iz (HF(A,;t)) (H—F—(Az"t))
§=0|J|=j \i€J i'¢J
) [TFOt)

1¢J

HF(/\t)
) [TFOt)

RN (HF o)

=1 §=0\J|=3 ieJ

i'¢J

TTF) TTFOwt)

ied i'¢J

— Fx,,(t) HF()\t)Z( )
lJi—ﬂéJ

= HF(At ZZ (HF (Ait)

=1 j=01J|=j \i€J

Considérons la fonction : y : (0,00) — (0,00), y(z) = ‘::Ez)) et
U : (0,00)" — (0,1),

jglsj((y(:m, v t{En))

s

(14 y(z:))

1

3

Pourt > 0, nous avons : Fx, . (t) = ¥(Ait, ..., AMt) et Fy, , (t) = U (mp(M)t, ..., ka\)L)-

“

o
n fois

Pour obtenir : Xy st Yim, il suffit de montrer la propriété de Papplication
symétrique et continiment différentiable ¥ , c’est a dire :

U (31, T2, ... Tn) = \I’\(mk(X), ...,mk()i)l,VX = (21, Tg, ..., Tn) € (0, 00)™.
n fois
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CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

Pour X = (%1,%3, ..., Tn) € (0,00)", nous utilisons la, notation suivante :
y=1y(X)= (y(®x1),...y(2)) et yi = y(x;). Les dérivées partielles de W sont :

Y (za) [T + i) {(1 + ys)k;l)sj—l (V) = [L+ X (4sSj-1 (V) + 5; (Ys))]}

P ix) = —= ;
: T+ y(@)?
B _ Y(@) S ()
14 y<xs) ﬁ (1 4 yi)
=_wug§kﬂziﬂ=1wﬂu (2.9)
I_Jl(l + i)

Notons par : z, = minz;, et z; = max;, et supposons que k < n. En
utilisant la relation (2.9), nous avons :

v oW
oap _ Ozq 1 Sp-1 (Y9 S—1 (Y?)
[2—5- %ﬁ&} 7 T e 5 e s
=1
L e B (V) 51 ()
M ? 2pSk—s (2P9) + Sg-1 (XP9)
1+ v Tpk—2 k—1
i:Hl( Yi)
Pa P
—— 1 h (xp) quk’—Q (Y ) + Sk’l (Y )(2.10)
H (1 + y') CL'qSk_z (mp’q) + Sk_1 (XP!Q)
i=1
- Comme la fonction : z — E(lﬂ—l%%ﬁ est croissante sur (0, 0o0), nous avons :
Yo _ Y
Tp g

F(zp) F(zq) Yp o Ya
(car @y < T == SA-Fap) < 50-Flag) ) _
ot 2 < % o< ¥y e {1,..,n}\{p ¢} Nous pouvons appliquer le

Tp z1 xTq’
corollaire (1) pour m=n—2,r =k -2, a= Y =% donc:
s ) q

yi S}c——2 (YP,Q)

Yp Sk2 (VP1) _ Se-1 (V7 )
By S (zP9)

p Sp—a (aP9) ~ Sy (XP9)

Sx
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2.4. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR LA
COMPARAISON STOCHASTIQUE

D’aprés V'inégalité :

et

IA
.l o

<

{
ol R
| ™

On a:
B a+tc " c+e
b+d d+f
tel que : a,b, ¢, d, e, f sont positifs, alors :

YpSk—a (YP9) + Sp—1 (VP) _ YgSk-2 (YP9) + Spa (YP9)
TpSk—2 (TP) + Sk-1 (XPa) ~ x4Sk-2 (zP4) + Sg-1 (XPa)

mais h est positive non-décroissante donc : 0 < h (z4) < h(zp) ,par consé-

quent :
- 2 (X) E(X)
- <
25 (X) ~ Gx(X)

Nous déduisons, d’aprés le lemme (1) :
W (21, T2, .y Tn) = U (mg(X), ey mi(X))
c’est & dire :
—F—Xk:n (t) = @(Alt, vensy )\nt) _>_ —F—Yk:n (t) = \P(mk()\)t, g mk(A)t)
c’est a dire :
Xk:n _>_ Yk:n
Pour : k = n, on ne peut pas utiliser I’équation (2.10), mais dans ce cas,

on utilise (2.9) :
B oY (4 AY (u(t
{rmp( 0 B “”} (%) = =— T1 [nleg)2 - hap)] <0 m

Br(u@) e (al®) L+ itng
2.4 Condition nécessaire et suffisante pour la
comparaison stochastique

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante
pour la comparaison stochastique entre des durées de vie de deux systémes

k-sur-n:F.
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CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

Théoréme 2.4.1 Soient (X;),i = 1,...,n une suite de variables aléatoires
indépendantes qui suivent la loi exponentielle de paramétres (N;),i = 1,...,n
i >0, et (V;),i=1,...,n une suite de variables aléatoires iid qui suivent la
loi exponentielle de paramétre commun p > 0. Pour k € {1,...,n,} , notons
par : Xy la k™ statistique d’ordre de X1, ..., Xy, et Vi, la k™ statistique
d’ordre de Y, ..., Y, alors

-1
X >t Yin 8t et seulement si p > < Z ) ZHAi (2.11)

|J|=ki€]

Preuve

Nous notons par F(z) =1—e™%, x > 0, la fonction de distribution exponen-
tielle de parameétre 1. Supposons que Xg., >st Yin : €'€st & dire F Xy (E) 2
Fy,  (t), la fonction de survie de la variable aléatoire Xj.,, s’écrite :

Fx, (t) = tZAzZS (eM? — et —1)
en effet
Fr, () = [[FODS ZH%—%% II ZS ()
i=1 J=0 \|J|=ji€j t =1
tel que
PO
v@) = F0)
Fx,,(t) =1=[[F:t))_Siy(z1), - y(za)
f==k Jj=

Si nous prenons :Fyx, (zit) = e et y(z;) = e Mt — 1
En utilisant le développement de Taylor au voisinage 0, nous obtenons :

Fx,. (t) =1—S(A1, s M)t + 0(t*),t — 0
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2.4. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR LA
COMPARAISON STOCHASTIQUE

et

Fy. () = 1—e ™Y (" —1,..,¢" —1)
j=k

= 1— Sp(put, ..., ut)t* + 0(t%)

= 1—(2)pktk+0(tk),t—«>0

et par conséquent :

-1
Se(My ooy M) < ( Z ) k= ( Z ) Sty ey M) < p
c’est A dire :

| (1) S

|J|=ki€]

Réciproquement : supposons que ft > mg(A1, .., An)y vy, (t) est décrois-
sante en u, il suffit de montrer Fx,,  (t) > Fy,,, (t) Vt > 0. Pour

t = mi(Ai, ..., A,) la fonction de distribution exponentielle /' a un taux
de panne constant h(z) = 1, Vo > 0, d’ailleurs la fonction :

w(lli (;sz)) = ©=1 et croissante sur (0, 00) , donc la distribution exponen-
tielle F satisfait les hypothéses du théoréme(1), il est claire que

Fy.(t) = FOut),t > 0,i=1,...n

De méme nous avons Fy,(t) = F(ut), puis en appliquant le théoréme (1),
nous obtenons la conclusion

Xk:n Zst Yk:n .
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Chapitre 3

Application aux systémes
k —sur —n

Le but de ce chapitre est de modéliser les durées de bon fonctionnement
de systémes non réparables. condition , nous avons vu que la loi exponentielle
posséde la propriété d’absence de mémoire ce qui fait qu’on 1'utilise est le plus
simple pour trouver les résultats.

3.1 Simulations

Dans ce qui suit, on va illustrer ces résultats par des simulations et cela
pour différentes valeurs de n,k, et \; (dans le logiciel MATLAB).

Systéme 6-sur-10 : F

Dans ce systéme en fait un comparaison enter les fiabilités R} (t) avec
A = 0.32, R3(t) avecA = 0.62, Ri(t) avec A = 0.87,0u ses composants sont
identiques.Dans ce cas la formule de la fiabilité est :

ro=3 () A-oa- roy

‘ 1
=0

et 'algorithme qui se trouve les valeurs de Rj(t) avec A = 0,32 :
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3.1. SIMULATIONS

clear all
clc
i=1;
for t=1:7

ib={0.32 0.32 0.32 0.32 0.

Fn=l-exp(-ik*t}:
Fbn=exp (-1b*t};
for j=0:5
if j==0
E=(exp(~0.32%t)
else

}:‘\:}LQ;

C{j)= factorial{l0)/ (factorial(j)=*factoxrial(l0-3)}:

R(3)=C(3)*(Fbn(3)~(10-3))*(Fn(3)}"3)’

end
end
R2i)y=sum(R):
T(i)=t;
i=i+l;

end

le tableau des résultats :

35

] ® ] B R
1] 0.9285 | 0.7102 | 0.4149
2 | 0.6865 | 0.1327 | 0.0192
310.3246 | 0.0116 | 0.0004
41 0.1152 | 0.0007 | 0.0000
51 0.0341 | 0.0000 | 0.0000
6 | 0.0089 | 0.0000 | 0.0000
7 1 0.0022 | 0.0000 | 0.0000
Tableau 3.1



CHAPITRE 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR— N

1 T T T T T

09 Comparaison des fiabilités de systéme 6-sur-10: F
—R}
—R,|

Fiabilité

Temps

Figure 3.1

Commentaire :

R(t) est décroissant, et le pente de chaque courbe reste toujours chute
plus rapidement vers zéro. et R(t) si A = 0.32 est la meilleure parmi toutes
les fonctions R(t) proposées (calculées pour A = 0.62 et A = 0.87). Donc on
confirme la fiabilité du systéme est plus fiable si on prend la valeur du A est

petite.
Systéme 2-sur-3 : F

La formule de la fiabilité de ce systéme dans le cas identique est :

RH=3 ( ; ) R (t)(1 ~ Ra(t))

i=0

et 'algorithme :
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3.1. SIMULATIONS

clear all
clc
i=1;
for t=1:7
ib=[0.86};
Fn=1i-exp(-1lb*t};
Fhn=exp (-lb*t}:
for j=0:1
if j==
R={exp(-0.6%t)} ) "3;
else
C{j)= factorial (3)/(factorizl(j)*factorial(3-3}}):

R(I)=C(I)*(Fbn (3}~ (3-3})*(Fn(J)"1):
end
end
R2(i)=sum(R):
T(i)=t;

end

Et la fiabilité de systéme 2-sur-3 : F' dans le cas non identique est :

1 G 3 ~
REt) = 3 > TTRw () (- Rn()™

= RiRyRs+ (1 — R)RyRs + Ry(1 — Ry)Rs + RyRy(1 — Ry)
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CHAPITRE 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

et l'algorithme :

clear all

clc

i=1;

for t=1:7
l1b=[D.8 0.3 0.7};

. F=l-exp(-1lb*t};
Fb=exp(-1lb*t):

Ci1i=2;
Bf=1:
Pfb=prod (Fb}:
R(1)=PLf*Pfb;
for j=0:1

if j==
PE=1;

else
PL=F(j}:

end

for J=j+1:2

PL£1=F (J)*PL;

if j==0:
CC=find (Fb~=Fb (J)}} :
else
CC= find(Fb~=Fb(J) & Fb~=Fb(j}):
end
R(ii)= prod(Fb(CC} ) *Pfi;
ii=ii+l;
end
end
Rl{i)=sumiR):
T(i)=t;
i=i+i;
end
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3.1. SIMULATIONS

Les résultats dans le tableau :

R R*
0.4966 | 0.4077
0.2466 | 01902
0.1225 | 0.0684
0.0608 | 0.0224
0.0302 | 0.0071
0.0150 | 0.0022
0.0074 | 0.0007

Tableau 3.2

| O O | WO DN | e

. R B &

045 \ Comparaison des fiabilités de systéme 2-sur-3:F =

Fiabilite

4
Temps

Figure 3.2

Commentaire :

R(t) est d’une qualité exceptionnelle, chute assez rapidement vers zéro et
R(t) reste toujours une borne supérieure de R*(t).

Systéme 3-sur-4

La fiabilité de systéme 3-sur-4 dans le cas ou ses composants sont IID
est :

RH=3 (7)r0a-Roy

: 7
=0
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CHAPITRE 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

et ’algorithme comme suit :

clear all
clc
i=1;
for t=1:7
1b={0.5 0.5]:
Fa=li-exp(-lb*t):
Fbn=exp (-1b*t) :
for j=0:2
if j==
R=(exp(-0.5%t))"4;
eise
Ci{i)= factorial(4)/(factorial(i)*factorial(4-3i)}:

R(3}=C(3}* (Fbn(3)~(4-3)) * (Fn(3) “3};

Et la fiabilité de ce systéme dans le cas non identique est :

R(t) = 3 > T[Rirs(®) (1= Ru(®)™

= RyRyR3Ry + RiRyR3(1 — Ry) + RyRyR4(1 — Rs) + RiRsRy(1 — Ry)
+RyR3Ry(1 — Ry) + RyRy(1 — Rs)(1 — Ry) + RiRa(1 — Ry)(1 — Ry)
+R1R4(1 — Ry)(1 — R3) + RyR3(1 — Ry)(1 — Ry)
+RyR4(1 — Ry)(1 — Rs) + RsRs(1 — Ry))(1 — Ry)

40



3.1. SIMULATIONS

et on a Palgorithme :

clear all
cle
i=1;
for t=1:7
lb=[{0.1 0.5 0.7 0.9}:
F=l-exp({-lb*t):
Fb=exp (-1lb=*t):
ii=2;
Pf=1;
Pfb=prod(Fb) ;
R(1)=P£*P£fb;
for 3=0:3
if j==0
PE=1;

PE£1=F (J) *P£;
if 3==0;
CC=find {Fb~=Fb (J) )’
else
CC= £ind({Fb~=Fb(J) & Fb~=Fb(3)):
end
R(ii)= prod(Fb(CC))*P£f1;

ii=ii+1:

end
end
Ri{i)=sum(R)
T(i)=¢t;

i=i+l;

Les résultats dans le tableau suivant :

R R*

0.8465 | 0.6929
0.5227 | 0.4503
0.2819 | 0.2148
0.1452 | 0.0907
0.0740 | 0.0361
0.0379 | 0.0139
0.0196 | 0.0053

Tableau 3.3

N O O | Q| N | et
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CHAPITRE 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR— N

Fiabilite

Figure 3.3

Commentaire :

Dans ce systéme on a méme remarque que précédemment, tel que R*(t)
reste une borne inférieure de R(t) d’une trés bonne qualité.

Systéme 3-sur-5 : F

On a la formule de fiabilité de systéme 3-sur-5 ou ses composants sont
identiques est :

R =3 (7)moa-roy

1
i=0
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3.1. SIMULATIONS

et Palgorithme :

clear all
cle
i=1;
for t¢=1
1b={0.8 G.aé;
Fn=l-exp(-lb~*t):
Fhn=exp(-1lb*t):
for j=0:2
if j==0
R=(exp(-0.8%t))"5;
else
C(3)= factorial(5)/(factorial(j)*factorial(5-3)}:

R(I)=C(3)*(Fbn (3}~ (5-3)}*(Fn(J)"3):
end
end
R2 (i)=sum(R);
T(i)=t;

-.-."'

end
La fiabilité de systéme 3-sur-5 : F ou ses composants sont non identiques

2 Ci s

Rt) = Y 3 J[R: ) (1 - Rult)™

=0 j=1m=1

= RiRyR3R4Rs5 + R1R2R3R4(1 = R5) + R1R2R3R5(1 = R4)
+R1R2R4R5<1 — R3> + R1R3R4R5(1 = Rz) -+ R2R3R4R5(1 s Rl)
+R1R2R3(1 s R4)(1 = R5) + R1R2R4(1 — R3)<1 - R5)

+R1RsRy(1 — Ry)(1 — Rs) + RoRsRy(1 — Ry)(1 — Rs)
+R1RyRs(1 — R3)(1 — Ry) + RyRsRs(1 — Ry)(1 — Ry)
+RyR3R5(1 — Ry)(1 — Ry) + RyRyRs(1 — Ry)(1 — Rs)
+RyR4Rs(1 — Ry)(1 — R3) + RyRyRs(1 — Ry)(1 — Ry)
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CHAPITRE 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K — SUR — N

et donc Palgorithme est :

clear all
clc
i=1;

{ifor t=1:7
1b=[0.25 0.46 0.8 0.03 0.4};
F=l-exp(-lb*t):
Fh=exp(-lb*t):
ii=2;

Pf=1;
Pfb=prod (Fbk) :
R{1)=Pf*Pfb;
for j=0:4

for J=j+1:5
PE£1=F (J) *PEf;

if j==0;
CC=find (Fb~=Fb(J)) ;
else
C= find (Fb~=Fb(J) & Fb~=Fb(j)):
end
R(ii)= prod(Fb(CC) ) *Pf1;
ii=ii+l;
end
end
Rl({(i)=sum(R);
T(i)=t;
i=i+1;
end
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3.1. SIMULATIONS

on a le tableau des résultats :

R R*

0.8556 | 0.3873
0.5338 | 0.0591
0.2854 | 0.0065
0.1428 | 0.0006
0.0697 | 0.0001
0.0337 | 0.0000
0.0163 | 0.0000

Tableau 3.4

~J| O UY x| W DO |

09— T T - T T

08 \ Comparaison des fiabilités de systéme 3.sur.5:F [—=r
| ?
07+
.

Fiabilite

M Temps

Figure 3.4

Commentaire général :

On confirme aprés les graphes R*(t) reste toujours une borne inférieure
de R(t), c’est-a-dire la fiabilité d’un systéme k — sur — n ot ses composants
sont indépendants non identiques est meilleure par rapport a la fiabilité d’un
systéme k — sur —n ol ses composants sont indépendants non identiquement
distribuées.
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Conclusion

Ce travail a été consacré a un étude comparative des fiabilités des sys-
témes a multi-états non réparables et la majorité de cette étude porte sur
les systémes k — sur — n dont les composants sont indépendants non iden-
tiquement et indépendants identiquement distribuées. L’idée est de trouver
une condition nécessaire et suffisante pour établir cette comparaison stochas-
tique. Les résultats établis dans notre travail sont basés essentiellement sur la
formule de fiabilité. Notre contribution a été 1’établissement d’une condition
nécessaire pour l'existence d’un ordre stochastique entre la durée de vie du
systéme indépendant identique et le méme systéme dans le cas indépendant
mais non identique. En outre, des simulations ont été comparées avec celles
du systeme k — sur —n : F' on a trouvé que le systéme k — sur — n : I’ dans
le cas non identique étant plus fiable que le systéme k — sur —n : F' dans le
cas identique.
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Résumé

"La fiabilité" est trés importante dans les domaines scientifiques, et sur-
tout pour I’analyse des systémes. Dans Notre travail, nous avons comparé
la fiabilité du systéme-k-sur-n dans le cas indépendant non identique a son
équivalent dans le cas indépendant identique d’aprés une condition nécessaire
et suffisante.

Mots Clés : Fiabilité, Systémes non réparables, Comparaison Stochas-
tique, Systéme k - sur - n.
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Resume :
La fiabilité est une science trés importante dans les domaines scientifiques, et surtout pour
I'analyse des systémes. Dans Notre travail, nous avons comparé la fiabilité du systéme-k-sur-

n dans le cas indépendant non identique a son équivalent dans le cas indépendant identique
d'apres une condition nécessaire et suffisante.

Mots Clés: Fiabilité, Systémes non réparables, Comparaison Stochastique, Systéme k - sur —
n.

Abstract:

Reliability is a very important science in science, and especially for systems analysis. In our
work, we compared the reliability of k-out-of-n system in the independent non-identical case
to its equivalent in the iid case. After a necessary and sufficient condition.

Keywords: Reliability, out of work system, Stochastic Comparison, k-out-of-n system.
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