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Introduction

A I'€poque de la pr€paration de la seconde guerre mondiale, les techniques

industrielles €taient relativement peu avancdes et, pratiquement, il n'existait

aucune demande de fiabilitd. Les appareils de 1'6poque 6taient simples et

utilisaient peu de composants. Les conditions climatiquas, vibratoires et de

choc n'dtaient pas excessifs. La fiabilit6 pouvait donc 6tre considdr€e comme

acceptable.

Pendarrt la deuxidme guerre mondiale, d, la suite des changements ra-

pides, et dO au fait que la guerre se ddroulait dans le d6sert et dans lm

zones humides, 1'6quipement devint plus sophistiqu6, tandis que la probabi-

lit€ d'apparition des d6faillances augmentait rapidement, quelques donn€es

statistiques publi6as par l'administration de I'arm6e ano6ricaine, montrent la

gravit6 de la situation, la plupart de l'dquipement 6lectronique n'6tait en

6tat de fonctionner que pendant 30% du temps et les frais de r6paration et

de maintenance du parc €taient dix fois plus grands que les corlts pay6s d,

I'achat.

Ce n'est que depuis les ann6es 70 qu'on a commencE d s'int6resser alr

probldme de fiabilitO cornme consGquences logiques de la complexitO des 6qui-

pements.

Dans le pass€, il n'y avait pas de spdcification concernant la fiabilit6,

car on ne sam,it pas quels sont les para,m€tres qui d6terminent la fiabilit6

des instalations et des dquipements. Cela explique pourquoi les fabriquants

n'ont eu longtemps, aucun moyen d'apprGcier le comportement dans le temps

des 6quipements qu'ils liwaient.

La fiabitit6 s'int€resse d, I'ensemble des mesures A, prendre pour qu'un

produit, un systdme ou une entit€ fonctionne sans dOfaillance ou &vec une

fr€quence de ddfaillance suffisa,mment taible pour €tre acceptable dans l'usage

pr6vu.

Un systdme est constitu6 de plusieurs composarrts assurant diverses fonc-

lll



CHAPITRE O, INTRODUCTION

tions. Une des plus importantes mesures de sa performance est sa fiabilit6. La

fiabilit6 d'un systBme est d6finie comme 6tant la probabilit6 que Ie systdme

fonctionne durarrt une p6riode de temps sous des conditions sp6cifi6es.

Un objectif de la thEorie de Ia fiabilit6 est de trouver Ie moyen d'6valuer

la fiabilit€ d'un systdme complexe d, partir de la connaissance des fiabilites

des composants le constituant, d'ot i'6valuation de la fiabilit6 d'un systdme

est une caract€ristique importante.

Pa,rmi les travaux scientifiques qui ont 6t6 r6alis6s sul ce type des sys-

temes, on trouve deux cat6gories d'articles. Dans la premidre, les auteurs

s'int6ressent au calcul exact ou approximatif de la probabilit6 du systOme et

ce en utilisant des mGthodes algorithmiques , ou des techniques probabilistes,

ou bien devant la complexit6 des hypothdses, ils s'intdressent d, chercher un

encadrement de la valeur de la probabilit6 du systBme. Dans la seconde, les

chercheurs ont trait6 le probl€rne du comportement asymptotique du temps

de panne du systdme sous diff6rentes hypothdses sur les lois des temps de

panne des composants.

L'objet de ce travail est de compa,rer la fiabilit$ des systdmes du type

k-sur-n dans le cas ori les composants sont ind6pendants mais non n€cessai-

rement identiques et le cas ori les composants sont indOpendants et identiques,

soit stochastiquement un systdme est plus grande que Ia dur6e de vie d'un

autre et la frabilit6 est d6crite par des lois math6matiques.

Ce m6moire se compose de trois chapitres. Le chapitre L est un ensemble

des rappels de notions d.e base de la th€orie de fiabilit6 qui vous Otre utiles

dails la suite de ce travail. Le chapitre 2 est consacrO d, la prdsentation des

diff6rents types d'ordres stochastiques et on 6tablira quelques relations qui

existent entre ces diffErents types d'ordres stochastiques . Le chapitre 3 est

une application aux systdmes k-sur-n, on a Etablit un comparaison entre la

fiabilitE d'un systdme k-sur-n dont les composants sont inddpendants non

identiques et la fiabilitE de son 6quivalent dont les composants ne sont pas

identiques.

iv



Chapitre 1

R"appels sur la th6orie de la
fiabilite

La fiabilite est I'une des composantes essentielles de la qualit6 d'un pro-

duit et elle est retenue en tant que critdre fondamental pour leur €Iaboration.

Elle est prise en consideration d€s le stade de la conception.

La fiabilit6 est la caract6ristique d'un dispositif exprimEe par la proba-

bitit6 que ce dispositif accomplisse une fonction requise dans des conditions

d'utilisation et pour une pEriode de temps d6termin6e'

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions que nous utiliserons

dans ce m6moire.

1.L Ddfinitions

Comme on I'a vu, lln systdme non r6parable est un systdme qui est mis

au rebut dds qu'il tombe en parlne. Les considErations sur les rEparations

ou comections n,ont donc pas lieu d'6tre ici. Le seul point important est Ia

date de panne, appelfu aussi instant de dOfaillance, durfu de vie ou dur6e

de bon fonctionnement du systdme. Comme celle-ci n'est pas pr6visible avec

certitude d I'ayance, on la modGlise pax une variable al€atoire, que l'on note T.

Une dur6e 6tant 1n reel positif, cette variable aldatoire prend ses r6alisations

dans lR+.

Si on s'int6ressait d, des systdmes pour lesquels le temps est exprim6 par

1n nombre entier, cornme un nombre de transactions, 7 serait d, valeurs dans

N. On pourrait aussi prendre en compte ta possibilit€ que Ie systdme soit en
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panne d, I'instant initial, ce qui voudrait dire que P(T :0) I 0' Nous ne

nous placerons ici dans aucun de ces deux cas. Par cons6quent, T sera une

variable al6atoire continue d, valeurs dans lR+. Sa loi de probabilitE est ddfinie

par :

rsa fonction de r6partition

rsa densit6

F(t): Pg <t)

f (t) : F'(t')

(1.1)

(1.2)

(1,4)

Plus }a dur6e de fonctionnement est grande, meilleure est la fiabilitC du

systgme. Donc on choisit de dEfinir la fiabilit€ du systdme a I'instant f comme

la probabilit6 que le systdme ne soit pas encore tomb6 en panne d, I'instant

t ou encore comme la probabilit6 que le systdme fonctionne sans ddfaillance

entre 0 et t.

D6finition 1.1.1 La fiabitit| d,'un sgsti,me non reparable est Ia fonction du

temps R (n pour Reli,abiJi'ty) dLfinie par :

vr>0 R(r): P(T>t) (1.3)

On a 6videmment R(r) : 1 -l?(4 et ,R'(t) : -/(t)' R est donc une

fonction d6croissante. Cela traduit le fait naturel que l'aptitude au bon fonc-

tionnement d'un systdme non r6parable diminue avec le temps. Mais la mo-

notonie de cette fonction fait que la fiabilit€ n'est pas suffisamment souple

pour pouvoir clairement prendre en compte la diversitE des types d'usure'

Aussi-}a principale mesure de fiabilitE n'est pas la fonction de fiabilitd mais

le taux de d€faillance.

D6finition L.1,2 Le tau,r d,e d,€fai,Ilance ou taus ile panne ou taun de hasard

il,un systcme non r€parahle est la fonction du temps \ d,€,finie par :

vr > o )(r) : Hn*rtt <r st +at I ? > t)

Dans cette expression, la probabilit6 consid6r6e est ta probabilitE que le

systdme tombe en parne entre t et (t + Ar) sachant qu'il a bien fonctionne

entre 0 et t. Notons que Ia fiabilitE est une probabilitd mais que le taux de

d6faillance n'en est pas une : ,\(t) peut 6tre supdrieur A' 1'
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L'interpr6tation du taux de d6faillance est li6e d, celle de la densit6 de la

fagon suivante.

On sait que :

F(t+44-F(t)

: nyr*lP(r s t + at) - P(" s r)]

: 
^!orn*,$<rst+at)

Lt

On a donc, pou At petit :

f (t)Lt x P(t <T <, + Ar)

La quantite /(|At peut donc 6tre consid6r6e comme la probabilit6 de

d6faillance juste aprds I'instant I alors que )(t)At peut €tre consid6r6e comme

la probabilit6 de d6faillance juste apr6s l'instant t sachant que le systdme n'est

pas tomb6 en panne avant t. Il y a donc une notion d'instantaneite dans /(t)
et une notion de dur6e dans ,\(t) (comme dans A(t)).

On peut illustrer cette difi6rence en compara,nt :

r la probabilitd qu'un homme meure entre L00 et 10L ans.

r la probabilitG qu'un horune meure entre 100 et 101 a,ns sacharrt qu'il a

v6cujusqu'd,100 ans.

La premidre (1i6e d,la densit6) est trds faible : on a de trds fortes chances de

mourir avant 100 ans. La seconde (1i6e au taux de dEfaillance) est Ovidemment

tr€s forte.

On congoit donc que le taux de d€faillance est une mesure pratique de

l'usure ou du vieillissement. Un taux de d€faillance croissant correspond d,

un syst0me qui se d6grade, tandis qu'un taux de d€faillance d6croissant cor-

respond d, un systdme qui s'amEliore avec Ie temps.
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Il est facile d'6tablir les liens entre Ie taux de ddfaillance et la fiabilit6 :

I(t) : 1nn*rU < r < t + Lt |r > t)

,r 1P(t<?<t+atn?>t)
t4ffi---

LiJoLt P(T > t)

I P(t<T<t+Ar),;* __.__ii*blr Pg > t)
1 ,. 1: 

ffiIi3r*lF(r+ 
at) - r(t)l

f (t):
lt(t)

f(t) Ri(t)::--
1- F(r) n(r)

d.: -rtt"np1 (1.5)

En int6grant et en prenant comme condition initiale R(0) : 1, car on a

suppose que le systdme fonctionne d, f instant initial, on obtient la formule

d'o<ponentiation :

l" I
R(r) : 

",p l- | x1"1a"l f t.oi

L{ J

D6finition 1.1.3 Le tau,r de d,€,fai,ttance cumul| ou taun de hasard cumul€

d'un sgstdme non r'parable est la fonction du temps H d'fini'e par :

t

Vt > 0, H(t): I s61au: -InR(t) (1.7)
t,

La formule d'exponentiation s'6cit donc aussi E(r) : etp(-H(t)).
Enfin, puisque -f (t) : R,(t),la densit€ de ? s'exprime d, l'aide du ta'x

de ddfaillance sous la forme :

f l I
f (t) : A(t)erp 

L- 
/ ^,",*1 

(1.8)

4
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Toutes les grandeurs caract6ristiques de la loi de probabilit6 de ? s'ex-

priment A I'aide de la fonction .\. Le taux de dEfaillance caract6rise donc la

loi d'une dur6e de vie. C'est pourquoi, en pratique, construire un mod6le de

fiabilit6 de systdmes non r6parables revient ii se donner une forme particulidre

pour Ie taux de d6faillance.

Le choix de cette forme est bas6 sur des consid6rations de mod6lisation

ou des constatations expdrimentales. De nombreuses €tudes pratiques ont

montrE que Ie graphe du taux de dEfaillance d'un systdme non rOparable

simple a tr6s souvent une forme de baignoire, comme dans la figure 1'L. En

effet, ,\ se d6compose dans ce cas en 3 parties :

r la p6riode de jeunesse : quand un systdme est neuf, on observe souvent

des d6faitlances pr6coces, dues d, des d6fauts intrinsdques ou des fautes de

conception. Le risque de dGfaillance est donc assez fort au tout d6but de la

vie du systdme. Ensuite il diminue car, s'il y a des dOfauts initiaux, ils vont

se manifester tdt. ) est donc d'abord ddcroissant. C'est le rodage pour les

mat6riels m6caniques et le ddverminage pour les mat6riels 6lectroniques'

r la vie utile : pendant cette pdriode, le taux de d6faillance est constant

et les d6faillances sont purement accidentelles.

r 1e vieillissement : ) se remet d, crottre car le risque de d6faillance va finir

pa,r augmenter A, cause de l'usure du systdme.

lrrrtt rle rkil:riliattr'r'

\

| )itailLrr r tle nlrlutil!: - i. iltln.tlll,:

'!!'tlllf\\L

Fi,gure L.L : Taur d'e d'6'f ai'Ilance en f wme de

bai'gnoi,re

Du point de vue du consommateur cherchant d, s'assurer contre les pannes

du systdme, il est imp€ratif d'avoir une garantie d, court terme pour se pr6

*"r,it contre les d€fauts de jeunesse. on peut souhaiter avoir une garantie

/grr
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A, long terme contre le vieillissement, mais cela va cotter cher et les contrats

ne garantissent en g6ndral pas les probldmes d'usure.

En revanche, une garantie d, moyen terme n'est pas forcOment utile car,

si le systbme a pass€ la pdriode de jeunesse, il subira en g6n6ral peu de

d€faillances en p6riode de vie utile. Naturellement, pour pouvoir fixer de

fa,gon optimale les durdes de garantie, il faut connaitre ou estimer les dates

de transition entre les diff6rentes pdriodes, ce qui est g6n6ralement difficile.

La dernidre mesure fondamentale de fiabilit6 est Ie MTTF.

D6finition L.L,4 Le temps nxouen d,e panne MTTF (Mean Ti,me To Fai-

lure) d,'un systCme non r1parable est Ia d,ur€,e rnaYenne d,e bon fonctionnement
auant sa d,6fai,llance :

+oo

MrrF: [-r8(r)];'* + | ap1a,

0

En supposant que E(t) tend vers 0 plus vite que +, ce qui sera toujours

le cas, on obtient une formule plus usuelle pour le MTTF :

+oo
f

MTTF : ElTl: I tf (t)dt
tt

Une i,nt1gration par par-ties aboutit alors :

Remarque 1.L.1 La transform1e de Laplace de R est :

E1s; : f*n(t) + erp(-st)d,t

Par uns@uent

MTTF: E(o)

(1.e)

(1.10)

+oo
f

MTTF: I R(t)dt
J
0
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D6finition 1.1.5 Le tem,ps rnoyen r\sid,uel d,e panne MRTF (Mean Residual

Ti,me to Failure),est I'esp4rance d,e la dur4e d,e suntie :

rn(t) : EIT >r + r\? > rl : *I**n (r)d,x,pour tout r ) 0

: R(t+n)
E(t)

( rt*a,t 'l: enp l- J;-- ),(u)du j (1.1 1)

D6finition 1.1.6 La foncti,on de structure tradui,t les relat'ions fonctionnelles
entre les composants d,u systdme et son Etat de panne ou foncti,onnement.

Consid6rons un systdme binaire d, n composants pour chaque composant

i on dEsigne une variable Xn d, valeur dans {0, 1} avec la convention suivante :

Xu: { I tl 
Jt 

composant i est en bon 6tat
- 
I 0 si Ie composant 'i est en panne.

Soit X : (Xt,Xz,...Xn) € {0,1}' le vecteur ddcrivant conjointement

les 6tats des composarrts. On d€finit une fonction @(X) dGcrivant I'6tat du

systdme i, valeurs dans {0, L} avec la convention suivante :

6*): { I :l [ :I:ffi: ::: :l 3ffi1"

D6finition 1.1.7 La di,sponi,bi,Ii,t6 d,'un syst\me non rEparables est Ia fonc-
tion du temps A(t) telle que :

R(t): A(t)

L.2 Lois usuelles

L.z.L La loi exponentielle

On appelle loi exponentielle de para'rndtre I (f >
R+ de densit6

/(t) : \enP(-At)

7

(1.12)

0), la probabilit6 sru



cmAprrafr i.. RAppErs sua LA rnrtomn DE LA nnnnrcrt

et de fonction de r6partition

F(t) : 1- erP(-\t)

et sa fonction de fiabilit6 est dEfinit par :

fr(t) : etP(-\t) (1'13)

Le taux de dEfaillance

^(r): #
: A*o!-a'J

erpl-At)
: I (1.14)

et la dur6e de vie movenne

MTTF : Elrl

T
I R(t)dt

J
0

7: I enp(-\t)dt
J
0

1 ., -_.

r (1.15)

Proposition 1.2.1 Le seul tgpe d,e d;istri,bution pour une dur\e de uie a6-

ri,fiant ft(O) : L et telle que les dur€,es d,e uie r€,siduelles ont toutes mAme

loi est la loi etponentielle. C'est pourquoi, ces di,stri,butions sont dites sans

m€moire ou-as good, as new.

L.2.2 La loi de WeibullW(q,,0)

L'exprmsion loi de Weibull recouvre en fait toute une famille de lois, cer-

taines d'entre elles apparaissent en physique comme cons6quence de certaines

hypothdses. C'est en particulier, le cas de la loi exponentielle (B : 1;
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Ces lois constituent surtout des approximations particulidrement utiles

dans des techniques diverses alors qu'il serait trds difficile et sans grand in-

t€r6t de justifier une forme particulidre de loi. Une distribution d, valeurs

positives (ou, plus g6n6ralement mais moins fr6quemment, d, valeurs sup6-

rieures d, une valeur donn6e) a presque toujours la mdme allure. Elle ne part

d'une frdquence d'apparition nul, crott jusqu'd, un maximum et d6crolt plus

lentement. I1 est alors possible de trouver dans la famille de Weibull une loi
qui ne s'6loigne pas trop des donn€es disponibles en calculant 0 et d, partir

de la moyenne et la variance observ6es.

Une variable aldatoire ? est de loi de Weibull de paramdtre d'6chelle 4 > 0
et de param6tre de forme P > 0, not6e W(rt,p), si et seulement si sa fonction

de r6partition est :

La fiabilitO est :

La densit6 est :

F(t) : t-ere61l)e)

R(t): *nHl)\

"f 
(r) : F'(t)

: 
frrltu-*oee,tY)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

La dur6e de vie moyenne est :

7
MTTF : ! erp(-(f)dt

{ 

r\

Le taux de d€faillance est :

, r.t)Xt): +\ / ,?(r)

F rt $-t: 
i\il'

Le taux de panne est croissarrt si P > 1 et d€croissant si B < 1

I
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1.2.3 La loi normale

La loi normale est la loi statistique la plus rdpandue et la plus utile, elle est
utilis6e afin d'approcher des probabilitds associ6es A, des variables aleatoires
binomiaJes possddant un paramdtre n trds grand. Eile reprfuente beaucoup
de ph6nomdnes aldatoires. De plus, de nombreuses autres lois statistiques
peuvent 6tre approch6es par la loi normale, tout sp6cialement dans le cas des
grands 6chantillons.

La loi normale, d, deux pararndtres, est utilisde aussi pour mod6liser la
dur6e de vie d'un syst€me, sa densitd de probabilit6 est donn6e par :

.,.\ 1 I
I(t) : 

ogen'p1- *r(t - tt)')

of p la moyenne et o l'6cart-type.

Si la dur€e de vie d'un dispositif ob6it d, une loi normale alors le talx de
panne est une fonction monotone croissante du temps.

1.3 SystEmes multicomposants

La distinction entre systdme d, structure 6l6mentaire et systdme d, struc-
ture complexe sst tr6s utile en fiabilit6. Les systdmes d structure 6l6mentaire
concernent la structure s6rie et la structure paralldle, ou plus pr6cis6ment la
structure k-sru-n qui est une gdndralisation des deux pr6c6dents.

1.3.L Systdme en s6rie

Un systdme s6rie est un systdme qui ne fonctionne que si tous ses compG
sants fonctionnent.

la panne d'un composant quelconque entraine n6cessairement la panne
du systdme.

il en rfuulte que :

T : min {Tr, ..I*I

10
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d'orl :

R(t) : P(T>t)
: P(Tt > t,T2 ) t,...,7^ > t)

n: flP.e;'t)
i:1,

TT: ll&(,)
i,=L

orl, ft(t) c'est la fiabilit6 6o Tdme composant.

On constate qu'un systdme en s6rie est plus fiable que le composarrte le
moins fiable.

La fonction de structure d'un systdme en s6rie est donn€e par :

(1.1e)

(1.20)

L.3.2 Systdme en parallOle

Un systdme en paralldle fonctionne si au moins, un de ses composants

fonctionne. La panne du systdme ne se produit donc que si tous les compo-

sants sont en panne.

Il en r6sulte que :

T : man {Tr,...,7.}

d'ot:

6@) : min(r1,'..,rn)

&: ll*n
i:1

1- F(r)

1- Pg 3t)
1- P(71 1t,72 3 t,...,7" 3 t)

t-flr14<t)
;-1

1- il tl -,%(r)l .

i:L

ft(r) 
:

:

{f 'o\
lf / rr';-''t'
1 t...,c '' l3(N /il
\Darq"'/

11
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CHAPITRE 1, RAPPETS SUR LA Tufiorun DE LA pragnrcE

La fiabilit6 d'un systdme en pa,ralldle est donc sup6rieure a, celle du com-
posant le plus fiable. La fonction de structure d'un systdme en paralldle est
donn6e par :

O(t) : mar(r1,'..,n,")

: r - fltr -,0) (r.22)
;-1

1.3.3 Systdme k-sur-n

Un systdme k-sur-n fonctionne si au moins k pa^rmi n composants fonc-
tionnent.

Un systdme de n composants qui fonctionne si et seulement si au moins
k composants parmi n fonctionnent s'appelle k - sur - n : G.

Un systdme de n composants qui tombe en panne si et seulement si au

moins k composants parmi n tombent en panne s'appelle k - sur - n : F.
Le nombre de composants d,I'instant t ob6it d, une distribution binomiale

de para,rrdtres n et p et l'ontrouve que :

R(i): L("'\rn*u
i=r\o /

tel que :

p : la fiabilit6 du chaque composant
q : (1 - p) : la dEfiallance de chaque composant

Si tous les compasants du systdme k-sur-n out la m€me fiabilite &(t)
donc:

La fiabilitd du svst0me k - sur - rz : F eet :
" 

R(t):,[ ( T) w-,tfr(l - R (t))n (1.23)

et la fiabilit6 du srrst€me k - sur - n : G est :

"trl 
: 
I ( 'o) nAXl -.Rl(r))'-i (1.24)

Notons que les systdmes k-sur-n admettent comme cas particulier les sys-

t€mes en s6rie (k: n), et les systdmes en paralldle (k: 1)

L2



1.4, NOTIOATS SUR TES FOJVCTIONS SYMETHIQUES

i-0 j-Lm-t

tel que
n

Id-;:n-k
L_ t,,,J

m=L
,7.6*,i: k
m=L

et

d*,j:{ 1 
ti m composants fonctionnent.

\ O si m composants panne.

La fonction de structure d'un systdme k-sur-n est donn6e par :

or'): { ;: ';F"Xi":

R(t) : fITlr|;,'(r) (1 - R*(q)8*'' , k:1,...,n (1.2s)

Si les composants ne sont pas identiques, on peut exprimer la fonction de
la fiabilit6 du systdme conlme suite :

k-I Ch n

(1.26)

L.4 Notions sur les fonctions symetriques

Une fonction de plusieurs variables est sym6trique si sa valeur ne change
pas quand on permute les variables. Consid6ron une 6quation de degr6 n :

(r - r)(r - *r)(, - rz)...(r - **) : 0 d, n racines r€elles ou complexes
frr,frz,...,frn; Si nous dEveloppoas le membre de gauche, nous obtenons :

xn - Slxn-7 t Szxn-2 - Ssrn-1 * Saxn-a - Ssrn-' +... + (-t)"^9r: O

oli ,91, 52, ..., 
^9r, 

sont des polynomes homogdnss et sym6triqu€s er ff1, fr2, ..., fin
pour €tre plus rigoureux, on pourra les noter Sn(rrrfr2,...,r,r), ou ,Sj")1si on
veut seulement pr6ciser le nombre de racines), ou encore Sr(/), / 6tant Ie pe.
lynOme : (s - *t)(* - rz)...(x - n,.).Ces polynomes ,Sa sont appel€s : fonction
sym6triques 6ldmentaires des racines.

Ponr une Oquation de degr6 2 (n:2; racines : tr1 et r2), on a:

f so:t
{ st : n1* :r2

t 's, 
: rtrz

13



oHAeITHE 1, RAepELS sur LA rnfronm DE LA rtAsnrcE

Pour une 6quation de degr6 3 ( n: S, racines i fry,fi2 et 13 ), on a :

f '50:t
J st : nr* nz* rs

I S, : fitnz * :t(xs * fr2its

I Sr : lc1fr2frs

Pour une 6quation de degr6 4 ( n:4, racines i fr1, fi2, 13 et n4 ), on a :

La formule g6n6rale est :

S*(sufi2t "'tr,,) : I (*r,*r,...,fi,-) , auec'il,'iz,...,in:0 u.t, L.

ir*iz*,,.*i*:m
(1.27)

^9#')est donc la somme de tous les produits distincts qu,on peut former
en prenant au plus une fois chaque racine I c'est un polynome form6 de Cff
monomes de degr6 n. (CT: ;#)

^g,9) 
s'annut" po* ;;". 

m''\n-m')t'

Ddfinition 1.4.1 Soit n € N* J'ensemble d,es entiers compris entre 1 et n.
Soi't Ie e [1.n] la h-i,cme foncti,on sym\tri,que 6l6mentaire en n ,ind,6term,ineEs

i,nd,Ependantes (r1,fr2,...,rn) est par Ia d,€,fini,ti,on :

S*(rt, fi2r...,r,") :

pow p, q e {L,...,nI et XP
on a:

SI(XP):

fi6rfr6"-..fr6u

L4 (is1,..1ix1n

: (ar, ...rfip-ltfip*Lr...tr^) e

ftilfriz, .,., Eix

(1.2s)

(0, *)'-t

(1.2e)

",:=iZ*.'!]!!,)
on appelle k-i€me fonction symdtrique 6l€mentaire sans le composant ro

la fonction :

Sp(Xe'a) :
i1,...,i6 €{1,...,n} / {p,q}

tSrr1iz1...1i.rSn

14
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1.4. IfOTIOI\rS SUR IES FONCTTONS SEMETHT?UES

entre ces fonction on a les relations Gr6mentairss suivants :

s*(x) 
: ';Y;rY;]:,ilf;:. 

r)spa(xn,a) i.%(xo,o; (1 81)

D6finition L.4.2 La k-icme nxouenne symhtri,que est d,6fini,t conm,e suit :

/t \-l \1
mr(rt,it2,...r,,n) : (( : ) 

",("r, 
n2,...,r,) l'

\\t / )

Proposition 1.4.1 On a :

^9["+il 
: u,,-.1^9[91 + sl")

et

Sf;) : *,Sf-rt) + n*-1Sfr') + ... + n,-aS-t'-r) * ... + rp^gilrl)

Preuve
1) On a:

: (r t )-'p-;1 
.*,)' 

'n:1, , n (Lr2)

: D xiyrg...ry*,;{}, ,in+L:ovl.
i11ri2*'...]inl-1-ls

c'(n+1)ulc

2) On a:

s(') : ,.sflr')+sj'-t)
: ,*sfrt) + n.-rsy;q + sy-'l
: *,,sfr') * r*qs9i0 + *n_rsf!;t) + sl'-tl
: *^Sf;') + r*-1sf;') + **-rsf;t) + ... + n,-4sfr'-r) f ... + r1,sf;t)

15



I

Corollaire 1.4.1 Soi,ent X : (*r,fi2,...tr*) ety : (Ar,A2,...,An") tel que :a< ff < p,i:1,...,n et0 <; < B, alorseoi"i e-'{0,'{,".".,.,*1"{t,
I'i,nEgali,t€,- su,iuante est ura,ie :

et au moins l'un des deux in6galit6s est stricte.

CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEOHIE DE LA FIABNITE

(1.33)

16



Chapitre z

Comparaison stochastique

_9" des principa'x objectifs de la statistique est la comparaison de va_riables aleatoires. une comparaison basde sur lls distributions est plus infor-
mative que celle bas6e uniquement sur deux statistiqueJ,a m6thode utilis6epour comparer deux distributions est nomm6e << ordre stochastique>>.

Dans ce chapitre,on donne des d6finitions et q,r"lqrre, rfuurtats th6oriques
sur la comparaison stochastique

2.L G€n6ratrit6s

2,1.1 Ltordre int€gral

Definition 2'1.1 so'ient x et y d,eun aari,ables ar€atoi,res i,nt€grable. (Jn
ord're stochasti,que "s" pour lequel ,iI eriste une famile d,e fonctions rnesu_
rables F telle que :
X .p Y si et seule.ment sf E[f (X)] S Etf (y)1, V,f e F. quand,les esp,rances
edstent, est appel€ un ordre int€grat.
La famille F est appel€. g€n*rateir d,e I'ord,re Sp

2.L.2 Ltordreensembliste

D6finition 2.1.2 soi,ent x et y d,etm uari,abres alLatoires i,nt€grable. un
ord,re stochastique 

]!s 
nd,e,fini, sur res fonctions au ,epoini,on sur un d,e sous_

ensembles (mesurables) c c E i.e E un espace arbi,traire uhrifi,ant :

X lcY si, et seulement si, p(X € C) < p(y e C),VC e C

L7



CHAPITRE 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

On peut remarquer que chaque ordre ensernbliste est 6galement un ordre

int€gral. En effet :

soit C un ordre ensembiiste g6n6r6 par une famille C de sous-ensembles de

,S, d6finissons la famille f de toutes les fonctions indicatrices des ensembles

C eC

F:{lc CeC}

Alors, l'ordre C est un ordre int6gral g6n6r6 par la famille F, cela provient

directement de

Px(C): E[1c(X)]

2.L.3 L'ordre stochastique fort (usuel)

L'ordre stochastique usuel est I'ordre le plus naturel pour comparer deux

variables al6atoires r6e11es. I1 consiste d, comparer leurs fonctions de r6parti-
tion (ou leurs fonctions de survie). Cet ordre est souvent appel6 ordre sto'
chastique usuel selon Shaked et Shanthikumar (2007) et ordre stochastique

fort selon Szekli (1995).

Soient Fx(t) et Fy(t), respectivement, les fonctions de r6partition des v.

a. X etY.
Si Fx(r) 3 Fv(t) pour tout r6e1 t, alors, avec une probabilit6 plus grande,

X prend des petites valeurs que Y, ou avec une probabilite plus faible X
prend des grandes valeurs que Y.

Ceci conduit d,la ddfinition suivante.

Ddfinition 2.1.3 Soi,ent X etY deur uariables al4atoi,res rEeIIes. On di,t que

X est plus pet'ite queY au sens de l'ordre stochast'ique usu,el, notE" 1"r" s'i :

Fx(t) Z Fv(t),vt e IR (2.1)

L'in6quation (2.1) est 6quivalente aux indquations suivantes :

FxQ) AFv(t),vr e IR

ori, F;6(t) : P(X > t) est Ia fonction de survie de X, ainsi on a :

P(X>t)SP(Y>t),Vt€lR.

18



2.J. cflttrpnnurfls

Thdordme 2.1.L Soi,ent X etY deun uari,ables al6atoi,res. Les €,nonc€s su,i-
uants sont €qu'iualents :

1) X <"tY.
2) II eri,ste un espare, de probabi,IitC (Q, A, P) sur lequel sont d,Efini,es d,eun
uari'ables al4ato'ires x',Y' de m€me loi,s que x ety telles que :

PIX'<Y]:l c-d-d, Xt <y, prbsque strement (7s.s.) (2.2)

Preuve
1:)2:

Notons par F-1 I'inverse g6n6ralis6 de la fonction de r6partition F d6fini
par :

F-'(t ) : i,nf{r : F(r) I u} puro < u < 1

Soit U une variable al6atoire uniform6ment distribuGe sur {0, U, et soient

X' : FIT(U), Y' : Fi'(U)

Alors Xtet Ytsont des va"riables alEatoires de fonction de repartition Flg
et Fy respectivement, et

p[X' < y'] : I pfF;r(u) S r;t(") | U : u]d,u : L

car Fy ) Fv <+ F;t S Fit
<+ fr' <yi prbsque sfi,rement

2:) 1

C'est 6vident. I
Notons que cet ordre est Egalement appel6 ordre << croissant >> du tait de

la caractdrisation suivante.

Th6orEme 2.L.2 Sai'ent X et Y deun uariables al€atoi,res r€elles. Les pro-
positi,ons su,i,aantes sont Aqui,aalentes :
1) X <"tY.
2) Pour toute foncti,on f cro,issante d,6fi,ni,e szrlR

Elf (x)l < EVv)l

pourau que E[f (X)] < * et Elf (Y)l < oo.
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Preuve
t :i,3;* 

re th6or.me pr6c6dent, on peut supposer sans perte de g6n6ralit6

*.J"i::Ii'trffii*T#;5ors 
/(x) < /(y) er puisque 

'esp6rance 

E (.)

est une fonction ;#;;;;uro" p[i(*)] < Et/(v)l'

}HAPTTRE 2. 1)MPARAISON STOCHASTTSUP

2:7 L-

On a que

telle gue :

Xt.3"tY,i:1, "',fr'

Soit g : IR' --+ IR une fonction croissante alors :

e(Xt,..., X') 3* 9(Yr, "',Y*)

4)SoientXt,"',XnetYL,"''%desvariablesal6atoiresindependantes
telle que Xr 3"tY,i:1, "',fl'

P(X > u): Elltu*l(X)],

ot, 11,,*;(t) est la fonction indicatrice croissante dOfinie par :

( t sit>u
11,,*)(t) : I o autrement.

or,pourtoutefonctioncroissante@,ilexisteunesuitedefonctions/-
d6finie Par :

d*:io*,uro-,r(*) - b*, A: (u'oo)' u € IR o" b € IR

i:L

telle que Q*@) ---- 6@) . qlgd n'L ---'+ 6

Ainsi, si X <,tY, alors E!!*({)l S EIO*V)1

et par cons€quent, E [d(X)l 3 r[@(v)l r
ProPri6t6s
Soient X etY deux variables al6atoires d'espdrances finies'

ij ir x 3"tY alors E[x] 3 ElYl'

2) Si X 3"tY ffiWi :ELv\ alors X :stY (X et Y ont Ia meme

distribution).
3) Soient Xr,"',Xn etYt'"''!t' des variables aleatoires independantes



2.i,. crtxfrn"ry-,rcrts

Et soient

X1r',,) 5;4 XP,n1(st "' 16 X6'n)

et
Yg,6 3*YP,1 3* "'{*Y@:n)

Iesstatistiquesd,ordresquicorrespondentauxvariablesXl,.,.,Xnet
Yt, ...,Y, resPectivement' Alors

X(*n) !sYfi'p1,i: L' "''fr'

5) Si X <"tY alors /(X) t"t /(Y) si / est croissante'

6) Stabitite par convergence: Si X'ot., X'ynd9 v et Xn36Y*Vn e

N.alors X )"tY.t*dhnote Ia convergence en loi'

Remarque2.l.lLapropri,€te(l)-peut€treg€n1ralis*ed,lacamparaison
d,es moments- Ainsi,, on 6cri't, 

'l' 
X i* Y alors EIX'I S E-ly"\'' 

'o?u'

n: L,3,5,...ou 
"n"or" 

si' X 3"1V o* i etY sont d'es uari'ables alEatoires

non-n',6gati,ues alors ElX"l < EV")' n: L'2'3' "'

onpourraitpelrserquel,ordrerrsuelestlepluspr6cisdesordresstochas-
tiques

2.L.4 Ordre de variabitit6

Leconceptdelavariabilit€estunebaseenstatistiqueetdenombrerrx
autres domaines connexes, tels que ta theorie de fiabilit6' l'6conomie et la

science actuarielle'

AucoursdesdeuxdernidresdEcennies,plrrsierusgrdresstochastiquesplus

raffin€s qui permettent de compBrer tes *"ariauilit€s de variables aleatoires en

fonction au r"*, iorr"tions de r6pa,rtition ont 6t6 introduits dans 1a litt6ratue'

Par exemple, tut,ru", et stoyan izoozl nr6sentent-des r6sultats approfondis

sur la plupart d";; concepts d I;r ilopri€t6s. Pour leur part, shaked et

Shanthikuma,r(2007)endonnentunedesc.iptiong6n6raleetd6taill€een
faisant tu 

"o*p*Json 
entre des risques. Ainsi, lT ot&o de variabilit. sont

d,un int6r0t particulier dans le .orrtl*t" de la prise de decision en situation

de risque.
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1HAPITRE 2. cowPARArso{qro cHAsrrqw

Ordres convexe et concave

D6finition 2.L,4 une fonction f d,,finie sur I de IR. t'rers IR' est d'i'te conaene

siV(r1, r.2) €12

f (tnr+ (1 - t)rz) S tf (rt) + (1 - t)f (rz) Vt e l0' 11 (2'3)

Definition 2.L.5 soient x et Y d,eun uariables al6atoi'res' on di't que x

est plus peti,te que Y par rappor-t d, I',ord,re stochasti'que conl)efie' notE par

x 1o Y, si, pour toute fonction conltefre p d, ualeurs rEelles et lorsque les

esp\rane.s sont bi'en d'Lfi'nies

s[e(x)l s B[e(Y)l

D6finition 2.1.6 soient x etY ileus uariables al€atoires' on dit que x est'

pluspetitequeYousensd,el'ord,restochasti,queconcaue'not|parxl*Y'
si pour toute fonction "on"or" 

I d, ualeur r€elles et lorsque les esp€rances sont

bi,in d,efi,nies EltP(X)l S aleff)l'

En se basant sur le fait que la fonction p(r) est convexe si et seulement

si -g(r) est concave' nous avons que X 4*Y eY <* X'

Ordre convexe croissant et ordre concave croissant

D6finitionZ.L,TsoientxetYdetnuari,ablesal€atoi'resd'ualeursdon'slR'
d'esp1rancns f,nies. On di't que

a) x est plus petite que Y au sens de I'ordre convexe croissant' not6

4< '4 
si pour toute fonction convene /

Eif(x)l s Et"f(v)l (2'5)

b) x est plus petite que Y au sens de I'ordre concave croissant, not€

u1i*" si pour toute fonction concave /

Et"f(x)l < E[/(v)]

propri6t6lafonction/(r)estcolwexecroissantesietseulementsila
fonction t-/(-t)] est concave croissante'

D'ori :

x ltoY + -Y Sa -x

(2.4)

(2.6)
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2.2. COMPARAISON DES DURfrES DE VIE

2.L.5 Relations entre les ordres stochastiques

soient x et,Y deux variables al6atoires, alors on ales relations suivantes :

1)X<*Y*XSmYetXSr*Y
2)x{"*Y+x1u*Y
si X lroY et E[X] : ElYl + X 1t*Y
4)x1*Y+x1mY

2.2 ComParaison des dur6es de vie

Lebutestdecomparerlebonfonctionnementdedeuxsyst€mes
Si{i:1,2} de dur6es d'e vie respectives Ta{i:1'2}'

ces differentes notions d'ordre stochastique sont utilisablm dans d'autre

domaines que la theorie de la fiabilit6, mais elles repondent ici d' une pr6oc-

cupation naturelle , qrruod peut-ondire qu'un systdme est plus fiable qu'un

autre ?.

D€finitio n 2.2.L Toutes les uariables que nous manzPulons sont' des ua-

riables posi,t,iaes et ?es moments sont suppos€,s finis. Le fai,t qu,un systcme

d,e d,urte ile d,e al€atoir.e T1, e*t d,i,t plus iiut" qu'un autre de durEe d,e uie 72,

peut s,espri,meryioo les quatre reiations d"orilre sui,uantes li€es atn quat're

noti,ons que nous &uons introd'ui'tes au chapitre pr€c4dent'

T1)rnT2 en moyeruIe moins fiable

T, )* T, stochastiquement moins fiable

Tr 2,o, Tz moins fiable d' l'usage

T1)-sT2 Plus vite d6faillant

sl MTT\> MTTFI'
si B1(t) 2 Bz(r) V, > 0'

si rn1(t) > mr(t) Vt > 0'

si,\1(t) < .\z(t) Vt > 0'

Propositi on 2.2.L Les ordres partiels ci,-ilessus a€ri,fient les i'nclusi'ons sui-

uantes :
l+sf,+rn

)=4YnYfiffi

De plus, ces inclrrsion,s sont toutes distinctes dans le sens ori aucune de

ces relations d,ordre n'est €quivalente d, une autre' I1 n',y a pas d'inclusion

entre ordres st et mr.
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cHAPrrRfr 2. ]2MPARATSOIV S\qCHASTWP

Preuve
Noussupposonsquederxsystdmesd'edur€esd'evieTt,Tzverifient:

,\1(t) > )r(i) Vt > 0

Puisque E(t) : enp(-f;.11";a";, donc nr(t) 
^] Il(1), d'ori ?r 2" *'

d'uotr" o*i'n,{t) t 
"r1r) 

; fr* n'tt)at > Jf Rz1)dt d'ot : Ttz*Tz'

Pour la relation rnr, nous pouvons exprimer m(t) a partir de )(t) :

rn(t) : EIT> t+f\T > tl : 
#.[.*R(r)d'n,pourtout 

r ) 0

R(t + n):
fi(r)

: 
"*p {- [:*'r(u)du]

Ce qui permet de conclur e : mt(t) > *r(t) d-'oti : Tr 2*' Tz'

si ?r )_, T2, alors dans la d6finiiion' t : 0 donne le m€me ordre pour la

relation rn.

Les deux ordres (s et (1 permettent, dans Ie cas de taux de panne

born6s, de contr6le, tu fiuUiUt6 d'un syst€me en utilisant les lois exponen-

tielles. Le rfuultat suivant est une cons€quence imm€diate de cette relation

Tt2.xT2 1 Tt2"tTz' f

Propositi on 2.2.2 si les d,ur€es ile vt'eT1 etT2 sont class€es selon l'ordre en

*oginn" rf,sid,uelte ( Tt 3*, T2) et si le rappofi ffi est me fonction cro'is-

sante det alors eki sin;t ilans'le m€me ord,re poii'\h ui'tesse ile d{fai'llance :

T11sT2.

Preuve
Premidrement nous €crivons la fonction ,\(t) en fonction de rn(t)'

Ona:
m(t): fifin{u)a"

donc
m(t)R(t) : fi R(n)dr

par d6rivation, on obtient :

n-L (t)R(t) + m(t)I/(r) : -n(t)
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2,2, COMPANAISON DES DUREES DE VIE

et comme,\(t) : +P, alors : '\(') : W
orur,'a la fois, ffi croissante, mt\t) S rnz(t) implique

I,in6galit6 suivante, aans te cas des'?6ilctions de repartition d6rivables :

L+m\(t) - 1+n"Li@-ffi'-w-
d'ori 71 SxTz. f

Lemme2,2,LPourn2L,soi,tl,t:(0,oo)'*(0,x)yneappli'cati'on'sgm€-
trique et continament d,ifferenti,ahle,'soi,t k un entier, L < k 1 n' supposons

qui, pru, un uecteur X : (nt',fr2, "',*n) e (}'cs)n auec

frp : minfrit fiq: max fri , 77011'5 &aons :

M(x\ P.txlAtp\") / An'q\-'/ (2.7)rplnq+m'ffi

alors po'r un vecteur X : (rt,fi','.,,*n) € (0, *)" 
' 

nous avons :

,lt (rr,n2,...,**) 2 rl, (*n(X),"', rnn(X)) (2'S)

Preuve
Pour fr : 1, alors *txl : 1,vi : 1, "', ??; pour montrer

l*, 
. nc * HO, 

. 
HOrl+ 'b 

(a,nz, "',un) )- $ (rnL(x)'"'' mr(x)) 
'

L "-P

ori rn1(X) : *+}b' on aura besoin des propri6t6s suivantes :

l)Soient y : (n1,nnr,..',*n) et Y : (y',a'' "''an)' ori X'Y e (0' oo)'' on

dit que le vecteur X majore Y, on 6crit
kk

X > Y, si !rp; 2 Dgti1, k :1, "',n - L

i:1 i:\

et ixo : fga,telQue r1;1 designe la i6*" plus grand 616ment de X'
i:1 i=l , r:! - cr -L..- ^^*.,o-o , '

z)Uneappticationr6elle/d€finiesurACR"estditeSchru-convexesr

X>Y sur A+f(x)>/(Y)



CjHAPTTRE 2. coMPARArsoJV srocH4SflQUE

3)soit f : A c W --+.R une application contintment differentiable, / est

Schur-convexe si et seulement si

( f est sYmdtrique sur A

t ("u -z)(#-#) 2oPourL<i'i<n

on peut vOrifie facilement que si gi, : m1(x) v r; : L, "',fr alors x > Y'

de plus on a Ia fonctionTf : (0, oo)" * (0, *) est u1e application symetrique

et contintment diff6rentiable, donc d'aprds Ia troisidme propri6t6 la fo-nction

d est Schur-convexe, la d.euxidme propriete implique que t/(X) Z t/(Y) c'est

a, air" ,h(*r,n2,...,*,) 2 (-r(X), ."., nzr(X))' Supposons que k ) L' pour un

vecteur X : (nt,rr,"' ,r)) i'(0, *)" considdrons : 6 : rnint6' b: manr'iet

m : (rn, ...,m), tel que :m -- mp(X.)

Si a : b + ,h(*r,-*r, ..',nn) : $(mn(X)' "', nr't(XJ.)'

Maintenant *.tppo**' q"u' o i a aott" m € (a'b)' soit K c (0' oo)' un

compact tel que :

k : $: (tr, t2,...,fu) e la,bl" lma(t) : *\
Il est claire O*, X,"'* e X", d'a$; le th6ordme de Weierstrass I'ap

plication continue uit"iot une valeur minimale sur le compact K wt point

u : (ur, 112r...ru") e K.
pLoo",,t * *, dans ce cas, il existe P,Q € {!,2,...,r2} tels que.:

a3up: minu;1uq: n"Lo,n uo <iriccrii Ia condition *u(u): m de

Ia relation(1.31)' c'est i dire :

/\

uouoS6-2(uP'o) + ('o+-un)S1r-i("n'a) * Sr(*o'n) : 
lT )*r

L'€quation:
/rz\ k

zz 51,_2(ap'q) + 2zSt -r(ro'n) * ^9k(ue'q) 
: 

\ i ) 
*-

admet *ne solution positive not6e z1,a 1 ft Z-b, pour t €fuo,21), consi-

d6rons Ia fonction g(t) d€finie sur [up, zr] par la relation :

tg(t)Sk-2(,rr'o) * (t + o(r))sk-r(uo'n) * Se(ue'q) : (7) *-

nous avons g(up) : Ltq Et' :

( : ) mk -t,sK-i(u''q) - se(ue'q)

g(t) : € (zt,uof 
'vt 

€ lu'' zY) '



2.3, CONDITIOIV SUFFISANTE POUR LA COMPARAISON

STACHASTIQUE

Notons par : u(t) le vecteur de composants : uoft) : t, un(t) : g(t)' et

u6(t) : unV i, € {1, ...,'}\{p, g}' nous avons u(t) € K et

s*('(t)) : ( T") **, vt e luo, zt)
Vc/

la fonction g est diff6rentiable et decroissante et s'6crite comme suit :

g,(t):-ffi!"!i]]
ffi(u(t))

Maintenant, nous consid.erons une fonction contintment differentiable :

g : lu,p, rr) *,P(t) : r/ ("(t)) , on obtient :

e' ft) : ffiooll 
+ 

ffioo))g'(t)
^:,**("(rD_ #(u(t))\ ro: *}f"t,ll { *onp rr,Ft,ll-ffi1.4t;; )'"

d,apr6s (3.8) g,(t) < 0, d'ori il existe ( > 0 tel que : uo * ( 1 z1 et

,p'(t) < 0,' 'Vt 
e fur,,ue+ () et par cons6quent : t/(u(t)) < ("("r)) : d(o)' ceci donne

la contradiction I

2.3 condition suffisante pour la comparaison

stochastique

Le th6ordme suivant nous donne une condition suffisante pour la compa-

raison stochastique entre les m€me statistiques d'ordres de deux s€quences

de variable alEatoirs ind6pendantes'

Th6orame 2.g.1 soi,ent(Jt,(J2,...,,(Jn sont d,es uari,ables al€atoires ind'€pen-

d,antes iilentiquement d,i,stri,bu6es il'une fonction d,e d,i,stri'bution commune F'

ayant un taus d,e hasaril posi,tif 
"t 

non- ie":roissant h(r) : #S, r e (0, m)'

Pourunuuteurtr: 1,\1,... ,\^) t"tque: )'6> 0, V3: 1, "'' n 
"ilc 

€ {l-' "''n} '

/ \E 
'- \ )ar

*r()) : (G)-t D lll,) estlakih' movenne svm^trique d'e\ ' d€'fi-

\ lrl=k ier / --

nissonsxrt: *'"tY:'#, Vz e {1, ...,n}, notons par X."'n (resp'Y1,,n)



CHAPITRfr 2. COMPARAISON STOCHASTIQUE

lopieme statistique d,'ord,re d,e (X1,'..,Xn) (resp'(Y1,"',%))' Si ffiy, est

une fonction d,Ecroissante sur (O,oo) alors : Xk,n) Yr,'n'

Preuve Soient un systdme k-sur-n :F et Xp,,, sa dur6e de vie' nous avons :

Fxu(t) : P(Xr <t)

: Pt* st)'Ar

: P(Ui < )'it)
: Fut(^it)

+ Fx,$): F(Itt), 'i: L,...,n

Fvo(t) : F'(m,e(,\)t).

poru k : 1, nous trovons que :F;,.,(4 : ftf(\t) et F",,'(t) : [F (rr+=+r'1)]n'
i=1

et commepogE' - -h et une fonction croissante, alors logF est convexe'

Or on saii que ri I "rt 
d€rivable sur un intervalle .I, / est convexe si est

seulement ri ;'ot croissante. D'apr6s I'in6galit6 de Jensen' nous avons :

F*,,*(t) > Fr..(t), V, > o, en effet :

: l= ( 
^r+ 

"' t lo-\.l"
Fv,,*(t) : f \ " 

,/l

losFy,..(i) : nlosF (^'*'- * ^'t) = itogF('\'t) - los fir1r'4: losFx'''(t)---o 
\ n / 7-t i'--r

=+ T"r*(t) z-Txr,^(t) c'est-d-dire : X6,n)"7Y1"'*'



supposons que : k > L, la fonction de survie de X1"' est :

k-L- l- \ l- \
T*n,*(t) : tt {[r1.r,t1 ] [ flrtU'; 

1

;=s;J;-1 \ee J / \{ eJ /

n k-t / \ ilF('\c't)

1r1.r,ry|I ( Ilr()ct) | +=
':! ,:01.11=; \i.i / flF(,\t)

'i'=l

n k-r / \ ilF('\i''): ;PtulIE(flr1l't;)fu
i,=r j:OlJl=j \i€J / :A ' 

tl{l

+ T **,*(t): f1r1lr)t ( t51#)
i,=1. j:o \lJl:j?€J' 

-'/

Consid€rons la fonction : g : (0, oo) * (0, oo), g(r) : ffi et

itrr : (0, oo)' -* (0,1),

fr-1

Dsi((s("r)' "'' a@;)
,i:0

Vfri,...rfrn):--
II (r + a@))
i.:t

Pour t > 0, nous avons : F.,sn.-(t) : t[(]rf , "'' l'"') etTYk'-(t): !tr(rn*(A)t' "'' rn*('\)t)'

n Joi's

ponr obtenir I Xk.2rtYk,.,il suffit de montrer Ia propri6t6 de l'application

sym6trique et contin0ment diff€rentiable V , c'est d' dire :

2'3. CO]VDI?ION st,lFFIsANTE P)UR LA C)MPARAISO]V

STOCHASTIQUE

v ("r, n2,...,*.) 2v(rr,*(x!...'rnr(X)),VX : (",*',, "''nn) € (0' oo)"

n fois

29



?HAPITRE 2. coMPARArsolv sTocHASrrQUE

Pour X : (rr, fizt .'.t*^) € (0, *)", nous utilisons la notation suivante :

a : u(X) : lritr),- ..,r1*)) et sa: v(t )' L* d6riv6es partielles de V sont :

k-1
(r + g,) f S1-r (Y") - lt + D (s"Sr-' (Y") + s, (v"))l

ffit"l :
s'(r")f[(1 + ur)

i4t

iltt * s(n,))z
i:L

: -q'(r") 5*-r (Y")

r+E(",) 
fi1r+u,)
i:t

: -hl*") '$-r (Y") 
, s: !,...,n.

l[ (1 + u,)

Notons par : frp- mino1, et frn : fira'xfr4'et supposons que k < n' En

utilisant la relation (2.9)' nous avons :

f grq Pl 1 l, , . Sr-r (Yn) L /- \ So-t (Yo)l

lW -ffi | txl : T:- lh(*o)ffi - h\np)il@l
L6; 6) ll(r+Yu)'

(2.s)

i,=!

1 ,,: -;-n\frn
fl (1 + ee)
i=1

A o 
S n-z (Ye'q) * S k-r lYe'q).

;"t*;@'e) f ^9n-r 
(Xr'a|

i=l

Comme la fonction : fr '+ ;ffi est croissante sur (0' oo)' nous avons :

Ap -Aq
%- *t

(car ro 1 rs + ffifi. #D - fr :-*)' 
d',fr . h ;"*,V''i . i"i; '';i\ {p',qi'Nous pouvons appliquer le

corollairl (1) poru il : n - 2, r - k -2, a : fr, I : fr donc :

sp Sn-z(Yo'o) . S*-t !I''i ..an 
S:-r(!o'n)

,o Sr-@ > S*J*o'n) = *n S;-2(nn't)



2.4, COJVDITIOJV IW'CTSSAIRE ET SUFFISAIVTE POUR LA

c C,MPARATSON sr o cHASrlw

D'apr6s f in6galit6 :

On a:

- quent:

Nous d6duisons, d'apr6s le lemme (1) :

tU (rr, n2,...,r*) ZV(nls(X), "',**(X))

9<9<9etX.9
b= d b - f

0'+c c+e
b+d - d+ f

tel que i o,,b,c,d,e, f sont positifs, alors :

aoS*-z(Yo,n) +LtrV!9- . ans:-rY1'1) + lo-t(Y-o")
,ffi = *os*, (*o,e) 1 ^9r-r 

(xn'a1

mais h est positive non-dCcroissante donc : 0 < h ('n) < h (*o)'par cons6

# (x) - ffi(x)
ffi=g(")

c'est d, dire :

F".,,(t) : tV(trrt,..., ),J) > F"*,*(t) : V(rnt(l)t,...,t r(A)')

c'est dr dire :

XP'n ) Y1r'^

Pour : k: TL,on ne peut pas utiliser l'equation (2'10)' mais dans ce cas'

on utilise (2'9) :

comParaison stochastique

Le th60rdme sui'varrt nous donne une condition necessaire et suffisante

pour la comparaison stochastique entre des durees de vie de deux systdmes

k-sur-n:F'

31



CHAPITRfr 2. COMPARAISO.I\r STOCHASTIQUE

Th6or€me 2,4,L So'ient (Xo),i : 1,...,n une sui,te de uariables al4atoi,res

inddpendantes qui su'iuent Ia loi, erponentielle de paramitres (),),i : l, ".,n
,\; ) 0, et (Yi),'i : L,...)n u,ne sui'te d,e uari,ables al6'atoi,res i'i,d qui' suiuent Ia

loi erpanentielle de paramdtre cormrn ln p' > 0. P our k e { t, ..', n,}, notons

par : X1,.n 1o Toieme statisti,que d'ordre d,e X1, ..., Xn €tY1r,n 1o Ttieme ilafi,sti,que

d,'ordre d,e Y1, ...,Yn alors

xk,n2"tyklns,i et seulement si, 1t= f 
( ; )-'In^,] 

* 
,r.rr,

Lr'", VenE I

Preuve
Nous notons par F(r) - 1 - E-*, fr ) 0, la fonction de distribution exponen-

tielle de paramdtre L. Supposons que Xn.n)"rYk,n i c)est d, dire F;g*..(t) )
Ft^* (t),la fonction de survie de la variable al6atoire Xp',, s'ficlribe :

*a{.. n

T xn,n(t) : r - "-'uJ"DSi("^" - 
1, ..., e^^' - 1)

j=k

en effet :

n k-t f nrre\\ n k'!

F*o,n(r): flF(lt)I { f il+f* I 
: ilut^"illst1v(,,), ., a@))

i.=L 3=O \1"1;=3 
e ei - \''1'" t / i:I i:0

tel que :

u(r,\:ry)o \--b/ 
F(,\it)

ori : 
tt rL

F 
"n,n(t) 

: r - f{F1.l,t)Isi(E(rr), .", a@))
i.:r j__k

Si nons prenons :F yo.*(r1t) : s-Aat et y(t6) : s-\'it - t
En utilisant le d6veloppement de Taylor au voisinage 0, nous obtenons :

F o,(t) - L -Sr(,\r, ...,An)t*+ 0(re),t --+ 0
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2.4. COIVDJ?ION ruECTSSAIHE ET SUFFISANTE POUR LA

c o MPARATSOIV S T O CH AST rqu E

et

F"*,^(t) : t - u-*r'f,si(u"- 1,'.., ept - L)

j:h

: L- 51,(p,t,...,pt)* +o(tk)

: t- ( ? ) rnl+o(rk), t--+o
\ft/

Sr,(lr,

c'est dr dire :

et par cons6quent :

R6ciproquement : supposons que p ) rn*(Ir,.'.,l'), F"*,,(t) est d6crois-

sante en p, il suffit de montrer F"**(t) > F"n.* (t) Vt > 0' Pour

p : rnk(A:,..., ),,) Ia fonction de distribution exponentielle F a un taux

de panne constant h(r) :1, Vr ) 0, d'ailleurs la fonction :

...,4",) 
= 

(f) r- * ( ; )-'r*(^,, 
...,\*) 3 tk

,,lt T)-'F_[^,] 

-

;&D : # est croissante sur (0, oo) , donc la distribution exponen-

tielle tr' satisfait les hypoth€ses du th6or0me(1), il est claire que

Fx,(t): F(};t), t ) o, i: L, "',n

De m6me nousi avons FuU) : F(pt), puis en appliquant le thdoreme (1),

nous obtenons la conclusion

X4r,n)"1Y1r,n.

I
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Chapitre 3

Application aux systdmes
k-sur-n

Le but de ce chapitre est de mod6liser les durEes de bon fonctionnement

de systdmes non r6parables. condition , nousi avons vu que la loi exponentielle

possdde la propri6t6 d'absence de mEmoire ce qui fait qu'on l'utilise est le plus

simple pour trouver les r6sultats.

S.L Simulations

Dans ce qui suit, on va illustrer ces rCsultats par des simulations et cela

pou difffuentes valetus de n,k, et .\a (dans le logiciel MATLAB).

Syst6me 6-sur-10 ; F

Dans ce syst€me en fait un compaxaison enter les fiabilites ,Ri(t) avec

.\ : 0.32, R;(t) avec.\ : 0.62, Ri(t) avec .\ : 0.87,ot ses composants sont

identiques.Dans ce cas la formule de la fiabilitO est :

et l'algorithme qui se trouve les valeurs de nf (t) avec ,\ : 0,32 :
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3,1., SIMULATIONS

clear al]-
clc
i=1;

:, for t-]. : ?

: Lb-tO,3? 0.32 0.32 0.32 0.32I;
gn=t-enp(-ll)*tl;
Fbn-exIr {-Ib*t; ;

.for j:0:5
if j:o

: R-(exp(-0.32*El l^10;
, else
, q(jl= facrorialt:'0)/(facEoria1tj)*factorial(10-jl);
:

;

R tj l:c (j l * (Fbn tJ l ^ (10-j l l * (Fn {j} ^j } ;

; ead
, end

821{i}-sun(R};
I (i)=t;
i=j.+1;
end

le tableau des r€sultats :

Tableau 3.L

35

t Rl R; Ri
1 0.9285 0.7L02 0.4L49

2 0.6865 0.1327 0.0192

3 0.3246 0.0116 0.0004

4 0.1152 0.0007 0.0000

o 0.0341 0.0000 0.0000

6 0.0089 0.0000 0.0000

7 0.0022 0.0000 0.0000



CHAPITRE 3. APPLICATION AUXSYSTEMES K _ SUR_ N

Comparaison dG! fr8bllltit do 3yrtam! 6.rur-10: F

Commentaire :

.R(t) est d6croissa,nt, et le pente de chaque courbe reste toujours chute

plus rapidement vers z€ro. et R(t) si .l : 0.32 est la meilleure parmi toutes

lm foactions rB(t) propos6es (calcul6es pour,\ :A.62 et .\:0'87). Donc on

confirme ta fiabilit6 du systdme est plus fiable si on prend la valeur du ) est

petite.

Systdme 2-sur-3 : F

La formule de la fiabilite de ce systame dans le cas identique est :

R.(r) : 
* ( ? )'Rl-o('xl 

- n'(t))n

et l'algorithme :
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3.1.. SIMUTATIONS

cl,ear aII
clc
i=1i

-; for E=1 : ?

' fb=J_O.61 ;
r Elr-L-exp(-lb*t1;
i Fbn=e:ttr(-Ib*t;;
- 
j for j=0:1

' it 3:g
, R=texp{-0.6*t} }^S;

else

I g(j)= factorial(3)/{factorialtj}*factorialt3-i} },'
i

R(il=c(il " (Flcn(i)^ (s-i1 1 
* (Fn(il ^il ;

, end

,- ead
:

, RA (i)=sum(Rl t

: f til =t;
, i:i*1,'
'end

Et la fiabilit6 de systdme Lsur-3 : F dans le cas non identique est :

tciB
R(r) : Itf[^b,'(r) (1 - R*(4)8*'o

i-0 j-1m-1

: RtRzRt + (1 - Rr)RzEs + Rr(1 - Rz)& + R1.R2(1 - Rs)
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CHAPITRE 3. APPLICATTON AUX SYSTEMES K _ SUR_ N

et I'algorithme :

clear al.l
cIc
i:l i
ifar t=1:7
1F[0. B O.3 O. ?l ;

F=l-exp {-].b*t} .-

Fb=exp (-lb*c1 ;
i-ir:Z:

Ff-l;
Ffb=prcd (Fbl ;

R (1) -$f*Ffbt
:for 3:g'1

if 3:g
Pf=1;

el.se

Pf-Ftj);
end

. for ;=3+1:2
Pfl=F (ill *Pf ;
if j:0;

CC=find (E'b--Fb (,Il l ;
eI'ee

CC: find[l'b,-:Eb(rI] [ F'b*:Fb(i] );
end

S(iil: prod (Fb {cc} } *Ffl;
i-i=ii+l;

end

end

S3_ (i) -sun(R) ;

I (i)-c;
i=i*1;
end



3.1, SIMUTATIOAIS

Les r6sultats dans le tableau :

Cg|rp.nlrg|dlr{lrb{lt|t dr ryltfiu e{ur3;F

05

015

035

a

7 ozs

02

015

0l

005

0 3{
IomF

Figure 3.2

Commentaire :

R(f) et d'une qualit€ exceptionnelle, chute assez rapidement vers z6ro et

R(t) reste toujours une borne sup6rieure de R-(t).
Systdme 3-sun4
La fiabilitG de systdme &sur-4 dans le cas of ses composa,nts sont IID

mt: 
,?.(r):iri) RT,(')(L-R,(r))o__ \-/ ,1_J \ i I

i,=O \ '/

t R R*

1 0.4966 0.4477

2 0.2466 01902

3 0.1225 0.0684

4 0.0608 0.0224

o 0.0302 0.0071

6 0.0150 0.0022
n
t 0.0074 0.0007

Tableau 3.2



CHAPITRE 3. APPLICATIO]V AUX SYSTEMES K _ SUR_ N

et l'algorithme comme suit :

clear all
cIc
i:1i
for t:1:?
rh=t0.5 0.51,
Fcr=l-exp {-lb*t1 ;
E'bn=exp {-lb*E} ;
for j=0:2

if 3:g
R= (exp (-0.5*r) ) ^{t

e].se

9(j)= factorial (4),/ (f,acco:rial (i) *f,act,orial ({-j} };

R(J l=c (jl * (Fba{j } ^ (4-j } } * (Fn(j } ^J } ;
end

ead

S? (i)=sue(R);

! (i)-t;
i=i+1t
end

Et la fiabilitd de ce systCme dans le cas non identique est :

zci 4

R(r) : Itflak',(r) (1 - &*(D)6*,'
i-O j-Lm-t

: RtRzRzRa* RrRzRs(l - fia) * RtRzRa(l - nr) * RtRsRt (1 - Rz)

*R2RsRa(1 - lRr) + R1.R2(1 - nr)(1 - Aa) + R1-R3(1 - ftz)(1 - Ra)

+R144(1 -RrX1 -r%)+ft2fts(1 -nt)(1 -Rq)
*Rz&n(l- ftt)(1 - fts) *,Rsfta(l - r?t)(1 - Rz)

,+\

.9oq'tr
l{
l,d
/i,

./,1/
. .'<./

/e-"'';/t/' 'i .. 'r(

litPn 
*-

\r\
R*,;i-
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3,1. SIMUIATIOAIS

et on a l'algorithme :

clear all
cIc
i-l;

i f,or t-1:?
: Ib-[0.1 0.5 O.? 0,9t;
' F-l-exF {-IbiE.) ,,

Fb-cxp(-Ibrr),
lLszi

P!-1t
pfb"prod{Fb};

R ( 1) -Pf rPf'b'

' for 3=9,3
i! i*s

Pt=1,.

elsc
Pf_F ti ) ,

cDd

tor JsJ+l:*
Pf1-F{it) *Pf;
it j*0'

cc-tind tFb--Fb {,t} I ;
e].re

cc- f,ind(F6-=Fb(.7t & rb--Fbtj));
ead

B (ii) - Prod {Fb (CC1 1 
rPf1'

ij'-ij'+1 t
€nd

md

B.!(i)'llltatR);
r {i}-t;
j'-i+lt
-nd

Les r6sultats dans le tableau suivant :

t R R*

1 0.8465 0.6929

2 0.5227 0.4503

3 0.2819 0.2148

4 0.L452 0.0907

o 0.0740 0.0361

6 0.0379 0.0139

7 0.0196 0.0053

Tableau 3.3
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CHAPITRN 3. APPLICATION AUX SYSTEMES K _ SUN_ N

09

08

06

*ota
f o.t

93

g2

0l

0

Commentaire :

Dans ce sy$eme on a m€me remarque que pr6c6demment, tel que R-(t)
reste une borne infdrieure de ,R(f) d'une tr6s bonne qualit6.

SystBme &sur-5 : F

On a la formule de fiabilitE de systdme &sur-5 of ses composants

identiques et :

2 t-''

R.(r) : )- ( : ) n!-c1t;1r - R,(r))'
Fo\'/
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3.1. SIMUIATIONS

et I'algorithme :

clear a]"l
cl.c
i=li

-,for 
E=1:?

: lb:t0. S O. SJ ;
; Elr=l-exp {-lb*g; ;
, Fhn=ex1r(-lb*t1;
.,for 3=g12

' 
i.f j:o

r R=tertr}{-0.ErE} } ^5;
, else
!

i g{i}= faccorial.(5},/(factorial{j}*f,actori.al(5-j} } ;

l

: R(il:c(iI*(FbntJ)^{5-i}}"(Fn(i}^i};
, end

, end

: Beti)=sum(R);
, f (i) =t;
i=i+1;

: ead

La fiabiIt6 de syst€me &sur-5 : F ori ses composants sont non identiques
est :

2c35

d-0 j=1 rn=l

: RtRzRsRaRs* RtRzRsR (l - fis) * RtRzRsBb(l - Bn)

*RtRzRtRu(l - Rr) + RlRsRaRs(l -Rz) * RzRsRaRs(l -,Ri)
*RtRzRz(l -E4)(1 -rts) *RtRzRa(l -"AB)(1 -fir)
*RtReRa(1 -BrXl -Rs)*RzRsRa(l *E1)(1 -r?s)
+R1E2R5(1 -R3)(1 -Ra)+ft1Rs8s(1 -ft2)(1 -n4)
*Rz.Rs.Rs(t - ftr)(1 - Ai * RrR+Rs(1 - nr)(l - .Rs)

+RzRaRs(l - Rr)(1 - rBa) * ReRtRs(t - nr)(1 - Rz)
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et donc I'algorithme est :

clear a1l
cIc
i=l;

i; :for t:l :?

: 1b=[0.25 0.{6 0.8 0.03 O.+l;
' Fl-exp(-lb*tl t
, Ftserp(-].b*tl:
;i.i:2;
, Pf=1;

; Pfb-rrod{Fb};
: R(1)ePf*Pfb;

i' 
: for i=0: {
, i'f j:o

pf-li
i else

Pf-F(jl;
eud

for .r=j+l : s

Pf1=F (rtl rPf,

'.f 
i:O'

, CG=f,indtFb-=Fb(il) );
, else

CC- find(gb-=Fb(,J) e m-=Eb(J));
, encf

F(ii): prodtFb(ccl l *Pf1;

ii=1i+l;
' ead

I errd

$! (i)-sun(R) ;
I til-t;

, i=i+lt
end

44



3,1. SIMULATIONS

on a le tableau des r6sultats :

0

0

Conrprd&n dcr !r[Uf3 dc ryrtifir t.ur.6:F

r Ln9a

Fi,gure 3.4

0

Commentaire g6n€ral:
On confirme apr6s les graphes .R.(t) reste toujours une borne inf6rieure

de R(f), c'est d'dire la fiabilit6 d'un systBme lc - sur - n orl ses composants

sont ind€pendants non identiques est meilleure par rappod e la fiabilit6 d'un

systdme k- sur-n, ori ses composants sont ind6pendants non identiquement

distribu€es.

07

t R R*

1 0.8556 0.3873
, 0.5338 0.0591

3 0.2854 0.0065

4 0.1428 0.0006

o 0.0697 0.0001

6 0.0337 0.0000
u

t 0.0163 0.0000

Tableau 3.4
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Conclusion

Ce travail a 6t6 consacr€ d, un 6tude comparative des fiabilit6s des sys-

tdmes d, multi-dtats non rdparables et Ia majorit6 de cette 6tude porte sur

les systdmm k - sur - n, dont les composants sont indGpendants non iden-

tiquement et ind6pendants identiquement distribu6es. L'id6e est de trouver
une condition n6cessaire et suffisante pour €tablir cette comparaison stochas-

tique. Les rfuultats €tablis dans notre travail sont bas6s essentiellement sur la
formule de fiabilit6. Notre contribution a 6t6 l'6tablissement d'une condition
n6cessaire pour l'existence dtun ordre stochastique entre la dur6e de vie du
systdme ind6pendant identique et le m€me systdme dans le cas ind€pendant

mais non identique. En outre, des simulations ont €t6 compardes avec celles

du systdme k - sur - n : F on a trouvd que le systdme k - sur - n : F dans

le cas non identique 6tant plus fiable que le systdme k - sur - n: F dans le

cas identique.
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R6sum6

'rl,a fiabilit6rr est trOs importante dans les domaines scientifiques, et sur-

tout pour I'analyse des systdmes. Dans Notre travail, nous avons comparO

la fiabilitE du systdmek-sur-n dans le cas ind6pendant non identique d, son

dquivalent dans le cas ind6pendant identique d'aprds une condition nOcessaire

et suffisante.

Mots Cl6s : Fiabilit6, Systdmes non rOparables, Comparaison Stochas.

tique, SystBme k - sur - n.

47



Bibliographie

[1] A.Aissani. Mod€le Stochastique de la Th6orie de Fiabilit6, Omce des
publications universitaire j- 1- 1992.

[2] J.L.Bon. Fiabilit6 des systdmes - M€thodes Math6matiques, Masson,
Paris, L995.

[3] J.t.Bon and E.Paltanea. comparison of order statistics in a Ran-
dom sequence to the same statistics with IID variables, Academic .

[4] JP.chabert, Equations Atg6briques et Fonctions symdtriques, p.1-86.

[5] Christiane Cocozza-Thivent. Processus Stochastique et Fiabilite,
Springer, 1997.

[6] E.t.tehmann. ordered Families of Distributions, The Annals of Ma-
thematical Statistics 2G, Bgg-419, 1gbb.

[7] Macdonald, r.G. : symmetric F\rnctions And Hall polynomials, cla-
rendon Prass, Second edition, Oxford (lggb).

[8] A.Muller and D.Stoyan. Comparison Methods for Stochastic Models
and Risks, New York, Ny, 2002.

[9] A. Myers. complex system Reliability : Multichannel systems with
Imperfect Fault Coverage(Springer, London, 2010).

[10] T.Nakagawa. Maintenance Theory of Reliability (springer, London,
2005).

[11] P. Pukite, J. Pukite. Modeling for Reliability Analysis (IEEE, New
York, 1998).

[12] E.M. scheuer, Reliability of an m-out-of-n system when component
tailure induces higher failure rates in survivors. IEEE Tbans. Reliab.
37(1),73-74 (1es8).

[13] M.shaked and J.G.shanthikumar. stochastic orders, springer,
2007.



BIBLIOGRAPHIE

[14] B.Ycart. Notion de Fiabilit6 et Files d'Attente, Centre de publication
universitaire, Tunis, 2004.

49




