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Introduction générale

Dans cette thése, on s’intéresse a l’étude de certaines propriétés des solutions méro-
morphes des équations fonctionnelles dans un corps ultramétrique complet et algébrique-
ment clos de caractéristique 0, lequel sera noté K (peut étre K = (Cp). D’abord, on va étudier
des équations aux différences qui découlent de ’étude analogique de 1’équation différentielle

de type Malmquist et qui ont les formes

ZAjy(x+cj) = ?%, (1)
j=1

=0
et
p
n ;JCLZ-(ﬂf)gJ(fL“)z
HAjy($+cj) = Z;—', (2)
j=1 2 bi(x)y(z)’
i=0
ol a;(x) et b;(x) sont des fonctions rationnelles telles que a,(x)b,(x) # 0, Ay,..., A, sont
des constantes de K et ¢y,..., ¢, € N\{0}. Ensuite, on va étudier certaines propriétés de

la taille des solutions méromorphes de I’équation aux g¢-différences de type Schroder de la

forme
- oy Pz, f(z))
Ai()f(fx) = —/—————==, 3
2 A = G0 @) o
ou q € K, Ay(x),...,A,(x) sont des fractions rationnelles et P, () sont des polyndmes

relativement premiers en f sur le corps des fonctions rationnelles telles que p = deg; P,
t=deg;Q,d=p—1t=>2.

Dans le corps des nombres complexes C, il existe beaucoup d’articles (Voir par exemple
[1, 3,4, 18, 26, 29, 40, 41, 49, 51]) axés sur les propriétés des solutions méromorphes des équa-

tions aux g¢-différences et aux différences ou les auteurs ont obtenu de nombreux résultats
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significatifs sur I'ordre de croissance de leurs solutions. L’objectif principal de notre travail
est de généraliser certains de leurs résultats au cas des équations aux g-différences et aux
différences d’une classe plus large dans un corps ultramétrique complet et algébriquement
clos. Nous insistons particuliérement sur I’étude de la solution méromorphe transcendante
en général et la solution entiére transcendante en particulier. Les caractéristiques de la so-
lution dépendent particuliérement de la nature des coefficients de ces équations qui peuvent

étre fractions rationnelles ou constantes.

Plus généralement, nos travaux sont en relation avec ceux effectués ces derniéres années
sur I’étude des solutions méromorphes des équations aux g-différences, qui ont été publiées
en 2013 par N. Boudjerida, A. Boutabaa et S. Medjerab (voir [8]) dans le cas ultramétrique
et par X. M. Zheng et Z. X. Chen en 2010 (voir [51]) dans le corps des nombres complexes
C, aussi en relation avec les solutions méromorphes des équations aux différences complexes,
qui ont été publiée par M. J. Ablowitz, R. Halburd et B. Herbstet en 2000 (voir [1]) et par
J. Heittokangas, R. Korhonen, I. Laine, J. Rieppo et K. Tohge en 2001 (voir [29]).

La méthode la plus utilisée dans ce travail est la Théorie de Nevanlinna ultramétrique
qui est devenue, récemment, un domaine mathématique trés attractif. C’est I'une des mé-
thodes utilisées dans les problemes de distribution des valeurs complexes ou ultramétriques.
La théorie classique de Nevanlinna a été développée par le mathématicien finlandais Rolf
Nevanlinna en 1925. Puis, en 1988, H. H. Khoai et M. V. Quang ont introduit ’analogue de
la théorie de Nevanlinna dans le disque unité de K (voir [36]). Ensuite, en 1989, A. Bouta-
baa a prouvé I’analogue p-adique de deux théorémes principaux et les relations de la théorie
classique de Nevanlinna dans M(K) (voir [12, 13]). En 2001, A. Boutabaa et A. Escassut
ont étendu cette théorie aux fonctions dans M (D~ (0, R)) (voir [15]).

Comme on a déja signalé, il existe deux théorémes fondamentaux qui occupent une place
importante dans la théorie de Nevanlinna. Le premier théoréme principal de Nevanlinna est
tout simplement, une reformulation de la formule de Jensen pour les fonctions méromorphes.
Le deuxiéme théoréme principal de Nevanlinna joue un réle majeur dans la théorie de
Nevanlinna. C’est I'un des théorémes les plus utilisés dans la théorie de distribution des

valeurs. Grace a ce théoréme, la théorie de Nevanlinna devient une trés importante théorie.

Le premier chapitre de cette thése est consacré a quelques résultats préliminaires concer-
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nant ’analyse ultramétrique. D’abord, on va donner quelques rappels sur les corps ultramé-
triques et ses propriétés fondamentales analytiques et topologiques. Aussi, on va décrire les
méthodes de construction du corps des nombres p-adiques Q,, ainsi que I’anneau des entiers
p-adiques Z,. Ensuite, on va définir le corps des nombres complexes p-adiques C,,. Puis, on va
donner quelques propriétés classiques liées aux fonctions analytiques et méromorphes dans
un corps complet et algébriquement clos K (ex K= (Cp) et dans un disque. Finalement, on
va présenter une partie importante et connue en analyse ultramétrique par le polygone de
valuation, qui joue un réle majeur pour déterminer la distribution des zéros des fonctions
analytiques, aussi pour établir ’analogue ultramétrique de la formule de Jensen.

Dans le deuxieéme chapitre, on s’intéresse a la théorie de Nevanlinna ultramétrique.
Pour cela, nous avons besoin de définir I’analogue ultramétrique de la formule de Jensen et
quelques notations classique connue dans la théorie de Nevanlinna; N(r, f)—la fonction de
comptage des poles de f avec leurs multiplicités, m(r, f)—la fonction de compensation de f
et T(r, f) = m(r, f) + N(r, f)—la fonction de Nevanlinna (appelé aussi la fonction caracté-
ristique de f). Puis, on présentera ’analogue de la théorie de Nevanlinna (deux théorémes
fondamentaux), et on donnera quelques propriétés élémentaires lices a cette théorie, les-
quelles sont assez semblables a celles connues dans le cas classique. Ensuite, on donnera
quelques estimations de la croissance des fonctions méromorphes, plus particuliérement, on
va présenter un théoréme trés important qui joue un role majeur dans le dernier chapitre,
c’est le Théoréme de Valiron-Mokhon’ko ultramétrique. A la fin de ce chapitre, on va définir
l'ordre de croissance d’une fonction méromorphe p(.) et on donnera quelques-unes de ses
propriétés.

Enfin, Le dernier chapitre est composé de deux parties. Dans la premiére partie, on
étudiera 'ordre de croissance des solutions méromorphes des équations aux différences de
type Malmquist (1) et (2), on présentera certains résultats qui nous donnent la relation entre
les degrés n, p et ¢ des équations (1) et (2) et 'ordre de croissance de leurs solutions. Puis,

on étudiera une équation plus générale que (1). Il s’agit de 1’équation de la forme
Y i@yl +e) = al@)y'(x), (4)
j=1 =0

ol ¢y, ..., ¢, sont des éléments de N*, py(x),...,pn(2), qo(x),...,¢n(z) sont des fonctions

rationnelles et m > 1. On va donner aussi une estimation de la solution de cette équation.
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On expliquera la différence entre notre solution et la solution de 1’équation (4) dans le cas
classique complexe. La deuxiéme partie est essentiellement consacrée a I’étude des solutions
méromorphes des équations aux g¢-différences (3) de type Schréder. On donnera la taille
des solutions méromorphes de ces équations et on étudiera le comportement et I'ordre de

croissance de ces solutions.



Chapitre 1

Notions de base en analyse

ultramétrique

Sommaire
1.1 Valeurs absolues sUr Un Corps . . . . « « v v v v v v v v o o o o o 6
1.2 Le corps des nombres p-adiques . . . . . . ... ... ... ..., 8
1.2.1  Valeur absolue p-adique sur Q . . . . . . ... . ... ... ... .. 10
1.2.2 Constructionde Q, . . . . . . ... 11
1.2.3 Propriétés topologiques de Q, . . . . . . . .. ... 13
1.2.4  Propriétés analytiques de Q, . . . . . ... ... 15
1.3 Le corps des nombres complexes p-adiques C,, . .. ... .. .. 19
1.4 Analyse élémentaire sur C, . . . . . ... ... .. ... ... 20
1.4.1 Fonctions analytiques sur C, . . . . ... ... ... ... ..... 21
1.5 Les zéros des fonctions analytiques . . ... ... ........ 26

1.5.1 Théoréme de factorisation ou théoréme de préparation de Weierstrass 31
1.6 Polygonede valuation . . . . ... ... .. ... ..., 33

1.7 Fonctions méromorphes ultramétriques . . ... ... ... ... 35

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques propriétés et notions fondamentales sur 1’ana-
lyse ultramétrique dont on aura besoin dans les prochains chapitres. Au début, on va présen-

ter quelques rappels sur les corps ultramétriques. Puis, on construit les corps des nombres
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p-adiques (Q, et C,) et on va donner quelques propriétés topologiques et analytiques de ces
corps. Ensuite, on va donner quelques définitions et propriétés des fonctions analytiques ul-
tramétriques (dans le corps tout entier ou dans un disque) et leurs applications aux fonctions
méromorphes ultramétriques. Finalement, on va étudier le lien qui existe entre le polygone
de valuation et les zéros des fonctions analytiques.

A partir d’ici et tout au long de ce travail, on notera les corps des nombres complexes,

réels et rationnels par C, R et Q, respectivement.

1.1 Valeurs absolues sur un corps

D’abord, on a besoin de rappeler quelques définitions basiques qui concernent des corps

ultramétriques.

Définition 1.1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application |.| : K —

R, telle que :
1) |xz| =0 si et seulement si x = 0 pour tout x € K,
2) |xy| = |x||ly| pour tous x,y € K,
3) |z +y| < |z|+ |y| pour tous x,y € K (inégalité triangulaire).

On dit que la valeur absolue |.| est ultramétrique (ou non—archimédienne) st en plus de ces

PTOpTIELES on a

4) le +yl < max{lal, lyl} pour tous z,y € K.

La propriété (4) est connue comme l'inégalité triangulaire forte; elle est plus forte que
la propriété (3).

Lorsque |z| = 1 pour tout x € K* = K\{0}, on dit que la valeur absolue est triviale.

En posant pour z,y € K, d(x,y) = |r — y|, on définit une distance sur K. Dans le cas
d’une valeur absolue ultramétrique, on a d(z, z) < max{d(x,y),d(y, z)}, pour tous z,y et
z e K.

Lorsque K muni de la distance d(x,y) = |x — y| est un espace métrique complet, on dit

que K est un corps ultramétrique complet.
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Définition 1.1.2. Soit K un corps, une valuation v sur K est une application de K dans

R J{+o0} vérifiant les trois conditions suivantes :
1. v(x) = +o0 si et seulement si x = 0.
2. v(zy) = v(z) + v(y), pour tous x,y € K.
3. v(z +y) > min {v(z),v(y)}, pour tous z,y € K.

La proposition suivante est une condition nécessaire et suffisante pour qu’'une norme soit

non-archimédienne.
Proposition 1.1.3. [3/, Proposition 1.14] Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-
triviale |.|. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. |z 4+ y| < max {|$|, |y[}, pour tous x,y € K,
2. |n| <1, pour tout entier n.
Preuve. On voit facilement par récurrence que (1) implique (2).

Supposons (2) vérifice. On veut prouver que pour deux éléments quelconques z,y € K,

nous avons |z + y| < max {|z|, [y|}, pour tout entier n > 1, on a

n n
<D Gy < Y -
=0 =0

Puisque C¥ est un entier, on a |C%| < 1, |z et |y| < max (|z|, |y|), on a pour 0 < i < n,

2" |y|" < (max(|z], |y]))", d’on

gl =l +9)" = | 3 Gy
=0

[z +y[" < Z (max(|z], y]))" = (n+ 1) (max(|2], [y]))". (1.1)

Prenant la n-iéme racine sur les deux cotés de (1.1), on a |z + y| < (n + 1)Y" max(|z], |y|),

pour tout entier positif n. Par passage a la limite, on obtient |z + y| < max (|z|,|y). O

Proposition 1.1.4. [3/] Une valeur absolue |.| sur un corps K est dite archimédienne si
pour tous x,y € K, x # 0, il existe n € N tel que |nx| > |y|.
Autrement dit, sup{|n|,n € Z} = +o00. L’espace K muni de cette valeur absolue est un

espace archimédien.
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Définition 1.1.5. On dit qu’un corps (K,|.|) est non-archimédien ou ultramétrique s’il
vérifie les conditions équivalentes de la Proposition 1.1.3.

Dans le cas contraire, on dit que c’est un corps archimédien.

Proposition 1.1.6. [3/, Proposition 1.15] Soient x et y deux éléments d’un corps ultramé-

trique (K, |.|), tels que |x| # |y|, alors |z £ y| = max(|z|, |y|).

Preuve. Soient x,y € K, on suppose que |z| < |y|, par I'inégalité triangulaire forte (ou
ultramétrique), on a

|z +y| < max{[x], [y} = |y],

d’autre part,
yl = o +y — o[ < max{|e +yl, 2]} = |z +yl.
Maintenant, si |z| > |x + y|, alors |y| < |z|, on a contradiction avec I’hypothése.

De méme |z — y| = [z + (—y)| = max(fz],| - y|) = max(e], [y]), lorsque 2] # [yl O
Corollaire 1.1.7. [45] Tous les triangles sont isocéles (ou équilatémux).

Dans la partie suivante, on va étudier un exemple trés connu de corps ultrametrique

1.2 Le corps des nombres p-adiques

Le corps des nombres réels par complétion de Q pour la valeur absolue usuelle. Nous
allons construire les corps des nombres p-adiques en complétant Q muni de ses valeurs
absolues ultramétriques.

Soit p un nombre premier, p = 2,3,5,7... Considérons pour un entier n # 0, v,(n) le
plus grand entier tel que p*»(™ divise n, ¢’est-a-dire n = p*»™n’ avec (n’, p) = 1.

On peut étendre la valuation p-adique v, au corps Q de la fagon suivante, si = % €Q,

alors on pose, v,(x) = vp(%> = vp(a) — v,(b) € Z.

Exemple 1.2.1. Soit x = % € Q, tels que a = 2+ 2p® + p°, pour p > 2 et b = 2p® + 2p°,
pour p > 2, d’ot vy(a) =0 et v,(b) = 3, alors v,(x) = —3.

Proposition 1.2.2. [33, Lemme 1.4] Soient a,b € Z, la valuation p-adique vérifie les pro-

Priétés sutvantes ;
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1) vp(ab) = vy(a) + v,(b),
2) vp(a+b) > min (vy(a), v,y(b)).

Preuve. Soient a,b deux nombres entiers. On peut écrire

a = p’r@n, et p ne divise pas nq,

b= p®n, et p ne divise pas n.

1) Sia =0 oub =0 est trivial. On suppose que a,b € Z*. Donc,
ab = por@pvr®n ny = por(@+®n n, et p ne divise pas ning, d’ot, vy(ab) = v,(a) + v, (b).
2) Si a =0 ou b= 0 est trivial. On suppose que a,b € Z*, donc
a+b=p"»n; 4+ p»® n, on distingue trois cas.
Si v,(a) < v,(b), nous avons a + b = p»(@ (n; + pr®=r@p,)
d’ou

vpa+0) = vp(a) = min{v,(a), v,(b)}-

Si v,(b) < v,(a), nous avons a + b = p*®) (pr(@=%wlp, 4 p,)
d’ou
vp(a +b) = vp(a) = min{v,(a), v,(b)}.
Si v,(a) = v,(b), on a a+ b = p*»¥(ny +ny), d’ott v,(a+b) = v,(a) = min{v,(a),v,(b)}.
[

Remarque. L’application v, : Q — Z U {+00} C RU {+oo} est une valuation de Q,

c’est-a-dire v, satisfait aur axiomes 1),2) et 3) de la Définition 1.1.2.

Remarque. Soient a,b deux nombres entiers. Si v,(a) # v,(b), alors nous avons v,(a+b) =

min{v,(a),v,(b)}.

En effet. Si v,(a) < v,(b), on a v,(a + b) > min{v,(a),v,(b)}, pour tous a,b € Z*,

c’est-a-dire v,(a + b) > v,(a). Il reste & démontrer que v,(a) > v,(a+b). On a
vp(a) = vy(a — b+ b) > min{v,(a + b),v,(b)}.

Si min{wv,(a+b),v,(b)} = v,(b), alors v,(a) > v,(b). Contradiction avec les hypotheéses, d’ou

vp(a) > vy(a+b). Donc on a montré 'égalité.
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1.2.1 Valeur absolue p-adique sur Q

On définit une fonction |.|, de Q dans Ry par |z|, = p~*@ si 2 # 0, et |0, = 0 (ce qui
correspond a v,(0) = —i—oo). Cette application est une valeur absolue de Q, appelée valeur

absolue p-adique.

Proposition 1.2.3. [6, Proposition 1] L’application |.|, de Q dans R est une valeur absolue

ultramétrique sur Q.

Preuve. A partir des propriétés de vp, on peut démontrer que |z|, = 0 si et seulement si
z =0 et |zyl, = |z]plylp. Vérifions I'inégalité triangulaire forte. Soient z,y € Q* (le cas

r=0ouy=0est trivial). On pose x = %, Yy = C—Ci tels que a,b,cet d € Z*. On a

a C

vp(T +y) = vy (g +3)

ad + ¢b
AT

= vp(ad + ¢b) — v,(bd)

= vp(ad + cd) — vy(b) — v,(d)

> min {v,(ad), vp(cb) } — vy(b) — vp(d)

vp(d), vp(c) +vp(b)} — vp(b) — vp(d)

vp(d) = vp(b) = vp(d), vp(€) + vp(b) — vp(b) — vp(d)}
(

= min{v,(x),v,(y)}.

Donc, vy(x + y) > min{v,(z), v,(y)}. Clest-a-dire

—vp(z +y) < — min{vp(:):), Up(y)}

= max{—v,(z), =v,(y)}.
Supposons que max{—uv,(x), —v,(y)} = —v,(z), on a —v,(z +y) < —v,(z). Donc

pivp(x+y) S pfvp(z) — max{pfvp(x)’pivp(y)}.

10
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D’ou |z + y|, < max{|z|,,|y|,}. Par conséquent, 'application |z|, est une norme ultramé-

trique sur Q. O

Remarque. On note que |.| ne peut prendre qu’un ensemble "discret” de valeurs, a savoir,

{p™,n € Z} U{0}.

Proposition 1.2.4. [6, Proposition 2] Pour tout x non nul dans Q, |x|, est égal & un sauf
pour un nombre fini de valeurs de p, et on a ||« [ |x], = 1. (Cette formule est la "formule

du produit”).

Théoréme 1.2.5. (Théoreme d’Ostrowski)[21, Théoréeme 2.2] Toute valeur absolue non
triviale |.| sur Q est équivalente soit a |.|, pour un nombre premier p, soit & la valeur

absolue usuelle notée |.|s.

1.2.2 Construction de Q,

I1 est clair que le corps Q n’est pas complet et que R est la complétion de Q par rapport
a la valeur absolue usuelle. La méme méthode s’applique pour une norme p-adique ultramé-
trique |.|,. La complétion de Q par rapport a cette valeur absolue |.|, nous donne un corps
ultramétrique appelé corps des nombres p-adiques et se note Q,. Ainsi les éléments de Q,
sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy dans Q, muni de la relation suivante

(an) ~ (by) si et seulement si lim |a, — by, = 0.
n—-+0o

Nous indiquons comment prolonger la valeur absolue définie sur Q a tout Q,. Soit z
un élément de Q, et z,, une suite de Cauchy d’éléments de @, de limite x pour la distance
p-adique. On vérifie que |z,|, est une suite de Cauchy dans R, la quelle admet une limite
|z| indépendante de la suite (z,,). On pose alors |z|, = lim |z,|, (voir [6]).

Dans la suite, on commence par définir I'anneau des entiers p-adiques Z,, puis on

construit le corps des fractions de cet anneau pour obtenir le corps des nombres p-adiques.

Définition 1.2.6. Soit p un nombre premier. Le complété Q, de(Q,|.|,) est appelé le corps
des nombres p-adiques. Son anneau Z, = {a € Q,/|al, < 1} est anneau des entiers p-

adiques.

11
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Proposition 1.2.7. [3/, Lemme 1.29] Soit x € Q tel que |x|, < 1, alors pour tout entier
i, il existe un entier tel que |a — x|, < p~'. L’entier a peut étre choisi dans l’ensemble

a€{0,1,2,....p" — 1} et est unique s’il est choisi dans cette ensemble.

a
Preuve. Soit x = 7 ol a et b sont relativement premiers (ceci est noté (a,b) = 1). Puisque
|z|, < 1, on obtient que p ne divise pas b. Donc b et p’ sont relativement premiers. Ainsi,
on peut trouver des entiers m et n tel que mb + np’ = 1. Soit & = am. On a

a a
|a - x|p = |am - _|p = |_|p|mb - 1|p
b

b
< |mb — 1|p = ‘npi|p = |n|p|pi|p < p_i

O

Proposition 1.2.8. [0, Proposition 7] Tout élément de Z, admet un unique développement

sous la forme
+oo

xr = Zanp”

n=0

avec ap, € {0,...,p— 1} pour tout n. Ce développement s’appelle le développement de Hensel

de x.

+o00
Proposition 1.2.9. [3/, Proposition 1.31] Si x = Y a,p™ avec a, =0 pour 0 < n < k et
n=0
+oo

ar # 0, alors |x], =p7*, et siz = Y a,p”, 0 a_y, #0, alors x|, = p™.

Définition 1.2.10. Soit x un nombre p-adique. L’ensemble des éléments inversibles dans Z,

est Zoy = {x € Ly; |v|, =1} = {;0 anp™,ag # 0} et l’ensemble des éléments non inversibles

dans Z, est {x € Zp; ||, <1}.

Proposition 1.2.11. /34, Proposition 1.37] Soit x un nombre p-adique de norme p~™. Alors,

on peut écrire x comme le produit x = p"u, ot u € Zy.

Proposition 1.2.12. [2, Corollaire 1.4.4] L’anneau des entiers p-adiques est un anneau

mntegre.

Preuve. On veut démontrer que pour tous z,y € Z, tel que 2y =0, ona x =0 ou y = 0.
Soient z,y € Z,, tels que x # 0 et y # 0, dou v,(xy) = v,(z) + v,(y) # 400, donc
xy # 0. m

12
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L’anneau Z, a des propriétés topologiques importants.

Proposition 1.2.13. [6, Proposition 10| L’anneau Z, muni de la topologie associée a la

distance p-adique est un ensemble compact.

Théoréme 1.2.14. [21, Théoreme 2.5] Tout élément a € Q, admet un développement
unique sous forme de série convergente dans Q, : a = > a,p™ ot jo = vy(n) et 0 < a, <

n2jo
p — 1, pour tout entier n > jg.

Remarques. 1. Z, est l’ensemble des nombres p-adiques dont le développement de Hen-
sel me contient que des puissances positives de p.

2. Z, représente le disque unité de Q, de rayon 1 et de centre 0. On Uappelle anneau

des entiers p-adiques.
a

3. Ly ={x € Qp,v,(z) >0} et Q, = {b

4. L’ imverse de p n’est pas un entier p-adique.

5. Qly = {5 n € Z} U{0}.

Ja,beZ, etb;«éo}.

1.2.3 Propriétés topologiques de Q,

Dans cette partie, on va présenter quelques propriétés topologiques importantes de Q,.
Nous allons d’abord introduire des notations et faire une étude des propriétés des disques
de @,. On note D (a,r) le disque "fermé" de centre a et rayon r, c’est-a-dire I’ensemble des
x dans Q, tels que |z —al, < r, et D™ (a,r) le disque "ouvert", c’est-a-dire I’ensemble des x
dans Q, tels que |z —al, < r, et on note C(a, r) le cercle de centre a et rayon r, c’est-a-dire
I'ensemble des = dans Q, tels que |z — a|, = r, c’est-a-dire C(a,r) = D*(a,7)\D~ (a,7). La

notation D(a,r) désignera I'un ou 'autre de ces deux ensembles DT (a,r) ou D~ (a,r).

Proposition 1.2.15. [3/, Proposition 2.2/ le cercle C(a,r) est un ensemble ouvert dans
Qp.

Preuve. Soit x € C(a,r),e < r. Nous allons montrer que D~ (z,¢) C C(a,r). Soit y €
D~ (z,¢). Alors |x —yl|, < |r —al, =, et par la propriété de triangle isocéle (la Proposition
1.1.6), on a |y — al, = |z — a|, = r. Ce qui signifie que y € C(a,r). D’ott C(a,r) est un

ensemble ouvert. O

13
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C’est tres forte comme propriété puisque dans R” (en particulier dans R) les sphéres ne

sont pas toujours des ensembles ouverts.

Proposition 1.2.16. [25, Proposition 2.3.7] Soient a,b € Q, et r,p € Ry On a les pro-

priétés sutvantes
i) Un disque D(a,r) est un ensemble ouvert et fermé a la fois.
it) Si b € D(a,r), alors on a D(b,r) = D(a,r) (tout point d’un disque est un centre de
ce disque).
i) Soient D(a,r) et D(b, p) deuz disques de Q,, alors ils sont ou disjoints, ou l'un est

mclus dans Uautre.

Preuve. i) On sait que tout disque ouvert D~ (a, ) est un ensemble ouvert dans un espace
métrique. D’autre part, pour démontrer que D~ (a, ) est un ensemble fermé dans Q,,, nous
allons montrer que son complémentaire dans QQ, est un ensemble ouvert, c’est-a-dire, on va

montrer que ’ensemble L est ouvert ou
L= {xEQpHx— a\pzr}.

Mais L = C(a,r) U D ou
D = {xe(@p||x—a|p>r}.

L’ensemble D est ouvert puisque D est le complémentaire d'un ensemble fermé dans Q.
Par conséquence L est un ensemble ouvert (puisque L, c’est 'union du complémentaire de
D et le cercle C(a,r) on a déja vu ci-dessous dans la Proposition 1.2.15 que le cercle est un
ensemble ouvert). D’ou, le disque ouvert D~ (a,r) est un ensemble fermé dans Q,. Donc,
on a montré que tout disque ouvert est un ensemble ouvert et fermé a la fois. Il reste de
montrer que tout disque fermé est un ensemble ouvert et fermé a la fois.

Tout disque fermé est un ensemble fermé dans tout espace métrique. D’autre part, on a
D*(a,r) = D~ (a,r)UC(a,r) et 'union de deux ensembles ouverts est ouvert, alors Dt (a, r)
est un ensemble ouvert.

ii) Soit € D~ (b, r). D’aprés notre hypothése, on a

la —0bl, <ret|b—zx|,<r,

14
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et par l'inégalité triangulaire forte, on a
la — x|, = |(a —b)+ (b— a;)!p < max (|a —blp, [b— x|p) <,

donc D~ (b,r) C D~ (a,r). Puisque la condition |a — b|, < r pour que b se trouve dans
D~ (a,r) est identique a celle pour que a se trouve dans D~ (b, r), on obtient aussi D~ (a,r) C
D=(b,r), dott, on a D~ (a,r) = D~ (b,r). De la méme manier, on montre que DT (a,r) =
D*(b,r).

iii) Soient D(a,r) et D(b, p) deux disques de Q,. On montre que si D(a,r) N D(b, p) # ¢,
alors

D(a,r) C D(b, p) ou D(b,p) C D(a,r).

Supposons que r < p, et pour z € D(a,r)N D(b, p), D’apreés la propriété (ii), on a D(a,r) =
D(z,r) et D(b,p) = D(z,p), mais D(z,r) C D(z,p), d'ot D(a,r) C D(b,p). Lorsqu’on
suppose que p < r, on trouve que D(b, p) C D(a,r). O

Corollaire 1.2.17. [3/, Proposition 2.6.] le cercle C(a,r) est ouvert et fermé a la fois.

Preuve. On a vu déja dans la Proposition 1.2.15 que C'(a, r) est ouvert. D’autre part, nous
savons aussi que DT (a,r) est fermé, et puisque D~ (a,r) est ouvert, son complémentaire,
{:L’ € Qllz —al, > r} est fermé. Mais C'(a, ) est 'intersection de ces deux ensembles fer-
més, et en tant que tel il est fermé. Notez que la preuve qu’'une spheére est fermée fonctionne

dans tous les espaces métriques. O

Proposition 1.2.18. /25, Corollaire 4.2.7] Q, est localement compact.

1.2.4 Propriétés analytiques de Q,

Le corps des nombres p-adiques est analogue au corps des nombres réels sur plusieurs
aspects, mais il posséde des propriétés différentes de celles du corps des réels R. Le point
le plus intéressant dans cette partie est la convergence des suites et des séries dans le corps
Qp.

Notons que (Qy, |.|,) est un espace complet, ¢’est-a-dire, toute suite de Cauchy est conver-

gente. On va donner un résultat qui caractérisais les suites de Cauchy dans Q,.
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Proposition 1.2.19. /25, Lemme 5.1.1] Soit (ay), une suite dans Q,. On a (a,), est de

Cauchy, si et seulement si elle satisfait

nl—l>r—&{loo ’an—&-l B an’p =0

Preuve. Supposons que (ay,),>o est une suite de Cauchy, alors
Ve >0, 3ng € N,VYm >n > ng; |am — anl, <e,
d’ot, quand m =n +1, on a
Ve >0, I3ng € N:Vn >ng; |ani1 — anl, <e,

donc

nngroo |an+1 - anlp =0

Inversement. Soit € > 0, il existe ng € N tel que sin > 0 on a |a,+1 — a,l, < €. Pour

tout m > n > ng on a

Ay, — an‘p = |0Jm —Qp1t Gm1 — Ap2+ Gpn9 — ... T Apy1 — Ay P

S max {lam - am—1|p7 ceey |an+1 - an|p}‘

Par hypothese, pour tout entier k£ > n, on a |ay+1 — ag|, < €. Dot |a,, — a,|, < €, pour tout

entier m > n. Par suite (a,),>0 est une suite de Cauchy dans Q,. ]

Remarque. Soit (a,),>0 une suite. On a, (ay), est convergente dans Q, si et seulement si

nglgl-oo |an+1 B an|p =0

Proposition 1.2.20. /34, Ch. 3, Sec. 1] Soit (a,)n>0 une suite dans Q,. Si lim a, = a
- n—-:o0

dans Q,, alors, lim |a,|, = 0, ou bien il existe ng € N; |ay|p, = |an,|p, pour n > ny (la
n—-o0

suite (|an|p)n>0 est stationnaire & partir d’un rang ng).

Preuve. Soit (ay),>o une suite dans Q,, telle que lirf an = a (|an|p)n est une suite de
- n—-+0o0

Cauchy dans R puisque, pour tous n,m € N, tel que m > n, on a

0< Ham‘p - |an|p‘ <lam — anl, — 0,
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donc (|a”|P)n est une suite de Cauchy dans R qui est complet. D’ot (|a”|P)n est convergente

dans R. Supposons que lim |a,|, 7# 0 et [ sa limite, c’est-a-dire lim |a,|, = { > 0. Pour
n—oo n—oo

l
e=3 fixé, il existe N; € N tel que Vn > Ny, Han|p — l‘ < %, d’ou

l

_l<| ,—1<
o Qn|p — o)
P 2

2
ainsi, il existe N; € N tel que pour tout n > 1, on a |a,|, > 3 De méme, d’apres la

convergence de la suite (ap),>0, on obtient que (a,),>o est une suite de Cauchy, donc il
l

existe Ny € N tel que pour tout n,m > Ny on a |a, — apl, < 7

D’ou, quand n, m > max (N1, Ny) = ng, on a
[mlp = lam — an + anly < max {Jam — anly, |anl,} = lanl,.
Si n = ng, on obtient |a,|, < |ay,|, pour tout m > ny. De méme

|anlp = |an — am + @, < max {|an — Qmlp, |am|p} = |amlp,

alors |an, |, < |aml, pour tout m > ng. D’ow, il existe ny € N tel que pour tout n € N,;n > ng

on a |ay|p, = |an,|p- Ce qui termine la démonstration. O

Maintenant, on considére une série E a; dans Q. Par définition, on dit que cette série
i>0

n
converge si la suite de ses sommes partielles, S,, = E a;, converge dans Q,. La série g a;
i=0 >0
converge absolument dans Q, si E la;|, converge (dans R).
>0

Proposition 1.2.21. /34, Proposition 3.2] Si la série Z la;|, converge dans R, alors Z a;
i>0 i>0
converge dans Q.

n

Preuve. Puisque Z |a;|, converge (dans R), la suite de ses sommes partielles ; Z |a;], est
i>0 i=0
une suite de Cauchy (dans R), c’est-a-dire pour tout £ > 0 il existe un entier N tel que pour

tout n, m satisfaisant m >n > N, on a

m

Z la], < e.

i=n-+1
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Par I'inégalité triangulaire, on a

S =Sl =| S ]

i=n+1

<
nex o, <e.

Ce qui implique que (S;,),>0 est de Cauchy et donc la série ) a,, converge dans Q,. O
n>0

Proposition 1.2.22. /3, Proposition 3.3] Soit Zan une série dans Q,. On a, la série
n=1

E a, converge si et seulement si lim a, = 0. Dans ce cas, on a ausst
n—oo

o0

2w,

<
< MaX |anlp.

oo
Preuve. La série E a, converge si et seulement si la suite des sommes partielles S, E a;
n=1
converge dans Q,. Donc (S,,),>0 est une suite de Cauchy dans Q,, d’ot lim |5, 41 — ] = O
- n—o0
o
Mais, a,, = S, — Sy—1, ainsi (a,),>0 tend vers zéro dans Q,. De méme, supposons que E an
n=1

converge. Si Zan = 0, on a le résultat (évident). Sinon, d’aprés la Proposition 1.2.20,

n=1

[e.e]

il existe nyg € N tel que pour n > ng, on a ‘ an = ‘Zan D’autre part, on a
n=1 n=1

max {|an|p} < max{|an|p} D’ot, on obtient

1<n<n

o) no
= < <
\Z ) ]Z < max {Jauly} < max{la,}.
Ce qui termine la démonstration. O

Bien stir, nous avons la Proposition 1.2.22 est fausse dans R. L’exemple le plus célébre
d’une série dans R dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge pas, est la série

1 1 1
harmonique Y  —. Il y a d’autres, plus subtils, par exemple > —logn, et > -,

n>1 n n>1 n tous premiers p p
Remarque. L’estimation de la Proposition 1.2.22 peut étre considérée comme la propriété

la plus forte pour une série convergente.

L’exemple suivant nous donne quelques cas sur la convergence des séries dans Q, et R,

et la différence entre eux
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Exemple 1.2.23. 1. La série de terme général p" (p premier > 2) converge trivialement

+oo

dans Q,. Par définition de la valeur absolue p-adique, on a ) p" = l%p. En effet,
n=0

on a

n . 1 — pn+1
Zp - 1 _p )
k=0
d’autre part, lirll p" ™t =0 au sens de la valeur absolue p-adique, d’ot
n——+0oo

. 1 n i 1 1 — pn+1 1
E = 11m E = 1m = .
p n—-+00 o p n—+oco | — p 1— p

n>0

Mais cette série diverge dans R, puisqu’il est clair d’aprés la condition nécessaire de

la convergence, on obtient

lim [p"| =p" =40

n—-+00

2. La série ) % diverge dans Q,. En effet

n>1

= lim p»® #£0,

n—-400

lim
n—+4o0o

‘<—1>n

car p**™ > 1, mais cette série est convergente dans R d’apreés la régle de Leibniz.

= lim p" #0.
P,

1
. - ) - 1.
8. Y. — diverge dans Qp, puisque e n—-+o0

n>0 P

1.3 Le corps des nombres complexes p-adiques C,

Pour construire le corps C,, on a besoin de rappeler les définitions algébriques suivantes.

Définition 1.3.1. On dit qu’un corps ultramétrique K est algébriquement clos si chaque

polynome P(z) dans Klz] admet des racines dans K.

On note que R n’est pas algébriquement clos. En effet. Soit le polynéme P(z) = 22 + 1,
on voit que P a des coefficients dans R, mais n’admet pas des racines dans R. par contre,
le corps des nombres complexes C est algébriquement clos.

Le corps Q, n’est pas algébriquement clos, car en considérant par exemple 1’équation
2> —p=0¢€Q, dou |z) =p", on trouve que v,(z) = % ¢ 7, donc cette équation n’a pas

de racines dans Q,. Pour faire convenablement de I’analyse, il est donc logique de considérer
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une cloture algébrique de @, que I'on note en général @; (le corps @; est constitué de toutes
les racines des polyndmes a coefficients dans Qp). Malheureusement, cette cloture algébrique
n’est pas compléte. On est donc amené a compléter de nouveau. On obtient ainsi un corps
qui est a la fois complet et algébriquement clos et que ’'on note C,,. Ce corps muni d'une
valeur absolue ultramétrique qui prolonge celle définie sur Q, et que 'on note toujours |.|,

(pour plus de détails voir [6]).

Remarque. De la méme fagon lorsqu’on a construit Q,, on prolonge la valeur absolue

p-adique de @3 a C, comme suit; pour tout x € C,, on a
2], = lim |@,],, 0 (2,)n>0 est une suite de Cauchy d’éléments de @;.
n—ao0 -

Notation. On note O (C,) l'ensemble des éléments de C, de valeur absolue inférieure ou
égale & un, c’est-a-dire O(C,) = {z € C,, |z|, < 1}. C’est un anneau commutatif unitaire
qui contient Z,. On Uappelle l'anneau d’entiers de C,. L’ensemble de ses éléments inversibles

est ’ensemble des éléments de C, de module un.
Proposition 1.3.2. [25, Proposition 6.8.8] C, est algébriquement clos.
Proposition 1.3.3. [45, Ch. 3, Sec. 3] Le corps C, n'est pas localement compact.

Le corps C, est cependant le bon domaine pour faire de I’analyse (un corps ultramétrique

complet, algébriquement Clos).
Proposition 1.3.4. [/5, Ch. 3, Sec. 3] Le corps C, est un espace métrique séparable.

Remarque. L’ensemble des valeurs p-adiques de C, est l'ensemble de puissances ration-

nelles de p, c’est-a-dire, |C,| = {p?, ¢ € Q} U {0}.

1.4 Analyse élémentaire sur C,

Dans cette section, on essaie de donner un apercu de ce & quoi ressemble ’analyse dans

C,. Plutot que d’essayer d’étre exhaustif, nous essayons d’aborder quelques points remar-
P q Y Y quelq P

quables : le théoréme de préparation p-adique de Weierstrass, la description de fonctions

entiéres et la théorie des polygones de valuation. Comme d’habitude, la premiére étape
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consiste & se réapproprier tous les résultats que nous avons obtenus précédemment. Nous
examinons ensuite comment étendre la valuation p-adique aux polynomes et aux séries en-
tiéres.

La premiére observation qu’il convient de mentionner est que tous les résultats précédents
mentionnés ci-dessus concernant I’étude de la convergence des suites et des séries dans Q,

restent vrai en C,. De plus, la Proposition 1.2.16 reste vraie aussi en C,,.

1.4.1 Fonctions analytiques sur C,

Dans cette partie, on va donner certains résultats élémentaires des fonctions données
sous forme des séries entiéres.

Considérons maintenant une série entiere, de terme général a,z", avec a, € C,. Cette
série sera donc convergente si et seulement si a,2" tend vers zéro dans C,. Cette propriété

est trivialement vraie si z = 0 (voir [6]).

Définition 1.4.1. Soit I’ensemble A = {r € [O, +00 [, |anl, " — 0} . On appelle rayon de

convergence de la série entiére Y a,z™ la borne supérieure de A si A est majoré. Sinon on
n>0

pose R = +o00. Par définition, le nombre R, ainsi défini, s’appelle le rayon de convergence

de cette série entiere.
Les résultats valides dans C se prolongent sans problémes :

Proposition 1.4.2. [6, Proposition 16] Soit f(x) = ) a,a™ une série entiére a coefficients
n>0
dans C,. Alors

|an+1|p

|a77«|p

1. Si a, est non nul a partir d’un certain rang et si la limite de quand n — o0

1
existe et égal a L, on a R = T (Formule de d’Alembert),

2. Si la limite de ,"/]an]p quand n — oo ewiste et égal L, on a R = (Formule de

Cauchy) ,

S

3. Dans tous les cas, on a R™' = limsup {/|a,|, (Formule d’Hadamard).

n—-+o0o

Le nombre R est appelé le rayon de convergence de f.

Comme dans le cas classique (dans C), les propriétés de R sont aussi les mémes dans le

cas ultramétrique, on a la définition suivante
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+o00

Définition 1.4.3. Soit f(z) = Y a,a™ une série entiére a coefficients dans C, et R le
n=0

rayon de convergence de f. Donc, pour x € C,, on a

1. Sil|z|, < R, alors lim |ay|, |2[} =0 et la série est convergente.
n—+oo p
2. Si|z|, > R, alors la série est divergente.

3. Si|z|, = R, alors on peut avoir ou bien lim |a,| |z|? = 0 et la série est convergente
n——+00 p p
sur la totalité du cercle C(0, R), ou bien lim |a,| |z|? # 0 et la série est divergente
n—+o00 p p

dans le cercle C(0, R).

D’autre part, quand lim sup \an\p = 400, on a R =0 et donc f est convergente seulement
n—-+00

quand x = 0. Quand limsup , /|a,|, = 0, on a R = 400 et f converge pour tout x € C, (dans
n—-+00

ce cas, on dit que [ est entiére). Le disque D~ (0, R) est appelé le disque de convergence.

Exemple 1.4.4. Cet exemple est une application directe de la définition et de la proposition

ci-dessus

1. Soit la série Y p™x™. D’apres la formule d’Hadamard, on a
n>0

1
R™!' =limsup {/|a,|, = limsup {/|p"|, = —.
n—+oo n—+o00

Donc la série Y, p"a™ est convergente dans le disque D~(0,p). Pour |z|, = p, on a
n>0

JHm[ptpp" =17 0.

D’ou, la série Y p"a™ est divergente sur la totalité du cercle C(0,p).
n>0

2. Soit b un nombre non nul dans C,, la série Y b"ax™ est convergente dans le disque

n>0
1
ouvert de centre 0 et de rayon R = o et pour |z|, = R, on a, lir}g |b"|,R" # 0,
P n—-+0oo
d’ot, la série Y b"x™ est divergente sur tout le cercle C(0,[b],").

n>0

Proposition 1.4.5. [6, Proposition 17] Soit f(z) = > a,x™ une série a coefficients dans

n>0
C,. Ona

a) Sile rayon de convergence R de la série f est non nul, alors la fonction f est dérivable

sur son disque de convergence et la fonction dérivée est égale a la somme de la série
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dérivée
o) = @) = Y napam
De plus, la série dérivée de la série [ a exa;tement le méme rayon de convergence
que la série f.
b) Plus généralement, si R > 0, la série f est une fonction indéfiniment dérivable sur

le disque de convergence de f, et on a

o0

fO(x) = g V() = k! ZanCﬁxn_k.

n=~k

Preuve. Soit x un élément fixé de D*(0, R), soit h € C, tel que x+h € D*(0, R). D’abord,
on a la factorisation de a” — " comme suit ;
a" —=b"=(a—0b)(a" " +a" b+ a" PV + .+ 0"

D’ot, on obtient

flx+h)— flz)= Zan((x—i-h)" —x")

n>0

=h) a, ((x + A" (z+R) P4+ (24 R+ :13”_1>

n>1
=hY a, Yy Ci(z+h)""z (1.2)
n>1 =1

Comme |C}|, <1 (car i € Z ), alors C}, € Z,. On pose |z|, < Ret |z + hl, < |z,, on a
Cilar+ By~ < o ) el < R

La somme & droite de la formule (1.2) est majorée en valeur absolue par max |a, |, R*~" qui

est fini, car lim |a,| R"!'=0, on a
n——+o0o p

Fa+ 1) = £(@)], < hlymax o], B et fim |F(z+ b) = f(@)], = 0

D’ou la continuité de f sur DT (0, R). Maintenant, on pose g(z) = Y. na,z" !, on a

n>1
fl@+h) - fz) _ ~ n—i i1 n—1
- —g(m)—ZanZCn(a:—Fh) x —Znanx
n>1 =1 n>1
= Z an [(x+h)" "+ (x+h)" e+ + (@ + )"+ 2" — na
n>1

=h (somme majorée en valeur absolue par max |a,| » R”_Q) .
n>2
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Donc, f'(z) = g(z) = > na,x™ . On a aussi; le rayon de convergence de la série g égal
n>1

exactement & R le rayon de convergence de f, car pour tout n > 1 on a, |nan|p R <

|an|, R"~". En passant a la limite, on obtient que liril [na,|, R"~" =0,
n—-+00
Par récurrence, on montre ’égalité
O (z) = k! Z Cra,z™ "
n>k

=Y " nn-1)(n—-2)...(n— k+ Daza"* (1.3)

n>k

Pour k = 0, nous avons f(z) = ) a,z™. Pour k =1, on a f’
n>0

f(z) = Z na,z" !
n>1

Maintenant, on suppose que I’égalité(1.3) est vraie pour k et on montre qu’elle reste vraie

pour (k + 1). Par dérivation terme & terme de ’égalité (1.3), on obtient

FED () = (f(k)(x))/ = (k! Z C’fbana:”_k>

n>k

= k! Z (n — k)CFa,z"*1

n>k+1

= (k+1)! Z (n — k)CE g, am 1

n>k+1

Ce qui achéve la démonstration. O

Définition 1.4.6. On dira qu’une fonction f est analytique sur le disque D(a, R) si cette
fonction est la somme d’une série entiére en les puissances de (x — a) sur ce disque, donc

de rayon de convergence au moins R.

Définition 1.4.7. Soit f une fonction définie de D~ (a, R) dans C,. On dit que f est une
fonction analytique sur D~ (a, R), si pour tout 0 < r < R, la restriction de f a D" (a,r) est

une fonction analytique sur DT (a,r).

Notation. On note par A(D~(a, R)) (resp. A(D"(a, R))) l’ensemble des fonctions analy-
tiques dans le disque D~ (a, R) (resp. D™ (a, R))) et par C,[z] l’ensemble des polynomes a

coefficients dans C,.
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On note par A(C,) (resp. A(C,)\C,[z]) Uensemble des fonctions entiéres sur C, (resp.
l’ensemble des fonctions entieres sur Cp,, qui ne sont pas des polynéomes, et qui s’appellent

fonctions tmnscendantes).
+oo
Proposition 1.4.8. [22, Proposition 13.3] Soit f(z) = > a,(z —a)". Alors, les conditions
n=0
suivantes sont équivalentes :
i) fe A(D (a,R)).
it) La série f(x) est convergente pour tout x € D~ (a, R).

Définition 1.4.9. Soit f une fonction de C, dans C,. On dit que f est entiére si f est

analytique sur tout le plan C,.

L’exemple suivant nous donne quelque fonctions célébres qui sont entiére dans C, mais

ne sont pas entiéres dans C,,.

Exemple 1.4.10. Considérons les séries formelles suivantes :

" x2n+1 x2n
exp(x) = nzzjo o sin(x) = EO Gn 1) et cos(x) = n%:o on)l’
D’abord, nous avons besoin de la valuation p-adique de n!, pour prouver que ces fonctions
ne sont pas entiere sur Cp, le fait que vy(n!) = %SP&(H), ot Sp(n) =ag+ a1+ ...+

est la somme des chiffres de n dans la base p (c’est—d—dire n=ag+ ap+ ...+ ap’, le

développement p-adique de [’entier n)
n

x
1. La fonction exp(z) = 3 — n'est pas enticre sur C,. En effet,
n>0 n:

1

1 1
: . 1
msup /lanly ;G of =

n—-+00

D’ou, f est analytique sur le disque D*(O,p_v%l).

Si |z, = pfﬁ, alors

__1\" 1 —n n—Sp(n) _ n_  Sp(n)
|an|p (p P*1> = E ppfl =p p—1 p p—1 =p p—1
“lp
. __1\" . _Sp(n) , N
on a lim |a,| (p P—1> = lim p »1 #0 (puzsque Sp(n) est borne), d’ou la
n—+00 p n—-+00

fonction exp(x) n'est pas convergente sur C <0,p7p%1> , donc elle n’est pas analytique

sur C' <O,p7p%1>. Alors la fonction exp(x) n’est pas entiére sur C,.
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p2n+l on
2. Les fonctions sin(x) = ——— et cos(xz) =

disque D~ <0,pp%ll). Elles ne sont pas analytiques sur le cercle et ne sont pas entiéres

sont analytiques sur le

sur C,,.

Comme un exemple de fonction entiere sur C,, on considére la série formelle suivante :

flz)=>] P, o x € C,, d’apres la formule d’Hadamard, on a
n>0

1 1
R = = 1 —n = +OO7
limsup,,_, . ¢ |an|p n—lgloop

2 . . -
alors Y p™ a™ est convergente sur C,, donc la fonction f est analytique sur C,, par consé-
n>0
quence f est entiere sur C,.

1.5 Les zéros des fonctions analytiques

Dans cette partie, on étudiera le comportement des séries entiéres et des séries de Laurent.
Particulierement, on étudiera le lien qui existe entre le polygone de valuation et leurs zéros.
A partir d’ici et tout au long du reste de ce travail, on notera K un corps algébriquement
clos, complet par rapport a une valeur absolue ultramétrique |.| (par exemple le corps C,,

muni de la valeur absolue p-adique, ou tous les résultats restent Vrais).

Définition 1.5.1. Soient f € A(K) (resp. f € A(D™(0,R))), o € K (resp. « € D=(0, R)),

r € [0, 4o00[ tel que D(a,r) C K (resp. v €]0, R[ tel que D(a,7) C D=(0, R)) et

f(x) = > bu(z — )™ pour tout x € D(a,r) ot by # 0, et ¢ > 0. On dit dans ce cas que «
n=q

est un zéro de f d’ordre de multiplicité q.

Si f admet o comme zéro d’ordre g, on posera w,(f) = ¢. Si f(a) # 0, on posera

simplement w,(f) = 0.

Proposition 1.5.2. [6, Proposition 18] Une fonction analytique non nulle sur un disque
vérifie le principe de zéros isolés, c’est-a-dire que si b est un zéro de f, il existe un disque

de centre b, de rayon assez petit, ou la fonction f n’admet comme zéro que b.
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Preuve. En effet, si b est un zéro de f, on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme
f(x) = am(z —0)™ + apmy1(x — b)™ L + ..., Dentier m étant > 1 et a,, # 0. Il en résulte que

si |z — b| est assez petit, et non nul, on a |f(z)| = |an,| |z — b|™ # 0. O

Théoréme 1.5.3. [22, Théoréeme 14.1] Soit v € D=(0,R) et soit f € A(D~(0,R)) telle
que f(v) = 0. Alors f peut étre factorisé dans A(D~(0,R)) sous la forme (z — v)g ou
g € A(D~(0,R)). Sl n’existe aucun voisinage V' de «y tel que f(x) =0 quand z € V, alors
il existe un unique entier ¢ € N et h € A(D~(0, R)) tel que f(x) = (x—~)h(x) et h(y) # 0.

Corollaire 1.5.4. [22, Corollaire 14.2] Soit f € A(D~(0,R)) et soit v un zéro de f dans
D=(0, R). Alors il existe un disque D(v,r) tel que f(x) # 0 quand x € D(v,r)\{7} ou bien
il existe un disque D(~y,r) tel que f(x) =0 dans D(~,r).

Théoréme 1.5.5. [25, Théoréme 5.6.1] (Théoréme de Strassman) Soit

“+o00

_ no__ 2 3

= E A" = ag + mx + ax” +azx” + ...,
n=0

une série entiére non nulle avec des coefficients dans K. Supposons que f(x) converge pour
tout x € 7, (c’est-d-dire f(x) converge pour tout x € D(0, 1)) Soit N l’entier défini par les
deux conditions :

1. |ay| = max |a,|,

2. |an| < |an| pour tout n > N.

Alors la fonction f: Z, — K défini par x — f(x) a au plus N zéros.

Preuve. La démonstration se fait par récurrence. Pour N = 0 et d’aprés cette assertion
lag| > |an| pour tout n > 0, on doit démontrer que f n’a aucun zéro dans Z,. Si 0 = f(z) =
ap +aix+ ..., 0on a la| = lag+ amz+ ... < max lan| < |ag| contradiction. Maintenant,
supposons )

lay| = max|a,| et |a,| < |ay| pour n > N
n

et soit f(a) = 0 pour certain o € D(0,1). Choisissons = € D(0,1). Alors

oo n—1
flz) = f(x Zan " —a" ZZanxja”_l_j
n=1 j=0
oo o
(x —« Z Z apa’ Qv
7=0 n=j5—-1
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Posons k =n —1—j, donc n = k + 1 + j, on obtient,

fla) = (@ =)y b2l = (x = a)gi(), ou b = Y ajiaixak.
j=0 k=0

Ot g(x) une série entiere de coefficient b;. Il est facile de voir que lim b; = 0. Notons que
J—r+oo

b < max|aji14| < |ay| pour tout j > 0.

De plus,

lby_1] = |CLN +ansio+ ay_oa® + .. ’ = |lan],

etsij > N,ona

1651 < max|ajiee] < max fasly <lan-

D’ou, on a
|bn—1| = max [b;],

’bjl < |bN,1‘ ,VJ > N — 1.

Si on applique 'induction sur la fonction g(x), on conclut qu’elle posséde au plus (N — 1)
zéros dans D(0,1), d’ou f(x) = (x — a)g(x) posséde au plus N zéros dans D(0,1). Ceci

termine la démonstration. O

Définition 1.5.6. Soit f(z) = > a,2" € A(K) (resp. f € A(D(0,R))). On définit le

n>0
module maximum de f, pour r €0, +0o0] (resp. r €]0, R[), par la formule

[f1(r) = max|an|r
L’application r — | f|(r) définit une fonction réelle sur l'intervalle [0, R[C R.

Le résultat suivant nous donne la relation entre le module maximum d’une fonction

analytique et sa dérivée.

Théoréme 1.5.7. [22, Corollaire 13.6] Soit f € A(K) (resp. f € A(D~(0,R))). Pour tout
r €]0,+oo[ (resp. 7 €]0, R[), on a

710 < T IF1)
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Preuve. Soit f € A(K) (resp. f € A(D(0,R))), soit r €]0,+oo| (resp. r €]0, R[), si
f(x) =3 a,z", alors f'(x) = . na,z"'. D’ou,

n>0 n>1
F'] (1) = max [nan| ™! = 2 max [na,| ™ < - max |an " = 2|£|(r)
n>1 " r n>1 " ~ >0 " r ’
]

Théoréme 1.5.8. [22, Théoréme 13.1] Soit r €]0,+oc[. Alors A(D(0,7)) est l’ensemble

+o00o
des séries entieres f(x) = Y apz™ telles que lim |a,|r™ =0, et
n—0 n—~+00

HfHD(o,r)ISgglanIT": lim | f(z)] = [f](r).

|| = |z|<r
De plus, on a ||.|| est une norme ultramétrique multiplicative sur A(D(0,r)). Elle est appelée

la norme de Gauss.

Proposition 1.5.9. [22, lemme 4.2] Soit P(z) = zq:ajxj € Klz] non nul et soit r €
10, +00]. Alors |P(x)| admet une limite | P|(r) quand |iTOtend vers r mais |x| # r et |P|(r) =
max |a;|ri. De méme, pour a € D(0,7), |P(z)| admet la méme limite |P|(r) quand |z — al
tend vers r mais |x — a| # r. Soit x € D(0,r). Alors |P(z)| < |P|(r). Si P n’a pas de zéros

dans la classe de x dans D(0,r), alors |P(z)| = |P|(r). Si P admet au moins un zéro dans

cette classe, alors |P(x)| < |P|(r).

Comme propriétés de la fonction |f|(r) on a :
Proposition 1.5.10. /6, Proposition 25/ On suppose que la fonction f € A(D(0,1)), 0 <
r < R, f n’est pas nulle. Alors :

1. La fonction |f|(r) est croissante ;

2. Sila fonction f a un zéro b dans le disque D(0,r), la fonction |f|(r) est strictement

croissante si r > |b| ;

3. La fonction |f|(r) est continue.

Preuve. 1. On a déja vu que |f|(r) est la borne supérieure de |f(x)| sur le disque
D*(0,7). On suppose que r > ry > r; > 0, d’ot,
r1) = ma ) < ma T)| = r2),
) = _max (@] < _max ()] = |f](r2)

ce qui donne le résultat recherché.
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2. Soit 7o > |b]. On a |f|(ro) = |as| 7§, pour un s > 1, en raison de la présence d’au
moins un zéro dans le disque D% (0,79). Comme as n’est pas nul, si r > rg, on a

las| r® > |as| r§, donc
[£1(r) = max fax| 7 > Jag|r* > |as| 7§ = |£] (ro)

D’ou |f|(r) est strictement croissante pour r > |b|.
3. Fixons f €]0,7[. Alors |a,| 8" tend vers 0 si n — +o00o de sorte qu’il existe NV entier
tel que

n __ n
g lanl 67 = mgrlenl 57

Il en résulte que si t € [0, 8], on a aussi
max [a,| " = max|a,| " = | ](t)

Comme la fonction ¢ — max |a,| ™ est clairement continue.

Ce qui termine la démonstration de la Proposition 1.5.10. O]
Le lemme suivant jouera un role important dans les prochains chapitres.

Lemme 1.5.11. [6, Lemme 1] Soit Q(z) = bo+...+bsx®, un polynome de K[z]. On suppose

que |bs|r* = max {|b;|r7} = ||Q||. Alors le polynéme Q a toutes ses racines dans D*(0,7).

Preuve. Montrons que le polynéme Q(z) a toutes ses racines dans K dans le disque
D*(0,r). On factorise Q(z); Q(z) = bs(x — ay)...(x — as), ou les o; (i = 1,...,s) sont
dans K et pas forcément distincts. La valeur absolue de z — o sur le disque DT(0,r) est
max{r, |o;|}. Par suite ||Q| = |bs|r® = |bs] Hmax{r |a;|}, comme max{r,|a;|} > r pour
tout i, et que le produit est égal a r*, on a max{r la;|} = r pour tout 7, et on conclut que

|a;;] < r pour tout i. On a donc bien montré que toutes les racines de () sont dans le disque

D*(0,7). O

Proposition 1.5.12. [6, Lemme 1] Soient P(z) et Q(x) deux polynémes de K|x]. Si H et
R sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de P par @, alors

IHIIQI < 1P et |RB] < [P]-
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1.5.1 Théoréme de factorisation ou théoréme de préparation de

Weierstrass

Théoréme 1.5.13. [6, Théoréme 1] Soit f(x) = i a,x™ une série entiére non nulle 4
coefficients dans K, convergente dans le disque D*(On,:TO), appartenant a A(DT(0,r)) et s un
indice tel que |ag|r® = |f|(r), et |aj|r? < |as|r® pour j > s. Il existe alors un couple (Q, H), Q
et H(x)

étant un polynome de Klz], Q(x) = by + ... + bsr®, avec |bs|r° = |Q|(r) = |f|(r)
une série entiere appartenant o A(D*(0,7)) telle que |H — 1|(r) < 1 et f(x) = Q(
Nous allons déduire de ce résultat un certain nombre de propriétés qui nous seront utiles

Théoréme 1.5.14. [6, Corollaire 3] Soit f(x) = i a,x™ une série entiére non nulle a
coefficients dans K, convergente dans le disque D*ELS,OT), appartenant o A(DT(0,r)), et s
un indice tel que Uon ait |as|rs = |f|(r), et |a;|r? < |as|r® pour j >s. On a
a) Si s > 1, la fonction [ a exactement s zéros dans le disque DT(0,7), compte tenu
des multiplicités ;
b) La fonction f n'a aucun zéro dans le disque DT (0,7) si et seulement si s = 0, et sa

valeur absolue y est alors constante dans ce disque.

Preuve. On va utiliser le Théoréme 1.5.13. On a f = QH, avec les propriétés indiquées.

a) Comme |H — 1|(r) < 1, nous avons |H(x)| = 1, pour tout z € D(0,1), donc H(z)
ne s’annule pas. Comme le polyndéme () qui intervient dans la factorisation a toutes
ses racines dans le disque DT (0, 7). D’aprés le Lemme 1.5.11, f a exactement s zéros
compte tenu des multiplicités dans ce disque.

b) Si f n’a aucun zéro dans le disque, on doit avoir s = 0 par a). Si s = 0, le polynéme
(2 qui intervient dans la décomposition f = QH est un polyndéme de degré 0. Donc
f est une constante ¢ non nulle puisque f est non nulle. Comme |H — 1|(r) < 1, on
a |H(z)| = 1 pour tout z € DT(0,1). par conséquence |f(z)| = |¢|.

D’ot, on a montré le Théoréme. O

Corollaire 1.5.15. [6, Corollaire 4] Soit f(x) une série entiére vérifiant les hypothéses du
théoréme précédente ; on suppose de plus que lentier s est égal a 1. Alors la série f(x) a un

unique zéro dans le disque DV(0,7), et ce zéro est dans K.
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+0o0
Théoréme 1.5.16. /22, Théoréme 23.10] Soit f(z) = > a,a™ € A(D~ (0,R)). Alors f
n=0
a un nombre fini des zéros dans D~ (0, R) si et seulement s’il existe un entier ¢ € N tel
que |a4| R? > sup la,| R™. De plus, si t € N est le plus petit de tous les entiers q tel que

lag| RT > sup \an\ R™, alors f a exactement t zéros dans le disque D~ (0, R).

+oo
Théoréme 1.5.17. [22, Théoreme 23.16] Soit f(x) = Y a,a™ € A(D~ (0, R)). Les condi-
n=0
tions suivantes sont équivalentes :
i) f n'a pas de zéros dans le disque D~(0, R).

i) |f(x)| est égal & une constante non nulle dans le disque D~ (0, R).

Preuve. Supposons que f n’a pas de zéros dans D~ (0, R). Alors, d’aprés le théoréme
précédent, on a |ag| > |a,|r™ Vn € N. Ce qui entraine |f(z)| = |ag|, Vo € D~ (0, R) et on
obtient ii). Inversement, Supposons que |f(z)| est égal & une constante non nulle dans le
disque D~(0, R). Donc, |f(z)| = ay = |f|(r), d’aprés le Théoréme 1.5.14 f n’admet aucun
zéro dans le disque D~ (0, R). O

Corollaire 1.5.18. /33, Corollaire 1.27] Soit f € A(K) non constante. Alors f admet au
moins un zéro dans K. De plus, si f est transcendante (c’est—d—dire f n’est pas un polynéme),

alors f a une infinité de zéros dans K.

Corollaire 1.5.19. /33, Corollaire 1.28] Soit f € A(K). Si f n’a aucun zéro dans K. Alors

f est une constante.
Pour énoncer le prochain théoréme, on aura besoin de la définition suivante.

Définition 1.5.20. Une suite (ay), oy CJO, R[ est appelée suite a distance croissante si la

suite |any1 — an| est strictement croissante et si (ay), oy @ une limite dans R

Théoréme 1.5.21. [22, Théoreme 25.15] Soit f(z) = Z anz™ € A(D™(0,R)). L’ensemble

des zéros de f dans le disque D~ (0, R) est une suite de zeros sitmples a distance croissante

st et seulement si la suite I’est aussi. De plus, si la propriété précédente est satisfaite,
Ap+1
alors la suite de zéros de f dans le disque D~ (0, R™) est une suite ()nen telle que |a,| =

Qn

et lim |a,|=R
n—-+00

Qp41
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Proposition 1.5.22. /6, Proposition 28] Soit f une fonction entiére, que l’'on suppose non
polynomiale. Alors l’ensemble des zéros non nuls de f forme une suite infinie, que l’on range
par ordre de module croissant et que [’on note a,,. La suite |a,| tend vers Uinfini, et on peut

écrire [ sous la forme d’un produit infini :

f(z) = c:pkﬁ (1 . 57)

ou ¢ est une constante, et k € N l"ordre de x = 0 comme zéro de f.

1.6 Polygdne de valuation

Supposons que la série entiére f(x) = > a,x™ est non constante et de rayon de conver-
n>0

gence R non nul (éventuellement inﬁni). On définit la fonction ®; comme suit

Q1 =]—o0,logR[—R

logr — ®¢(logr) =log|f|(r) = max {log|a,| +nlogr},
cette fonction est appelée la fonction de valuation de f, c’est une fonction convexe,

continue, croissante et affine par morceau.

Le graphe de ® est connue en analyse ultramétrique comme "le polygone de valuation

de la fonction f".

Notation. On note vt (f,r) le plus grand entier j tel que
log|a;| + jlogr = ®;(logr) = max {log|a,| +nlogr}.

C’est-a-dire que, |aj|r? = rg§8<|an| ™. De méme, on note v—(f,r) le plus petit entier s tel
que
log |as| + slogr = ®¢(logr) = max {log|a,| +nlogr}.
Théoréme 1.6.1. [6] La fonction @ vérifie les propriétés suivantes :
1. St f a un zéro dans D™(0,7), la fonction @ est strictement croissante pour logr >
log |b| ;
2. La fonction ®; est dérwable a gauche et a droite en chaque point logr € I. Sa

dérivée a gauche en logr est égale a v=(f,r) et sa dérivée a droite en logr est égale

avt(f,r);
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3. Le nombre de zéros de f dans le cercle C(0,r), en prenant en compte les multiplicités,
est égale a v (f,r)—v=(f,r), ow v (f,r) (resp. v=(f,r)) est le nombre des zéros de

f dans le disque D*(0,7) (resp. D‘(O,r)).

Exemple 1.6.2. Comme une application de ce que nous avons €voqué précédemment, on
considere le polynome P(z) = (p* +p?) + (p+p)z + (p+ 2p?)2? + p*x®, avec ses coefficients
dans C, et p un nombre premier supérieur strictement a deux. D’abord, on sait que le corps
C, munt de la valeur absolue p-adique est un corps ultramétrique complet et algébriqguement

clos. La question est maintenant de savoir ou appartiennent ces racines ?

D’abord, on a |agl, = p~?, la1|, = p~, lasl, = p~" et |as|, = p~>. Calculons |P|(r).

1 ..

Pour r = ot on a |agl,™® = p72, lar|, 7t = p7?, |ag|,r* = p° et |ag|,r* = p~*. Dou
1 1 1

| P| <—2> =p~2. Donc, vt (P, —2) =v- <P, —2> =0, alors P n’a aucun zéro dans le disque
p p p

fermé de centre zéro et de rayon r = —.
p

3

Pour r = —, on a |agl, ™ = p7?, |as], 7! = p7?, |ag|,7* = p~? et |ag|, 7’ = p~°. D'ou

p
1 1 1
|P|<—> = p~2. Donc, vt (P, —) =1, alors P admet un zéro dans le disque D™ <0, —) et
p p p

1 1
v- (P, —) =0, alors P n’a aucun zéro dans le disque D~ <0, —) , il est clair que le polynome
p p

P admet un zéro dans le cercle C(O, 1) car vt (P, %) —v- (P, %) =1.

Pour r =1, on a |agl, ™ = p~?, |a]Z|pr1 =p!, 1|9a2|p7’2 = p_le et |ag|,r® = p~*. D’ou
|P|(1) = p~'. Donc, v*(P,1) = 2, alors P admet deuz zéros dans le disque D*(0,1) et
v—(P,1) = 1, alors P a un zéro dans le disque D~(0,1), il est clair que le polynéme P
admet un zéro dans le cercle C(0,1).

pour r =p, on a |a0|pr0 =p2 ]a1|p7’1 =1, |a2|pr2 =p et |ag|pr3 = p. D’ou |P|(p) = p.
Donc, vt (P,p) = 3, alors P admet trois zéros dans le disque DT (0,p) et v~ (P,p) = 2, alors

P admet deux zéros dans le disque D~(0,p). Il est clair que le polynome P admet un zéro

dans le cercle C(0,p).
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1.7 Fonctions méromorphes ultramétriques

Dans cette partie, on va présenter quelques définitions et propriétés liées aux fonctions

méromorphes dans un corps ultramétrique.

Définition 1.7.1. On dit que le point a € K est un point singulier isolé d’une fonction s’il
existe un voisinage de a (c’est—d—dz’re il existe un disque ouvert de centre a et de rayon r)

tel que [ est analytique sur ce voisinage sauf a (c’est-a-dire f € A(D™(a,r)\{a})).

Définition 1.7.2. On dit qu’une fonction f est méromorphe sur K (Tesp. f est méromorphe
dans D(0, R)) si elle est analytique sur K (resp. f est analytique dans D(O,R)) sauf aux

points de singularités isolées qui sont des pdles.

Notation. On note M(K) (resp. M(D~ (6, R))) le corps des fonctions méromorphes dans
K (resp. dans D‘(@,R)), c’est-a-dire le corps de fractions de A(K) (resp. de fractions de
A(D™(6,R))) et K(z) Uensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K.

On note par M(K)\K(z) 'ensemble des fonctions méromorphes transcendantes sur K (c’est-

a-dire les fonctions méromorphes qui ne sont pas des fractions rationnelles dans K)

Remarques. Si la fonction f est méromorphe dans K (resp. dans D(0, R)), alors, il existe
deux fonctions g et h qui sont analytiques sur K ('resp. g,h € A(D(0, R))), tel qu’on peut

écrire f = S, ot g et h sans des zéros communs. On a
1. Le nombre des poles de f est fini dans un domaine borné.
2. Les zéros de f sont des zéros de h, et les pdles de [ sont des zéros de g.
3. Toute fonction entiére est une fonction méromorphe. Autrement dit A(K) ¢ M(K).

4. Toute fonction rationnelle dans K est une fonction méromorphe.

La valeur absolue |.| défini sur A(K) (resp. défini sur A(D~(0.R))) quand r € [0, +oo]

(resp. quand r €]0.R[), étend d’une maniére naturelle & M(K) (resp. M(D~(0.R))) quand

G

r € [0, 4o00[ (resp. r €]0, R[), en posant | f|(r) ol uf= S, tel que g, h € A(K) (resp.

g,h € A(D™(0,R))).

Comme généralisation du Théoréme 1.5.7, nous avons le résultat suivant
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Théoréme 1.7.3. [14, Lemme 4] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))). Pour tout
r> 0 (resp. r €0, RD), on a |f|(r) < %|f|(7~).

Preuve. Posons [ = S ou h,g € A(K) (resp. A(D(0, R))). Pour r > 0 (resp. r €0, R]),
ST (r) _ |hg = hg'|(r)

NOUS avons 710 = () , mais évidemment |h'g—g'h|(r) < max{|Wg|(r), |hg'| (1)},
/ h/ /
ce qui entraine que |{f||((:)) < max { |’h"(<:>>, ||gg||((:)) } Alors, d’aprés le Théoréme 1.5.7, on
/ / /!
ARG R LG R O i O 0O
[A[(r) = gl(r) — o r

Corollaire 1.7.4. Soit f € M(K)

r €]0,R[) etn € N*, on a |f™|(r) < —|f|(r) ot f") est la dérivée d’ordre n de f.

TTL
Théoréme 1.7.5. [23, Théoreme 2.1.2] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))). Si f
n’a aucun pole dans K (resp. f n'a aucun péle dans le disque D*(O,R)), alors [ € A(K)
(resp. f € A(D=(0,R))).

Preuve. 11 suffit de montrer que, pour tout r > 0 (resp. r €]0, R]), la fonction f appartient
a A(K) (resp. f € A(D~(0,R))). Pour montrer cela on écrit f sous la forme f = h ol
h,g € A(K) (resp. h,g € A(D~(0,R))) et g # 0. Par hypothése, si f n’admet aucungpéle
dans K (resp. f n’admet aucun pole dans D~ (0, R)), c¢’est-a-dire g n’a aucun zéro dans K
(resp. g n’a aucun zéro dans D~ (0, R))), alors, d’aprés le Théoréme 1.5.17 on a, g est une
fonction constante dans K (resp. g est constante dans D~ (0, R))), d'ou, f € A(K) (resp.
f e A(D(0,R))). O

Les corollaires suivants sont des résultats immédiats & partir de Corollaires 1.5.18 et

1.5.19

Corollaire 1.7.6. Soit f € M(K) (resp. feM(D(0, R))) n’ayant ni zéros ni poles dans
K (resp. dans D~ (0, R)). Alors f est une constante dans K (resp. dans D~(0, R)).

Corollaire 1.7.7. Les fonctions méromorphes transcendantes dans K ont, en général, une

nfinité des zéros ou une infinité des poles.
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Chapitre 2

La théorie de distribution des valeurs

sur un corps ultramétrique
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Dans les deux domaines de mathématique, ’analyse complexe et ’analyse ultramétrique,
la théorie de Nevanlinna joue un role important dans 1’étude des problémes de distribution
de valeurs. La théorie classique (dans le corps des nombres complexes) a été développée par
le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna en 1925.

En 1983, dans [35], H. H. Khoai considére des fonctions méromorphes dans le disque
unité de C,. Sa définition de la fonction caractéristique 7'(r,.) ne lui permet d’obtenir qu'un
résultat comparable au premier théoréeme fondamental classique de Nevanlinna. Cependant,
il a annoncé avoir amélioré ses résultats et avec M. V. Quang, ils ont introduit I’analogue

de la théorie de Nevanlinna dans le disque unité de C, en 1988 (voir [36]). Puis, en 1989, A.
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Boutabaa [12] a prouvé I'analogue p-adique des deux théorémes principaux et il a développé
les relations de la théorie classique de Nevanlinna dans M(K). Ensuite, en 2001, lui et A.
Escassut ont étendu cette théorie aux fonctions dans M(D~(0, R)).

Dans ce chapitre, on va présenter la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes définies sur un corps ultramétrique complet et algébriquement clos que 1'on
note K. Puis, on va donner I’analogue du théoréme classique de Valiron-Mokhon’ko. A la

fin, on va définir 'ordre de croissance d’une fonction méromorphe.

2.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Pour toute fonction méromorphe dans K (resp. dans D~(0, R))), on note wa(f) (qui est
un entier de Z) l'ordre de « tel que a soit un zéro ou un pole de f, c’est-a-dire f(x) =

> an(r — )" et a,, # 0, alors w,(f) = na.
n>ne
Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0, R))) n’ayant ni zéro ni péle en 0, et soit, r €] 0, +oo]
(resp. r €]0, R[). On note Z(r, f) la fonction de comptage des zéros de f dans D~(0,r),

comptés avec leurs multiplicités et qui est défini par

Z<Ta f) = E wa(f)(logr—log\a]).
loo| <r
Wa(f>>0

De méme, on note Z(r, f) la fonction de comptage des zéros de f sans prendre en compte

les multiplicités. On pose

Z(r, 1) =" (logr —log al).

lal<r

De fagon analogue, on note N (r, f) la fonction de comptage des poles de f dans D~ (0, ),

comptés avec leurs multiplicités. On pose

N(r, f)=— Z wa(f)(logr —log |a]) = Z(r, ?> et N(r, f) = Z(r, l),
lal<r

wa (f)<0

ott N(r, f) la fonction de comptage des poles de f dans le disque D~(0,7) sans prendre en

compte les multiplicités.
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Enfin, pour # > 0, on pose logt 2 = max(0,logz), tel que > 0 et log est une fonction

logarithmique réelle. On définit pour r €]0, +00| (resp. r €]0, R|)

m(r, f) = max{log | f|(r), 0}.

La fonction m(r,.) est appelée fonction compensation.
En considérant les définitions ci-dessus de Z(r, f), N(r, f) et m(r, f), on obtient les

propriétés suivantes

Proposition 2.1.1. /33, Proposition 2.1] Soient f,g € M(K) (resp. fig € M(D‘(O,R)))

et n’ayant ni zéro ni péle en 0. Alors pour r > 0 (resp. r €]0, RD, on a
N(r,f+9) < N(r, f)+ N(r,g) et N(r, fg) < N(r, f) + N(r,g).

Preuve. Les deux inégalités sont triviales puisque 'ordre de multiplicité de poles de f + ¢
ou fg au point x est au plus égal a la somme d’ordre de multiplicité de poles de f et g au

. R
point x, d’ou,

Avant de donner quelques propriétés liées a la théorie de Nevanlinna on introduit les

notations suivantes.

Notation. Soient 1, ¢ deux fonctions réelles définies sur lintervalle I =]0,4o00| (resp.

1 :]O,R[) et soit v € I tel que ¢ ne s’annule pas pour r assez grand (resp. r assez proche

de R). On note par ¥(r) = O(é(r)) si vir) est bornée quand r assez grand (resp. v assez

¢(r)
proche de R) et dans ce cas, on dit que 1 est dominée par ¢. On note par ¥(r) = o(¢(r)) si
TEIJPOO Z((:; =0 (resp. }1_%% = ) et dans ce cas, on dit que 1V est négligeable devant ¢.

Proposition 2.1.2. /33, Proposition 2.2] Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D~(0, R)))
et a € K. Alors pour r > 0 (resp. r €]0, R[), on a :

1. m(r, f + ¢g) < max {m(r, f),m(r, g)}

2. m(r,f —a) =m(r, f)+ O(1).
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3. m(r, fg) <mf(r, f) +m(r,g).

4. m(r, af/) =m(r, f) + O(1).
5. m(r, f7> =0.

Preuve. Puisque |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique, elle satisfait I'inégalité trian-
gulaire forte, c’est-a-dire que |f + g|(r) < max{|f|(r),|g|(r)}, aussi |fg|(r) = |f]|(r)|g|(r).
Par conséquent, grace a la croissance de la fonction logarithmique, on déduit sans difficulté
1, 3, et 4.

Pour montrer 1’égalité 2, on suppose que |f|(r) > |a|, et pour r assez grand (resp. assez

proche de R), on a
|f = al(r) = max{|f|(r), |a[} = |f](r),

d’ott, m(r, f —a) = m(r, f). Alors que, si |f|(r) < |a|, on a |f — a|(r) < |al, ce qui entraine
Im(r, f —a) —m(r, f)] <logla| et ainsi m(r, f —a) = m(r, f) + O(1).
|£1(r)

1
Finalement, D’apreés le Théoréme 1.7.3, nous avons ~——— < —. D’ou, pour r > 1 (resp.

[fl(r) = r
r €]1,R[), on a m(r,f?) = 0 ce qui montre 'égalité 5. Ainsi, la Proposition 2.1.2 est

/

démontré. O

2.1.1 Formule de Jensen

La formule qu’on donne dans le théoréme suivant est la version ultramétrique de la

formule de Jensen qu’on utilisera tout au long de ce travail.

Théoréme 2.1.3. /33, Formule (1.8), P. 21] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R)))
n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0, +00] (resp. r €]0, RD, on a

108(171() = 1og |F(O) + 3 (waf) — wa () ) Tog -

2.1
la|<r / 0

ol

La preuve de cette formule est plus facile que la démonstration de la formule classique
de Jensen (au cas complexe). Elle est conséquence des propriétés du polygone de valuation.
En utilisant les notations ci-dessus de N(r, f), Z(r, f) et la définition de m(r, f), on
définit une autre version ultramétrique de la formule de Jensen plus simple, trés connue et

plus utilisée que la formule (2.1).
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Théoréme 2.1.4. [33, Formule (2.1), P. 33] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R)))

n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors,
log |f|(r) = Z(r, f) — N(r, f) +1log(|f(0)]), pour tout r >0 (Tesp. r €]0, R[) (2.2)

Maintenant, quand f n’a ni zéro ni pole en 0, on définit la fonction de Nevanlinna (appelé

aussi la fonction caractéristique) de f par

T(r, f)=m(r,f)+ N(r, f). (2.3)

L’analogue classique de la fonction caractéristique T'(r,.) peut étre trouvé dans [27, Sec.
2.
Comme une conséquence immeédiate de la définition de la fonction caractéristique 7'(r, .),

on a les corollaires suivants.

Corollaire 2.1.5. Soit f € A(K) (rep. f € A(D(0,R))) non nulle en 0. Alors, on a
T(r,f)=Z(r, f) 4+ O(1),Vr €]0, +o0] (resp. r E]O,RD.

ce résultat nous donne la fonction de Nevanlinna dans un cas particulier ou f € A(K)

(rep. f € A(D~(0,R))).
Corollaire 2.1.6. [12, Formule (1.5)] Soit f € M(K) (rep. f € M(D~(0,R))) n'a ni zéro

1
ni pole en 0. Alors T<r, ?> =T(r,f)+ O(1), pour tout r >0 (resp. r] €0, RD

1
Preuve. En utilisant le fait que logz = log™ 2 —log® =, pour > 0 et d’aprés la définition
x

de la fonction de compensation m(r, f), on déduit que

g 171(r) = m(r. f) = m(r. )

Donc, d’apreés la formule de Jensen (2.2) et la définition de la fonction caractéristique, on a

7(r, f) =7 (. %) Flog|£(0)].

Ce qui achéve la démonstration. n

une autre version plus forte de la fonction de Nevanlinna est la suivante
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Théoréme 2.1.7. [15, Introduction] Soit f une fonction méromorphe non constante dans
K (resp. f € M(D(0,R))), la quelle n’a ni zéro ni péle en 0. Alors pour tout r €]0,400]
(resp. r E]O,R[), on a

7(r, f) = mas{N(r. ). N, %) rom}.

Preuve. D’aprés la formule de Jensen (2.2), on a

log | f|(r) + N(r, f) = Z(r, f) + log[£(0)],

En introduisant la fonction max, on obtient

max{log | f[(r) + N(r, f), N(r, f)} = max{Z(r, ) + log [ f(0)|, N(r, f)}.
D’ou, N(r, f) + max{log |f|(r),0} = max{Z(r, f) +log|f(0)|, N(r, f)}. Ce qui implique

T(r,f) = max{Z(r, ) +log [f(0)|, N(r, f)}.
D’ou le résultat. O

Remarque. [l existe d’autres définitions des fonctions de Nevanlinna qui ne contiennent
pas |f(0)| lorsque la fonction f n’a ni zéro ni pole en 0. Par exemple A. FEscassut, A.
Boutabaa, C. C. Yang et autres considérent toujours que T'(r, f) = max{Z(r, f), N(r, f)}
ouT(r, f) = max{Z(r, f),N(r, f)} + O(1). En fait, toutes les définitions sont équivalentes

par les inégalités, jusqu’a une constante additive.

Théoréme 2.1.8. [20, Théoréeme. 9] Soit f une fonction méromorphe non constante (resp.

f € M(D(0,R))), alors T(r, f) = oo quand r — oo (resp. T(r, f) = R quand r — R).

Les propriétés de T'(r, .) sont assez semblables a celles connues dans le corps des nombres

complexes C. Cependant, la propriété (3) ci-dessous est spécifique a I’analyse ultramétrique.

Proposition 2.1.9. [20, Théoréme. 5] Soient f,g € M(K) (resp. f.g € M(D‘(O,R)))
non identiquement nulles et n’ayant ni zéro ni pole a lorigine. Alors pour tout r €]0, 400|

(resp. r €]0, R[), on a

LT f+g9) <T(r f)+T(rg).
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2. T(r, fg) <T(r, ) +T(r,g).
3. Si f,g € AK) (resp. f,g € A(D(0,R))), on aT(r, f+g) < max{T(r, f),T(r,g)}.

Preuve. On sait que T'(r, f) = m(r, f) + N(r, f). D’aprés la Proposition 2.1.1 et la Propo-

sition 2.1.2 (les propriétés 1 et 3), on trouve sans difficulté
T(r,f+9) <T(r, f)+T(r,g) et T(r, fg) <T(r,f) +T(r,g).

D’aprés 'hypothése f et g sont des fonctions entiéres (resp. analytique dans le disque ouvert
de centre 0 et de rayons r), d’ot N(r, f) = N(r,g) = 0. L’inégalité est immédiatement
déduite de la Proposition 2.1.2 (la propriété 1). O

Remarque. Remarquons que les fonctions Z(r, f), N(r,f) et T(r, f) sont positives. De
plus, si une fonction f admet un zéro ou un pole en 0, on peut réaliser un changement
d’origine pour redéfinir les fonctions Z(r, f), N(r, f) et T(r, f).

Comme on a déja dit précédemment, la théorie de Nevanlinna s’exprime par deux théo-
rémes fondamentaux. Pour démontrer le premier théoréme, on a besoin de la proposition
suivante.

Proposition 2.1.10. /12, Proposition 12] Soient f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) et
a € K (resp. a € D=(0, R))) tels que f n'a ni zéro ni pole en zéro et f(0) # a. Alors pour
r €]0,4o0[ (resp. r €]0, R[), on a :
1. T(ryaf)="T(r, f)+ O(1).
2. T(r,f—a)=T(r, f) +O(1).
Preuve. D’aprés la Proposition 2.1.2, on a m(r,af) = m(r, f) + O(1) aussi m(r, f —a) =
m(r, f) + O(1). D’autre part, il est clair que le nombre des poles des af et f —a sont égaux
le méme nombre des poles de f, d’'ou N(r,af) = N(r,f —a) = N(r, f). Par conséquent,
T(roaf)=T(r, f)+0Q) et T(r,f —a)=T(r, f) + O(1). O

2.2 Théorie de Nevanlinna

Dans cette section, on introduit quelques résultats de base qui seront utilisés dans les
sections suivantes. Tout d’abord, on prouve ’analogue ultramétrique du premier théoréme

principal. Puis, on va présenter 'analogue du deuxiéme théoréme fondamental.
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2.2.1 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 2.2.1. [33, Théoréeme 2.13] Soient f une fonction méromorphe non constante
dans K et a € K tels que f n’a ni zéro ni pole en zéro et f(0) # 0. Alors pour tout r positif,

on a

T(r, 7 i a) =T(r, f)+O(1).

Preuve. La preuve est trés facile et vient directement du Corollaire 2.1.6 et la Proposition

2.1.10 (la propriété 2). O

2.2.2 Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna

Le premier théoréme de Nevanlinna a trés peu d’importance. Par contre, le second théo-
réme est essentiel : c¢’est lui qui permet de résoudre des problémes. Il est plus utilisé dans la
théorie de distribution de valeurs. La version ultramétrique a été d’abord introduite par A.
Boutabaa [13] en considérant le corps K tout entier. Ensuite, avec A. Escassut [15] ils ont
étendu ce théoréme a D~ (0, R). Maintenant, on donne I’analogue ultramétrique du deuxiéme

théoréme principal (voir par exemple |17, 20, 36|)

Théoréme 2.2.2. [33, Théoreme 2.15] Soient ay, . ..,a, € K ot g > 2. Soit f une fonction
méromorphe non constante dans K (resp. dans D~ (0, R)) telle que f n’ayant ni zéro ni pole

en 0, f' et f — a; ne sont pas nulles en 0. Alors pour r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), on a

(q—1)T(r, f) < N(r, f)—i—ZN (r, f—;a) —N (T,% flr) £FaVi=1,. .. ,q) —logr+O(1).

La preuve de ce théoréme est trés longue et on peut la trouver dans [33, pages 44-46|.

2.3 Estimations de la croissance des fonctions méromorphes

Avant de donner quelques propriétés de la théorie de Nevanlinna liées aux fonctions
méromorphes, on donne une définition qui aura un réle majeur dans ce chapitre et dans
le dernier chapitre. Ensuite, nous étudions deux exemples et donnons une estimation de la

fonction de Nevanlinna d’'un polyndéme et d’une fraction rationnelle.
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Définition 2.3.1. Soient P, Q) sont des polynomes ont des coefficients dans K, sans zéros

P
communs, on appelle degré de la fonction rationnelle R(x) = %, et on note deg(R) le
x

nombre deg(R) = max{deg(P), deg(Q)}.
Exemple 2.3.2. Soit A un polynome a coefficients dans K

K

= Zajxj(ak #0).

=0
Maintenant, on estime T(r, A). Soit {ay,as, ..., a,} Uensemble des zéros de A (il est claire
que n < k), et soient wa,,Way, - - -, Wa, leurs ordres de multiplicité respectifs. On suppose

que vy = sup || et r > ~. Alors
1<i<n

N(r,5) = 3 w1057 ~logas))

= wa,(logr —log7) + Y wa,(logy — log |as])
=1 i=1

= logriwai + iw%(
i=1 i=1

— log’y).

Puisque K est un corps ultramétrique complet et algébriquement clos, on a Y w,, = deg(A).

i=1
D’ou

T(r,A) =m(r, A) = deg(A)logr + O(1).

Exemple 2.3.3. Soit A et B deux polyndomes premiers entre eux et avec des coefficients

dans K
Zajazj ar # 0), bejb #0).
. ‘ . . A .
Maintenant, on va estimer T'(r, R) pour la fonction rationnelle R = Il Soit{ay,ag,...,a,}
et {51, Pa, ..., Bs} les ensembles des zéros de A et B respectivement. D’apres l'exemple Pré-

cédent, lorsque r > max{vy1,72}, on a
Z(r,A) = klogr +0O(1), et Z(r, B) = qlogr + O(1).
Donc d’aprées la définition de la fonction caractéristique de Nevanlinna, on a

T(r,R) = max{Z(r, A) + log |A(0)|, Z(r, B)} = deg(R)logr + O(1),
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ou, par définition,

deg(R) = max{q, k}.
Inversement, si une fonction méromorphe f sur K satisfait
T(r,f)=0O(logr) (r — +00),

alors f est une fonction rationnelle.

De 'Exemple 2.3.3, on obtient les propriétés suivantes :

Corollaire 2.3.4. /33, Corollaire 2.46] Une fonction méromorphe f dans K est une fonction

T
rationnelle de degré d si et seulement st lim —(T’ /) =
r—+o0 logr

Corollaire 2.3.5. /33, Corollaire 2.7] Soit f une fonction méromorphe dans K qui n’a ni

T(r
zéro ni pole en 0. Alors f est transcendante si et seulement si lim (r, /) =+
r—+oo logr

Preuve. D’abord, on suppose que f est une fonction rationnelle. Donc, d’aprés ’exemple

précédent pour tout r assez grand, on a

T(r, f) = deg(f)logr+ O(1).

T
Par conséquent lim (r. /) = deg(f).
r—+o0 logr

Maintenant, on suppose que f est une fonction méromorphe transcendante. D’otu, f

admet une infinité des zéros ou une infinité des poles. Alors, pour tout nombre positif A, on

T
aT(r,f) > Aogr, Vr > 0. Par conséquent lim (r, /) = +00. ]
r—+oo log r

Dans le cas ou f est une fonction méromorphe dans un disque ouvert de centre zéro et

de rayon r, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.3.6. [15, Théorem 1.1] Soit f € M(D~(0,R)) n’ayant ni zéro ni pole en 0.
Alors f est une fonction méromorphe bornée dans D~ (0, R) si et seulement si T(r, f) est

bornée.

Passons au cas plus général ; c’est 'estimation de la fonction caractéristique d’une frac-

tion rationnelle avec plusieurs variables R(z, f) ot f est une fonction méromorphe, puis on

46



Estimations de la croissance des fonctions méromorphes

va présenter l'analogue du théoréme de Valiron-Mokhon’ko dans le cas ultramétrique, qui

va jouer un role important dans le troisieme chapitre. On pose

k

Al f(@) =Y as(@) (),

J=0

ou feta; € MK), (=0,1,...,k) tel que a;, # 0. Alors, on a le résultat suivant

Théoréme 2.3.7. [33, Théoréeme 2.11] Soit [ est une fonction méromorphe non constante,

alors

T(r,Ao f)=FkT(r,f)+ O(ZT(r, aj)>, (2.4)

J=0

ou Ao f est défini par Ao f(z) = A(zx, f(z)).

De plus, si b, ..., b, sont des fonctions méromorphes dans K avec b, # 0 tells que

B(z, f(x)) =) bi(2)f(x)’,

7=0
et Az, f) sont des polyndmes premiers entre eux en f. on pose

Et on a le résultat suivant

Théoréme 2.3.8. [33, Théoreme 2.12] Soit f est une fonction méromorphe non constante,

alors

T(r,Ro f) = max{k,q}T(r, f) + O ( Z T(r, a;) + Z T(r, @)) . (2.5)

Le Théoréme 2.3.8 a été prouvé par Gackstatter et Laine [24], et Mokhon’ko [43] pour
les fonctions méromorphes sur C (voir aussi Pei chu Hu et Chung chun Yang [31, 32]). Dans
le cas ultramétrique et comme une version particuliére du Théoréeme 2.3.8 ot les coefficients
{a;} et {b;} de la fonction R(x, f) sont des fonctions rationnelles, Abdelbaki Boutabaa a

démontré le théoréme suivant

Théoréme 2.3.9. [12, Théoréme II.1] soit f une fonction méromorphe et R(z, f) une
fonction rationnelle irréductible en f telle que

P(x, f(x) 30 yai(x)f (@)

R(%f(x)) = Q(a:,f(as)) - ?:0 bj($)f($)j7
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ou les coefficients a;(z) et b;(x) sont des fonctions rationnelles, alors la fonction caractéris-

tique de R(x, f) satisfait

T(r,R(z, f)) = max{p, ¢}T(r, f) + O(logr). (2.6)

Le Théoreme 2.3.9 est 'analogue du Théoréeme de Valiron-Mokhon’ko classique.

Grace aux résultats précédents, on a le théoréme suivant qui est un analogue du théoréme

de J. G. Clunie (voir [28, P. 54]).

Théoréme 2.3.10. /33, Théoréme 2.44] Soit h une fonction entiére non constante et si f

une fonction méromorphe transcendante, alors

. T(r,foh) _
ARy, T

Corollaire 2.3.11. /33, Corollaire 2.45] Une fonction méromorphe f dans K, est une fonc-
tion rationnelle de degré d si et seulement si, pour toute fonction entiére non constante h

dans K, on a
. T(r,foh)
lim ————=

=d.
r—+400 T(T, h)

Parmi les propriétés de T'(r, f), on a

Proposition 2.3.12. [12, Proposition 1.4] Soit f une fonction méromorphe dans K telle
que f n’a ni zéro ni pole en zéro. Nous avons les équivalences suivantes :

1. f est une constante si et seulement si T'(r, f) = o(logr), r — +00.

2. f appartient o K(zx) si et seulement si T'(r, f) = O(logr), r — +o0.

3. f est non constante si et seulement si il existe c € R et A > 0 tels que

T(r, f) >logr+c, pourr > A

Lemme 2.3.13. [15, Lemme 2.4] Soit f € M (D~ (0,R)), et soit € > 0. Alors, il existe
¢, € A(D™(0,R)) telles que f = ¢/ip, et Z(r,¢) < Z(r,f) +e, Z(r,¢) < N(r, f) +¢
Vr €]0, R].
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Corollaire 2.3.14. Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) nayant ni zéro ni pole a
lorigine. Alors, il existe ¢, € A(K) (resp. ¢,00 € A(D(0,R))) telles que f = ¢/1,
vérifie

T(r, f) +O(1) > max {T'(r, ), T(r,%)}.
Preuve. Soit f € M(K), d’ou il existe ¢, € A(K) telles que f = ¢/1, vérifie les deux
égalités suivantes Z(r,¢) = Z(r, f) + O(1) et Z(r,v) = N(r, f) + O(1), pour tout r > 0.

Donc, pour tout » > 0, on a

max{Z(r,¢), Z(r, )} < max{Z(r, f), N(r, )} + O(1).

SifeM(D(0,R)),daprés le Lemme 2.3.13, pour € > 0 fixé, il existe ¢, v € A (D~ (0, R))
telles que f = ¢ /v vérifie Z(r,¢) < Z(r, f)+e et Z(r,v) < N(r, f)+¢, pour tout r €]0, R].

Par conséquent, Vr €]0, R[, on a

max{Z(r, ¢), Z(r, )} < max{Z(r, ), N(r, [)} + .

D’autre part, pour tout r €]0 + oo (resp. r €]0, R[), on sait que
T(r, f)+O(1) =2 max{Z(r, f), N(r, f)},

et d’apres le Corollaire 2.1.5, on a Z(r,¢) = T(r,¢) + O(1) et Z(r,¢p) = T(r,¢) + O(1),
pour tout 7 €]0, +o00[ (resp. r €]0, R[). Ce qui achéve la preuve. ]

Enfin, on donne quelques applications de la théorie de Nevanlinna, lesquelles établissent

des liens entre des fonctions méromorphes et leurs dérivées.

Proposition 2.3.15. [12, Proposition 1.5] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) telle
que pour tout entier n, f™ n’a ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0, +oo] (resp.

r €]0,R[), on a
1. N(r, f™) = N(r, f) + nN(r, f),
2. Z(r, f) < Z(r, f) + nN(r, f) — logr + O(1),

3. T(r, f™) <T(r,f) +nN(r, f) < (n+1)T(r, f).
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Preuve. Soient oy, s, ..., a; sont des poles de f dans le disque |z| < r, on suppose que
chaque «; est d’ordre m; tel que i € {1,...,k}. Il est facile de voir que chaque pole o de f
d’ordre m est un pole de f d’ordre m + n. D’otl, les poles de £ dans le disque lz| <

sont aq, ae, ..., o et leurs multiplicité sont my +n, mao+n, ..., my+n respectivement. D’ott
N (r, f(")) = (my +n) (logr —log |oq|) + ...+ (mgp+n) (logr — log|ozk|)
=my (logr —log|oa]) + ...+ mi(logr — log o)
+ n((logr —loglai]) + ...+ (logr — log | ))
= N(r,f) +nN(r, f).
Ainsi, la premiére égalité est démontrée.

2. Montrons la deuxiéme inégalité. Soit 7 €]0, +-00[ (resp. r €]0, R[). D’apreés la formule

de Jensen (Théoréme 2.1.4), on a

Z(r, f) = N(r.f) +1og | f(0)] = log | f|(r) et Z(r, f) = N(r, f') +1log |f (0)] = log |f |(r).
|f1(r)

D’autre part, d’aprés le Théoréme 1.7.3, on a |f'|(r) < ——=. D'oil, en considérant la
r

croissance de la fonction logarithmique, on obtient que log |f'|(r) < log|f|(r) — logr. Par
conséquent

Z(val) < Z(T7f)+N<T7f,) —N(’f‘,f) —10g’f‘+0(1)
Mais, d’aprés la premiére inégalité, N(r, f') — N(r, f) = N(r, f). Alors,
Z(r, ) < Z(r, f)+ N(r, f) = logr + O(1).

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence. On suppose que l'inégalité

précédente est vraie pour tout n < s. Donc
Z(r, f*0) < Z(r f) + N(r, f) = logr + O(1).
Par conséquent

Z (r, fCM) < Z(r, f) + N, f) + ...+ N(r, f) +N (r, f®) —logr + O(1),

~
s fois

Puisque N (r, f (S)) = N(r, f) et ce qui achéve la démonstration de la deuxiéme inégalité.
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3. Pour démontrer la troisiéme inégalité on a les faits que N(r, f) < N(r, f) < T(r, f)
et m(r, f7> = 0, pour tout r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[). D’apreés la définition de la fonction

caractéristique T'(r,.), on a
T (r, f(”)) =N (r,f(”)) +m (r, f("))
=N(r,f)+nN(r, f)+m (T, f(”))

_ (n) /
:N(r,f)—l—nN(r,f)—l—m(r, f{n—l) f? )

_ f(n) f!
SN(Taf>+nN<T7f)+m(T7W) ++m<r7?> —I—m(r,f)

— T(r, f) + nN(r, f).

Par conséquent,
T (r, f™) <T(r, f)+nN(r f) < (n+ DI(r, f).
O

Remarque. La deuxiéme inégalité de la Proposition 2.5.15 n’est pas valable si on considere
des fonctions méromorphes dans C. Voici un contre-evemple : Soit f(x) = e~ @) Il est
clair que f € A(C) n’a pas de zéros dans C. Done, pour toutr >0, on a Z(r, f) = 0. D’autre
— cos(z)

part, on a f'(x) = sin(x)e

C, d’ou

, on sait que sin est une fonction entiére transcendante sur

lim Z(r, f') = Z(r,sin(z)) = +oc.

r—+00
Par conséquent, lir+n Z(r, f'Y—=Z(r, f) = +o0, ce qui contredit l’inégalité de la Proposition
r—r+00

précédente.

Corollaire 2.3.16. Soient f € A(K) (resp. f € A(D(0,R))) et n € N telle que f™ n'a
pas de zéro en 0. Alors, T (r, f™) < T(r, f) + O(1) Vr €]0, 4o0[ (resp. Vr €]0, R]).

2.4 L’ordre de croissance d’une fonction méromorphe

Dans cette section, on va définir I'ordre de croissance d’une fonction méromorphe. Puis,

on donnera quelques-unes de ses propriétés.
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De la méme maniére de la définition connue sur les fonctions méromorphe sur le corps
des nombres complexes C (voir [47]). Dans [10, 11], K. Boussaf, A. Boutabaa et A. Escassut

ont défini 'ordre de croissance d’une fonction méromorphe dans K comme suit.

Définition 2.4.1. Soit f € M(K). On appelle ordre de croissance de f, que l’on note p(f),

la valeur
. log T'(r, f)
=1 —_— 2.7
p(f) = Tim sup o1 (2.7)
Dans le cas particulier ot f est une fonction entiére dans K, on a
log(1
p(f) = limsup Loglog |7](r)) (2.8)

r—s00 log r
On dit que [ est d’ordre fini si p(f) < +oc.

Théoréme 2.4.2. [11, Théoréme 1] Soient f,g € A(K). Alors, si c(|f|(r))* > |g|(r) avec

a et ¢ >0, pour r assez grand, on a
1. p(f) = p(9)-
2. p(f +g) <max(p(f),p(g))-
3. p(fg) = max(p(f), p(g))-

Corollaire 2.4.3. [11, Corollaire 1.1] Soient f,g des fonctions entiéres sur K. Pour tout
n e N, on ap(f*) = p(f). Aussi, si p(f) > plg), alors p(f +g) = p(f).

Théoréme 2.4.4. [11, Théoreme 2] Soit f € A(K) et soit P € Klx]. Alors, p(Po f) = p(f)
et p(f o P) = deg(P)p(f).

Théoréme 2.4.5. [11, Théoréme 3] Soient f, g € A(K)\K(z). Si p(f) # 0, alors p(fog) =
+o0. Et si p(f) =0, alors p(f o g) > p(g).

Remarque. Bien sir, les polyndomes ont un ordre de croissance égal a 0. Sur K comme sur
C, on peut facilement construire des fonctions entieres transcendantes d’ordre O ou d’ordre

0.

Pour plus d’informations sur l'ordre de croissance d’une fonction méromorphe sur K

(voir par exemple [10, 11]).

52



Chapitre 3

Certalnes propriétés des solutions
méromorphes des équations
fonctionnelles dans un corps

ultramétrique
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Dans ce chapitre, on va étudier la croissance des solutions méromorphes de certaines
équations aux différences et aux g¢-différences. Ces équations découlent de I’étude analogue
de I’équation différentielle de type Malmquist et de I’équation g-différence de type Schroder.

On va donner également quelques caractérisations de l'ordre de croissance pour les solutions
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méromorphes transcendantes de telles équations.

Récemment, il y a beaucoup d’articles (voir par exemple [1, 3, 5, 7-9, 26, 29, 30, 39,
50, 51]) qui se sont concentrés sur les propriétés des solutions méromorphes des équations
aux différences et des équations aux g-différences et de nombreux résultats significatifs ont
été obtenus sur la croissance de leurs solutions dans les cas complexes et ultramétriques.
L’objectif principal de notre travail est de généraliser certains de ces résultats au cas des

équations ultramétriques de type Malmquist et de type Schroder.

3.1 Sur la croissance des solutions méromorphes des équa-

tions aux différences de type Malmquist

Il existe de nombreux résultats sur les solutions méromorphes des équations aux diffé-
rences dans le cas complexe et ultramétrique (voir par exemple [1, 9, 16, 18, 19, 29, 38,
40, 41, 49]) ou les auteurs ont étudié la croissance et d’autres propriétés des solutions mé-
romorphes de telles équations. Le célébre théoréme de Malmquist énonce en 1913 qu'une

équation différentielle complexe de la forme

Yy =R(x,y), (3.1)
ou R(x,y) est rationnel dans les deux arguments a coefficients rationnels, et qui admet une
solution méromorphe transcendante y, peut s’écrire sous la forme de ’équation différentielle
de Riccati

Y'(2) = a1(2) + as(2)y(x) + as(2)y(2)?,
avec des coefficients rationnels (pour plus de détails a ce sujet voir [37, 42|).

Notons que ’équation (3.1) a été étudiée dans le cas ultramétrique par Abdelbaki Bou-
tabaa. Il a obtenu que si I'équation différentielle (3.1) admet une solution méromorphe
transcendante dans K, alors c¢’est une équation de Riccati (voir[12, Corollaire II.4]). De
plus, il a prouvé 'analogue du Théoréme de Yosida dans le cas ultramétrique. Il a obtenu

le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. [12, Théoréeme 11.3] Si I’équation différentielle
dm
da;_i = R(x,y(z)), m € N,
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admet au moins une solution méromorphe transcendante dans K, alors R(x,y(x)) est un

polynome en y de degré < 2m.

Dans le corps des nombres complexes C, il existe de nombreux résultats sur les solutions
méromorphes des équations aux différences de type Malmquist (voir par exemple [1, 29]).
Dans cette section, on va généraliser certains de ces résultats au cas des équations aux

différences ultramétriques d’une classe plus large des équations aux différences.

3.1.1 L’ordre de croissance des solutions méromorphes des équa-

tions aux différences

Au début de cette section, on va étudier les équations suivantes

Z Ay + ¢;) = R(z,y(x)), (3:2)
et .
H Ajy(x + ¢;) = R(z,y(z)), (3:3)
Ry - Pl _ 5"
Q(z,y(x)) i bi(x)y(z)
a;(z) et b;j(x) sont des fonctions rationnelles telle que a,(x)b,(x) # 0, Ay,..., A, sont des

constantes de K et ¢y, ..., ¢, € N\{0}.

Tout au long de cette section, on note par p = deg, P, et ¢ = deg, @, les degrés du
numérateur P et du dénominateur (), respectivement, par rapport a y. De la méme maniére,
on pose d = max{p, q}.

Notons que dans le domaine des nombres complexes, les équations (3.2) et (3.3) ont été

étudiées par Ablowitz, Halberd et Herbst dans [1]. Ils ont obtenu les résultats suivants

Théoréme 3.1.2. [1, Théoreme 3/ Si 'équation aux différences du second ordre

B ~ag(x) +ar(@)y(x) 4 -+ ap(z)y(o)?
y(x+1) +y(x —1) = R(x,y(z)) = bo(2) + r(@)y(@) -+ by(@)y(@)T

ot a;(x) et bi(x) sont des polyndomes, admet une solution méromorphe non rationnelle d’ordre

fini, alors max(p,q) = 2.
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Théoréme 3.1.3. [1, Théoreme 5] Si 'équation aux différences du second ordre

B _ap(z) +ar(@)y(x) 4 - - + ay(z)y(x)?
et e =) = RV E) = G i)+t by

ot a;(x) et bi(x) sont des polyndomes, admet une solution méromorphe non rationnelle d’ordre

fini, alors max(p,q) = 2.

Dans ce qui suit de cette section, on note ¢ la fonction définie par o(z) = x + ¢ pour
tout x € K et ¢ € N. Pour chaque k € N\{0}, on obtient 0¥ =g o...00 (k fois). Certaines

propriétés de cet opérateur sont résumées dans le lemme suivant

Lemme 3.1.4. [9, Lemme 5.2] Soit f une fonction méromorphe dans K et r > 1. Pour
chaque k € N\{0}, on a

1. |fod®|(r) = |fl(r),

2. m(r, foo®) =mf(r, f),

3. N(r,foo®)=N(r, f) +0(1),
4. T(r,foc®) =T(r, f) + O(1).

Le théoréme suivant est 'un de nos principaux résultats

Théoréme 3.1.5. Soit y une solution méromorphe transcendante de l’équation aux diffé-

rences (3.2) (resp. de l'équation (3.3)). Si d >n, on a p(y) = oo.

Preuve. Supposons que y est une solution méromorphe transcendante de ’équation (3.2).
En introduisant les caractéristiques de Nevanlinna des deux cotés de I’équation (3.2), on

obtient .
T(r, Y ylz+¢)) = T(r, Rz, y(x))). (3.4)
j=1
D’aprés le Théoréme 2.3.9 et en utilisant le fait que le coté gauche de 'équation (3.4) est
borné par Y T'(r,y(z +¢;)) + O(1), on a
j=1

T(r,R(z,y(x))) = dT(r,y(z)) + O(log ). (3.5)

En utilisant le Lemme 3.1.4, on a

ZT(r,y(az—l—cj)) =nT(r,y(z)) + O(1). (3.6)

j=1
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Aussi, pour chaque j € {1,...,n}, il est évident que
T(ry(r+¢)) <A+ eT(r+ Ly(r)) +0(1), (3.7)
ol € > 0 est un constant arbitraire. Donc, par (3.4), (3.5) et (3.7), on a
T(r+1,y(x)) > kT (r,y(z)) + O(logr), (3.8)
ou k = m De la méme fagon, on a
T(r+2,y(x)) > K*T(r,y(z)) + O(klogr + log(r + 1)).
En répétant ce raisonnement s fois, on obtient
T(r+s,y(x)) > k*T(r, y(x)) + g(r), (3.9)
ot g(r) = O(h(r)) et h(r) =log(r+s—1)+klog(r + s —2)+ ...+ k*Llogr.
D’autre part, on a
s—1 : ~ :
hir) = k! ; k’gi—fz) < ks ; bg(}:—“> (3.10)

Puisque k& > 1 et en utilisant log(r +¢) < (logr)(log), pour r et i suffisamment grands, on

remarque que la série
oo

Z log(r + 1)
, K
=0
est convergente. En fait, on a
Z M <logr o8t (3.11)
; k? : ki
i=1 1=1
et aussi
o0 1 .
(;fgiz < oo ouk>1.
i=1

Par conséquent, par (3.10) et (3.11), on a
|9(r)] < Ck*logr, (3.12)

ou C' est une constante positive. Puisque y est une fonction entiére transcendante, on peut

choisir ry suffisamment grand tel que pour tout r > ¢, on a

T(r,y(z)) > 2Clogr. (3.13)
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Dong, par (3.9), (3.12) et (3.13), il existe rq tel que pour r > rg, on a
T(r+s,y(x)) > Ck"logr. (3.14)

D’ou, pour tout r > ry suffisamment grand, il existe s € N tel que r € [rg + 5,79 + s + 1),
c’est-a~dire s = [r—ry| (ou [t] désigne la partie entiére du nombre réel ¢). En notant p = r+s,

alors pour tout p > pg = ro + s et par (3.14), on obtient
T(p,y(z)) > T(ro + s,y(x)) > C'kP,

ott C' = Ck™ 1 logre. D’aprés (2.7), il est clair que p(y) = oo.
Dans le second cas, ol y est une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.3),

on utilise simplement la propriété suivante
T(r, [T Aif) <D T(r, £:) +0(1),
i=1 i=1

et on procéde comme dans la preuve du cas précédent avec 1’équation (3.2). Le Théoréme

3.1.5 est prouvé. O

Remarques. 1. Le résultat du Théoreme 3.1.5 peut étre formulé comme suit ; Si l’équa-
tion (3.2) (resp. (3.3)) admet une solution méromorphe non rationnelle d’ordre fini,

alors d < n.

2. En comparant avec les Théoreme 5.1.2 et Théoreme 3.1.3 ou n = 2, notre résul-
tat ultramétrique du Théoreme 3.1.5 est plus général. Car premierement, n > 2 et,

deuzriemement, d < n.

Dans la deuxiéme partie de cette section, on va étudier I’équation suivante

Y pi@yle+c) =Y a@)y'(2), (3.15)
j=1 =0
ou ¢y, ..., ¢, sont des éléments de N*, py(x),...,pn(2), qo(x),...,gn(z) sont des fonctions

rationnelles et m > 1.
Notons que 'équation (3.15) a été étudiée par J. Heittokangas, R. Korhonen, I. Laine,

J. Rieppoa et K. Tohge (voir [29]) dans le cas complexe. Ils ont obtenu le résultat suivant
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Théoréme 3.1.6. [29, Théorém 10| Soit ¢y, ..., c, € C\{0} et soit m > 2. Supposons que

y est une solution méromorphe transcendante de l’équation aux différences

Z ai(2)y(z +ci) = Z bi(2)y(2) (3.16)

J=0

a coefficients rationnels a;(z),bj(z). Posons C := max{|ci|,...,|c|}. Siy est entiére ou a

un nombre fini de poles, alors il existe des constantes K > 0 et ro > 0 telles que
log M (r,y) > Km™/¢

est valable pour tout r > ro. Ou M (r,y) = max|y(z)|.

|z|=r

Dans notre travail, nous étudions ’analogue de cette équation dans le cas ultramétrique.

On obtient ce qui suit

Théoréme 3.1.7. Soit y une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.15). Si
y est entiere ou a un nombre fini de pdles, alors il existe des constantes K > 0 et rqg > 0

telles que log |y|(r) > Km", r > ry.

Preuve. Supposons que y est une solution méromorphe transcendante de (3.15) et que y

posséde un nombre fini de poéles. Alors, il existe un polynome B(x) et une fonction entiére
h(zx)
B(x)

par les dénominateurs, on voit que h satisfait une équation du méme type lorsque y(x) est

transcendante h(z) tels que y(x) = En remplacant dans (3.15) et en multipliant

une fonction entiére transcendante. Alors, on peut supposer sans perte de généralité que
y € AK)\K[X].
Soit y une solution entiére transcendante de ’équation (3.15). On multiplie les dénomi-

nateurs des coefficients p;(x), ¢;(z) dans (3.15), on obtient

Z Aj(x)y(z +¢) = Z Bi(x)y'(x), (3.17)

ou les coefficients A;(z), B;(x) sont des polynomes. Par le principe du module maximum,

on a

) =| 3 Bl )| (519
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Puisque y est une fonction entiére transcendante et que By(z),..., By,(x) sont des poly-

(r) = o(|y[™(r)). Donc

m—1
nomes, on a | »_ Bl(ﬁ)y(i)l
i=1

(r), (3.19)

LB o)s| ") < \imx)y(w)"

quand r est suffisamment grand. En utilisant le fait que |.|(r) est une norme multiplicative

et le Lemme 3.1.4, on obtient

(r) < max {41 (ly e o7I(r) }

T 1<5<n

| Z Ay(w)y(w + )

< [yl(r) max {|A;](r)}.

1<j<n
Puisque A;(z),...,A,(x) sont des polynémes, il existe A > 1 tel que, pour r > 0 assez
grand, on a .
> As@la+ )| ) < ryl(r). (3.20)
j=1

D’autre part, pour tout j € {1,...,n}, il est évident que
lyoo’|(r) < (1+e)lyl(r+1), (3:21)
ou € est une constante strictement positive. Alors par (3.20) et (3.21), on a
I3 Ayl +e)|(r) < (1 I lal(r + 1) (322)
j=1
Il est clair que, d’aprés (3.19) et (3.22), on obtient
log ly|(r + 1) > mlog |y|(r) + O(log ). (3.23)
De la méme maniére, nous avons
log [y|(r +2) > m*log |y|(r) + O(mlogr + log(r + 1)).
En répétant ce raisonnement s fois, on obtient
log |y[(r + s) = m”log [y|(r) + g(r), (3.24)

ot g(r) = O(h(r)) et h(r) =log(r +s—1)+mlog(r +s—2)+... + m*logr.
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En utilisant la méme méthode que dans la preuve du Théoréme 3.1.5, on obtient
log ly|(r +s) > Km®logr, (3.25)

ou K est une constante positive. Ainsi, pour chaque r > ry suffisamment grand, il existe
s € Ntel que r € [rg+ s,70+ s+ 1). On pose p = r + s. Pour tout p > py = ro + s, par
(3.25), on a

log|yl(p) = log|yl(ro + s) > K'm”,

ot K" = Km0 logry. Ceci achéve la preuve du Théoréme 3.1.7. O

Remarques. On observe que

1. L’assertion du Théoréme 3.1.7 est indépendante des constantes c;j. Ce n’est pas le
résultat du Théoreme 3.1.6, l'analogue complexe ou l’assertion dépend des éléments

Cly...,Cp.

2. Les assertions complezes et ultramétriques du Théoréme 3.1.6 et du Théoréeme 3.1.7,
respectivement, sont indépendantes du nombre n € N le nombre des termes du coté

gauche des deuz équations (3.15) et (3.16).

Corollaire 3.1.8. Siy est une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.15) tel

que y posséde au plus un nombre fini de poles, alors p(y) = oo.

Preuve. Siy est une solution méromorphe transcendante de ’équation (3.15) et y posséde

un nombre fini de poéles, alors en utilisant le Théoréme 3.1.7 et (2.7), on obtient facilement

p(y) = oo. O

3.2 Certaines propriétés des solutions méromorphes des

équations aux ¢-différences de type Schroder

L’article classique sur I'équation de Schroder
flaz) = R(f(2)),
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ouq€C,q#0,1et R(f) est une fonction rationnelle en f, est due a J. F. Ritt [44] qu’il a
publié en 1925. Plus tard, en 1983 dans [46], L. A. Rubel a posé la question : Que peut-on
dire de I’équation plus générale
flgz) = R(z, f),

ou R(z, f) est rationnel dans les deux variables ? Cette question a été examinée dans I'article
[26] publié en 2002 par G. G. Gundersen, J. Heittokangas, I. Laine, J. Rieppo et D. Yang ou
les auteurs ont étudié cette équation. Ils ont obtenu de nombreux résultats sur la relation
entre ses solutions et g et deg;(R).

Dans un corps ultramétrique complet et algébriquement clos K, N. Boudjerida, A. Bou-

tabaa et S. Medjerab dans [8] ont établi des résultats concernant I’équation
> Ai(@)f(dr) = B(x),
=0

ot B(z) est un polynome. Notre objectif est de généraliser I’essentiel de ces résultats au
cas de I'équation de type Schroder. Autrement dit, on remplace B(z) par une fraction
rationnelle R(z, f(z)). Alors, dans cette section, on va étudier certaines propriétés de la

taille des solutions méromorphes de I’équation au g-différence de type Schréder

() f ) — Ria. ) — D)
2 A@(e') = Rl ) = 56 oy (3.26)

ou g € K tel que 0 < |g| < 1, Ay(x),...,A,(x) sont des fractions rationnelles et P, @) sont
des polynomes relativement premiers en f sur le corps des fonctions rationnelles telles que
p=deg; P, t=deg;Q,d=p—12>2.

Dans un premier temps, on montre que si A1 (z), ..., A,(x) et les coefficients de R(x, f(z))
sont des constants, alors f est une fonction rationnelle. Ensuite, on passe a 'examen des
solutions de I'équation (3.26) dans le cas ou les coefficients sont des fractions rationnelles

pour obtenir certaines caractéristiques de ces solutions.

3.2.1 Cas des coeflicients constantes

Dans cette partie, on considére I’équation fonctionnelle suivante

> Aif(@r) = R(f(2)) = iz Bif (2]

= —Zfzo A (3.27)
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o ¢ € K tel que 0 < |q| < 1, Ay,...,A,, By,...B,, Cy,...,C; sont des constants et
p—1t>2.

Théoréme 3.2.1. Toute solution f € M(K) non constante de l’équation (3.27) est une

fraction rationnelle qui posséde au plus un pole o = 0.
Le lemme suivant joue un role important dans les preuves de nos résultats.

Lemme 3.2.2. [8, Lemme 1] Soient f € M(K), >0 etn €N, on a
1) |f e agl(r) = [fI(al"r),
2) m(r, f oog) =m(lq|"r, f),
3) N(r,fooy) = N(lg["r, [),
4) T(r,foog) =T(ql"r, f),

— n __ y
tel que o4(v) = qx et o) = 0400,00,--- 04, n fois.

Preuve du Théoréeme 3.2.1. Soit a # 0 un podle de f de multiplicité m. Alors, o est un
pole de R(f(x)) de multiplicité dm. D’ot, il existe au moins un indice j; € {1,...,n} tel que
a1 = ¢*a est un pole de f de multiplicité m; > dm. On répéte le méme processus avec o
et on déduit qu’il existe au moins un index jo € {1,...,n} tel que ay = ¢ est un pole de f
de multiplicité my > dm; > d?*m. Donc, on construit une suite de poles de f; oy, = ¢/t Tk
(i € {1,2,...,n},i = 1,2,...., k), de multiplicité m; > d*m. Il est clair que o, — 0 quand
k — o0, et on obtient une contradiction avec le principe des zéros isolés (resp. poles). D’ou,
f n’a pas de poles différents de 0.

Supposons que « = 0 est un pole de f d’ordre m, alors f(z) = g(z)/x™, ou m € N* et
g € A(K) tel que g(0) # 0. En remplacant ceci dans 'équation (3.27), on obtient

n J 4
34, 9la'z) _ i . (3.28)
Hgo)m &
j=1 Z ng(ac)
1=0

ptm

.

Apreés simplifications, 1'équation (3.28) devient

(Z Oéjg(qul?)> (Z C;

g(x)’
:L.im

) — Zp: B; j(“’?)m (3.29)
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ol a; = A;j/¢’™. Comme |g|(r) est une fonction croissante, en utilisant le Lemme 3.2.2, on

obtient

Z%Q q¢'r) ax {la[19l(la'r)}

< mlgl(lqlr), (3.30)

ol vy = 1%'&2;{|aj|}' Ensuite, on a

ZO ’Lm

D’autre part, pour r assez grand, on a

o) 2 gl 20 2 2 ) et 212 e 2
Par conséquent, on obtient t
> G2 0y < palgl ), (3.31)
i=0
ol 7y = ggl%ﬂcz\} De plus, pour r suffisamment grand, on a
-1 i
) < 1{|B| 9/'tr) }
< ysr™gl" (), (3.32)

ol 73 = max {|B |}. D’apres (3.29), on a

0<i<p

_ (Z ajg(qjx)> (Z L ) ZBZ;(]Z 1); (3.33)

=0
Donc, d’aprés (3.30), (3.31), (3.32) et (3.33), on a

B,llglP(r mi
BT < s (unalgl** (). 3l (1) (3.34)

Par hypothése, on ap —t > 2, dou p — 1 >t + 1. Alors, de (3.34), on a
Y m -1
9P (r) < =P |gl" (),
B,
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ol v = max{y17Y2,73}. Donc, il s’ensuit facilement que |g|(r) < CrP™, ou C = % D’ou,
»

on obtient

log |g|(r) <log C + pmlogr.

En conséquence, on a

log |g|(r) = O(logr), r — 0.

Alors, on obtient que g € K[X]. Cela signifie que f € K(X). ce qui achéve la démonstration.
[

Corollaire 3.2.3. Toute solution entiére de l’équation (3.27) est une polynomiale.

3.2.2 Cas des coefficients non constants

Dans cette partie, on va généraliser le premier cas de 'étude (ou les coefficients ont été
des constants). Nous allons étudier I’équation précédente, mais dans un cas plus général.

C’est quand les coefficients ne sont pas constants. Donc, on va étudier I’équation suivante

> Ayla)f(@'x) = -5 . (3.35)

ou g € K tel que 0 < |g| <1, Ay(x),...,A,(x) sont des fractions rationnelles et P, ) sont
des polynomes relativement premiers en f sur le corps de fonctions rationnelles vérifiant

p=degy P, t =deg;Q, d=p—1>2. On aobtenu les résultats suivants

Théoréme 3.2.4. Si f est une solution méromorphe transcendante de ’équation (3.35),

qui posséde au plus un nombre fini de poles, on a
T(r, f) = O((logr)?), r — oco.

Théoréme 3.2.5. Si [ est une solutions méromorphe transcendante de ’équation (3.35),

qui a une infinité de poles, on a
(logr)? = O(T(r, f)), r— .

Pour la démonstration de nos théorémes, on a besoin des résultats suivants
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Remarque. La premiére observation est que si f € M(K)\K(z) posséde au plus un nombre

fini de poéles dans l’équation (3.35), on peut supposer sans perte de généralité que f €

AKNK[X]. En effet, si f € M(K)\K(x) posséde au plus un nombre fini des poles, on
() = M)

a f(x) =

B(x)

remplacant cect dans 'équation (3.35) et en multipliant par les dénominateurs, on voit que
pLag q 74 P , q

, ot h est une fonction entiére transcendante et B est un polynéme. En

h satisfait une équation du méme type lorsque f est une fonction entiére transcendante.
Les lemmes suivants seront utiles pour la démonstration de nos résultats

Lemme 3.2.6. /48, Lemme 3.2] Soit f € A(K). Les deuz assertions suivantes sont équiva-

lentes
1. f est une polynomiale,

2. il existe ¢ > 0 et s > 0 tel que | f|(r) < er®, pour r assez grand.

Lemme 3.2.7. Si f € M(K)\K(X) est une solution de I’équation (3.35) qui a une infinité
des poles, alors il existe une constante R telle que pour tout v > R, f admet au moins un

pole dans D(0,r|q|™™) \ D(0,7).

Preuve. Soit R un constant positif tel que tous les zéros et les poles de tous les coefficients
de 'équation (3.35) sont dans le disque D~ (0, R), et comme f admet une infinité des poles,
on peut choisir un poéle a de f d’ordre m tel que |a| > 7. Si |a| < |¢|™"r, on a le résultat.
Sinon, on déduit que « est un pole de la partie droite de ’équation (3.35) d’ordre m. D’o, il
existe au moins un indice j; € {1,...,n} tel que a; = ¢’* est un pole de f d’ordre m; > dm,
et on a|a| > |ag| = |t |al > 7|/ ™™ > r. Si |ay| < |¢|7"r on a le résultat. Sinon, on déduit
que o est un podle de la partie droite de I’équation (3.35) d’ordre dm;. D’on, il existe au
moins un indice jo € {1,...,n} tel que ay = ¢y est un pole de f d’ordre my > dmy, et
on a |a| > |aj| > |as| = |g|2|a1| > r|g)>™™ > r. Si || < |g¢|7"r on a le résultat. Sinon, on
applique a nouveau ce raisonnement a as au lieu de ;.

Le processus ci-dessus doit s’arréter a un certain rang. D’oi, il existe au moins « tel que

r<a<rlq™. O

Preuve du Théoréme 3.2.4. En introduisant la fonction du module maximum |.|(r) des
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deux cotés de 'équation (3.35), on obtient

S A () = | Z I

ey Cil) f ()’

Comme |.|(7) est une est une norme multiplicative, on a

S G@E)| 0] A @) = | 3 Bia) )|

En utilisant le Lemme 3.2.2, on obtient

> A@i

). (3.36)

(r) < max {|4;/(r)] f1(laPr)}

< |f[(lqlr) max {]A;|(r) }. (3.37)

1<5<n

Aussi, nous avons
| Z Ci(a

Comme f est une fonctlon entiére transcendante, pour r assez grand, on a

) < max{|C’| |f|z(7“)}

0<:<t

|flHr) > - > | f](r) > 1

Donc .
1> Cil) f()'|(r) < [FI'(r r) max{|Ci|(r)}- (3.38)
i=0
Puisque f est une fonction entiére transcendante et B;(z), (i = 1...,p) sont des polyndmes,

on a | Sl Bi(z) f(z)'|(r) = o(|f|P(r)). Par conséquent

—\B |(r)Lf17(r) (3.39)

quand 7 est suffisamment grand. De (3.36), (3.37), (3.38) et (3.39), on a

%|Bp|(7“)|f|”(7‘) < If[(alr)f1"(r) max {|A;|(r)} max{|C;|(r)}.

1<j<n 0<e<t

Comme d =p —t > 2, alors

90 < SR 0 ma 14100} (1),

0<i<t
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Dong, il existe A > 1 tel que, pour tout r assez grand, on a

1) < 1£1°0) < A fI(alr).

Ainsi, pour chaque k£ € N*, on a

F1Cal ™) < 1l f1(lal*").

De la méme facgon, on a
[F1Cal*™*) < lal A1 (a*).

De (3.41) et (3.42), on obtient

1F1(al™*) < gl a2 1 (la* 7).

En répétant ce raisonnement k fois, on obtient

E(k+1)

Aa™) < a5 ).

log

Tog gl Alors, l'inégalité (3.43) devient
oglq|

Notant r, = |¢|~*, on obtient k =

log 4, log 4, log |q| ™
log | f|(rg) < + 1| ————— +log|f|(1).
171 log\QI1<log|QI1 ) 2 71(1)

D’on, par 'inégalité (3.44), on a
log | f|(r) = O((logrk)Q), k — oo.
Comme r, — oo quand k — oo, on déduit que
T(r, f) = O((logr)?), r — oc.

Ceci achéve la démonstration.

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

]

Preuve du Théoréme 3.2.5. Soit R une constante telle que tous les zéros et les poles

des coefficients de 1'équation (3.35) sont dans le disque D~ (0, R) et f est une fonction

méromorphe transcendante qui posséde une infinité des poéles. Pour chaque entier k£ > 0, on
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pose 7, = R|g|~*". D’aprés le Lemme 3.2.7, il existe une suite (a)x>o de poles de f tel que

T < |ag| < ka1, pour tout entier k. Ensuite, nous avons

N(rg, f) = — Z walf log

0<i<k 0<i<k

D’ou
k(k+1)

N(rg, f) > 5

log |q|™". (3.45)

Si I'on pose 1, = R|g|™*", on a

_ logry, —log R (3.46)
nlog |q|™

De (3.45) et (3.46), on a (logry)? = O(N(rk,f)), k — oo. Parce que, r, — oo quand

k — 0o, on déduit que (logr)? = O(N(r, f)), r — oo. Par conséquent, on a
(logr)* = O(T(r, f)), r — oc.
Cecl termine la démonstration du Théoréme 3.2.5. O

Remarque. L’étude des solutions de [’équation (3.35) dans les cas plus simples lorsque
R(z, f(z)) = P(z, f(x)) ou f est une fonction entiére sont données soit comme étape préli-

minaire, soit comme conséquence immédiate du cas général.

Dans la derniére partie de cette section, on s’intéressera a l’étude des propriétés des
solutions de I’équation (3.35), mais avec des conditions différentes des conditions précédentes

(par exemple ou |g| > €). On va étudier I’équation suivante

> Aj@)f(g'n) =3 Bila) ()’ (3.47)
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ou Ai(x),...,A.(z), Bo(x),...,Bg(x) sont des fonctions rationnelles, d > 2 et ¢ € K tel
que |g| > e.

On note que, dans [51], Xiu-Min Zheng et Zong-Xuan Chen ont étudié certaines proprié-
tés des solutions méromorphes de I’équation (3.47) dans le cas complexe. Ils ont établi une
estimation de 'ordre de la croissance de la solution méromorphe d’une telle équation. Dans
la suite de notre travail, on a étudié I’analogue de leur équation dans le cas ultramétrique

et nous avons obtenu une autre estimation comme suit.

Théoréme 3.2.8. Si f est une solution entiére transcendante de l’équation (3.47), alors il

existe des constantes K > 0 et ry > e telles que
log | f|(r) > K (log(r/|q|"ro))*d's /" 1o8ldl,
est valable pour tout r > ry.

Preuve. On multiplie les dénominateurs des coefficients A;(x), B;(z) dans (3.47), d’ott on
peut supposer que les coefficients de I’équation (3.47) sont des polynomes. Donc, & partir

d’ici on suppose que (3.47) est de la forme

> A@)f(dw) =D Bilw) f(a)', (3.48)
j=1 i=0
ot A;j(z), j=(1,...,n), Bi(x), i =(1,...,d), sont des polynomes et ¢ € K tel que |¢| > e.
Comme f est une fonction entiére transcendante et B;(z) (i = 0,...,d) sont des poly-
nomes, on a di:lBi(a:)f(a:)i (r) = o(|f|*(r)). Donc

() > 5B 1), (3.49)

| 2 Bi(x)f ()

quand r est suffisamment grand. D’autre part, on sait que |.|(r) est une fonction croissante

et en utilisant le fait que | f(¢’z)|(r) = |f|(|q|"r), on obtient

)ZA @'0)| () < 1 1(lal"r) max {14;](r)}. (3.50)

1<5<n

D’on, de (3.48), (3.49) et (3.50) on a

T PR
) < 1710a7) e {31220

~—

~—
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Alors, il existe A > 1 tel que, pour r > 0 suffisamment grand, on a
log [f|(lg]"r) = dlog|f|(r) — Alog, (3.51)
ensuite, on obtient
log | f|(lg*"r) > d*log | f|(r) — Adlogr — Alog|g|"r.
En répétant ce raisonnement k fois, on obtient
k k S '
log |f|(lg]*"r) > d*log | f|(r) = A 5 logla|™r. (3.52)
i=0
Puisque |¢| > e, pour r suffisamment grand, disons r > rq tel que ro > e, on a
log |g|™'r = nilog |g| + logr < 2max {nilog|q|,logr} < 2nilog|q|logr.
Donc, d’aprés (3.52), on a
k-1 Z’dkfl
log|f|(lg|""r) > d*log|f|(r) — 2nlog |q|logr A Y | — (3.53)
i=0
k=1
Il est facile de trouver que > sz < dkSy, ot Sy, =14+243+...... +k—1. Par conséquent,
i=0
on a .
-1 .
idht k k2
— <d"o(k-1)<d"—. 3.54
S <abenzad 030
D’aprés (3.53) et (3.54), on a
log | f|(lg|*"r) > d"log | f|(r) — k*Ad*nlog |g|log 1. (3.55)

I1 est bien connu qu’une fonction entiére est polynomial si et seulement si 7'(r, f) = O(log 7).
Par hypotheése, f n’est pas polynomial, donc on peut choisir ry suffisamment grand tel que
pour tout r > rg, on a

log |f](r) > 2k*Anlog |q|log .

Donc, d’aprés (3.55), on obtient

log | f|(|g|"r) > \d* K2 log |¢|" log 7. (3.56)
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D’autre part, pour chaque r suffisamment grand, disons r > rq > e, il existe k € N tel que

logr —1 logr —1 n
b [P cstadive > ORI (3.57)
nlog|q| nlog|q|
ou [s] désigne la partie entiére du nombre réel s. Donc, d’apres (3.56) et (3.57), on a
! n 2 Jlogr/nlo
log|f|(r) = K" (log(r/|a|"ro)) 8"/ 814,
ot K' = )\nl%grﬁﬂd* logq["ro/nloglal "T,e Théoréme 3.2.8 est prouveé. O

Remarque. Si f est une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.47) qui pos-

séde un nombre fini de poles, alors ’estimation du Théoréme 3.2.8 reste aussi vraie.

Comme une conséquence immédiate de la remarque ci-dessus et du Théoréme 3.2.8, on

obtient le résultat suivant

Corollaire 3.2.9. Si f est une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.47),

log d

qui a au plus un nombre fini de poles, alors nous avons p(f) > log|q]’
nlog |q
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Conclusion et Perspectives

Cette thése fait 'objet de quelques contributions dans I’étude des solutions méromorphes
des équations fonctionnelles aux différences et g-différences dans un corps ultramétrique
complet algébriquement clos qu’on note K. Notre méthode d’étude est basée sur la théorie
de Nevanlinna ultramétrique. Il y a encore beaucoup de problémes ouverts dans ce domaine.
Par exemple, nous prévoyons, dans des travaux futurs, d’étudier ’équation au g-différence

non linéaire de la forme
Ri(qx, f(qr)) = Ra(z, f(x)),

ot q € Ktel que |q| > 1, Ryi(z, f) et Ry(z, f) sont des fonctions rationnelles avec coefficients
sous forme de fractions rationnelles et Ry (z, f) et Ry(x, f) sont relativement premiers en f.
Cette équation a déja été traitée dans le corps des nombres complexe. Notre but essentiel est

de comparer les résultats du cas ultramétrique a ceux qui sont obtenus dans le cas complexe.
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Abstract : In this thesis, we are interested in the study of the growth of meromorphic
solutions of some ultrametric difference and g-difference equations in a complete
ultrametric algebraically closed field, these equations arise from reasoning of the classical
Malmquist theorem in differential equations and g-difference equations of shroder. We
also give some characterizations of the order of growth, and we show some estimates of
the solutions of such equations.

Keywords : Ultrametric meromorphic functions, Nevanlinna theory, Difference equations,
g-Difference equations, Order of growth.

Résumé : Dans cette thése, on s’intéresse a lI'étude de la croissance des solutions
méromorphes de certaines équations ultramétriques aux différences et g-différences dans
un corps ultramétrigue complet algébriguement clos, ces équations sont découlé du
raisonnement du théoréme de Malmquist classique en équations différentielles et des
équations g-différences de shroder. On donne également quelques caractérisations de
I'ordre de croissance, et nous montrons quelques estimations des solutions de ces
équations.

Mots clés : Fonctions méromorphes ultramétriques, Théorie de Nevanlinna, Equations aux
différences, Equations aux g-différences, Ordre de croissance.
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