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Notations et abréviations

R R ∪ {−∞,+∞}.
H espace de Hilbet

co(A) enveloppe convexe d’un sous ensembleA.

co(A) enveloppe convexe fermée de A.

int(A) intérieur deA.

∂f(x0) le sous différentiel de f au point x0.

NC(·) le cone normal à C.

dH la distance de Hausdorff.

domf domaine effectif de la fonction f.

D(F ) domaine effectif de la multi-applicationF.

epi f epigraphe de f.

δC(·) fonction indicatrice deC.

PC(·) projection sur l’ensembleC.

Br/B̄r boule ouverte/fermée de rayon r.

⇀ convergence faible.

s.c.i semi-continue inférieurement.

s.c.s semi-continue supérieurement.

e(A,B) ecart de A sur B.

C([0, T ];H) espace des fonctions continue définies sur [0, T ]

à valeurs dansH.
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Introduction générale

La théorie des équations différentielles multivoques est aujourd’hui bien connue. Cette

théorie a été introduite dans les années quarante pour l’étude des systèmes d’équations

aux dérivées partielles non linéaires et des problèmes issus de la mécanique [1, 5]. Aujour-

d’hui, cette théorie est importante pour l’étude des inégalités variationnelles d’évolution,

principalement celles gouvernées par le cône normal NC .

Ce mémoire est consacré au caractère bien posé pour le problème d’évolution non

linéaire de la forme 
−u′(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)), pour tout t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, u0 ∈ C(0, u0).

(1)

Kunze et Marques [12], ont fait une étude originale pour l’équation différentielle multi-

voque (1) où C est convexe et fermé en utilisant un algorithme de projection implicite.

Ensuite Haddad [7, 8, 9, 10], ont démontré l’existence de solution pour (1) via un algo-

rithme de projection semi-implicite.

On doit mentionner que le cas où l’opérateur C(t, u(t)) = C(t), c’est à dire, le problème

d’évolution 
−u′(t) ∈ NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(t) ∈ C(t), pour tout t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,

(2)

a été introduit et étudié par J.J Moreau [14]. Le problème (2) fait intervenir l’opérateur

maximal monotone NC qui dépend du temps. Pour résoudre ce problème, J.J.Moreau

construit une suite de solutions discrètes selon un principe dit de rattrapage. Sous certaines

hypothèses de régularité de la multifonction t 7−→ C(t), l’intervalle de temps est divisé

en sous-intervalles [ti, ti+1] où C(·) varie peu. La trajectoire d’ensemble t 7−→ C(t) est

4



Introduction 5

approchée par une multifonction constante par morceaux, valait Ci sur [ti, ti+1] ce qui

permet de construire une fonction u constante par morceaux, égale à ui sur [ti, ti+1] et

telle que ui+1 = ProjCi+1
(ui). Il démontre alors la convergence de cette suite de fonction

lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro, obtenant à la limite une solution de (2).

La solution a au moins la même régularité que celle de la multifonction C(·).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier est consacré à des notions de

l’analyse convexe et quelques résultats auxiliaires que nous avons utilisé tout au long de

ce travail.

Dans le deuxième chapitre, on donne une démonstration pour le caractère bien posé du

problème (2) sans utiliser aucune hypothèse de compacité sur C. Plus précisément, sans

passer par le théorème d’Ascoli-Arzelà, on montre que la suite de solutions approchées

est de Cauchy dans l’espace de Banach C([0, T ];H).

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse à la version quasi-variationnelle du problème

(2) c-à-d, dans le cas où l’ensemble des contraintes C dépend aussi de l’état u.

Pour montrer l’existence de solutions pour (1), on donne une preuve plus élégante à celles

de [10, 12, 13]. On montre que l’approche point fixe est possible pour obtenir l’existence

de solutions pour (1).



Chapitre 1

Concepts de base et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons introduire tous les résultats et les notions qui nous seront

très utiles tout au long de ce mémoire. On commence par quelques notations, puis nous

présentons quelques concepts d’analyse convexe ainsi que quelques théorèmes de compacité

qui seront utilisés dans les chapitres 2 et 3.

1.1 Ensembles convexes

Pour plus de détails sur cette section consulter les références [3] et [6].

Définition 1.1.1 (Ensembles convexes). Une partie C de H est convexe si

∀x, y ∈ C ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ C

.

Figure 1.1 – A convexe, B non convexe

6
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Exemple 1.1.2.

1. H et ∅ sont convexes.

2. Les convexes de R sont les intervalles de R.

3. Une boule ouverte où fermée est convexe.

Définition 1.1.3 (Enveloppe convexe). L’enveloppe convexe d’un sous ensemble C ⊂ H

est le plus petit convexe qui contient C. Elle est notée co(C).

Figure 1.2 – Enveloppe convexe.

Définition 1.1.4 (Enveloppe convexe fermée). L’enveloppe convexe fermée de C ⊂ H

qu’on note co(C) est le plus petit convexe fermé de H contenant C. Donc c’est l’intersec-

tion de tous les sous ensembles convexes fermés de H contenant C.

Remarque. on a

1. Si C est convexe alors co(C) = C.

2. Si C est borné alors co(C) est borné.

3. Si C est compact alors co(C) est compact.

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.1 (Domaine effectif). Soient H un espace de Hilbert et une fonction

f : H −→ R. On appelle domaine effectif de f l’ensemble défini par

domf = {x ∈ H : f(x) < +∞}.

Définition 1.2.2 (Fonction propre). La fonction f est dite propre si domf 6= ∅,
et f(x) 6= −∞, ∀x ∈ H
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Définition 1.2.3 (Fonction convexe). On dit qu’une fonction f : H −→ R est convexe si

pour tout x, y ∈ domf et pour tout t ∈ [0, 1] on a

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Figure 1.3 – f convexe.

Définition 1.2.4 (Epigraphe). On appelle épigraphe de f l’ensemble défini par

epif = {(x, t) ∈ H × R : f(x) ≤ t}.

Figure 1.4 – Exemples Épigraphe des fonction usuelles.

1.3 Semi-continuité

Définition 1.3.1. Soient f : E −→ R une fonction définie sur un espace topologique

(E, τ) et x0 ∈ E. Alors

lim inf
x→x0

f(x) = sup
v∈ϑ(x0)

inf
x∈v
f(x) et lim sup

x→x0
f(x) = inf

v∈ϑ(x0)
sup
x∈v

f(x).
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Définition 1.3.2 (Semi-continuité inférieure). Une fonction f : H −→] − ∞,+∞] est

semi-continue inférieure (en abrégé s.c.i) en x0 si pour toute suite (xn)n∈N convergente

vers x0

on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x0).

Autrement dit, la fonction f est (s.c.i) si et seulement si son épigraphe est un fermé de

H × R.

Figure 1.5 – semi continue inférieure

.

Remarque. On dit que f est semi continue supérieure(s.c.s) si −f est semi continue

inférieure.

Proposition 1.3.3. [13] Soit f : H −→]−∞,+∞] est s.c.i, convexe et propre. Si xn ⇀ x

dans H, alors

lim inf
n−→+∞

f(xn) ≥ f(x).

Théorème 1.3.4. [3] Soit E un espace vectoriel topologique compact et soit f : E −→ R

une fonction s.c.i, alors f atteint son minimum sur E.

Remarque.

1. La fonction f est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie convexe

de E × R.

2. Toute fonction continue est s.c.i.

3. La fonction f est continue si et seulement si f et −f sont s.c.i.
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Définition 1.3.5 (Fonction indicatrice). Soit C un sous ensemble convexe non vide de

H. On appelle fonction indicatrice de C notée δ(·, C) la fonction définie par :

δ(·, C) : H −→ R

x 7−→ δ(x,C) =

 0 si x ∈ C,
+∞ si x /∈ C.

1. δ(x,C) est une fonction convexe si et seulement si C est convexe.

2. δ(x,C) est une fonction (s.c.i) si et seulement si C est fermé.

Figure 1.6 – Fonction indicatrice.

Définition 1.3.6 (Fonction support). On appelle fonction support de C ⊂ H qu’on note

σ(·, C) la fonction définie sur H par :

σ(·, C) : H −→ R

ξ 7−→ σ(ξ, C) = sup
x∈C
〈ξ, x〉 .

Elle vérifie les propriétés suivantes :

1. σ(·, C) est convexe même lorsque C ne l’est pas.

2. σ(·, C) est positivement homogène de degré 1 c-à-d

σ(αx,C) = ασ(x,C) ∀x ∈ H ∀α > 0.
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1.4 Projection sur un convexe fermé

Théorème 1.4.1. Soit x un élément d’un espace de Hilbert H et C un sous-ensemble

convexe fermé non vide de H. Il existe un unique point y ∈ C tel que

d(x,C) = ‖y − x‖ = inf
z∈C
‖z − x‖ .

Cet point y est appelé la projection de x sur C et noté PC(x).

Il est caractérisé par l’inéquation variationnelle suivante :

〈y − x, y − z〉 ≤ 0 ∀z ∈ C.

Figure 1.7 – projection d’un convexe fermé.

Démonstration.

1. Existence de la projection :

On pose

d = inf
z∈C
‖z − x‖ =⇒ d2 = inf

z∈C
‖z − x‖2 .

Par définition de la borne inférieur on a

∀ε > 0 ∃z ∈ C ‖z − x‖2 ≤ d2 + ε,

en prend ε =
1

n
donc

∀n ∈ N∗ ∃zn ∈ C, ‖zn − x‖2 ≤ d2 +
1

n
.

Maintenant nous allons montrer que la suite zn est une suite de Cauchy. Par l’iden-
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tité du Parallélogramme : ‖y − x‖2 + ‖y + x‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2) .

Soit p > 0 ‖zn − zp‖2 = ‖zn − x+ x− zp‖2

= 2 ‖zn − x‖2 + 2 ‖zp − x‖2 − ‖zn + zp − 2x‖2

= 2 ‖zn − x‖2 + 2 ‖zp − x‖2 − 4

∥∥∥∥zn + zp
2

− x
∥∥∥∥2

≤
(

2d2 +
2

n

)
+

(
2d2 +

2

p

)
− 4d2

≤ 2

n
+

2

p
−→ 0.

On déduit que (zn)n∈N∗ est de Cauchy. Puisque H est complet, (zn)n∈N∗ converge

et on note sa limite y ∈ C (car C est fermé), par continuité de la norme on a alors :

lim
n−→∞

‖zn − x‖2 = ‖y − x‖2 ,

donc

‖y − x‖ ≤ d,

et par définition de d on a ‖y − x‖ ≥ d, on aura

‖y − x‖ = d.

2. Unicité de la projection :

Supposons que y1 et y2 deux projections de x sur C, la caractérisation de la pro-

jection donne

〈x− y1, z − y1〉 ≤ 0 ∀z ∈ C,

〈x− y2, z − y2〉 ≤ 0 ∀z ∈ C.

Par l’addition on trouve

−〈x− y1, y1 − y2〉+ 〈x− y2, y1 − y2〉 ≤ 0,

ce qui donne

〈y1 − y2, y1 − y2〉 ≤ 0,

par conséquent

‖y1 − y2‖2 ≤ 0,

ce qui donne y1 = y2 d’ou l’unicité de la projection.
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1.5 Sous-différentiel et cône normal

Définition 1.5.1 (Sous-différentiel). Soient H un espace de Hilbert et f une fonction

convexe et (s.c.i) définie de H à valeurs dans R et x0 ∈ domf.
Le sous-différentiel de f au point x0, noté ∂f(x0) est le sous-ensemble de H défini par :

∂f(x0) = {ξ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈ξ, x− x0〉 , ∀x ∈ H} .

Figure 1.8 – Le sous différentiel (animation).

Exemple 1.5.2.

1. Considérons la fonction

f : R −→ R

x 7−→ f(x) = |x| .

∂f(0) = [−1, 1]. En effet,

∂f(0) = {y ∈ R : f(x) ≥ f(0) + 〈y, x〉 ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : |x| ≥ x · y ∀x ∈ R}

= {y ∈ R : x y ≤ x, ∀x ∈ R+} ∩ {y ∈ R : x y ≤ −x, ∀x < 0}

= {y ∈ R : y ≤ 1} ∩ {y ∈ R : y ≥ −1}

= [−1, 1].

2. Soit C ⊂ H un ensemble et x0 ∈ C. Alors ξ ∈ ∂δ(x0, C) si et seulement si

δ(x,C) ≥ δ(x0, C) + 〈ξ, x− x0〉 pour tout x ∈ C. On a donc

∂δ(x0, C) = {ξ ∈ H : 〈ξ, x− x0〉 ≤ 0 pour tout x ∈ C}.
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Définition 1.5.3 (Cône). Un sous ensemble C ⊂ H est un cône si

∀x ∈ C, ∀λ ≥ 0, λx ∈ C.

Définition 1.5.4 (Cône normal). Soit C ⊂ H un sous ensemble convexe et x0 ∈ C. On
appelle cône normal à C au point x0 l’ensemble noté NC(x0) défini par :

NC(x0) = {ξ ∈ H : 〈ξ, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ C}.

On vérifie aisément que NC(x0) est un cône et que 0 ∈ NC(x0).

Figure 1.9 – Exemple de Cônes normaux.

Proposition 1.5.5. Si C est convexe fermé et y ∈ C alors

Nx+C(x+ y) = NC(y), ∀x ∈ H.

Démonstration. Soit z ∈ Nx+C(x+ y) alors :

〈z, x+ y − w〉 ≤ 0 ∀w ∈ [x+ C],

or

〈z, y − (w − x)〉 ≤ 0 ∀(w − x) ∈ C,

d’ou z ∈ NC(y).

Remarque.

y = PC(x)⇐⇒ x− y ∈ NC(y).

Théorème 1.5.6. Soit E un espace vectoriel normé, C ⊂ E un sous ensemble convexe

tel que int(C) 6= ∅. Alors si x ∈ int(C), alors NC(x) = {0} .
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Démonstration. Soit v ∈ NC(x) =⇒ v = 0 ?

x ∈ int(C) =⇒ ∃δ > 0 x+ δB(x0, r) ⊂ C,

〈v, x+ δe− x〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(x0, r),

〈v, δe〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(x0, r),

〈v, e〉 ≤ 0 ∀e ∈ B(x0, r).

Soit r > 0 suffisamment petit telle que rv ∈ B(x0, r)

〈v, rv〉 ≤ 0 =⇒ r ‖v‖2 ≤ 0,

=⇒ ‖v‖ = 0 =⇒ v = 0.

Exemple 1.5.7. Soit H = R2 ; C = [0, 1]× [0, 1],

si on prend x ∈ int(C), alors NC(x) = {0R2}.

1.6 Topologie faible et faible ∗

Pour plus de détails sur cette section on peut se référer à [4].

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique i.e., E ′ = {f : E −→
R, f linéaire continue} tel que pour tout f ∈ E ′,

‖f‖ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|〈f, x〉| .

On désigne par ϕf : E −→ R l’application définie par ϕf (x) = 〈f, x〉 . Lorsque f décrit

E ′ on obtient une famille (ϕf )f∈E′ d’applications de E dans R.

Définition 1.6.1. La topologie faible σ(E,E′) sur E est la topologie la moins fine sur

E (avec le minimum d’ouverts) rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Proposition 1.6.2. Soit (xn) une suite de E. On a

(i) xn ⇀ x pour σ(E,E ′) ⇔ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀ f ∈ E ′.

(ii) Si xn → x, alors xn ⇀ x pour σ(E,E ′).

(iii) Si xn ⇀ x pour σ(E,E ′), alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

(iv) Si xn ⇀ x pour σ(E,E ′) et fn → f dans E ′ ( i.e. ‖fn − f‖E′ → 0), alors

〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 .
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Définition 1.6.3. La topologie faible ∗ désignée aussi par σ(E ′, E) est la topologie la

moins fine sur E ′ rendant continues toutes les applications (ϕx)x∈E.

Proposition 1.6.4. Soit (fn) une suite de E ′. On a

(i) fn
∗
⇀ f pour σ(E

′, E)⇔ 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 ∀ x ∈ E.

(ii) Si fn → f , alors fn ⇀ f pour σ(E ′, E ′′). Si fn ⇀ f pour σ(E ′, E ′′), alors fn
∗
⇀ f

pour σ(E ′, E).

(iii) Si fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E), alors ‖fn‖ est bornée et ‖f‖ ≤ lim inf

n→∞
‖fn‖.

(iv) Si fn
∗
⇀ f pour σ(E ′, E) et si xn → x fortement dans E, alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Proposition 1.6.5. [6] Soit E un espace de Banach séparable. Alors, toute suite bornée

dans E ′ admet une sous suite faiblement ∗ convergente dans E ′.

Remarque. Lorsque E est de dimension finie les trois topologies forte, faible et faible ∗
coïncident.

1.7 Multi-applications et continuité

Les résultats suivants sont pris des références [2] et[11].

Définition 1.7.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application

(ou fonction multivoque) de X dans Y toute application F de X dans P(Y ) (ensembles

des parties de Y ) et on note F : X −→P(Y ) ou F : X ⇒ Y . Alors ∀x ∈ X : F (x) ⊂ Y

est un sous-ensemble de Y .

Définition 1.7.2. On appelle domaine (effectif) de F q’on le note D(F ) le sous-ensemble

de X défini par :

D(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

Et l’image de F noté R(F ) le sous-ensemble de Y défini par :

R(F ) = {y ∈ Y/∃x ∈ X : y ∈ F (x)} =
⋃

x∈D(F )

F (x).

Définition 1.7.3. On appelle graphe de F et on le note gph(F ) le sous-ensemble de X×Y
défini par :

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(F ), y ∈ F (x)} .
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Définition 1.7.4 (Distance de Hausdorff). Soient X un espace métrique, A et B deux

sous-ensembles fermés non vides de X. L’excès (ou écart) de A sur B (resp. de B sur A)

est défini par

e(A,B) = sup{d(x,B)/x ∈ A} et e(B,A) = sup{d(y, A)/y ∈ B}.

On appelle distance de Hausdorff entre A et B la fonction numérique dH(·, ·) définie par

dH(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

De plus, pour δ > 0, dH(A,B) ≤ δ ⇐⇒ A ⊂ B +B(0, δ).

Définition 1.7.5. Soit X, Y deux espace métriques et F : X ⇒ Y . On dit que F est

continue (résp lipschitzienne de rapport λ > 0) si pour tout x, t ∈ X nous avons :

lim
x−→t

dH(F (x), F (t)) = 0,

(resp pour tous x, t ∈ X)

dH (F (x), F (t)) ≤ λdX(x, t),

dX la métrique de X.

Définition 1.7.6 (Fonction absolument continue). Soit H un espace de Hilbert, une

fonction f : [a, b] −→ H est dite absolument continue si, pour tout réel ε > 0, il existe

un δ > 0 tel que, pour toute suite ([bn, an])n∈N de sous-intervalles de [a, b] d’intérieurs

disjoints, ∑
n≥0

(bn − an) < δ ⇒
∑
n≥0

‖f(an)− f(bn)‖ < ε.

Théorème 1.7.7. [2] Une fonction f : [a, b] −→ H est absolument continue si et seule-

ment si elle est intégrale de sa dérivée, c’est à dire :

f(b)− f(a) =

b∫
a

f ′(s)ds.

On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre la réciproque

est fausse.

1.8 Quelque résultats de compacité

Lemme 1.8.1. [17] Soit (un)n∈N une suite de H faiblement convergente vers u dans H,

alors
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1. ‖u‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖ .

2. Si un ∈ C + B̄(0, εn) pour tout C ⊂ H convexe fermé et (εn)n∈N une suite de R∗+
telle que εn → 0, alors u ∈ C.

Lemme 1.8.2. [16, corollary, p. 227] Soit (un)n∈N une suite de fonctions, un : [0, T ] −→
H telle que un

∗
⇀ u∗ dans L∞([0, T ];H), i.e.

T∫
0

〈un(t), ϕ(t)〉 dt −→
T∫

0

〈u∗(t), ϕ(t)〉 dt, n→∞ ∀ϕ ∈ L1([0, T ];H).

Supposons que

1. C(t) ⊂ H est convexe fermé ∀ t ∈ [0, T ],

2. C(·) est L-lipschitzienne sur [0, T ].

Soit

φ(u) =

T∫
0

σ(u(t), C(t)), dt pour u ∈ L∞([0, T ];H).

Alors φ est semi-continue inférieurement, i.e, φ(u∗) ≤ lim inf
n→∞

φ(un).

Lemme 1.8.3. Soit u : [0, T ] −→ H une fonction absolument continue. Alors

(a)

T∫
0

〈u′(t), u(t)〉 dt =
1

2
‖u(T )‖2 − 1

2
‖u(0)‖2 .

(b)
1

2

(
d

dt
‖u(t)‖2

)
= 〈u′(t), u(t)〉 = ‖u(t)‖2 .

Théorème 1.8.4 ( point fixe Schauder). [13, 17] Soit E un espace de Banach K ⊂ H

un convexe fermé. Si A est une application continue de K dans K telle que A(K) soit

relativement compact, alors A a un point fixe.

Théorème 1.8.5 ( Mazur). [13, 17] Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble

compact de E. Alors co(A) est compact.

Théorème 1.8.6 ( Banach-Mazur). [13, 17] Soit E un espace de Banach réel. Soit (xn) ⊂
E et x ∈ E tel que xn ⇀ x faiblement dans E, quand n −→∞. On pose Cn = co{xm;m ≥
n} ( c’est à dire l’ensemble des combinaisons convexes des xm, m ≥ n). Alors, nous avons

(i) x ∈ Cn, pour tout n ∈ N.

(ii) Il existe (yn)n ⊂ E telle que yn ∈ co{xm;m ≥ n} pour tout n ∈ N et yn −→ x

quand n −→∞.
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Proposition 1.8.7. [13, 17] Soit S ⊂ H un sous ensemble non vide convexe et fermé.

Alors

S = {x ∈ H; 〈ξ, x〉 ≤ σ(ξ, S);∀ξ ∈ H}.

Théorème 1.8.8 (Ascoli-Arzélà). [13, 17] Soit K ⊂ C([0, T ];H)non vide.

K est relativement compact si est seulement si

(a) Pour tout t ∈ [0, T ], l’ensemble K(t) := {u(t);u ∈ K} est relativement compact

dans H ;

(b) K est uniformément équicontinue ,i.e, pour tout ε ≥ 0 il existe δ(ε) > 0, tel que,

si t, s ∈ [0, T ] et |t− s| < δ, alors ‖u(t)− u(s)‖ < ε pour tout u ∈ K.

Théorème 1.8.9. (Dunford-Pettis) Soit H un espace de Hilbert. Tout ensemble

K ⊆ L1([0, T ];H) uniformément intégrable est relativement faiblement compact.



Chapitre 2

Inégalité variationnelle de type

processus de Rafle

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’établir un résultat d’existence et d’unicité pour un problème

d’évolution non linéaire gouverné par le cône normal, de la forme :

Trouver u : [0, T ] −→ H vérifiant : −u′(t) ∈ NC(t)(u(t)) p.p sur [0, T ],

u(0) = u0, u0 ∈ C(0),
(2.1)

où

• C : [0, T ] −→ 2H est une multi-application de [0, T ] (T > 0) à valeurs convexes

fermées dans l’espace de Hilbert H.

• NC(t)(u(t)) dénote le cône normal, au sens d’analyse convexe, à C(t) au point u(t).

Le problème (2.1) s’appelle processus de rafle (sweeping process en anglais) du premier

ordre et couvre plusieurs situations en mécanique telle l’évolution des systèmes élasto-

plastiques, ainsi que les problèmes avec frottement.

Ce problème est équivalent à l’inégalité variationnelle d’évolution suivante
Trouver u : [0, T ] −→ H tel que,

〈u′(t), v − u(t)〉 ≥ 0 pour tous v ∈ C(t),

u(0) = u0, u0 ∈ C(0),

u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [0, T ].

(2.2)

20
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Dans ce chapitre on s’intéresse au caractère bien posé pour le problème (2.1).

2.2 Résultats auxiliaires

Nous rappelons maintenant des résultats concernant le sous-différentiel de la fonction

distance à un ensemble S dont nous aurons besoin pour la suite(voir[16]).

Proposition 2.2.1. [7, 16] Soit S un sous ensemble non vide fermé de H et x ∈ S. Alors

∂dS(x) = NS(x) ∩B(0, 1).

Proposition 2.2.2. [7, 16] Soit C : [0, T ] ⇒ H une multifonction Hausdorff-continue à

valeurs non vide fermées convexes. Alors la fonction

(t, x) 7−→ ∂dC(t)(x)

est à valeurs fermés convexes satisfaisant la propriété de la semi-continuité supérieure

suivante :

Soit (tn) une suite dans [0, T ] convergeant vers t ∈ [0, T ], et (xn) une suite dans H avec

xn ∈ C(tn) pour tout n, convergeant vers x ∈ C(t), alors pour chaque ξ ∈ H, nous avons

lim sup
n

σ(ξ, ∂dC(tn)(xn)) ≤ σ(ξ, ∂dC(t)(x)).

2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans cette section nous allons aborder la question d’existence et d’unicité d’une so-

lution pour le problème non linéaire (2.1) qui est équivalent à l’inégalité variationnelle

d’évolution (2.2).

Tout d’abord, qu’est-ce qu’on entend par solution du problème non linéaire (2.1) ?

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0, T ] −→ H est une solution de (1), si les conditions

suivantes sont vérifiées :

(a) u(0) = u0, et u0 ∈ C(0),

(b) u(t) ∈ C(t) ∀ t ∈ [0, T ],

(c) u(·) est différentiable presque partout sur ]0, T [,

(d) −u′(t) ∈ NC(t)(u(t)) presque partout sur [0, T ].
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Théorème 2.3.2. Soit H un espace de Hilbert séparable, on suppose que C(t) est convexe

fermé pour tout t ∈ [0, T ] satisfaisant l‘hypothèse suivant :

(H1) C(·) est absolument continue, c-à-d pour tout y ∈ H∣∣dC(t)(y)− dC(t′)(y)
∣∣ ≤ |v(t)− v(t′)| ∀t, t′ ∈ [0, T ], (2.3)

où v : R −→ R est une fonction absolument continue. Alors pour chaque u0 ∈
C(0) le problème d’évolution (2.1) admet une solution unique, et cette solution est

absolument continue.

.

Démonstration.

On définit la suite des solutions approchées (un)n∈N dans C([0, T ];H), et on montre

que (un)n∈N converge fortement dans C([0, T ];H) vers une solution de notre problème

(2.1).

La suite est définie via un algorithme de projection .

I- Existence

La démonstration de l’existence de la solution se fait en 3 étapes :

1 reétape : Construction des suites approximatives :

On observe que (2.3) assure pour tout t ≤ t′

∣∣dC(t′)(y)− dC(t)(y)
∣∣ ≤ |v(t′)− v(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ t′

t

v′(s)ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t′

t

|v′(s)| ds.

On suppose que v′(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ].

Pour chaque n ∈ N∗, on considère la partition suivante de l’intervalle I := [0.T ]

Ini :=]tni , t
n
i+1], tni = i

T

2n
, 0 ≤ i ≤ 2n − 1, In0 = {tn0}. (2.4)

Algorithme : Posons

µn :=
T

2n
, εni :=

∫ tni+1

tni

v′(s)ds, et εn := max
0≤i<2n

{µn + εni }, (2.5)

et

u(tni ) = uni , u(tni+1) = uni+1.

Fixons n ≥ 1, on définit par induction :
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• un0 = u0 avec u0 ∈ C(0),

• 0 ≤ i ≤ 2n − 1, uni+1 ∈ C(tni+1) est solution de uni − uni+1 ∈ NC(tni+1)(u
n
i+1).

Figure 2.1 – la propriété de rattrapage

.

L’algorithme ci-dessus est bien défini. En effet pour i = 0, nous avons
un0 − un1 ∈ NC(tn1 )(u

n
1 ),

⇔
un1 = PC(tn1 )(u

n
0 ).

(2.6)

Le théorème (1.4.1), assure l’existence et l’unicité de un1 solution de (2.6) avec un1 ∈ C(tn1 ).

Alors

uni+1 = projC(tni+1)(u
n
i ). (2.7)

De plus, si on applique (2.3), (2.5) et on utilise le fait que dC(tni )(u
n
i ) = 0 (car uni ∈ C(tni )

et C convexe fermé ) on trouve∥∥uni+1 − uni
∥∥ = dC(tni+1)(u

n
i ) ≤

∣∣∣dC(tni+1)(u
n
i )
∣∣∣

≤
∣∣∣dC(tni+1)(u

n
i )− dC(tni )(u

n
i )
∣∣∣

≤
∣∣v(tni+1)− v(tni )

∣∣
≤ εni .

Donc ∥∥uni+1 − uni
∥∥ ≤ εni . (2.8)

Maintenant, nous utilisons la suite discrète (uni ) pour construire la suite de solution ap-

prochée (un) de [0, T ] à H en prenant leurs restrictions sur chaque intervalle Ini comme

suit

un(t) :=

u
n
0 si t = 0,

uni +
v(t)−v(tni )

εni
(uni+1 − uni ) si t ∈ Ini , i ∈ 1, .., 2n − 1.

(2.9)



2.3. Résultats d’existence et d’unicité 24

Figure 2.2 – la suite de solution approchée.

Donc pour tout t, t′ ∈ Ini

un(t′)− un(t) =
v(t′)− v(t)

εni
(uni+1 − uni ).

D’après (2.8), si t, t′ ∈ Ini tell que t ≤ t′ on obtient

‖un(t′)− un(t)‖ =

∥∥∥∥v(t′)− v(t)

εni
(uni+1 − uni )

∥∥∥∥
≤ v(t′)− v(t). (2.10)

Cette inégalité affirme que un est absolument continue.

Maintenant, on observe que pour 0 ≤ i ≤ 2n

u′n(t) =
v′(t)

εni
(uni+1 − uni ) p.p t ∈ Ini .

Si on utilise (2.8), on trouve

‖u′n(t)‖ =

∥∥∥∥v′(t)εni
(uni+1 − uni )

∥∥∥∥ ≤ v′(t). (2.11)

Soient θn, ρn définies de I à valeur dans I par :
θn(0) = 0,

ρn(0) = 0,

θn(t) = tni+1 ; t ∈ Ini ,
ρn(t) = tni ; t ∈ Ini .

(2.12)

Alors d’après (2.7), la construction de un, et les propriétés du cône normal, on obtient

u′n(t) ∈ −NC(θn(t))(un(θn(t))) p.p t ∈ I. (2.13)
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(2.11) implique

‖u′n(t)‖ ≤ ‖v′(t)‖ ⇔ u′n(t) ∈ B̄(0, v′(t))

⇔ u′n(t) ∈ v′(t)B̄(0, 1).

De plus, si on utilise (2.13) on trouve

u′n(t) ∈ −NC(θn(t))(un(θn(t))) ∩ v′(t)B̄(0, 1).

La proposition(2.2.1) affirme que

u′n(t) ∈ −v′(t)∂dC(θn(t))(un(θn(t))), p.p t ∈ I. (2.14)

2 ème étape : Convergence de (un) :

Dans cette étape, on s’intéresse à la convergence des suites (un) et (u′n).

Maintenant on va démontrer que (un) est une suite de Cauchy dans l’espace C(I,H) pour

la norme de la convergence uniforme .

Fixons m,n ∈ N tels que m ≥ n ≥ n0, t ∈ I
t 6= tmi pour i = 0, ..., 2m,

et

t 6= tnj pour j = 0, ..., 2n.

(2.3), (2.5) et (2.10) donnent

dC(θn(t))(um(t)) = dC(θn(t))(um(t))− dC(θm(t))(um(θm(t)))

≤ dC(θn(t))(um(t))− dC(θm(t))(um(t)) + dC(θm(t))(um(t))− dC(θm(t))(um(θm(t)))

≤ |v(θn(t))− v(θm(t))|+ ‖um(θm(t))− um(t)‖

≤ |v(θn(t))− v(t)|+ |v(θm(t))− v(t)|+ |v(θm(t))− v(t)|

≤
∫ t

θn(t)

v′(s)ds+

∫ t

θm(t)

v′(s)ds+

∫ t

θm(t)

v′(s)ds

≤ εn + 2εm. (2.15)

D’après (2.14) on a

−u′n(t) ∈ v′(t)∂dC(θn(t))(un(θn(t))), p.p t ∈ I.

On tenant compte de (2.15), et la définition du sous différentiel, on obtient

〈−u′n(t), um(t)− un(θn(t))〉 ≤ v′(t)[dC(θn(t))(um(t))− dC(θn(t))(un(θn(t)))],
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et donc

〈−u′n(t), um(t)− un(θn(t))〉 ≤ v′(t)dC(θn(t))(um(t))(car dC(θn(t))(un(θn(t))) = 0).

Alors

〈u′n(t), un(θn(t))− um(t)〉 ≤ v′(t)dC(θn(t))(um(t))

≤ v′(t)(εn + 2εm). (2.16)

On utilise l’inégalité de Cauchy Schwartz et les relations (2.11), (2.8) et (2.16), nous ob-

tenons

〈u′n(t), un(t)− um(t)〉 = 〈u′n(t), un(t)− un(θn(t))〉+ 〈u′n(t), un(θn(t))− um(t)〉

≤ ‖u′n(t)‖ ‖un(t)− un(θn(t))‖+ v′(t)(εn + 2εm)

≤ v′(t)εn + v′(t)(εn + 2εm)

≤ 2v′(t)(εn + εm).

Alors

〈u′n(t), un(t)− um(t)〉 ≤ 2v′(t)(εn + εm). (2.17)

On a aussi

〈u′m(t), um(t)− un(t)〉 ≤ 2v′(t)(εn + εm). (2.18)

En combinant entres (2.17) et (2.18), on trouve

〈u′m(t)− u′n, um(t)− un(t)〉 ≤ 2v′(t)(εn + εm) + 2v′(t)(εn + εm) = 4v′(t)(εn + εm).

Le lemme (1.8.3) implique

d

dt
(‖um(t)− un(t)‖2) = 2〈u′m(t)− u′n, um(t)− un(t)〉

≤ 8v′(t)(εn + εm).

Comme ‖um(0)− un(0)‖2 = 0, pour tout t ∈ I, on a

‖um(t)− un(t)‖2 ≤ 4(εn + εm)

∫ t

0

v′(s)ds.

Donc pour certaine constante positive k indépendant de m,n et t nous avons

‖um(t)− un(t)‖2 ≤ k(ηn + ηm),
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où ηn, ηm sont des constantes qui tend vers 0.

On conclut que (un)n est une suite de Cauchy dans l’espace C(I,H) qui est complet, et

par suite (un)nconverge uniformément vers u, c-à-d, un −→ u.

La relation (2.11) donne que (u′n)n est borné dans L1(I,H), alors d’après le théorème(1.8.9)

on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans L1(I,H), on suppose que

cette sous suite est (u′n)net p est la limite faible dans L1(I,H) on note u′n ⇀ p dans

L1(I,H).

Pour tout t ∈ I

u(t) = lim
n−→∞

un(t) = u0 + lim
n−→∞

∫ t

0

u′n(s)ds

= u0 +

∫ t

0

p(s)ds.

(on a utilisé la convergence faible de u′n et le théorème de la convergence dominé de

Lebesgue).

On en déduit que u est absolument continue et u′(t) = p(t) p.p t ∈ I.

3 ème étape : u(·) est solution du notre problème.

On commence par la condition de viabilité

u(t) ∈ C(t) p.p t ∈ [0, T ] . (2.19)

Pour presque partout t ∈ I, et d’après la définition (2.12) de θn(t) on a

|θn(t)− t| ≤ T

2n
.

Combinant(2.5) et (2.10), nous obtenons

‖un(θn(t))− u(t)‖ = ‖un(θn(t)) + un(t)− un(t)− u(t)‖

≤ ‖un(t)− u(t)‖+ ‖un(θn(t))− un(t)‖

≤ ‖un(t)− u(t)‖+ v(θn(t))− v(t)

≤ ‖un(t)− u(t)‖+ εn.
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En faisant tendre n vers l’infini on obtient
lim
n−→∞

θn = t,

et

lim
n−→+∞

un(θn(t)) = u(t).

(2.20)

Comme un(θn(t)) ∈ C(θn(t)), (2.3) implique

dC(t)(un(θn(t))) = dC(t)(un(θn(t)))− dC(θn(t))(un(θn(t))) ≤ v(θn(t))− v(t).

D’autre part, la continuité de la fonction distance et la relation(2.20), impliquent

lim
n−→∞

dC(t)(un(θn(t))) ≤ 0,

or

dC(t)(u(t)) = 0,

c-à-d

u(t) ∈ C(t).

Comme C(t) est fermé alors

u(t) ∈ C(t);∀t ∈ [0, T ].

Maintenant, nous montrons que u(·) vérifié l’inclusion différentielle (2.1).

On a d’après (2.14), pour tout t ∈ I

u′n(t) ∈ −v′(t)∂dC(θn(t))(un(θn(t))).

La convergence faible de (u′n)n vers u′ dans L1(I,H) donne d’après le lemme(1.8.6).

u′(t) ∈ co{u′k(t) : k ≥ n},

et donc

u′(t) ∈
⋂
n

co{u′k(t) : k ≥ n}.

Nous fixons t ∈ I et ξ ∈ H, alors

〈ξ, u′(t)〉 ≤ σco{u′k(t) :k≥n}(ξ),

alors

〈ξ, u′(t)〉 ≤ sup
k
〈ξ, u′k(t)〉,
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or

〈ξ, u′(t)〉 ≤ inf
n

sup
k≥n
〈ξ, u′k(t)〉 = lim

n
sup〈ξ, u′n(t)〉.

Nous utilisons la relation (2.14), la proposition (1.8.7), la proposition(2.2.2) et le fait que

σ(∂dC(t)(.), .) est semi continue supérieurement, nous trouvons

〈ξ, u′(t)〉 ≤ lim
n

sup〈ξ, u′n(t)〉 ≤ lim
n

supσ(−v′(t)∂dC(θn(t))(un(θn(t))); ξ)

≤ σ(−v′(t)∂dC(t)(u(t)); ξ).

Comme ∂dC(t)(u(t)) est un convexe fermé, alors

u′(t) ∈ −v′(t)∂dC(t)(u(t)) ⊂ −NC(t)(u(t)) p.p t ∈ I.

II-unicité de la solution :

Supposons que u1, u2 sont deux solutions de (2.1) telles que u1(0) = u2(0) = u0.

Donc, pour p.p t ∈ [0, T ], nous avons pour i = 1, 2

〈−u′i(t), v − ui(t)〉 ≤ 0, pour tout v ∈ C(t).

En utilisant le fait que ui(t) ∈ C(t) p.p t ∈ [0, T ], nous obtenons 〈u′1(t), u1(t)− u2(t)〉 ≤ 0,

〈−u′2(t), u1(t)− u2(t)〉 ≤ 0.

En additionnant les deux dernières inégalités, nous avons

〈u′1(t)− u′2(t), u1(t)− u2(t)〉 ≤ 0. (2.21)

Alors
d

dt
〈u1(t)− u2(t), u1(t)− u2(t)〉 = 2〈u1(t)− u2(t), u′1(t)− u′2(t)〉 ≤ 0,

or

‖u1(s)− u2(s)‖ − ‖u1(0)− u2(0)‖ ≤ 0.

Par conséquent

‖u1(s)− u2(s)‖ ≤ 0⇐⇒ u1(s) = u2(s);∀s ∈ [0, T ].

D’où l’unicité de la solution et ce qui achève la preuve.



Chapitre 3

Version quasi-variationnelle du

processus de Rafle

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence de solution pour la version quasi-variationnelle

du processus de rafle, i.e, le problème d’évolution suivant
−u′(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)), p.p sur[0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)), pour tout t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0, u0),

(3.1)

où C : [0, T ] × H ⇒ H est une multifonction à valeurs convexes et fermées dans

l’espace de Hilbert H.

Le problème (3.1) s’appelle processus de rafle avec contrainte sur l’état (state dépendent

sweeping processus en anglais) du premier ordre.

L’existence de la solution pour le problème (3.1) été prouvé par plusieurs auteurs via les

méthodes de discrétisations [10, 12].

Le but de ce chapitre est de montrer que l’approche point fixe est possible pour démontrer

l’existence de solution pour le problème (3.1).

30
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3.2 Résultats d’existence

Maintenant, nous énoncons notre résultat principale.

Théorème 3.2.1. Soit H un espace de Hilbert et soit C : [0, T ]×H ⇒ H une multifonc-

tion à valeurs non vides satisfaisant les hypothèses suivants :

(H1) C(t, u) est convexe fermé, ∀(t, u) ∈ [0, T ]×H ;

(H2) C(., .) est bouge dans un sens lipschitzien, c-à-d,

∃L1 ≥ 0 et 0 ≤ L2 < 1 tels que : dH(C(t, u), C(s, v)) ≤ L1 |t− s|+ L2 ‖u− v‖ ;

(H3) C(t, u) ⊂ S où S ⊂ H est compact.

Alors, pour tout u0 ∈ C(0, u0) ; le problème (3.1) admet au mois une solution continûment

Lipschitzienne.

Démonstration.

La preuve se fait en trois étapes.

1 reétape :K est convexe fermé :

On pose

K :=
{
u ∈ C([0, T ];H); u(t) = u0+

∫ t

0

u′(s)ds; ∀t ∈ [0, T ]; ‖u′(t)‖ ≤ L1

1− L2

; p.p t ∈ [0, T ]
}
.

On a par définition K ⊂ C([0, T ];H). Maintenant on montre que

(i)-K convexe :

Soient u, v ∈ K,λ ∈ [0, 1] on va démontrer que λu+ (1− λ)v ∈ K.

u ∈ K =⇒

u(t) = u0 +
∫ t

0
u′(s)ds,

‖u′(t)‖ ≤ L1

1−L2
,

et v ∈ K =⇒

v(t) = u0 +
∫ t

0
v′(s)ds,

‖v′(t)‖ ≤ L1

1−L2
.

On a

λu+ (1− λ)v ∈ C([0, T ];H) (car u, v ∈ C([0, T ];H)).

D’autre part

λu(t) + (1− λ)v(t) = λu0 + λ

∫ t

0

u′(s)ds+ (1− λ)u0 + (1− λ)

∫ t

0

v′(s)ds p.p t ∈ [0, T ]

= u0 +

∫ t

0

(λu′(s) + (1− λ)v′(s))ds.
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Alors

‖(λu(t) + (1− λ)v(t))′‖ = ‖λu′(t) + (1− λ)v′(t)‖

≤ λ ‖u′(t)‖+ (1− λ) ‖v′(t)‖

≤ λ
L1

1− L2

+ (1− λ)
L1

1− L2

≤ L1

1− L2

,

d’où la convexité de K.

(ii)-K est fermé :

Soit (un)n ⊂ K ⊂ C([0, T ];H) telle que : un −→ u dans C([0, T ];H) et montrons que

u ∈ K.

Soit u := lim
n−→∞

un , et un ∈ K, donc on peut écrire

un(t) = u0 +

∫ t

0

u′n(s)ds p.p t ∈ [0, T ], et ‖u′n(t)‖ ≤ L1

1− L2

. (3.2)

On doit montrer que u(t) = u0 +
∫ t

0
u′(s)ds p.p t ∈ [0, T ],

‖u′(t)‖ ≤ L1

1−L2
.

D’après (3.2) on a

‖u′n(t)‖ ≤ L1

1− L2

p.p t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N,

alors ∫ T

0

‖u′n(t)‖dt ≤ L1

1− L2

T p.p t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N,

or

‖u′n(t)‖L1([0,T ];H) ≤ cte <∞ p.p t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N.

Donc, d’après le théorème(1.8.9) on trouve

∃(u′n)n ⊂ L1([0, T ];H) ; ∃w ∈ L1([0, T ];H) tels que u′n converge faiblement vers w dans

L1([0, T ];H), et on note u′n ⇀ w dans L1([0, T ];H).

Soit

v(t) = u0 +

∫ t

0

w(s)ds, p.p t ∈ [0, T ].
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On pose

Z :=
{
y(.) ∈ L1([0, T ];H); ‖y(t)‖ ≤ L1

1− L2

p.p t ∈ [0, T ]
}
.

Il est clair que Z convexe et fermé dans L1([0, T ];H) (on utilise l’inégalité triangulaire et

la continuité de la norme).

Comme un ∈ K alors u′n ∈ Z.
Or

u′n ⇀ w.

Donc d’après le lemme (1.8.1) on a

w ∈ Z,

c-à-d

‖w(t)‖ ≤ L1

1− L2

.

Comme v(t) := u0 +
∫ t

0
w(s)ds, et ‖w(t)‖ ≤ L1

1−L2
, on obtient

v ∈ K. (3.3)

On va montrer maintenant que : lim
n−→∞

un(t) = v(t).

(3.2) donne

lim
n−→∞

un(t) = u0 + lim
n−→∞

∫ t

0

u′n(s)ds.

Donc il suffit montre que

lim
n−→∞

∫ t

0

u′n(s)ds =

∫ t

0

w(s)ds.

Soit ej est une base de H

lim
n−→∞

〈ej,
∫ t

0

u′n(s)ds〉 = lim
n−→∞

∫ T

0

〈1[0,t](s)ej, u
′
n(s)〉ds

=

∫ T

0

〈1[0,t]ej, w(s)〉ds

= 〈ej,
∫ t

0

w(s)ds〉.

Donc

lim
n−→∞

∫ t

0

u′n(s)ds =

∫ t

0

w(s)ds.
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Par suite

lim
n−→∞

un(t) = v(t).

D’après l’unicité de la limite on trouve que u = v ∈ K, ce qui assure que K est fermé.

2 ème étape :Construction de l’opérateur point fixe A :

Posons D(t) := C(t, v(t)) où v ∈ K quelconque. On définit le problème suivant d’inconnu

w, −w
′(t) ∈ ND(t)(w(t)),

w(0) = u0 ∈ D(0) = C(0, u0).
(3.4)

On va vérifier que D(.) satisfaisant les conditions du théorème (2.3.2).

Il est clair que D(t) est convexe fermé.

Maintenant, soit y ∈ H et t, t′ ∈ [0, T ], alors∣∣dD(t)(y)− dD(t′)(y)
∣∣ =

∣∣dC(t,v(t))(y)− dC(t′,v(t′))(y)
∣∣

≤ L1 |t− t′|+ L2 |v(t)− v(t′)|

≤ ṽ(t)− ṽ(t′),

avec ṽ(t) = L1t+ L2v(t).

Donc D(.), bouge dans un sens absolument continu par rapport à ṽ(.). Le théorème (2.3.2)

nous garanti l’existence et l’unicité de w ∈ W 1,2([0, T ];H) solution du problème (3.4).

Maintenant, on définit A par

A : K −→ K

v 7−→ w = Av.

(i) K est invariant par A :

On va montrer que AK ⊂ K.

Soit v ∈ K, alors v ∈ C([0, T ];H) et

v(t) = u0 +

∫ t

0

v′(s)ds.

Et soit w ∈ AK donc

w = Av ; v ∈ K.

D’après 3.4 on obtient

w(0) = u0.
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Comme w est absolument continue(d’après chapitre2) alors :
w(t) = u0 +

∫ t
0
w′(s)ds,

et

‖w′(t)‖ ≤ ṽ′(t) = L1 + L2v
′(t).

Resta a vérifier que ‖w′(t)‖ ≤ L1

1−L2
.

Soit t ∈ I

‖w′(t)‖ ≤ ṽ′(t) ≤ ‖ṽ′(t)‖

≤ L1 + L2‖v′(t)‖

≤ L1

1− L2

.

Donc w ∈ K.

(ii) A est continue :

On va démontrer que A est continue.

Soit (vn)n ⊂ K telle que

vn −→ v dans C([0, T ];H).

On a

wn = A(vn) et w = Av.

Et comme wn = A(vn) alors wn est solution de−wn ∈ NC(t,vn(t))(wn(t)),

wn(0) = u0 ∈ C(0, u0).

Comme w = A(v) alors w est solution de−w ∈ NC(t,v(t))(w(t)),

w(0) = u0 ∈ C(0, u0).

On utilise la définition du cône normal on obtient〈−w
′
n(t), x− wn(t)〉 ≤ 0; ∀x ∈ C(t, vn(t)),

〈−w′(t), x− w(t)〉 ≤ 0; ∀x ∈ C(t, v(t)).

Si on prend

x = projC(t,vn(t))(w(t)) ∈ C(t, vn(t)),
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et

x = projC(t,v(t))(wn(t)) ∈ C(t, v(t)),

et on remplace dans les deux inégalités précédentes on trouve〈−w
′
n(t), projC(t,vn(t))(w(t))− wn(t)〉 ≤ 0,

〈−w′(t), projC(t,v(t))(wn(t))− w(t)〉 ≤ 0.

On a

〈−w′n(t), w(t)− wn(t)〉 = 〈−w′n(t), w(t)− projC(t,vn(t))(w(t))〉+ 〈−w′n(t), projC(t,vn(t))(w(t))− wn(t)〉

≤ 〈−w′n(t), w(t)− projC(t,vn(t))(w(t))〉

≤ ‖w′n(t)‖
∥∥w(t)− projC(t,vn(t))(w(t))

∥∥
≤ L1

1− L2

∣∣dC(t,vn(t))(w(t))− dC(t,v(t))(w(t))
∣∣

≤ L1

1− L2

L2 ‖v(t)− vn(t)‖ .

Donc

〈−w′n(t), w(t)− wn(t)〉 ≤ L1

1− L2

L2 ‖v(t)− vn(t)‖ , (3.5)

et

〈−w′(t), wn(t)− w(t)〉 ≤ L1

1− L2

L2 ‖v(t)− vn(t)‖ . (3.6)

Combinant (3.5) et (3.6) on trouve

〈w′n(t)− w′(t), wn(t)− w(t)〉 ≤ 2
L1

1− L2

L2 ‖v(t)− vn(t)‖ .

Donc

1

2

d

dt
‖wn(t)− w(t)‖2 ≤ 2

L1

1− L2

L2 ‖vn(t)− v(t)‖ .

D’après le lemme (1.8.3) on obtient

‖wn(t)− w(t)‖2 ≤ 2
L1

1− L2

L2 ‖vn(t)− v(t)‖ .

Passant à la limite quand n −→∞

lim
n−→∞

‖wn(t)− w(t)‖2 = 0.
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Alors

wn(t) −→ w(t),

par suite A est continue.

3 ème étape :A est compact :

on a A : K −→ K

v 7−→ Av = w ∈ K.

Pour montrer AK est relativement compact il suffit de montrer qu’il est compact et

équicontinu.

1. Compact

On a pour tout t ∈ [0, T ]

K(t) := {u(t);u ∈ K} ⊂ H est relativement compact (d’après (H3)).

2. Èquicontinu

Soit t1, t2 ∈ [0, T ] tq t1 < t2

|w(t1)− w(t2)| =
∣∣∣∣∫ t2

t1

w′(s)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t2

t1

|w′(s)| ds

≤ L1

1− L2

(t2 − t1).

Alors w(t) est uniformément lipschitzien et donc équicontinu. Alors w(t) est lipschitzienne.

D’après le théorème(1.8.8) (Ascoli-Arzélà) AK est relativement compact.

Les conditions du théorème du point fixe de Shauder(théorème1.8.4) sont satisfaites, alors

il existe u ∈ K tell que Au = u, c-à-d, u ∈ W 1,1([0, T ];H) solution du problème(3.1).

Ce qui achève la preuve.

3.3 Application

Dans cette section, on va appliquer notre résultat principal pour résoudre l’inégalité

quasi-variationnelle de type parabolique suivant :
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Trouver v : [0, T ] −→ H telle que〈v
′(t) + f(t), w − v(t)〉 ≥ 0 ; ∀w ∈ Γ(v);

v(0) = v0 ∈ Γ(v0),
(3.7)

où f : [0, T ] −→ H une fonctionnelle donnée dans L∞([0, T ];H), et Γ(v) ⊂ H est l’en-

semble des contraintes supposée à valeurs convexes et fermées, et

|dΓ(v1)(y)− dΓ(v2)(y)| ≤ L‖v1 − v2‖,∀v1, v2 ∈ H etL ≥ 0. (3.8)

Proposition 3.3.1. Si Γ(v) ⊂ S ⊂ H compact et L < 1, alors pour tout v0 ∈ Γ(v(0))

le problème (3.7) admet aux moins une solution.

Démonstration.

Comme Γ(v) est convexe fermé, (3.7) peut être réécrite comme suit−v
′(t) ∈ NΓ(v(t))(v(t)) + f(t) p.p w ∈ Γ(v),

v(0) = v0 ∈ Γ(v0).
(3.9)

Maintenant, on va utiliser le changement de variable suivant :

u(t) := v(t) +

∫ t

0

f(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

C(t, u(t)) := Γ(u(t)−
∫ t

0

f(s)ds) +

∫ t

0

f(s)ds ∀(t, u) ∈ [0, T ]×H.

Comme u(t) = v(t) +
∫ t

0
f(s)ds, alors

u′(t) = v′(t) + f(t).

On remarque que (3.7) donne

−v′(t)− f(t) ∈ NΓ(v(t))(v(t)),

or

−u′(t) ∈ NΓ(u(t)−
∫ t
0 f(s)ds)+

∫ t
0 f(s)ds−

∫ t
0 f(s)ds(u(t)−

∫ t

0

f(s)ds),

c-à-d

−u′(t) ∈ NC(t,u(t))+
∫ t
0 f(s)ds(u(t) +

∫ t

0

f(s)ds),
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alors

−u′(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)).

Pour terminer, on doit montrer que C(., .) bouge dans un sens lipschitzien.

Soit y ∈ H; t1 < t2

|dC(t1,u1)(y)− dC(t2,u2)(y)| = |d
Γ(u1−

∫ t1
0 f(s)ds)+

∫ t1
0 f(s)ds

(y)− dΓ(u2−
∫ t2
0 f(s)ds)+

∫ t2
0 f(s)ds(y)|

≤ L‖u1 −
∫ t1

0

f(s)ds− u2 +

∫ t2

0

f(s)ds‖+ ‖
∫ t1

0

f(s)ds−
∫ t2

0

f(s)ds‖

≤ L‖u1 − u2‖+ L‖
∫ t2

t1

f(s)ds‖+ ‖
∫ t2

t1

f(s)ds‖

≤ L‖u1 − u2‖+ L

∫ t2

t1

‖f‖L∞ds+

∫ t2

t1

‖f‖L∞ds

≤ L‖u1 − u2‖+ L‖f‖L∞|t1 − t2|+ ‖f‖L∞|t1 − t2|

≤ L‖u1 − u2‖+ (1 + L)‖f‖L∞|t1 − t2|.

Donc C(., .) est bouge dans un sens lipschitzien. Alors toutes les hypothèses de théorème(3.2.1)

sont satisfaites et par suite le problème (3.7) admet au moins une solution.

Ce qui achève la preuve.



Conclusion générale

Ce manuscrit résume les six moins de mémoire de Master EDPA que nous avons effec-

tuée au sein de Département de Mathématique de l’Université de Jijel, sous la direction

du Professeur Tahar Haddad.

La première partie de ce mémoire est consacrée à l’étude de l’équation différentielle

multivoques de type processus de rafle avec contrainte C dépend du temps t. Nous avons

démontré le caractère bien posé sans aucune hypothèse de compacité sur C.

La seconde partie traite l’existence de solution pour le processus de rafle avec contrainte

C dépend aussi de l’état u, i.e., C(t, u(t)). Ce résultat a été obtenu via le théorème de

point fixe de Schauder et le résultat de la première partie.
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