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Notations et terminologies

I’ensemble des vecteurs de n composantes réelles.
Iorthant positif de I’espace R".

Iorthant strictement positif de 'espace R".

I’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
I’ensemble des matrices symétriques définies positives .
le transposé du vecteur x de R".

la norme 2.

le vecteur n—dimensionnel des uns.

la plus petite composante de vecteur z.

(2181, ..2,85) T (produit de Hadamard).

diag(x).

diag(s).

(b h), (1 £ 0).

diag(x™1).

les directions de Newton.

{a: eRY,  Ax = b} I’ensemble des solutions
strictement réalisables de (P).

{(y,s) e R™ xR" : ATy + s = c} ensemble des solutions
strictement réalisables de (D).

{(:c, y,s) ERL, xR xR, : Az =b, ATy +s= c} Iensemble des
solutions strictement réalisables de (P) et (D).
fonctions de R?} | dans R .

f(z) < Cyg(z) pour certains constante positive Cj.

Cog(x) < f(z) < C3g(x) pour certains constante positive Cy et Cs.

i



Introduction

La programmation linéaire (PL) constitue 1'une des acquisitions plus importantes de
la théorie économique d’aprés la deuxiéme guerre mondiale. Elle s’est développée trés
rapidement, grace aux efforts conjugués des mathématiciens, des chefs d’entreprises, des
chefs militaires, des statisticiens et des économistes. Ceci nous a permet de la considérer
comme 'un des plus beaux succes de la recherche opérationnelle. Un programme linéaire
est un probléme qui consiste & optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire
a plusieurs variables soumise & un ensemble de contraintes linéaires. La méthode du sim-
plexe a été considéré comme la meilleure méthodes de résolution jusqu’au années 70,
lorsque Klee et Minty (1972) ont trouvé pour la premiére fois un exemple qui montrait
que la méthode du simplexe pouvait prendre un nombre d’itérations exponentiel (i.e.,
I'algorithme de la méthode & une complexité exponentielle). A cet égard, la recherche
d’un algorithme polynomial pour la programmation linéaire était lancée. La réponse est
venue de Khachiyan en (1979) lorsqu’il a montré que la méthode des ellipsoides (un algo-
rithme de points intérieurs développé au début des années 70 pour la programmation non
linéaire) était de complexité polynomiale, lorsqu’elle est appliquée a la programmation
linéaire, mais cette derniére ne fonctionnait pas bien en pratique. En 1984, Karmarkar
|6] a proposé un algorithme de complexité polynomiale efficace en pratique, basé sur une
méthode de points intérieurs. On désigne par méthode de points intérieurs (M PIs), toute
procédure de résolution générant une suite de points appartenant a Uintérieur (relatif) du
domaine réalisable (admissible) et convergeant vers la solution optimale du programme
considéré. Den Herty (1994) 7] a classé les méthodes points intérieurs en trois catégories :
les méthodes affines, les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes de trajec-
toire centrale. Dans ce travail, on s’intéresse plus particuliérement, aux méthodes de type
trajectoire centrale (7'C') primale-duale, & cause de ses avantages par rapport aux autres
classes de méthodes de points intérieurs. La plus part de ces méthodes sont basées sur
la fonction barriére logarithmique. En 2001, Peng et autres [8] ont proposé une nouvelle

fonction noyau non logarithmique, telles que cette fonction soit convexe et coercive sur
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son domaine réalisable, dans le but d’améliorer la complexité algorithmique de M PIs.
En 2004, Bai et autres on introduit pour la premiére fois une fonction noyau a terme
barriére trigonométrique. En 2012, El ghami et autres[5| ont évalué la complexité algo-
rithmique de la fonction noyau proposée par Bai et autres. Les travaux se poursuivent a
présent, on trouve ainsi ceux de Peyghami et autres [9, 10] en 2014, qui ont proposé deux
différentes fonctions noyaux a termes trigonométrique-logarithmique et trigonométrique-
exponentiel. La méme année, Cai et autres [3] ont proposé une autre fonction noyau a
terme barriére trigonométrique-logarithmique pour les méthodes de points intérieurs de
type primal-dual. En 2016, Bouafia et autres [2] ont proposé une fonction noyau géné-
ralisée avec une fonction barriére de type trigonométrique, ils ont prouvé théoriquement
et numériquement que leur complexité algorithmique est la meilleure pour les méthodes
de points intérieurs a grand-pas basées sur les fonctions noyaux & terme trigonométrique.
Pour cette raison, on a choisi de détailler leur article intitulé : « An Efficient Primal-dual
Interior Point Method For Linear Programming Based On A New Kernel Function With
A Trigonometric Barrier Term ».

Ce mémoire est organisé comme suit

Le premier chapitre présente un rappel des notions fondamentales d’usage fréquent pour
la suite, a savoir : ’analyse convexe, la programmation mathématique (PM) et les princi-
paux résultats d’existence et d’unicité d’une solution optimale d’'un PM. Une présentation
générale des différentes versions de méthodes de T'C réalisables appliquées a la program-
mation linéaire (PL) est proposée dans le deuxiéme chapitre. Dans le troisiéme chapitre,

on a présenté d’'une maniére détaillée le papier publié par Bouafia et autres en 2016.



Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur ’analyse convexe, la
programmation mathématique et quelques différents modéles d’un programme mathéma-
tique citons par exemple la programmation linéaire (PL), la programmation non linéaire
(PNL) et la programmation quadratique (PQ). On termine ce chapitre par la présenta-
tion de (PL), ot on donne les différentes formes de (PL) et la notion de dualité en (PL),

ainsi que les principaux résultats d’existence et d’unicité.

1.1 Analyse convexe

1.1.1 Ensembles et fonctions convexes

Dans cette section, on présente un rappel des notions fondamentales de l'analyse

convexe qui serviront d’appuis pour la suit.

Définition 1.1.

1. Un ensemble C' de R" est dit conveze si
Ve,y e CVA € [0,1], de + (1 =Ny € C.
2. Un ensemble C' est un polyédre convexe s’il s’écrit comme suit
C={zeR":Alz<b, i=1,m}.

Ou A; est un vecteur non nul de R et b; est un scalaire pour i = 1, m.
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3. Une fonction f est convexe sur un ensemble convere C' si
Yo,y € C,YA € [0,1], fAz + (1= A)y) < Af(@) + (1= N f(y).
4. Une fonction f est strictement convere sur un ensemble convexe C si
Ve,y e C,VA € [0, 1],z #y, fAz+ (1= Ny) < Af(x) + (1= N)f(y).

5. On dit que f est (strictement) concave sur un ensemble conveze si (—f) est (stric-

tement) convexe sur C' .

Définition 1.2. Un sous ensemble D est un cone si et seulement st
Vre D, A>0: ) x e D.

Si D est conveze, on dit que D est un cone conveze.

1.1.2 Ensembles et fonctions affines

Définition 1.3. Un sous ensemble ' de R™ est dite affine si
Ve, y € F, VAER, Ax+ (1 =Ny € F.

Définition 1.4. Etant donné S C R", alors il existe une partie affine unique F C R"
contenant S appelée enveloppe affine de S et notée af f(S). Autrement dit af f(S) est la
plus petite partie affine de R"™ contenant S.

af f(S)=nN{Fs/Fs affine et S C Fs}.
e Nous avons par définition dim(S) = dim(af f(S)).

e Si S £, alors af f(S) # 0 (puisque S C af f(95)).

e Un sous ensemble S de R"est affine si et seulement si S = af f(S).

Définition 1.5. Une fonction [ définie de R"™ dans R™ est dit affine si

fAe+ 1 =Nyl =Af(z)+ (1 =N f(y), Yo,y € R", VA e R.
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1.1.3 Convexité et dérivée

Définition 1.6. Soit f : U C E — F C R, avec U un ouvert de E C R" et a un point
de U, on dit que f est une fonction différentiable en a s’il existe une application linéaire

L e L(EF) telle que
)~ fa) ~ L = )l

= 0.
T lz = all g

L’application L est alors unique et est appelée différentielle de f en a, on la note df (a).

Définition 1.7. o On dit que f est deux fois différentiable en a si f est différentiable

sur un voisinage de a et si df est elle méme différentiable en a.

o On dit que [ est deux fois différentiable sur U si f est deux fois différentiable en
tout point de U.

Définition 1.8. Soit f une fonction différentiable en tout point de U C E C R", on peut
considérer [’application

df — L(E,F)
Si df est continue sur U, on dit que f est continiment différentiable sur U, ou encore que

f est de classe C* sur U.

Définition 1.9. Soit f: R" — R une fonction continiment différentiable, leur gradient

au point x € R™ s’écrit

_(0f(z) Of(x)  Of(x)\"
Vi) = ( ory  Oxy 7 Oy ) '

Définition 1.10. Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction deux fois différen-

tiable en a € U dont toutes les dérivées partielles d’ordre deux sont définies en a, alors la

matrice

?f(a)  9%f(a) d*f(a)
8:p% Ox00x1 =~ Ozpdxy

fla)  2*f(a) 9% f(a)

Ox10x2 Bxg o Ozpdza

Vif(a) =
?fla)  9%f(a) % f(a)
0x10xy  Ox20xn = Ox2

est appelée matrice Hessienne de f en a.

Définition 1.11. Soit f: R" — R une fonction deux fois continiment différentiable sur

un domaine conveze C' .
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1. On dit que f est une fonction conveze sur C si et seulement si la matrice Hessienne

est semi-définie positive, i.e.,
Vo € C, y'Vif(z)y >0, Yy € R".

2. On dit que [ est une fonction strictement convexe sur C' si et seulement si la

matrice Hessienne est définie positive, i.e.,
Vo e O, y'V2f(z)y > 0, Vy € R" — {0}.
Définition 1.12. Une fonction f est dite coercive sur un ensemble convexe C' si

lim f(x) = +o0, Vo € C.

[ ]| =00

1.1.4 Fonction barriére

Définition 1.13. On appelle fonction barriére toute fonction f qui vérifie
1. f(x) finie, si x appartient & Uintérieur relatif du domaine réalisable (admissible).

2. f(x) tend vers l'infini quand x s’approche de la frontiére du domaine réalisable.

Remarque. Dans la programmation mathématique, la fonction barriére classique la plus

utilisée est la fonction barriére logarithmique.

1.2 Programme mathématique

1.2.1 Définitions

Dans cette partie, on donne les outils de base d’un probléme d’optimisation. On rap-
pelle certaines définitions élémentaires, les principaux résultats d’existence et d’unicité de

la solution optimale et les conditions d’optimalité.

Probléme d’optimisation

e Un probléme d’optimisation sans contraintes s’écrit comme suit

min f(z) = f(z)

r € R"”,
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Autrement dit
trouver T € R™ telle que

f(@) < f(x), Ve € R™

e Un probléme d’optimisation avec contraintes (ou programme mathématique) s’écrit
sous la forme
min f(z) = f(7)
x e f.

Autrement dit
trouver T € S telle que

f@) < f(x), Yz € S.

Ou S ¢ R™ désigne I'ensemble des contraintes.

Programmation mathématique

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche dans I’analyse
numeérique. Elle traite plusieurs modéles mathématiques et problémes pratiques impor-
tants. D’une facon générale, un programme mathématique est un probléme d’optimisation
avec contraintes de type

(P min (ou maz) f(x)

S={r€QCR" : g(z)<0,i=1ket hj(x)=0,j=1,m, k+m=n}.

Ou f, g; et h; sont des fonctions définies de R™ dans R.

— La fonction f est appelée fonction objectif ou économique.
— Un point z de S est appelé solution réalisable de (PM).
— L’ensemble S est appelé 'ensemble des solutions réalisables de (P M) ou ensemble

des contraintes ou tout simplement "le domaine réalisable".

Définition 1.14. (Minimum local)
Soit f: S CR"™ = R, on dit que la fonction [ admet un minimum local (solution optimale

locale) en x* € S si et seulement si

AB(z*, ) ={x €5, ||zr —z*|| <e}: f(z) > f(z¥), Vo € B(a",¢).

L’ensemble des minimas locaux de (PM) et noté par : loc msin f(z).
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Définition 1.15. (Minimum global)
Soit f S C R" = R, on dit que la fonction f admet un minimum global (solution

optimale globale) en x* € S si et seulement si

f(x) = f(z%), Vo € 5.

L’ensemble des minimas globaux de (PM) et noté par arg mgn f(z).

1.2.2 Classification d’un programme mathématique

On classifie le probléme (PM) a partir de deux propriétés fondamentales a savoir la
convexité et la différentiabilité des fonctions du probléme. En effet, (PM) est dit convexe
si les fonctions f et g; sont convexes et les fonctions h; sont affines. Si les fonctions f, g;
et h; sont toutes différentiables on dit que (PM) est différentiable. La classe des (PM)
convexes différentiables est le cas le mieux élaboré, les programmes non convexes ou non

différentiables sont difficiles & traiter.

1.2.3 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 1.16. (Weierstrass)
Soit S un compact (fermé et borné) non vide de R™, si la fonction f est une fonction
continue sur S, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € S. Si S

est un ensemble convexe et [ est strictement convexe, alors il existe au plus une solution

optimale de (PM).

Corollaire 1.17. Soit S un ensemble non vide et fermé de R™, f est une fonction continue

et coercive sur S, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € S.

Théoréme 1.18. S S est convexe et [ est strictement convezxe alors, il existe au plus

une solution optimale de (PM).

Remarque. L’unicité d’une éventuelle solution optimale est en souvent une conséquence
de la stricte convexité de la fonction objectif f et de la convexité du domaine réalisable de

(PM).
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1.2.4 Conditions d’optimalité

Avant de donner les conditions d’optimalité de (PM), on exige que les contraintes

doivent satisfaire certains critéres dites "critéres de qualification".

Qualification des contraintes

1. Si S est un polyédre convexe (i.e., g; et h; affines), alors par définition les contraintes

sont qualifiées en tout point réalisable.

2. Si S est convexe (i.e., g; convexes et h; affines) et intS # (), alors les contraintes

sont qualifices partout. C’est la condition de Slater.

3. Une contrainte d’inégalité g;(z) < 0 est dite saturée (ou active) en z* € S si
gi(z*) = 0. De ce fait, une contrainte d’égalité h;(z) = 0 est par définition saturée
en tout point x € S. Les contraintes sont qualifiées en z* € S si les gradients de

toutes les fonctions contraintes saturées en x* sont linéairement indépendants.

Le lagrangien d’un programme mathématique (PM) est défini par
k m
i=1 j=1

Théoréme 1.19. (Karush Kuhn Tucker KKT)
Soit f : R" — R une fonction différentiable sur S, si x* est un minimum local du probléme

(PM), alors il existe un vecteur y € R™ et A € R} tel que

(

k m
V() + > MVai(a*)+ > y;Vh(a*) =0, (Condition d’optimalité).
=1 j=1

Xigi(x*) =0,i=1, ..., k, (Condition de complémentarité).

khj(x*) =0,7=1,....,m.
Définition 1.20. On dit qu’un probleme de programmation mathématique est convexe s’il

consiste & minimiser une fonction convere (ou mazximiser une fonction concave) sur un

domaine conveze.

Ainsi le probleme (PM) est un probléme de programmation conveze (ou simplement
un programme conveze) si f est conveze, les fonctions g; (i =1,...,k) et h; (j=1,...,m)

sont convezes et ) C R"™ est aussi conveze.

Remarque. Si (PM) est conveze, alors les conditions d’optimalité (KKT) sont a la fois

nécessaires et suffisantes.
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La propriété fondamentale des programmes convexes apparait alors dans le résultat

suivant

Théoréme 1.21. Pour un programme convexe, toul optimum local est un optimum global.

1.2.5 Quelques programmes mathématiques

Rappelons qu’'un programme mathématique est un probléme d’optimisation sous contraintes.
Il existe plusieurs types de programme mathématique, parmi les cas les plus étudiés on

trouve

Programme linéaire

Un probléme de programmation linéaire est un probléme de programmation mathé-
matique convexe dans lequel la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Les
spécialistes du domaine, le considérent comme étant la technique la plus utilisée dans la

recherche opérationnelle.

Définition 1.22. Un programme linéaire (PL) est un systéeme d’équations ou d’inéqua-
tions appelées "contraintes” qui sont lin€aires et a partir de ses contraintes on doit opti-

miser une fonction également linéaire appelée "objectif" (économique) sous la forme

opt (Z cjxj>
j=1

(PL) ZCLUIJ‘ (S,:,Z) bi, 1= 1,...,m,
7j=1

\

(PL) s’écrit aussi sous la forme matricielle

opt(c'z)
(PL) q Az (<,=2)0,

x> 0.

Ou (PL) est considéré comme primal.
Tels que

— opt = max ou min.
n
— oty — ey
cm—zlcjwj.
J:
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— ¢ € R" est le vecteur coit.
— b e R™ est le second membre.

—a; € R Vi=1,...,m,Vj=1,..,n est la matrice des contraintes.

Exemple 1.23.

(

max (51 + 10xs)
T+ To S 100,

T+ To Z 200,

(21,72 2 0.

Programme quadratique

La programmation quadratique est connue par ses applications multiples dans plu-
sieurs domaines. Sans perte de généralité, on peut présenter un programme quadratique
sous la forme suivante

min %xTQx +cl'z
(PQ) Az =b,

x>0,

ou ) € R™" est une matrice symétrique d’ordre n, ¢ € R", b € R™ et A € R™*™ de plein
rang (rg(A) =m < n).
Autrement dit, un programme quadratique est un programme mathématique ou sa fonc-

tion objectif est quadratique et ses contraintes sont linéaires.

Remarque. e L’ensemble des contraintes S de (PQ) est un polyédre conveze et fermé,
la fonction objectif est infiniment différentiable.
e (PQ) est conveze si et seulement si f est convere auquel cas la matrice Q) est semi

définie positive.

Exemple 1.24.

(

max (521 + 10z + 1 (2} + 42125 + 23))

T+ 1o = 100,

3I1 + To = 200,

\xhx? 2 0.
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O1

Programme non linéaire

La programmation non linéaire est la recherche de 'optimum d’une fonction non li-
néaire sur un sous ensemble convexe ou non d’un espace donné. Le probléme non linéaire
s’écrit sous la forme

(max f(x)

gilx) < 0,1 =1,...,n,
(PNL) (=)

h](ﬂf) = O,j = 1, .y

(7 € R™.
Donc, un programme mathématique est dit non linéaire si f est non linéaire et .S est un

domaine convexe ou non convexe.

Ainsi la programmation non linéaire se présente comme étant une généralisation de la

programmation quadratique et de la programmation linéaire.
Exemple 1.25.
min(x? + x7)
(PNL)  Qaizs > 1,

x1 20, 29 2 0.

Programme semi-définie

La programmation semi-définie (SDP) est une généralisation de la programmation
linéaire (P), o les vecteurs sont remplacés par des matrices et 'orthant positif R’ par le
conne convexe S
Le probléme primal de la programmation semi-définie sous forme standard, s’écrit comme
suit

min(C, X)
(SDP) tr(A;) =b,i=1,...m,

X e st

Cet A;,i =1,...,n sont des matrices, (C,X) =tr(C'X) = > C;;X;; et b€ R™.

ij=1
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Exemple 1.26.

min(C, X)
(SDP) (A, X) =b;, i=1,...,4, (1.1)
Xesi.
O
0 5 0 0 —3 0 100
C=1300]|, Ai=| =5 0 0], =000 ],
000 0 0 1 000
1
001 000 .
As=1 000 f, A=f00 1| eb=|
100 010
0

Remarque. Si X est une matrice diagonale, le probleme (SDP) se réduit a un probléme
de programmation linéaire.

1l existe d’autres modeles de programmation mathématique tel que : Les programmes
convezes ot f et g; sont convezes et les h; sont affines, Les programmes en nombres
entiers ou [’ensemble des variables est un ensemble discret, c’est-a-dire les variables a

valeurs entiéres.

1.3 Programmation linéaire

1.3.1 Formes usuelles d’un programme linéaire

Les programmes linéaires (PL) se présentent sous trois formes différentes sont

Forme standard

Un programme linéaire (PL) est sous forme standard si toutes les contraintes sont des

égalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme

opt(c'z),
(PL) < Ax =b,

xz > 0.
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Forme canonique

Un programme linéaire (PL) est sous forme canonique si toutes les contraintes sont

des inégalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme
opt(cl'x)
(PL)  { Az (< ou>)b,

xz > 0.

Forme mixte

On dit que le probléme de programmation linéaire (PL) est sous forme mixte, s'il

n’écrit pas ni sous forme canonique, ni sous forme standard.

Remarque. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme stan-
dard en introduisant des variables supplémentaires positives appelées "variables d’écarts”

ou "variables artificielles”.

Exemple 1.27.

(
min 51’1 — 3.(52

T — To > 2,
(PL) {22y + 31, < 4,

- + 63)2 = 10,

x1, T2 > 0.
\

En introduisant les variables d’écarts x3 > 0, 4 > 0 dans la premiére et la deuxiéme
contrainte, le probléme précédent s’écrit sous forme standard comme suit

.
min bx; — 3z9 + O0x3 + Oy

Ty — Ty — T3 =2,
(PL) 2[E1+3[E2+J]4:4,

—x1 + 61’2 = 10,

kx17$27x37x4 Z 0.
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1.3.2 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit
a un résultat de grande portée théorique et pratique (le théoréme de dualité faible et le
théoréme de dualité forte). Ainsi, étant donné un probléme de programmation linéaire
(PL) appelé primal est noté (P), on peut toujours lui associer un autre probléme appelé

dual (noté (D)). Soit le probléme primal

min(c’z)

(P) Ax =b,

r>0,ce R" Ae R™" hecR™
Son dual s’écrit sous la forme

maz(bTy)
(D) ATy <c
y € R™.

Exemple 1.28. Soit le programme primal sous forme standard

min(xl — ZL’Q)
T1 — X9 = O,

[E1+I2+ZE3:1,

| L1, 72,23 2 0.

Son dual est

max s
1+ y2 <1,

-1+ Y2 < 1,

(Y2 < 0.

1.3.3 Relation primal-dual pour la programmation linéaire

Le tableau suivant résume les correspondances entre primal et dual et permet d’écrire

directement le dual d’un programme linéaire quelconque
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Primal min max Dual
> b >0

Contraintes | < b, < (0 | Variables
= b; libre
>0 > ¢

Variables <0 <¢; | Contraintes
libre | =¢;

1. Le nombre de variables duales est égal au nombre de contraintes primales, de méme

le nombre de contraintes duales est égal au nombre de variables primales.
2. Le dual du probléme dual (D) est le probléme primal (P).
3. On peut transformer un probléme de maximisation a un probléme de minimisation,
il suffit d’écrire max(f) = —min(—f) ( respectivement min(f) = — max(—f)).
Remarque. Dans notre étude, on s’intéresse a la résolution des problemes de program-
mation linéaire. La résolution compléete de (PL) traite dans lordre les points suivants
1. L’ezistence (et éventuellement l'unicité) d’une solution optimale.
2. La caractérisation de la solution (il s’agit des conditions d’optimalité).

3. L’élaboration d’algorithmes pour calculer cette solution.



Chapitre 2

Résolution d’un programme linéaire

(PL)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution des problémes de programmation linéaire
sous forme standard de type
min ¢’z
(P) Ax =D,
z > 0.
Ou A est une matrice de R™*"™, b € R™ et ¢ € R".

Bien évidement, n’importe quel (PL) se raméne facilement a cette forme.

Le dual de (P), noté (D) est donné par

max b’y
(D) ATy +s=c,

s>0,yeR™
Posons une fois pour toutes les hypothéses suivantes
(H1) : S, est non vide,
(H2) : T}, est non vide,
(H3) : A est de plein rang (rg(A) = m < n),
ou

Smt:{xE]err: Ax = b, x>0},
Tint = {(y,s) e R™ x R” : ATy—i-S:c,}.

Ces hypothése sont nécessaires pour 1'existence des solutions réalisables.

17
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Proposition 2.1. Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) posséde au

moins une solution optimale, situé sur la frontiere du domaine réalisable.

2.1 Reésultats fondamentaux

Théoréme 2.2. (dualité faible)
Si x ety sont des solutions réalisables des problémes (P) et (D) respectivement, alors

cl'a > bly.

Démonstration. Or x et y sont des solutions réalisables, alors

c> Aty = cla > (ATy) e = yT Az = yTb = (bTy)T =bTy.

Théoréme 2.3. (dualité forte)

Si x* et y* sont des solutions réalisables des problémes (P) et (D) respectivement telles
que bTy* = cTa* alors x* et y* sont des solutions optimales de (P) et (D) respectivement.
Démonstration. On veut démontrer que z* et y* sont des solutions optimales des pro-
blémes (P) et (D) respectivement, c’est-a-dire, on démontre que

c'a* =minc’z et bTy* = bly.

Il vient de montrer que ¢’z > bTy, donc min ¢’z > max by,

en particulier

b y* = cTo* > minc’z > max b’y > by* = 2%,
et comme bTy* = cT'2*, alors
'z >minc’x > Tz,
et
by* < maxbly > by .
D’oil le résultat. n

Théoréme 2.4. (Théoréme de dualité)

o Si l'un des problémes (P) et (D) admet une solution optimale fini, il en est de méme
pour l'autre et leur valeurs optimales correspondantes sont égales.

e Si l'un des probléemes a une valeur optimale non borné, l'autre n’a pas de solution

optimale.
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Théoréme 2.5. (Théoréme des écarts complémentaire)
Soient T et i deuz solutions réalisables de (P) et (D) respectivement, posons 5 = ¢ — AT
vecteur des variables d’écarts associé o y, alors T et 5 sont optimales si et seulement si

IE_Z‘S_Z‘ = O, Vi = 1, o, n.

2.2 Méthodes de résolution d’un programme de (PL)

On dispose de deux types de méthodes de résolution d’un programme linéaire, mé-
thode simpliciale & complexité exponentielle et méthodes de points intérieurs qui s’avérent
actuellement efficaces pour les problémes de grandes tailles a cause de leur complexité po-
lynomiale.

Les différents types de méthodes de point intérieurs sont présentés dans la littérature en
trois classes principales

e Les méthode affines.

e Les méthodes projectives.

e Les méthodes de trajectoire centrale (T°C').

Principe des méthodes (7C)

L’idée générale de ces méthodes consiste a suivre un chemin particulier (chemin des
centres) constitué d’une suite de points intérieurs en prenant comme direction de dé-
placement celle de Newton et un pas de déplacement convenable choisi d’'une facon a
maintenir la stricte faisabilité des nouveaux itérés.

On distingue trois variantes des méthodes de (T'C') & s’avoir

e méthode primale.

e méthode duale.

e méthode primale-duale.

2.2.1 Meéthode (TC) primale

Reprenons le programme linéaire standard (P)

min ¢’z

(P) Ax =b,

xz > 0.



2.2. Méthodes de résolution d’un programme de (PL) 20

La plus part des méthodes nouvelles de points intérieurs peuvent étre vues comme des
variantes des méthodes barriéres logarithmique de Frisch (1955).

En effet, au probléme (P) on associe le probléme non linéaire suivant

( n
minc’z — Y Inz; = fu(x)
i=1

(Pu) Az = b,

z > 0.
\

L’objectif f, de (P,) est appelé fonction barriére logarithmique et p > 0 désigne le
parameétre barriére.

La résolution de (F,) est équivalente a celle de (P) au sens que si x, est une solution
optimale de (P,), alors * = lim 2*(p) (quand pr — 0) est une solution optimale de (P).
Il suffit donc de résoudre (P,).

Proposition 2.6. Sous [’hypothése (H1), on a

Pour tout p > 0, lensemble des solutions optimales de (P) est non vide et borné.

Démonstration. Les contraintes de (P,) sont linéaires et 'objectif f, est une fonction
strictement convexe puisque f”(x) = uX 2 est définie positive donc, si la solution existe
elle est unique, globale et complétement caractérisée par les conditions de KK'T, i.e.,

optimale si et seulement si dy € R™ tel que

c—puXte— ATy =0,
x > 0.

Le saut de dualité est définie par
Ao —bly =pe" X e =np,

d’ou si u tend vers zéro, ¢z et bTy convergent vers la méme valeur optimale. Par consé-
quent x et y sont des solutions optimales de (P) et (D) respectivement (d’aprés le Théo-

réme ?77). [ |

Description technique

Conformément au principe des méthodes (T'C') réalisables, le systéme non linéaire (2.1)

sera résolu par la méthode de Newton, ceci peut étre justifié par les résultats magnifiques
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obtenus éventuellement en théorie et par les subtilités numériques offertes par cette mé-
thode.
Ainsi, on se limite a chercher des solutions approximatives suivant la trajectoire centrale

(xk)Tsk

en formant une suite décroissante { uk = } convergeant vers zéro.

Plus précisément, il s’agit de résoudre le systéme F'(z,y) = 0 tel que
c—pXte— ATy
Ar —b

F(x,y) =

Dot 2, = 2+ aAx, y. = y+ Ay, avec a > 0 est le pas de déplacement introduit de

fagon & maintenir z, > 0 et Aw = (Ax, Ay) est solution du systéme linéaire
DF(z,y)Aw = —F(x,y). (2.2)

avec DF(z,y) est la matrice jacobienne de F' au point (x,y) donnée par

X2 —AT
DF(z,y) =
A 0
D’aprés (2.2), on obtient le systéme
pX—2 —AT Az —(c—pX"le— ATy)
A 0 Ay 0

On change p (1 = op, 0 < o < 1) et on réitére jusqu’a 'optimalité.

L’algorithme correspondant a cette version peut étre écrit comme suit

Algorithme de la méthode (7'C) primale

Dans cette partie, on présente 'algorithme prototype de la méthode de (7'C') primale.
Début algorithme
e Trouver X° € S;,;, y° € R™, p° > 0, k = 0;

e Tant que le test d’optimalité n’est pas satisfait (c'z — bT'y > ¢) faire
1. Résoudre le systéme linéaire suivant
A AT ) (AP (= (e ) e - ATy
A 0 AyF 0
2. Trouver 0 < a <1/ zF = 2% + aAzk > 0;

3. yFH =k + Ayk > 0;
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4. pFl =opk, 0 <o < 1;
5. k=k+1;
Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.2 Meéthode (TC) duale
Considérons le programme linéaire standard (D)

max by
(D) ATy +s=c,
s >0,

auquel, on associe le probléme barriére suivant
(

maxbly — pu > Ins;
i=1

(D) Ay +s=c,

s >0,

\

ou A eR™" heR™etceR"

Proposition 2.7. Sous [’hypothése (H2), on a
pour tout y1 > 0, le probléme (D,,) admet une solution optimale si est seulement si l'en-

semble des solutions optimales de (D) est non vide et borné.

Description technique

En appliquant les mémes techniques utilisées dans la version primale, on obtient le
systéme non linéaire suivant

ATy +s—c=0,

Ax —b=0,
(2.3)

uwSte —x =0,

Chs 0, z > 0.
On le résout par la méthode de Newton a partir d’un point z € R% | et (y,s) € Ti.

le nouvel itéré est donné par

ry =x+alAx, y, =y+ Ay, s, = s+ als,
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ol o > 0 est le pas de déplacement introduit de facon & maintenir la stricte positivité de

xyetsy (le,xy =r+alAzr>0et sy =s+als>0).

Algorithme de la méthode (7'C') duale

L’algorithmique prototype de cette version s’écrit comme suit
Début d’algorithme
e Choisir z° € R}, o > 0, trouver (y°, s°) € Tjpy, k = 0;

e Tant que le test d’optimalité n’est pas satisfait faire

1. Résoudre le systéme linéaire suivant

A 0 0 Ax* — Az" +b
0o AT I Ayt | = 0 ;
100 pu(shH)? As” — u(S*)te + o

2. Trouver 0 < a < 1/ 28 = 2% + aAzk > 0 et s**1 = % + aAsk > 0;
3. ghtl — gt bl g gkl gk Ak

4. p*tt =opk 0 < o < 1;

5. k=k+1;

Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.3 Meéthode (TC) primale-duale

Les méthodes de trajectoire centrale primale-duale ont été introduites au début des
années 90. Elles ont attiré une grande intention de la plus part des chercheurs dans le
monde entier et elles montrent en général un excellent comportement pratique et théorique

(une complexité polynomiale et une convergence super linéaire).
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Description technique

Les méthodes (T'C') primales-duales sont basées sur la résolution du systéme non li-

néaire suivant
Aly+s—c=0,

Ax —b=0,
XSe — pe=0,

(5 > 0, z >0,

qui peut étre obtenu en combinant le systéme non linéaire primal (2.1) et le systéme non
linéaire dual (2.3), le systéme admet une solution unique si et seulement si les hypothéses
(H1) et (H2) sont vérifies simultanément.

Visiblement, le systéme (2.4) est plus convenable au traitement numérique que les systémes
(2.1) et (2.3) (il est moins non linéaire). Donc la version primale-duale est plus intéressante
que les deux autres versions précédentes pour les raisons suivantes

e Les résultats théorique sont plus consistants

e Les algorithmes sont plus performants en pratique.

Maintenant, on va résoudre le systéme (2.4) par la méthode de Newton, c¢’est-a-dire pour

chaque 1 > 0, on résout le systéme linéaire suivant

DF(z,y,s)Aw = —F(z,y, s),

ou
ATy +s—c
Fay2)=| Ar—b |, p=op0<o<1)
Xs — jie

DF(x,y,s) désigne la matrice jacobienne de F' au point (z,y,s) et Aw = (Azx, Ay, As)
désigne la direction de Newton.

Par des simples calculs, on arrive a résoudre le systéme linéaire suivant

SAz + XAs = Xs — jie,
AAx =0,
ATAy + As = 0.
dont sa solution est
Ar = [S7' = STIXAT(AST'XATYAS (X5 — fie),

Ay = —[(AST'XATY T AS(Xs — fie),
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As = —ATAy.

Le nouvel itéré s’écrit sous la forme

<x+7y+7 S+) = (xvyu 8) + Oé(Avay7AS)7

on réitére jusqu’a 'obtention d’une valeur f suffisamment proche de zéro. Procédure de

positivité

On sait que le nouvel itéré doit étre positif, i.e.,

de (2.5), on a

Ce qui est équivalent a

tel que

De méme pour (2.6), on a

Ce qui est équivalent &

tel que

=2+ alz >0,

st =s+als >0,

alAr > —zx.

min(z3-), si Io # 0,
a = Q) =

+oo, si Iy = 0,

alAs > —s.

min((g—‘;gi), si I # 0,

Q= Qg =
+o00, si 1 = 0,

L={i; As; <0,i=1,n}.

Alors, il suffit de prendre le pas de déplacement suivant

Facteur de centralité

a = pmin(ag, az),0 < p < 1.

Pour mesurer la qualité d’une solution trouvée, on introduit un facteur dit de "centralité"

défini par le scalaire || X Se — pel|.
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A ce propos, un point est dit voisin de la trajectoire centrale, s’il appartient & I’ensemble
suivant

Scent(g) = {(xaya S) € Sint X Ent; ||XS€ - /LGH S O; > O}
Hypothéses : Soient § et o deux constantes telles que
1
O§a<§ et 0<6<+/n, (2.7)
252
U <o(l-—

o
2(1-0) ~ V'

Ces hypothéses permettent en particulier, de maintenir x > 0 et s > 0 au cours des itérés

(2.8)
tout en gardant la solution trouvée toujours voisine de la trajectoire.

Algorithme de la méthode (7'C') primale-duale

Dans cette partie, on présente I'algorithme de la méthode (T'C') primale-duale, puis
on donne quelques résultats qui servent pour 1’étude de la convergence et la complexité
arithmitique pour cette version.

Début d’algorithme
Données soient € > 0 un paramétre de précision, o et ¢ deux constantes satisfaisant (2.7)
et (2.8),

Initialisation (2°,9°, s°) € Seent(0) OU o = % (

difficulté majeure), k=0;
Tant que (z%)Ts* > ¢ faire
1. Prendre pi41 = pp(l — \/iﬁ);
2. calculer
Az = [(S5)~1 = (S*)"1XFAT(A(S%) "1 XFAT)AS1(X*Ske — g€
Ay = —[(A(S*) ' XFEAT)LA(S?) T (XES e — pype),
As = — AT AyF:

3. Prendre a = pmin(af,af), 0 < p < 1;

4. Poser

" =2k + oF A
Sk 4 R A
Sk 4 R AR,

k=k+1;
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Fin de tant que
Fin d’algorithme.

Résultats de convergence

Théoréme 2.8. (Théoréme de convergence)

~

Soient o et § deuz constantes vérifiant les conditions (2.7) et (2.8), i > 0 défini par

/]’ = /L(l o \/Lﬁ) ot w= @ SUppOSOTLS que (.Z',y75> € Scent(a) et soit Wy = (CC+7y+,S+)
donnée par wy = w + aAw, alors nous avons
1| Xysy — fiel| < ofi.
2. W4 S W
3. g(wy) =2lsy = nj.
Corollaire 2.9. La suite de point w* engendrée par l'algorithme satisfait
1. || X*S*e — ppe| < o
2. wFeW, k=1,..n.
3. g(wk) = (")Tsk = nug, k=1, ...,n.
Ou u, = pio(1 — ).
Proposition 2.10. (Complexité arithmétique)
Le nombre total d’itérations effectuées par ’algorithme ne dépasse pas la valeur

k= 4 In(ne o).

Corollaire 2.11. Si le paramétre de pénalité initial o satisfait po = 2°5) alors lalgo-
rithme résout les probléemes (P) et (D) dans O(y/nL) itérations et O(n*°L) opérations

arithmétiques.

L est une constante liée & la taille du probléme (P) définie par

I la plus grande valeur absolue du déterminant
— +1
d'une sous matrice de A

+llog(1 + maxle;])] + log(1 + max|bi)] + [log(m + )]



Chapitre 3

Méthode de trajectoire centrale via les

fonctions noyaux

Dans ce chapitre, on va étudier la méthode de trajectoire centrale primale-duale basée
sur la notion des fonctions noyaux. A cet effet, on a choisi de détailler I'article de M.
Bouafia, D. Benterki et A. Yassine, intitulé : "An Efficient Primal-Dual Interior Point
Method For Linear Programing Problems Based On A New Kernel Function With A Tri-
gonometric Barrier Term", dont les auteurs ont introduit une fonction noyau a terme
barriére de type trigonométrique, pour trouver une nouvelle classe de directions dans le
but d’obtenir un nouveau résultat de complexité.

Rappelons que le probléme de la programmation linéaire, considéré comme primal est
défini par
min{c, x)
(P) Ax = b,

x>0,

ot A e R™" rg(A)=m,beR™et (c,x) =cTx = ¢x;, c € R™
i=1
Le probléme dual associé a (P) est défini par

maz (b, y)
(D) ATy +s=c,

s> 0,y € R™.

28
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3.1 Méthode (T'C') primale-duale basée sur les fonctions

noyaux

Rappelons que les méthodes de trajectoires centrales primales-duales reposent sur les
principes suivants
e On associe au probléme primal (P) le probléme perturbé (P,).
e On applique les conditions KKT sur ce dernier, on obtient le systéme non linéaire
suivant

(
ATy +s—c=0,

Axr —b =0,
(3.1)
XSe — pe =0,

\5>O,x>0,

oll on suppose que les ensembles .S;,,; et T;,; sont non vide cette condition est appelée aussi
condition de point intérieur (C'PI), sous cette condition (C'PI) le systéme (3.1) admet
une solution unique (z(u), y(u), s(p)) pour chaque p > 0.

e On résout le systéme (3.1) par la méthode Newton, cette derniére consiste a trouver la

direction Aw = (Ax, Ay, As), en résolvant le systéme linéaire suivant

AAx =0,
ATAy + As =0, (3.2)

SAx + xAs = pe — xs.

L’itéré de Newton s’écrit comme suit
Ty =x+ alz, sy = s+ als, yy =y + aly, (3.3)

ou « est un paramétre positif (o > 0) introduit d’une facon a maintenir la stricte faisabilité

des nouveaux itérés r, et s,.

3.1.1 Introduction de la notion des fonctions noyaux.

Pour faciliter ’étude de ces méthodes, on aura besoin de définir le vecteur v comme

v = E,xs = (7151, 7252, ..., TpSn), (3.4)
\/ W

suit
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ol v est appelé "le vecteur mis a I’échel" (en anglais scaling vector).

En utilisant (3.4), le systéme (3.1) peut réécrire comme suit
Ad, =0,
ATyt d, =0 (3.5)

dy, +d, =v 1 — 0.

Ou
-1
A= —AV'X, V =diag(v), X = diag(z),
1
et
A A
d:c = ua ds = u: (36)
x s

d, et ds sont appelées "les directions de Newton mise a 1’échelle "(en anglais scaling
directions).
Notons que le coté droit de la troisiéme équation de (3.5) est égal au gradient négatif de

la fonction barriére logarithmique @(v), i.e.,
d, +ds = —VP(v),
dans ce cas, (3.5) devient
Ad, =0,
ATAy +d, =0, (3.7)
dy +ds = —VP(v).

Ou la fonction barriére @(v) est définie de R" | dans R" par

V) = Blw,51) = D Welvi) (3.8)

telle que ¥, est appelée la fonction noyau classique de la fonction barriére logarithmique

&(v), définie par

t?—1
V.(t) = 5 — logt. (3.9)

Remarque. Si (d,, Ay, ds) est une solution du systéme (3.7), alors d, et d, sont ortho-

Jonauz.

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons @(v) la fonction de proximité pour mesurer
la distance entre l'itéré et le u-centre de la trajectoire centrale pour g > 0 donné. Nous
définissons également la mesure de proximité basée sur la norme, é(v) : R}, — Ry

comme suit

5(0) = SI9Pw)]| = 3l +d]. (3.10)
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3.1.2 Algorithme prototype de la méthode (7'C') primale-duale

Début algorithme
Données
@ La fonction de proximité ;
7 > 1, un paramétre de tolérance;
€ > 0, un paramétre de précision ;
0 < # < 1, un paramétre barriére ;
Initialisation :
r=es5:=eu=1v=e¢;
Tant que nu > € faire
= (1—=0)u;
Tant que &(z,y,s) > 7 faire
— Résoudre le systéme (3.7), et utiliser (3.6) pour déterminer (Az, Ay, As);
— Calculer le pas de déplacement «;

— Poser : z:=x + aAzx; y =y + aAy; s 1= s+ als;

I
Fin tant que

v =

Fin tant que

Fin algorithme.

3.2 Nouvelle fonction noyau

Dans ce qui suit, au lieu d’utiliser la fonction noyau classique V.., on utilise la fonction

noyau proposée par Bouafia et autres [2| comme suit

o) = S e h() — 1 h(t) = — " p> 2 (3.11)
2 ™ ’ Tuq P '

3.2.1 Propriétés de la nouvelle fonction noyau

Dans cette section, nous étudions certaines propriétés de la nouvelle fonction noyau
a terme barriére trigonométrique, qui sont essentielles pour 'analyse de la complexité
algorithmique. Avant d’étudier les propriétés de cette nouvelle fonction noyau, nous allons

besoin de donner la définition d’une fonction noyau.
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Définition 3.1. Soit ¥(t) : R, — R, une fonction deux fois continiment différen-

tiable. Alors W est dite fonction noyau, si elle vérifie les conditions suivantes
1. V(1) =v(1) =0,
2. W' (t) >0,
3. lim ¥(t) = lim ¥(t) = 4oc.

t_>0+ tﬁ“!‘OO

Les deux premiéres conditions montrent que ¥ est strictement convexe et minimale en

1 avec ¥ (1) = 0 et implique que ¥(t) s’écrit comme suit

w(t) = /1 t ( /1 ' LP"(y)dy) dz. (3.12)

La condition (3) indique que ¥ est une fonction barriére.

Maintenant, nous donnons les trois premiéres dérivées de cette nouvelle fonction noyau

V() =t + %secQ B(t) (tan? h(t)) 1 (2), (3.13)
— 1D tan? 2 h(t
\ (r—1) (t)+ ()
v(t) =1+ - sech(t) | |(p+ 1) tan® h(t) : (3.14)

[tan?™" h(t)] 2" (t)]

(0= 1)(p —2) tan” 2 h(t)+ 1
2p* tan? ! h(t)+ (R (£))°+
v(t) = % sec® h(t) :(p T+ 2)2tanp ) : (3.15)
3(p—1)tan” = h(t)+ o
| 3(p+ 1) tan” h()

[tan? ! h(t)]R" (1)

/ - N/ ™ " . —3m
R (t) = mﬁ (t) = (t+ 1y h(t) = m, (3.16)
et
sech(t) = coslh(t)'

3.2.2 Quelques fonctions noyaux et leur complexité

Dans le tableau suivant, on donne les différentes fonctions noyaux connues dans la
littérature [1,2] et la complexité de leur algorithme pour les méthodes de point intérieur

a petit- et a grand-pas.
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Fonction noyau

Complexité algorithmique

Complexité algorithmique

U, () Petit-pas Grand-pas
1 | 3(t*—1) —logt O(y/nlog ) O(nlog2)
2 | ) — (=1 > 1| O(gylog?) Olqn*r log 2)
3| P O(y/nlog ) O(n' log 2)
4| 3t—1)? O(y/nlog2) O(nilog®)
5 t22_1 tert—1 O(y/nlog2) O(y/n(logn)*log 2)
6 | 22 —f’e%dg O(y/nlog ) O(v/nlog® nlog )
1
Tt qufaq > 1 Olg*y/nlog ) Olgn™ log )
8 qg>1 O(q*y/nlog ™) O(gnlog®nlog ™)
9 tl;il LI logt p € [0,1] O(y/nlog ) O(nlog2)
10 %—f—thqll,pe [0,1],¢ > 1 O(y/nlog®) O(qnq(plitqﬁ) log )
11 t* =14+t —logt,p>1,¢>1|O(y/nlog?) O(qn%1 log 2)
12 | (m+ 1)t2 - (m +2)t+ ,m >4 | O(¢*/nlog2) O(m™sm log 2)
13 | 2 — 2t + —~ n(m) t>0 O(y/nlog2) O(n1log )
14 tQT_l + Wip[tanph(t) —1,t>0 O(p*y/nlog2) O(p e log 2)

TABLE 3.1 — La complexité a petit- et & grand-pas

Lemme 3.2. Soit W (t) une fonction deuz fois différentiable, alors les propriétés suivantes

sont équivalentes

1. U(\/tily) <
2. tW"(t) + W' (t) >0, t > 0.

U(t)) + ¥ (ts)
2

3. W(e®) est conveze.

, pour tout t1,to > 0.

Lemme 3.3. Pour h(t) définie dans (3.11) et p > 2, nous avons les propriétés suivantes

0<h(t)<g,t>0.

tan h(t) > 0, t > 0.

tan h(t) —

+ 1)mt

2
>0, t>0.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Démonstration. Pour (3.17), tant que h(t) est une fonction décroissante dans l'intervalle

10, +o00] et tl_l)r(g_ h(t) = 5,

lim h(t) = 0. Alors, on a
—4-00

0<h(t)<g,t>0.
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(3.18) est une conséquence immédiate de (3.17).

Pour prouver (3.19), on définit la fonction g comme suit

2
t) =tanh(t) — ——
olt) = tanh(t) —
la premiére dérivée de g est donnée par
(1) = ' (t) N 2 _(p+ 1)wt?h/(t) + 2 cos? h(t)
cos? h(t)  (p+ 1)mt (p + 1)mt? cos? h(t)

On sait que sin (% — h(t)) = cosh(t) et sin (£ — h(t)) < (5 — h(t)) et par I'utilisation de

(3.17), il s’en suit que

(p+ 1)mt?h'(t) + 2 cos*(5)
(p + 1)mt? cos? h(t)
(p+ 1)wt*W (t) + 2sin*(Z — h(t))
(p+ 1)7t? cos? h(t)
(p+ D)mt*h/(t) + 2(5 — h(t))?
- (p + 1)mt? cos? h(t)
e 12 (% - 25555 + i)

g(t) =

G 22t4+2 T 4(t+1)2
B (p+ 1)mt? cos? h(t)

—2
— il <0

(p+ 1) cos? h(t)(2t + 2)

Dongc, g est une fonction décroissante dans I'intervalle |0, +oo[ et comme tli+m g(t) =0,
— 400

on arrive a (3.19).

Ce qui compléte la preuve. |

Le lemme suivant sert a prouver efficacité de notre nouvelle fonction noyau (3.11).

Lemme 3.4. Soit ¥(t) la fonction noyau définie dans (3.11). Alors, pour tout t > 0, on

W () > 1. (3.20)
w"(t) < 0. (3.21)
tw'(t) —v'(t) > 0. (3.22)
0 (t) + 0 (t) > 0. (3.23)

Démonstration. Pour (3.20), en utilisant (3.16) et (3.18) ce qui implique que tous les
termes de I'expression (3.14) sont positifs, ce qui donne (3.20).

Pour prouver (3.21), en utilisant (3.15), (3.16) et (3.18) on obtient, pour tout t >
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0, ¥"(t) < 0.
Pour (3.22), nous utilisons (3.13) et (3.14), nous avons pour tout ¢ > 0,

B (1) — () =  sec? h(t) (W) [(p — 1) tan" = A(t) + (p + 1) tan” h{t)]t+
T R”(t)(tan? h(t))t 4 (tan?* h(t))(—H'(t))

de (3.16) tous les termes de la derniére égalité sont positifs, ce qui prouve (3.22).

Pour la derniére inégalité (3.23), en utilisant a nouveau (3.13) et (3.14), on trouve,

(W()? [(p — 1) tan” 2 h(t)] t+
)

t![///(t) + 1[/’(75) =2t + %se(;? h(t> (t pe1 h(t)) ((p + 1)(h/(t) 2 tan h(t)) e
a h”(t)t + h,(t)
(0+ DWOPanh@) ] 4 N
R ()t + 1 (1) G R YRy, (tan h(t) — ﬁ) ’

d’aprés (3.19), on a le coté droit de I'égalité au dessus est positif ce qui prouve (3.23).

Ce qui compléte la preuve de ce Lemme. |

Lemme 3.5. Soit ¥(t) la fonction noyau définie dans (3.11), si W(t) vérifie les propriétés
(3.20) et (3.22), alors

U (W (Bt) — BT (DT (Bt) > 0,V > 1,¥5 > 1.

Lemme 3.6. Pour ¥(t), la fonction noyau définie dans (3.11), nous avons

1

%(t —1?<wn) < S WOF 1> 0 (3.24)
w(t) < (1 + gp> (t—1)% ¢ > 1. (3.25)

Démonstration. Pour (3.24), en utilisant (3.20) dans (3.12), on obtient

/ / U (y)dydz > / / dydz
_/1 (= 1)da

[z = 1)°]
(S

[\3|}_.[\3|,_.
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d’ott le coté gauche de I'inégalité (3.24). De méme pour le c6té droit de cette inégalité, on

vy = [ [wwwis [ [ voweae

[ v@ws

1

trouve

t

U (2)¥' (x)dx

I
—

&' ()],

N —

Pour (3.25), on utilise le développement de Taylor en ¢ = 1 avec ¥(1) = ¥'(1) = 0,
(1) = (2+ Zp) et ¥"(t) <0, on trouve

w(0) = w) + o1+ T80 1 T <<
_ L”"2<1>(t—1)2+%<t>(§—1>3, 1<e<t
- (2+§p)2(t—1)2

—
3

1+ §p> (t—1)%.

Lemme 3.7. Soient o : [0, 400 — [1,+00o[ la fonction inverse de la fonction ¥(t) pour

t>1etp:|0,+o0] = ]0,1] la fonction inverse de la fonction —1W'(t) pour t € 0,1],

alors on a
8
1+ s<o(s) <1++V2s, s>0, (3.26)
8+ mp
tan h(t) < (4z +2)#1, 2 > 0. (3.27)

Démonstration. Pour (3.26), soit s =¥ (t), t > 1, i.e., o(s) =t, t > 1.
D’aprés (3.24), on a ¥(t) > 1(t — 1)?,
ce qui implique

25 > (t— 1) t > 1,

alors, pour tout ¢ > 1, on a

t—1=t—1] < V2s,

d’ot1, d’une part

o(s)=t<1++2s, t>1.
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D’autre part et d’aprés (3.25), on a
) 2
s=W(t) < (1+§p> (t—1)2 t>1,
ce qui donne
8
< (t-1)%
(8 + mp)
ce qui implique
Pl 1] > )2
8+ mp
d’ou
8s
t= >1 :
o(s) 2 1+ 8+ mp
Pour (3.27), soit z = —3¥'(t), t €]0,1] qui est équivalent &
2z = —0'(t),t €]0,1].

De (3.13), on trouve

4 2 —1 /

2z = — [t 4 = [1 4 tan® h(t)] [tan”" h(t)] K (t) ) .

T

Ce qui implique
—7(2 t
(1 + tan? h(8)) tan* 1 A(t) = — 225D C 90, 11y vielo ],
4h'(t)
et comme
tan” (1) < (1 + tan? A(t)) tan? ' h(t),

on trouve

tan”Tt h(t) < 2(22 4 1).
D’ou

tan h(t) < (4z + Q)Til,z > 0.

Ce qui achéve la preuve. |

Lemme 3.8. Supposons que ¥(t1) = W¥(ty) avec ty < 1 <ty et > 1, alors

U(5ty) < W (Bts).

L’égalité est vérifiée si et seulement st B =1 outy =1ty = 1.

Le Lemme suivant est un Lemme trés important, qui est valide pour toute fonction

noyau vérifie les conditions (3.20) et (3.21).
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Lemme 3.9. [1] Soit o : [0, 4+00] — [1, +00[ la fonction inverse de la fonction ¥(t), t > 1,
alors on a

P(Bv) < n¥ (ﬁa (@)) L vERL,, B> 1.

n

Démonstration. Pour 5 > 1, nous considérons le probléme de maximisation suivant
Max {P(pv) : &(v) = 2z, Yz > 0}.
Les conditions d’optimalité du premier ordre (ou le lagrangien) donne

P(fv) +y(z = d(v) =0, (1)

ot y > 0 est le multiplicateur de Lagrange. En dérivant (1) par raport & v, on obtient
BP'(fv) — y®' (v) =0,

ou de maniére équivalente

n

52@’(5%-) - wa'(Ui) =0 Zw(m) =) g (v;) =0,

=1

ce qui est équivalent a
B (Bu;) = y¥'(v;), Vi =1, ...,n. (2)

Comme ¥'(1) =0 et ¥'(B) > 0, V5 > 1, alors ¥'(v;) > 0
Donc v; # 1, pour v; vérifie les contraintes du probléme (2), i.e., ?(v;) = z;, Vi = 1, n,

avec z; donné, on distingue deux types de valeurs de v;

v

7 7

stv; > 1,
v, =

v, 51 v < 1,

7
donc

- +
v, <1<

D’aprés le Lemme 3.8, on a
v(Bu;) < ¥(Buf),

donc, on prend

vi=v >1,Vi=1,..n.

Puisque nous avons un probléme de maximisation, I'équation (2) donne

Y (Bu;) > 0 et y¥'(v;) > 0, y > 0.
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Maintenant, on définit la fonction g comme suit

'(t)
t) = t>1
g( ) W’(/Bt)’ — )
d’aprés I’équation (2), on déduit que
B .
g\v;) = —, Vi = ]-a y TV
(i) ;

Donc g est une fonction constante.

On dérive g on obtient

_ )W (t) — pE(E)eT(5t)
(@'(B))?

D’aprés le Lemme 3.5, on trouve que ¢'(t) > 0. Donc, g est une fonction strictement

q(t) L VB >1, vVt > 1.

croissante, d’ou tous les v; sont égaux.

Posons v; =t, Vi =1,...,n, de 'égalité ®(v) = z, on déduit que

N W) = nl(t) = 2 = W(t) = -

: n’
i=1

Comme o est la fonction inverse de la fonction ¥, alors t = o ( ) . D’ou

Z
n

B(pv) < Maz $(3v) = B(31) = (1) = nt (§o (2)) = (ﬁa (@S}))) |
Donc

a(8v) < (G2 w5 > 1.

Le cas f = 1, est évident puisque

Pl ()

Ce qui implique

Le théoréme suivant, nous a permet d’obtenir I'estimation de @ aprés une p mise a

jour.
Théoréme 3.10. Soit 0 < 0 < 1,0y = 7=, si D(v) < 7, alors on a
On + 27 + 2+/2mn

Por) s =509
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Démonstration. On a o : [0, 400 — [1, +o0[ la fonction inverse de ¥(t), t > 1, donc

g(@) > 1 et comme 0 < 6 <1, on trouve \/1179 > L.

Ce qui implique

pourt > 1, on a

U(t) < ) (%)

Par I'utilisation du Lemme 3.9 avec § = \/11_—9, on obtient

B(vy) < W <\/11T9" (éiv))) ’

|
)

ce qui donne, d’aprés ()

B(0) < 5 (( — (@SJ)))? . 1)
5 (i (- (") )
(i (12 )

de (3.26), on a

__" <9+2$+2 2@@)),

n
comme ¢(v) < 7, on obtient

oers g (054

_ On+ 27 +2y27n
B 2(1—0)

Ce qui termine la démonstration.

Notons par
_ On+27+2V271n

21— 0)

(@) :

(3.28)

Donc, (?), devient une borne supérieure de @(v, ) durant le processus de I’algorithme.
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3.2.3 Analyse de la complexité
Calcul du pas de déplacement

Dans cette partie, nous calculons le pas de déplacement par défaut « et nous prouvons

le décroissement de la fonction barriére. Aprés une itération, nous avons
rr=x+alx; y, =y+alAy; s. = s+ als.

Utilisons (3.4), nous avons

(%)
Ty=z|leta— | =
x

As d s
si=sleta—)=sleta—)=—(v+ady),
v v

S

8
YR
)

+
Q

QL
8
N———
Il
|
=
+
Q
QL
N

d’ont

vy = xJ;jJr = /(v + ady) (v + ady).

Pour tout a > 0, on définit la fonction f comme suit

fla) = D(vy) — (). (3.29)

Donc, f(a) est la différence de proximité entre le nouvel et le courant itéré, pour p fixe.

Par (1) du Lemme 3.2, nous avons

D(vy) = (\/(U + ady) (v + ad5)> < % (2(v+ ady) + P(v + ady)) ,
et par conséquent f(a) < fi(a), telle que
fila) = %(@(U +ad,) + B0 + ady)) — B(v), (3.30)

pour a =0, on a

et

d’ont



3.2. Nouvelle fonction noyau 42

De (3.8), on a

n n

file) =35 (i + ady,) + P (v; + ady,)) = > W (vy).

=1 =1

Prenant les deux premiéres dérivées de fi(«) par rapport & a, nous obtenons

n

1
fi(a) = 5 > (W (i + ady,)d, + W' (v + ady,)ds,)

i=1
et

n

1
() = 3 Z (" (v; + ady,)dz + " (v; + ady,)d2)

i=1
ou d,, et d,, désigne la i“*® composante de vecteurs d, et dg, respectivement.

Pou a = 0, on trouve

(ORED SUAA AR A

1 n
=3 > W (i) (da, + ds,).
=1

En la derniére équation de (3.7) et (3.8), on obtient

£1(0) = 5V(0)"(d, +d,)

= —%V@(U)TVQP(U),

de (3.10), on a
f1(0) = —24(v)*.

Lemme 3.11. Soit §(v) définie par (3.10), alors
1
d(v) > 5@(1}). (3.31)
Démonstration. En utilisant (3.24), nous avons

Do) = S W(0) £ 3 500 = SIVe)I = 26(0)%

ce qui donne

Pour ¢(v) > 1, on trouve 6(v) > 4/ =. [ |
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Remarque. Toul au long de ce chapitre, nous supposons que T > 1. FEn utilisant le
Lemme 3.11 et la supposition de ®(v) > 7, nous avons a partir des Lemmes 4.1 — 4.4 de

[1] les Lemmes 3.12 — 3.15 suivants
Lemme 3.12. Soient fi(«) et 6(v) définie dans (3.30) et (3.10), respectivement. Alors
(o) < 26%0" (vy — 2a),
ot §(v) := 0.
Démonstration. De la derniére égalité de (3.7) et par définition de d, on a ||d,+ds|| = 20,
d’ou
e + dsll* = ldal|* + [|ds[|* + 2l|duds || = (20)*.

Puisque d, et ds sont orthogonaux, nous avons ||d,|| < 26 et [|ds]| < 26, i.e.,

1
Hdd!—(Zdi) < 20
=1
no\E
HdA[z(Zdi) < 26.
=1

Donc
—26 < |dy| <25 et — 26 < |d,| <25, 1<i<n.
Alors
—2a6 < aldg,| et —2ad < alds,|, 1 <i<n.
On obtient
v +ad,, > v+ ad,, > v) — 2a6
et

v, +ady, > v —adg, > v — 20,1 <i < n.

De (3.21), ¥" est strictement décroissante, donc la substitution de ces inégalités a f7,

nous donne

n

1
M) = 5 > (v + aday)d2, + " (v + ad,)d2,)
=1
1 n
<3 > (@ (v) = 2008)d2, + " (vy — 206)d2)

=1

n

1 1!
= 5¥"(v1 = 200) (2 +d2)

i=1

1
= 5@"(1)1 —2ad)||dy + ds|* = 20°W" (v — 2a9).

Ce qui compléte la preuve. |
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Lemme 3.13. Si le pas de déplacement o vérifie l'inégalité suivante

V' (v1) — W' (v — 28) < 20, (3.32)
alors
1(@) 0.
Démonstration. On a
HORYAORS WA
comme f](0) =—26% et d’aprés le Lemme 3.12, nous avons

Rl =10+ [ 1
< —26% 4 257 / W0y — 266)de

0
= —20% + 6(—¥'(vy — 2a6) + ¥'(vy))

<0.

Ce qui termine la preuve. |

Lemme 3.14. Soit p : [0,+oco[ — |0, 1] la fonction inverse de la fonction [—%W’(t)] ,
pour t € |0,1], alors la valeur mazimale du pas de déplacement o qui vérifie l'inégalité

(3.32) est donnée par
p(0) — p(29)
24 ’

a=
Lemme 3.15. Soient p et & le pas de déplacement défini dans le Lemme 3.14, alors

“Z )

Démonstration. Par définition de p, on a
Lo
0 =—5¥(p(9)),

qui est équivalent a
26 = —W'(p(5)).

On dérive par rapport a J, on trouve
0 (p(8))/(6) = 2

ce qui implique
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Donc, p est une fonction strictement décroissante dans [0, +o00].
D’aprés le Lemme 3.14, on a
I Y Ay
=55 ). F (&)d¢
1 [ de
S / 7 (p(0))
Comme p et ¥” sont des fonctions décroissantes, alors

V(p(0)) = min ¥ (p(£)).

On sait que ¥"(p(d)) > 0 et ¥” est décroissante, donc le maximum est atteint lorsque p

est minimale, i.e.,

" (p(20)) = o 7"(p()),

d’ou

a>

dé =

| =

1 20
P (p(20)) /5 v (p(20))

Lemme 3.16. Soient p et @ définies dans le Lemme 3.15. Si ®(v) > 7 > 1, alors nous

avons
1

az T
(94 4pm) (85 + 2)»it

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.15, pour p(20) = t, t €]0, 1], nous avons

™

W< G

)% h(t) <
D’aprés (3.27), pour z = 20, nous avons

tan? h(p(20)) < (85 +2)7+7, tan?~2 h(p(20)) < (86 + 21

et
tan?~1 h(p(20)) < (86 + 2)#1, tan” h(p(26)) < (86 + 2)#+1.

Pour tout ¢ €]0,1], on a § < h(t) < %,

Ce qui implique
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En remplagant par ces inégalités, on trouve
(p— 1) tan? 2 h(t)+
4 (R'(t))*+
v(t) =1+ - sec h(t) | |(p+ 1)tan® h(t)
[tan”~" R ()] 1" (1)]
4 -7 T
<1+ tan® | —sec® h(t) |2 2
< e Lo ) [ |
4 .o pt2
< 1+ =@ (205)2 +7) | (85 +2)5.
s 2
Ce qui donne
_ 1 1
@z 1 Ptz piz -
[14+2(2) (2p(5)2+7)] (80 +2)»1  (9+4mp) (88 + 2)»+1
]
Notons par
- 1
Q= — (3.33)
(94 47p) (85 + 2)»+1

Donc, a est la borne inférieure du pas de déplacement par défaut et on a

a<a.

Lemme 3.17. On suppose que g est une fonction conveze et deux fois différentiable avec

et g atteint son minimum global a t* > 0 et g" est croissante pour tout t, alors pour tout

t€[0,t*], on a

tg'(0).

9(t) < =

Lemme 3.18. [1| Si la valeur du pas de déplacement « satisfait o < @, alors

fla) < —ad”.
Démonstration. Soit g une fonction définie par
2 / 1 1
g(a) = —2a0" + ad¥ (Ul) - EW(Ul) + 5@('[)1 - 2&5),

alors

9(0) = 0 = £1(0).
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Par dérivation par rapport a a, on trouve
d(a) = =282 + 0¥/ (vy) — 6¥'(vy — 2a6).

D’aprés (3.32), on a
g (a) < —20% +26% = 0.

Pour o« = 0, on trouve
g'(0) = —26° = f1(0).

La dérivée seconde de g(«), est donnée par
g’ (o) = 20°0" (vy — 2a6).

D’aprés le Lemme 3.12

et par conséquent

Alors, si a <@, on a
gl =g O+ [ g6
0
= —20% + 262 / " (v — 266)dE
0
= 9252 — 5/ U (v — 2£8)d(vy — 280)
0
= 26+ 0(—¥' (v, — 2a0) + ¥'(vy)).

De (3.29) et (3.30), on a g est une fonction convexe et deux fois différentiable alors d’aprés

le Lemme 3.17, on a

= —ad’.

D’ou

Ce qui termine la preuve. |

Lemme 3.19. Soient ¢(v) > 1 et & défini dans (3.33), alors on a

V2

_ 288(1_3p 9 [@(v)] 2D . (3.34)

f(a) <
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Démonstration. En utilisant le Lemme 3.18 avec a = & et de (3.33), nous avons

f@) < —a¢?
—52
(9 + 47p) (86 + 2) 1
_52
S p+2
(9 + 47p) (8 + 2(20)) 7+

—(p+2)
—620 1

(9 + dpr)125+1

ainsi

Donc )
ot

< Y
= 144(13p + 9)
d’aprés (3.31), nous avons

V3

< V7 _(p(v)]@D.
= 288(13p+9)[ ()

fa)

Ce qu’il fallait démontrer. [ |

Nombre total d’itérations

Nous avons besoin de compter combien d’itération interne nécessaire pour retourner
a la situation @(v) < 7 aprés une p mise a jour. On définie la valeur de ®(v) aprés la
premiére mise & jour de p par (@) et on note par (@), k = 1, K, la suite des valeurs dans
la méme itération externe ot K désigne le nombre total d’itérations internes dans une

itération externe. Par la diminuation de f(&) pour k =0,k — 1, on a

V2

— Y% ]
288(13p+9)[ d

(Prs1(v)) < (Pr(v))
Lemme 3.20. Soit tg,tq,...tx, une suite des nombres positifs, avec
o <ty — Bty k=0k—1,8>0,0< vy <1,

alors

t’Y

k<2,
By
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Si on prend t, = (@(v))k,y =1 — (p+1) = 25;21 et f = W Le nombre total

d’itérations internes est borné par

b e <288(13p +9)(p+ 1)\/§> (@)
(p+2)

En multipliant le nombre d’itérations externes par le nombre d’itérations internes, nous
obtenons une borne supérieure pour le nombre total d’itérations.
Donc, le nombre total d’itérations pour avoir une solution approchée avec nu < € est

majoré par

288(13p + 9)(p + 1)v2 sty log?
( (p + 2) > (¢)0( ) 9 (335)

Pour les méthodes a grand-pas avec 7 = O(n) et § = O(1), on a
+2 n
@) (pTL?(I;H) log?> itérations.

Dans le cas d’'une méthode a petit-pas, on a 7 = O(1) et 6 = © (\%) . Le remplacement
de ces valeurs dans (3.35), nous donne la meilleure limite possible. Une meilleure borne
est obtenue comme suit

D’aprés (3.25), on a

P(t) < (14 p)(t = 1)t > 1
Ce qui donne
B(v,) < n¥ ( 11_ o ((‘bnv)))
)

Et comme &(v) < 7, on trouve

D(vy) < nﬁf%}) (9+ 2%)2
e
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Nous avons également utilisé

0
l1-V1l-0=——-<86.
1+v1—-0 "

En utilisant la borne supérieure (2)g, nous obtenons un majorant de nombre total d’ité-

rations suivant

288(13p + 9)(p + 1)v/2 (@) sty Log s
(p+2)

0 6
Pour (®)y = O(p) la complexité algorithmique devient

n
O <p2\/ﬁlog E> itér ations.



Conclusion

Dans ce travail, on a résout le probléme de programmation linéaire, noté (P) par une
méthode de point intérieur (M PI) de type trajectoire centrale (T'C’), puis on a introduit la
notion des fonctions noyaux, ot on a présenté une nouvelle fonction noyau a terme barriére
trigonométrique (3.11). Cette derniére est proposée par Bouafia et autres [2] pour trouver
une classe de direction dans le but d’améliorer la complexité algorithmique des méthodes
de (M PI) de type (T'C') primal-dual pour les deux versions & grand- et a petit-pas. Les
résultats obtenues par les auteurs sont des contributions importantes pour la complexité

algorithmique du probléme étudié (P).

o1
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